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RESUME : Le travail présenté dans le cadre de cette étude est relatif  une étude d’écoulements dans une cheminée
solaire par voie de simulation numérique. La modélisation du probléme a été établie moyennant I'utilisation d’'une
approche basée sur I'étude des écoulements dans une cavité ouverte constituée d’un disque et d'un cylindre.
L’analyse du probleme est relative au développement d’'un code de calcul, avec variables adimensionnelles en
coordonnées généralisées, pour la simulation de I'écoulement d’air dans la cheminée, avec prise en compte des deux
régimes d’écoulements (laminaire et turbulent). Les aspects, thermique et hydrodynamique de 'écoulement ont été
traités dans le cadre de cette étude, a travers la résolution des équations de la dynamique des fluides, par utilisation
de la méthode des volumes finis avec des conditions aux limites adéquates. Il est a souligner que originalité de ce
travail réside dans la modélisation, mathématique et numérique, des écoulements laminaire et turbulent, dans une
géométrie complexe, avec variables adimensionnels, dans le souci de la généralisation des résultats. Notons, que la
littérature sur aspect dynamique des fluides, en général, et I'écoulement turbulent en particulier dans les cheminées
solaires, est trés pauvre. En effet, les travaux publiés se contentent de Iutilisation de logiciels industriels, tel que
Fluent, avec variables dimensionnelles, sans une modélisation mathématique fine, du phénoméne physique. Ce travail
constitue alors une plateforme d’analyse des performances énergétiques des cheminées solaires, avec prise en
compte de I'aspect thermo- fluide ayant lieu dans les centrales de production d’énergie de type cheminée solaire en
régime permanent.

Mots clés : Centrale cheminée solaire, laminaire, turbulent, comportement thermo-hydrodynamique, méthode des volumes finis.

ABSTRACT: The present work is related to a numerical simulation of flows in solar chimney. The Mathematical modelling
approach used is based on flows in an opened enclosure with two components: a cylinder and a disc. This analysis consists in
developing a computer software with dimensionless variables, and in generalized coordinates, in order to simulate an air flow
in a chimney, by taking into account the different flow regimes (laminar and turbulent flows). Thermal hydrodynamic aspect
of flows is also analysed, by solving the fluid dynamics equations, using finite volume method with adequate boundary
conditions. The originality of this study is related to the mathematical and the numerical modelling of laminar and turbulent
flows, taking place in a complex geometry, like solar chimney power plant, with dimensionless variables. We must underline
that published works in fluid dynamics fields are, in general very poor, particularly in turbulent flows. The most part of works
use industrial computer software, like Fluent software, and without any mathematical modelling of physical phenomena. This
study constitute a corn stone in understanding the solar chimney efficiency, with thermo- fluid aspect analysis, that take place

in solar chimney power plant and in steady state conditions.
Keys words: Solar chimney power plant, laminar, turbulent, thermohydrodynamic behaviour, the finite volume method.
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Nomenclature

Section transversale collecteur

Section transversale de la tour

Capacité calorifigue massique a pression constante de I'air
Coefficients

Diameétre hydraulique

La hauteur a I'entrée du capteur

Accélération gravitationnel

Terme de la génération de la turbulence di au gradient de température
Débit massique

Coefficient d’échange par convection

Energie cinétique turbulente

Energie cinétique proche de la paroi

Longueur

Approximation numérique

Irradiation solaire

Intensité turbulente

Terme de la génération de la turbulence due a la vitesse moyenne de
turbulence

Centre du volume de contréle

Pression

Correction de la pression

Différence de pression entre la base et I'environnement voisinant
Rayon

Température

Différence de température entre le sol et 'ambiance
Vitesse de I'air a I'entrée de la cheminée

Composantes physiques des vitesses

Correction des composantes des vitesses

Composantes covariantes des vitesses

Composantes adimensionnelles des vitesses

Terme source

Les nombres adimensionnels

Pr
Gr
Ra
Pe
Re

Nombre de Prandt!
Nombre de Grashof
Nombre de Rayleigh
Nombre de Péclet
Nombre de Reynolds

m.s
m.s

m.s—
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=il
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Symboles grecs

ap Coefficient de relaxation pour la pression

a, Coefficient de relaxation pour la vitesse axiale

a, Coefficient de relaxation pour la vitesse radiale

() Rendement effectif

B Coefficient volumique de dilatation thermique K1

p) Conductivité thermique du fluide w.m LK1
A Conductivité thermique turbulente w.m LK™
p Densité de I'air kg.m™3

n Rendement

£ Taux de dissipation de I'énergie cinétique m%.s~3

& Taux de dissipation proche de la paroi m?.s™3
(r,6,z) Systéme de coordonnées cylindriques

&,n) Systéme de coordonnées généralisées

u La viscosité dynamique du fluide kg.s7l.m™
Us La viscosité dynamique turbulente du fluide

a, B,y Tenseurs métriques

o) Variable indépendante générale

Tjj Taux de déformation

re Diffusivité

Indices

coll Collecteur

sc Cheminée solaire

tot Total

wt Turbine

Exposant

Variable adimensionnelle
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Introduction générale

es applications solaires ont pris de I'ampleur ces dernieres années, dans le but de

trouver des systemes économiques en matiére de consommation énergétique et

développer des techniques moins coliteuses et durables utilisant cette source
d’énergie inépuisable par excellence. Le développement de ces techniques touche a plusieurs
sciences, telle que : la mécanique des fluides, le transfert de chaleur, la dynamique des gaz et
autres. De méme, il a été appliqué dans notre étude un développement numérique de la
dynamique des fluides dans une cheminée solaire assimilée a une cavité ouverte.

Donc, de ce qui suit, nous étudierons la dynamique des fluides dans une cavité ouverte
chauffée par le bas. L’air admis dans la cavité est chauffé par le rayonnement solaire pour
obtenir un écoulement donnant naissance a une énergie cinétique. Celle-ci est transformée en
énergie mécanique qui est transformée en énergie électrique. En procédant a une amélioration
du rendement global de cette technique, il nous est apparu essentiel de considérer une
géométrie curviligne pour donner a I'écoulement une allure plus naturelle. Dans ce travail, nous
nous intéressons a l'étude d'un écoulement incompressible, qui est modélisée
mathématiquement par des équations de Navier-Stocks, représenté par I'’équation de continuité,

les équations de mouvement et I'équation d’énergie.

Le travail consiste donc, a trouver les composantes de vitesse, de pression et de
température de l'écoulement sur un nombre fini de points du domaine d’étude, sous des
conditions aux limites imposées. La méthode de volumes finis a été utilisée dans la
discrétisation, ou on obtient les équations approximatives qui prennent des propriétés
constantes sur chaque élément de maillage, qui est appelé volume de contrdle. Différents
schémas numériques tels que : schéma centré CDS, schéma décentré aval UDS et schéma
décentré aval avec fonction de poids WUDS, sont utilisés dans 'approximation numérique.

Le travail présenté dans ce mémoire se compose de cing chapitres :

Le premier chapitre, présenté sous forme d’étude bibliographique et page d’histoire
sur les travaux antérieurs effectués durant les dernieres décennies sur les cheminées
solaire et expose les différentes procédures adaptées dans le développement numérique et
expérimentale.

Dans le deuxiéme chapitre, nous nous intéressons a la modélisation d'un écoulement
incompressible dans une cavité ouverte, gouvernée par les équations de Navier —
Stokes . Ces derniéres sont déduites des principes de conservation de la masse, de la
quantité de mouvement et de I'énergie. Vu la forme géométrique imposée de la cavité,
les équations résultantes sont transformées en coordonnées curvilignes. Dans le but de
généraliser les résultats obtenus pour différentes conditions et géométries, les
équations obtenues sont écrites sous forme adimensionnelle.

Le troisieme chapitre est consacré a l'analyse numérique d’'un écoulement
incompressible dans une cavité ouverte curviligne. Les équations décrivant I’écoulement
sont écrites sous forme générale de variable ¢ [23]. La méthode de volumes finis
choisi dans notre travail décrite par Patankar [6], qui consiste a discrétiser le
domaine de I’écoulement en une multitude de volumes élémentaires, et I’équation
générale est intégrée sur chaque volume de contrbéle pour obtenir des équations qui
sont appelées : équations discrétisées.
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Dans ce type de probleme, le maillage est défini sur un domaine d’étude curviligne.
Le schéma correspondant a ce type de domaine est appelé schéma a 9 points ou
schéma VF9. Deux codes de calcul sont développés pour mettre en exécution les équations
décrivant le probleme, tout en utilisant I’Algorithme de pression appelé SIMPLE pour résoudre
I’équation de correction pression-vitesse.

Le quatriéme chapitre consacré a 'interprétation des résultats obtenus, par les
deux codes de calcul simulant les deux régimes d’écoulement, a savoir le régime
laminaire et le régime turbulent en convection naturelle dans une cheminée solaire.

Cinquieme chapitre, dans ce dernier chapitre on calcule les performances
énergétiques de la cheminée solaire en matiere de puissance et rendement suivie
d’une validation des résultats par comparaison aux résultats expérimentaux.

Ce mémoire est doté de plusieurs annexes, ou on présente le
développement mathématique suivi dans 1’élaboration des équations de
Navier - Stocks dans les différents systémes de coordonnées utilisées.
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epuis le feu de bois, la traction animale, les moulins crétois et la marine a voile, toutes les
sources énergétiques disponibles pour assurer le développement humain étaient
renouvelables jusqu’'a la révolution industrielle du XIXéme siecle. Cette derniere a
précisément été marquée par I'acceés massif aux ressources fossiles et non renouvelables
(charbon, pétrole, gaz, nucléaire) pendant plus d’un siécle. Chacun sait que cette révolution a
profondément bouleversé 'ensemble des activités et habitudes humaines et a largement
contribué a structurer les rapports sociaux, politiques et stratégiques sur I'ensemble de la
planete. Nous atteignons aujourd’hui les limites du modele de développement productiviste
fondé sur deux postulats, dont nous savons aujourd’hui avec certitude qu’ils sont faux : celui du
caractere inépuisable des ressources énergétiques classiques et de la neutralité
environnementale de leur utilisation. En effet, nous avons pris conscience que nous vivons sur
une planéte a ressources énergétiques finie. L’étre humain peut la détruire ou la sauvegarder.

Si nous choisissons le développement durable, c’est a dire l'accés équitable aux
ressources sans épuisement de la planete, alors une stratégie économe en énergie basée
largement sur les énergies renouvelables est indispensable et inéluctable. Ce choix n’est pas
seulement une vue de I'esprit pour le long terme, il détermine les conditions de la paix ou de la
guerre dans moins d’'une génération. L’épuisement a terme des ressources fossiles et fissiles,
leur impact négatif sur 'environnement ainsi que notre volonté de paix et de justice imposent
donc une deuxieme révolution énergétique.

La continuité d’approvisionnement en énergie, son cofit, et la neutralité de son utilisation
vis-a-vis de I'environnement sont les trois objectives clefs de toute politique énergétique de tout
pays du monde. Comme la demande mondiale en énergie augmente exponentiellement, les
ressources d'énergies conventionnelles sont exposées a l'épuisement dans un futur proche. De
plus, la prévision en matiere de la population mondiale qui se voit vers la hausse qui a tendance
a doubler tout les 60 ans, ce qui revient a un taux de croissance de 1,2 a 2% par an,table 1.

Tableau 1: population, energie et demande en electricite [7]

Année Population Demande en énergie Demande en électricité
(billions) (MMBDOE)* % de la demande en énergie

1970 3.6 100 6

1985 4.8 200 9

1995 5.3 300 15

2000 6.1 350 30

2050 12 700 62

* Signifie des millions de baril equivalent de pétrole par jour
I.1. Solutions technologiques

La solution qu’on peut envisager pour remédier a ce probléme est de retourner aux ressources
naturelles et 'énergie solaire en est une. Elle est renouvelable par excellence. L’énergie solaire
est d'un intérét primordial pour un grand nombre de pays, y compris 1'Algérie, disposant d'un
tres fort ensoleillement pour lequel elle peut jouer un role majeur dans le futur proche. De plus
si I'effort de Recherche et de Développement est poursuivi et encouragé, la part de cette source
d’énergie pourrait se révéler encore bien supérieure a long terme [7]. Dans cet axe, ces dernieres
décennies la recherche dans ce domaine a pris une sérieuse avance et c’est devenu a la mode.
Cette tendance est le résultat de plusieurs facteurs multiples et complexe, les conflits politiques
ont influencés l'utilisation correcte et rationnelle des ressources naturelle fossiles ou autres,
dont l'urgence de trouver une source inépuisable et renouvelable et au méme temps pour
remédier aux problemes de la distribution inégale d’énergie et par la suite trouver une issue
pour échapper a la domination des géants du pétrole qui controlent la politique énergétique
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dans le monde !? Bien que méme la technologie des énergies renouvelables (E.R) si elle n’est pas
bien assimiler et controler par les pays en voie de développement elles resteraient a jamais
dépendant des plus forts ! Et I'histoire énergétique se réitere. Parmi ces ressources inépuisables,
on trouve par excellence I'énergie solaire qui a attiré 'intérét des chercheurs en l'utilisant dans
plusieurs disciplines et sous plusieurs formes, citant a titre d’exemple : le solaire thermique et le
solaire photovoltaique, comme deux grand axes de I'application solaire. Parmi les technologies
solaires les plus rentables, on trouve la technologie de centrale a cheminée solaire. (Schlaich,
1995). Mais quand en parle de la production de I'électricité, il faut faire la différence entre la
petite production et la grande production centralisée de I'électricité. Dans le premier cas on
parle d’'une production de I'ordre de 100 kW maximum.

La production centralisée signifie des centrales solaires a grande capacité de production allant
de 10 a 500 MW /jour.

Selon la situation actuelle, on compte deux grands groupes pour la production de I'électricité
solaire :

% Production d'électricité a grande échelle centralisée

e Systémes répartis de capteurs (DCS) avec les capteurs paraboliques de cuvette,
e Systémes centraux récepteur (CRS) avec des héliostats,

e Cheminée solaire avec des capteurs en verre ou film plastique.

R/

+ Production d'électricité décentralisée a petite échelle

e Systéme de Dish/Stirling (D/S)
e Systemes Photovoltaique (PV)

Tous les systémes précédement cités sont des centrales thermiques solaires a I'’exception des
systémes photovoltaiques. En outre, les cheminées solaires et les systémes photovoltaiques ont
la capacité d’utiliser le rayonnement solaire diffus qui suggere que la cheminée solaire fournisse
la seule technologie pour l'utilisation a grande échelle dans les régions caractérisées par un
rayonnement solaire global ou la fraction diffuse est importante.

1.2. Description de la cheminée solaire

La cheminée solaire fonctionne comme une centrale a vapeur dont le fluide caloporteur
est l'air a la place de I'eau. Elle est composée d’'un capteur solaire radial, d'une tour centrale
cheminée et d’'un ou plusieurs aérogénérateurs, figure 1.1. L'air circulant dans le capteur solaire
est chauffé par le sol absorbant le rayonnement solaire, et ensuite acheminer vers le centre de la
cheminée, en continuant sa trajectoire vers le haut de la tour cheminée tout en faisant tourner
I'aérogénérateur qui produit de I'énergie électrique.
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Figure 1.1 : Prototype de cheminée solaire installée a Manzanares - Espagne [45]

Des études numériques, analytiques et expérimentales ont été entreprisent pour bien
comprendre le comportement des cheminées solaires afin de bien construire un prototype qui
réalise le meilleur rendement en matiere de production de I'électricité. Citant a titre d’exemple le
prototype installé a Manzanares - Espagne (1982) par Schlaich figure 1.1, qui a fonctionné
jusqu’a 1989 en alimentant la dite région produisant une puissance de 50 KW.

I.3. Les approches numériques de la turbulence

La plupart des écoulements rencontrés dans le domaine de la pratique industrielle sont de
nature turbulente et beaucoup de phénomenes tels que le transfert de chaleur ou de masse sont
liés au mouvement du fluide, donc leur étude nécessite le calcul préalable de 1'écoulement
considéré.

On présente, ici quelques méthodes de prédétermination des variables d'écoulement turbulent
[44].

1.3.1. La simulation numérique directe

Dans les équations de Navier-Stokes, le fluide est considéré comme un milieu continu par
rapport a l'échelle moléculaire. Selon ce point de vue, on peut trouver les solutions des
équations de Navier stockes par leurs résolutions sur toutes les échelles de 'écoulement : des
échelles énergétiques aux échelles dissipatives. A partir de la loi de Kolmogorov, on peut
montrer que le rapport entre 1'échelle des gros tourbillons et 1'échelle de Kolmogorov est

proportionnelle a Re¥*, c'est-a-dire pour capturer toutes les échelles qui apparaissent dans
I'écoulement turbulent, il faut utiliser une grille de calcul avec un nombre de points dans chaque

direction de I'écoulement de l'espace, proportionnelle a Re% c'est & dire dans un écoulement

9/4

tridimensionnelle le nombre de points sur une grille est de 1'ordre de Re On peut aussi

montrer que le temps de calcul est proportionnel a Re'™*. Ainsi, en regardant le colit de calcul en
place mémoire et en temps CPU, on comprend bien que ce type de simulation est envisageable
pour des écoulements turbulent relativement simples [45].

1.3.2. La simulation des grandes structures de turbulence

Comme dans le cas précedent, en moyennant les équations de Navier-stokes a l'aide de la
moyenne spatiale filtre, on obtient un systéme ouvert pour les variables d'écoulement. Le
tenseur de contrainte qui résulte de la non linéarité des équations de Navier-stokes apres avoir
pris la moyenne a une expression analogue que celle obtenue en moyennant temporellement les
équations, mais il ne modélise pas le méme phénomeéne physique. En fait, ce tenseur ne rend
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compte que des fluctuations a petite échelle, plus petite que la maille de calcul qu'on va choisir,
en correspondance avec la largeur du filtre choisi, qui seront plus faciles a modéliser ayant un
caracteére universel [30].

1.3.3. Les méthodes statistiques

Dans un écoulement turbulent, on distingue trois classes d'échelles de mouvement : les
mouvements d'ensembles (mouvement global de l'écoulement), mouvement d'agitation
turbulent, mouvement d'agitation moléculaire. Une idée, qui peut étre envisagée est de
prédéterminer des parametres statiques, des variables d'écoulement pour lesquelles il existe un
déterminisme statique afin de résoudre les équations de la dynamique des fluides.

Dans les écoulements turbulents les vitesses changent sensiblement pour un incrément de
temps infinitésimal. Il est trés difficile de capturer les fines perturbations qui subsistent sur une
telle échelle et la résolution demande un matériel de calcul puissant qui n’est pas toujours
disponible. En effet, pour étudier I'évolution du mouvement d'une particule fluide dans un
écoulement turbulent, une approche statistique a été proposé par sir Reynolds (1895).

Cette approche consiste a : considérer que la valeur instantané d’une grandeur ¢ est séparée en
-_— . r

une valeur moyenne ¢ et une fluctuation ¢ [9].

D’ou:

p=¢+o (2.16)

- 1.t
Avec ¢ =;f0 ¢ dt
Siu la composante de la vitesse suivant la direction 7:

U =+ u, (2.17)
Ou:

u'r : est la fluctuation de la vitesse
U, : estla moyenne de la vitesse

Donc, la détermination de la double corrélation (u'v") est le principal probléme rencontré dans
le calcul des écoulements turbulents. On ne peut le déduire de I'’équation exacte de transport, car
ceci contient des corrélations d’ordre supérieur (u v w') . La fermeture du systéme d’équations
ne peut étre donc obtenue par l'appel a des équations d’ordre supérieur. Par conséquent la
modélisation de la turbulence doit étre introduite a un certain niveau, ceci consiste a approcher
les contraintes de Reynolds.

Les moyens de fermeture utilisés font intervenir: soit des équations de transports de
contraintes de Reynolds, soit le concept de la viscosité turbulente. Parmi les modéles basés sur le
concept de la viscosité turbulente on cite :

¢+ Les modeles a zéro équation de transport,

¢+ Les modeles a une équation de transport,
¢+ Les modeles a deux équations de transport.
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1.3.4. Concept de la viscosité turbulente

La plus ancienne des hypothéses de la modélisation de la turbulence et qui est devenue
aujourd’hui une proposition de grande importance est le concept de Boussinesq (1877).

Par analogie a la viscosité moléculaire dans les écoulements laminaires, les contraintes
turbulentes sont liées aux gradients des vitesses moyennes par le biais d'un coefficient appelé
viscosité turbulente y;:

r U aU aV 2
-“uv = vt<ﬁ+@> —§k6l]
La viscosité turbulente comme I'indique son nom dépend de I'état de la turbulence, en tout point
du domaine d’écoulement, donc, elle n’est pas une propriété de fluide lui-méme, mais une
propriété de la turbulence, elle varie sensiblement d’'un point a un autre et d'un écoulement a un
autre.

Cependant, I'introduction de I'hypothese de Boussinesq, seule, ne peut en aucun cas constituer un
modele de turbulence, seulement elle fournit une structure de travail pour une construction de
la sorte. Le probléme qui se pose maintenant est la détermination de la distribution de la
viscosité turbulente. Stimulé a la théorie cinétique des gaz, le concept de la viscosité turbulente
a été concus pour présumer une analogie entre le mouvement moléculaire et le mouvement
turbulent des tourbillons analogue aux molécules se heurtent et échangent donc une quantité de
mouvement. La viscosité moléculaire est proportionnelle a la vitesse moyenne et le libre
parcours moyen des molécules, par conséquent la viscosité turbulente est considérée
proportionnelle a une vitesse caractéristique du mouvement fluctuant V et a une longueur
typique ou une échelle de longueur caractéristique L :v; «< VL.

L’échelle caractéristique des fluctuations de vitesse et I'étude typique des longueurs ont été
postulées a partir de plusieurs hypotheses.

1.3.5. Modele a deux équations de transport

Dans le but d’éliminer les besoins de spécifier la longueur caractéristique plusieurs chercheurs
I'ont obtenue a partir d'une équation de transport pour le paramétre k™ L™ analogue a I'’équation
de I’énergie turbulente k ces modeéles sont dits modéles a deux équations de transport. Parmi ces
derniers, on cite le modeéle k — & proposé par Jones et Launder [9] ou :

I.4. Travaux antérieurs

La centrale solaire cheminée solaire est une machine conduite pour la génération de
courant électrique. Elle convertie I'énergie solaire en courant électrique dans un procédé
complexe de transfert thermique pres l'interaction du sol, source de chaleur. Le verre refléte le
rayonnement infrarouge du sol (effet de serre), ceci crée une grande différence de densité entre
la sortie de collecteur et I'atmospheére. Les turbines convertissent I'énergie cinétique en énergie
mécanique produisant un courant électrique par un générateur. (Schlaich, 1986) & (Becker,
2002) [11].

Cette nouvelle technologie de production de I’électricité présente un domaine ou interagissent
plusieurs disciplines et un savoir faire dans plusieurs domaines, a savoir la construction
métallique, le Génie civile, le calcul des turbines etc...
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Par ailleurs, ces derniéres années, différents auteurs ont effectués des travaux sur les
centrales cheminées solaires. Pour ce qui est des études expérimentales, elles se résument
pratiquement sur les expériences faites sur les prototypes de Manzanares en Espagne, de la
chine et du Botswana, dans ce sens, des études fondamentales du systéeme espagnol ont été
menées par :

Bernardes et al. [3] ont présenté une analyse théorique d'une (CCS), opérant en
convection naturelle en régime laminaire et permanent. Afin de prévoir le comportement
thermo-hydrodynamique de 1'air, les conditions de température a 'admission ont été imposées
de facon a garantir un écoulement laminaire régulier le long du dispositif. Le modele
mathématique a été analysé par la méthode des volumes finis dans des coordonnées
généralisées.

Bernardes & al. [4] ont effectué une recherche bibliographique fructueuse, résumant la
quasi totalité des efforts théorique et pratique déployés sur le fonctionnement des cheminées
solaires. Ils ont développé a la base de cette bibliographie un modeéle mathématique pour un
écoulement d’air unidimensionnel dans une cheminée solaire afin de décrire son comportement
énergétique via l'estimation de la puissance produite sous les différentes conditions de
construction, de fonctionnement et d’environnement, susceptible de récolter les informations
nécessaires pour le design d’'une centrale électrique commerciale optimisée a grande échelle.
L’auteur a validé son modéle mathématique par les résultats expérimentaux de la centrale
cheminée solaire de Manzanares. Ils ont conclu que la puissance produite augmente avec
I'augmentation de la hauteur de la cheminée, la surface et la transmissivité de la couverture
transparente du capteur solaire. Le maximum de puissance produite est obtenu avec un facteur
de chute de pression au niveau de la turbine de 0.97. L’influence des autres parameétres de
fonctionnement tels que le facteur de pénétration de chaleur dans le sol, la distance entre
I'absorbeur et la couverture, le double vitrage, la surface et I'épaisseur du systéme de stockage
d’eau est insignifiant sur I'énergie électrique produite.

Haaf et al. [12] dans lesquelles une bréve discussion du bilan énergétique, des criteres de
conception et de I'analyse du cofit ont été présenté. Dans une autre étude, Haaf [13] a présenté
les résultats de quelques essais préliminaires sur le systeme Espagnole.

Depuis, des efforts considérables ont été déployés pour dimensionner et estimer les
performances énergétiques des cheminées solaires pour démontrer leur faisabilité ainsi que leur
rentabilité.

Mullet [14] a présenté une analyse sur I'évaluation du rendement global d'une (CCS).

Padki et Sherif [15] ont conduit une recherche sur la viabilité de produire de I'électricité
par les cheminées solaires a moyenne et grande échelle.

Schlaich & al. [16] ont mené des travaux sur la possibilité d’exploiter les données
expérimentales du prototype de Manzanares pour prévoir les caractéristiques des installations
plus grandes allant de 5-30 jusqu’a 100 MW.

Yan & al. [17] ont développé un modele analytique pour un calcul qualitatif des
performances des centrales (CCS), dans lequel des corrélations ont été utilisées dans la
formulation mathématique des équations du débit d’écoulement, la vitesse de I'air, la puissance
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délivrée et le rendement thermodynamique. Le modéle mathématique sur la turbine de la
cheminée solaire la simule comme une turbine éolienne. Le rendement théorique maximum égal
a16/27 ou de 59% d’apres la limite de Betz.

Padki et Sherif [18] ont mené une étude sur 'influence des paramétres géométriques sur
les performances énergétiques de la cheminée solaire. Aussi, ils ont étudié la faisabilité de
I'implantation d'une CCS dans une région rurale afin de les alimenter en électricité.

En vue de prédire les performances d’'une cheminée solaire pilote a grande échelle au
Gainesville en Floride, Pasumarthi et Sherif [19] présente une étude théorique d’'une cheminée
solaire typique basée sur un modele d’écoulement unidimensionnel pour étudier I'effet des
différents parametres de fonctionnement et de construction sur la température de l'air, la
vitesse de l'air et la puissance produite par la cheminée solaire. Par ailleurs, 'auteur adopté le
modeéle limite de Betz pour la turbine dans la cheminée.

Pasumarthi et Sherif [20], ils présentent cette fois-ci les résultats expérimentaux
effectués sur un prototype de cheminée solaire de démonstration a échelle réduite, concluant
que la puissance produite par une cheminée solaire est directement proportionnelle au produit
du gradient de température et du débit d’air ainsi elle est fonction des dimensions de la CCS. Par
ailleurs, 'augmentation de la puissance produite peut étre obtenue en augmentant la surface de
captation ou en augmentant la hauteur de la cheminée. En outre, 'augmentation de la hauteur de
la tour de la cheminée solaire se révele tres délicate de point de vue construction et les défis a
affrontér sont énormes sans une augmentation significative en matiere de débit. Pour cela, on a
recours a d’autres artifices, tels que l'adjonction d’obstacles dans le conduit de passage d’air
pour améliorer le débit d’écoulement. Néanmoins, le modéle mathématique validé, en
I'appliquant au prototype de Manzanares en Espagne avec un risque d’erreur de 20 % sur la
vitesse et de 5 a 9% sur la puissance produite.

Kreetz [21] a présenté un modeéle numérique pour déterminer I'apport du stockage de
I'eau dans le collecteur. Ses résultats présentent l'utilité de prolonger le fonctionnement de la
cheminée solaire en période nocturne en utilisant une énergie d’appoint.

Padki et Sherif [22], ont développé un modele analytique afin de réduire I'erreur en
matiére de puissance d'une cheminée solaire a 6 %. Ce résultat est validé en I'affrontant a un
modele numérique général basé sur un systeme unique d’équations différentielles de
conservation de quantité de mouvement, d’énergie et de masse régissant I'écoulement
unidimensionnel de I'air chaud dans la tour de la cheminée solaire.

Pastohr & al. [23] ont utilisé FLUENT pour modéliser une centrale CCS installée a
Manzanares, dans le but d’effectuer une analyse avec plus de détaille dans la description du
mode de fonctionnement et la détermination du rendement de systeme. Ils confirment que la
chute de pression a la turbine et le débit massique, éléments décisifs sur l'efficacité du systéme,
ne peuvent étre déterminé uniquement par l'accouplement de toutes les parties d'une centrale
CCS. Les résultats numériques avec FLUENT se rapproche a celle obtenue par un modele simple
proposé par les auteurs. Ce qui conduit a conclure qu’'on peut employer ce dernier pour des
études paramétriques des CCS.

Gannon & Von Backstrém [24] présentent une comparaison thermodynamique entre une
CCS et une centrale a turbine a gaz. Afin de définir les limites de fonctionnement, ils ont simulé le
systéme en question a un cycle thermodynamique standard idéal d'un gaz parfait isentropique.
En outre ils introduisent les pertes de charges a travers les systémes ainsi que les pertes
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cinétiques a la sortie de la cheminée afin de bien simuler les conditions réelles de
fonctionnement d’une C.C.S, tout en adoptant un modeéle simple qui inclue le fort couplage entre
débit d’air et élévation de la température a travers le collecteur. Ils remarquérent que le systéme
fonctionne entre deux cas extrémes de puissance nulle: premierement, une variation de
température de 0°C, résultant d'une importante augmentation de débit d’air, et deuxiemement,
une importante augmentation de température induisant un débit d’air nul.

Von Backstrom & Gannon [25], ont présenté une approche pour un écoulement
compressible unidimensionnelle pour le calcul des variables thermodynamiques en fonction de
la hauteur de la tour, de la rugosité (frottement) des parois, des pertes additionnelles, et de la
variation de la section de passage.

Des analyses des performances des centrales (CCS) ont été aussi menées par Kriger &
Buys [26] et par Gannon et Von Backstrom [27].

Schlaich & al. [28] présentent une étude économique des centrales (CCS) ; en décrivant
une théorie simplifiée sur les (CCS). Puis ils présentent de réalisation et de fonctionnement du
prototype de Manzanares. Cette étude a tracé les grandes lignes des études technico-
économiques de base pour des futures installations (CCS). Cette étude est employée dans le
développement du prototype de I’Australie. Les auteurs ont bien répondu sur les questions
soulevées concernant la technologie des CCS en exposant les inconvénients ! Tout en justifiant
les avantages que peut apporter un tel systeme.

Dai & al. [29] présentent dans leur travail une méthode itérative basée sur un modele
global de connaissance régissant 'écoulement d’air dans une cheminée solaire typique fictive
fonctionnant dans trois sites de l'ouest de la chine. Afin de prévoir les performances de la
cheminée solaire, les auteurs ont préféré présenter une simple méthode se basant sur le modeéle
théorique des capteurs a air bien connues dans la littérature solaire. Ces modeéles tiennent
compte de la captation solaire, gain utile de fonctionnement et de la puissance électrique a la
sortie de la turbine. Les auteurs montrent en conclusion que :

] La puissance produite est fortement influencée par 'augmentation de la radiation
solaire en comparaison avec la température ambiante.
. La puissance produite augmente d’'une maniere non linéaire avec 'augmentation

de la surface de captation et de la hauteur de la tour cheminée. Une augmentation devient moins
sensible dans le cas des cheminées a grande échelle par rapport aux cheminées de faibles tailles.

. Une centrale cheminée solaire constituée d’'un capteur a air de 500 m de rayon et
d’une tour de 200 m de hauteur de 10 m de diamétre est capable de produire de 110 a 190 kW
électrique.

Gannon et Von Backstrém [30] ont également étudié les performances des turbines
utilisées dans les centrales (CCS).

Pretorius & al. [32] ont également développé un modele numérique simulant les
centrales CCS a grande échelle en indiquant qu'une plus grande production d'énergie possible en
optimisant la forme et la hauteur de la couverture du collecteur.

Une étude prolongée Pretorius & al. [33] est faite en utilisant le méme modeéle numérique
précédent [32] pour évaluer l'influence de diverses expressions et d’autres variables sur les
performances d'une centrale CCS. Dans cet article les auteurs ont discuté I’évaluation des
performances d'une centrale CCS a grande échelle. Donc, ils conclurent:
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= Que l'introduction d’'une nouvelle expression pour le coefficient de transfert fait
réduire la production annuelle de presque 11.7 %.

= Une toiture de meilleure qualité augmente la production de 3.4 %

] Un coefficient plus réaliste pour les pertes a 'admission de la turbine augmente

la production annuelle de 0.6%.

Von Backstrém & al. [34] ont présenté une étude analytique déterminant les conditions
de fonctionnement optimales pour que la puissance d’écoulement soit au maximum. Un premier
modele se basant sur un schéma en puissance suppose que la pression est proportionnel au
débit majoré de m, ou m est un nombre négatif entre 0 et -1, et que la chute de pression de
systéme est proportionnelle a la puissance n, ou n = 2. Il a été démontré que I'’hypothése de
potentielle de pression constante (m = 0) peut mener a une sous-estimation du rendement d'une
centrale cheminée solaire, comparé aux analyses présentées dans le présent papier. Mais le plus
important a été que ces deux analyses prévoient que la puissance est au maximum pour un débit
assez faible et une chute de pression a travers la turbine trés élevée que prévue par la prétention
d’un potentiel de pression.

Denantes & al. [35] ont conclu dans leur article que les turbines contre rotation (conter-
rotating) offrent un meilleur rendement pour des facteurs de charge plus élevés par rapport aux
turbines simple, comme ils confirment que l'avantage principal de ce type de turbine dans les
systémes cheminés solaires est son les performances de sortie (off-design performance). En
considérant que des centrales cheminée solaires seront fonctionnelles la plus part du temps sous
une intensité solaire de moins de 800W/m? les systémes a turbine conter-rotating seront
avantageux par rapport aux systémes turbines simple (single-runner) de point de vue aussi bien
du rendement que de la production électrique annuelle. Un autre avantage est la réduction du
couple sur chaque axe comparé a la turbine single-runner.

L.5. Objectifs du travail

La maitrise des outils d’analyse mathématique et numérique des centrales (CCS) tel que
la modélisation et la simulation, énergétique ou dynamique est indispensable. Ce présent travail
est une plate forme numérique permettant de simuler le comportement de la cheminée solaire
en cours de réalisation au sein de I'Unité de Recherche des Energies Renouvelables en Milieu
saharien d’Adrar.

Le développement et précéder par un travail approfondi [36], par la suite, les objectifs
tracés dans ce travail se résume a :

¢+ Développer un code de calcul pour chaque régime d’écoulement: laminaire et
turbulent en adoptant la technique de génération de maillage dans le traitement
des équations gouvernantes.

¢+ Etudier l'influence du nombre de Rayleigh Ra sur les propriétés thermo-
hydrodynamiques de I'’écoulement de 'air dans la cheminée solaire.

¢+ La détermination de la phase de transition entre le régime laminaire et le régime
turbulent.

¢+ Calculer les performances énergétiques de la CCS a savoir, la puissance.

¢+ Validation des résultats numériques obtenus avec ceux disponibles de la
littérature.
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FORMULATION MATHEMATIQUE DU PROBLEME

II.1 Introduction

uel que soit le type d’écoulement, les équations générales de bilans (masse, quantité de

mouvement et d’énergie) sont applicables. La résolution analytique de ces équations aux

dérivées partielles, généralement couplées, est tres délicate voire n’existe pas. Alors les

résolutions numériques s'imposent. Ceci est vrai pour les écoulements laminaires ; cela
devient une regle générale pour les écoulements turbulents. En effet, les fluctuations dans le
régime turbulent des parameétres thermo-hydrodynamiques du fluide introduisent des
inconnues supplémentaires qui compliquent de facon trés importante la résolution. La méthode
la plus employée actuellement dans les problémes industriels est la méthode statistique dans
laquelle on ne s’intéresse plus qu’aux valeurs moyennes des parametres de 1'écoulement. Du fait
de la non-linéarité des équations de base, cette méthode impose de modéliser les fluctuations et
d’introduire un certain nombre d’équations supplémentaires, dites équations de fermeture, et de
coefficients qui nécessitent un calage sur I'expérience. Parmi les différents modéles étudiés et
proposés par les spécialistes, le plus courant est celui qui utilise la notion de viscosité turbulente
qui est introduite dans les équations de fermeture basées sur les transferts de I'énergie cinétique
turbulente k et de son taux de dissipation «.

Du fait de la viscosité, toute présence de paroi matérielle implique une évolution relativement
forte dans le champ des vitesses. Dans les écoulements internes, pour lesquels les parois
délimitent une zone d’écoulement relativement forte, tout le champ des vitesses est soumis a des
gradients.

Pour étudier 'écoulement autour d'un axe de symétrie Oz, il suffit d’étudier 1'écoulement dans
un plant variant rationnellement par rapport a I'axe Oz, pour cela, il faut transformer les
équations de base en coordonnées cylindriques afin de préciser I'étude sur le plan (Orz) par

I'application de la condition d’axisymétrie % =0.

Dans ce chapitre on expose les équations mathématiques gouvernant I'écoulement laminaire et
turbulent dans les cheminées solaires.

Les équations résultantes sont transformées en coordonnées curvilignes pour pouvoir poser de
maniére exacte les conditions aux limites et obtenir des résultats de meilleure qualité.

Remarque: Dans ce travail les équations de base sont écrites directement en coordonnées
cylindrique.

I1.2. Définition du probléeme

Une centrale cheminée solaire (CCS) est une installation de production d’énergie a base d'une
technique rudimentaire de création et de stabilisation de I'effet thermosiphon. L’air a I'intérieur
du collecteur, chauffé par effet de serre, remonte sous l'effet du gradient de densité, a travers la
tour de cheminée solaire. Donc, une centrale cheminée solaire type, se compose essentiellement
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d’'un capteur solaire appelée (Greenhouse), d’'une tour de cheminée et d’'un aérogénérateur
(turbine), figure (2.1).

e=0.02 —’] F
i Bl
a8
Tour cheminée
H=2m -
.. Turbine
, e=0.02 |~ Couverture transparente
—
# T BV, (N | S — i
L D2=1m X

Figure 2.1 : les principales composantes d'une cheminée solaire : le capteur solaire, la tour cheminée et la
turbine de vent a la base de la cheminée.

I1.3. Hypotheéses simplificatrices :
Les hypothéses considérées dans la formulation mathématique sont basées sur [3] :

v Le fluide est supposé visqueux et newtonien et obéit aux approximations de Boussinesq,

v' Les parois de la tour cheminée sont supposées adiabatiques (¢ = 0),

v Du fait que les vitesses sont relativement faibles en convection naturelle, le terme de la
dissipation visqueuse est négligeable,

v L’écoulement incompressible axisymétrique en régime stationnaire,

v’ L'effet du rayonnement solaire est négligeable.

v’ Les propriétés thermo-physiques v, 4, B, ¢p du fluide sont supposées constantes.

I1.4. Cas laminaire :
I1.4.1. Modele mathématique
11.4.1.1. Equation de continuité :

Le principe de conservation sur une unité de volume meéne a :

10(rpu) N 9(pv) _

2.1
r or 0z 0 (2.1)
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11.4.1.2. Equation de conservation de quantité de mouvement

Suivant l'axe Or :

1d(rpu?) a(pvu) dp 10 du d / ou\y 2uu

_ —__ 4" e — (=) === 2.2

r Or + 0z 6r+r(3r (ur 6r>+az(u az) r2 (2.2)
Suivant l'axe Oz :

10(rpuv) 9(pv?) dp 10 av a/ ov
— =24 ——+—(y—- 2.3
r or + 0z 0z + ror (,ur 0r> + 0z (M 02) P9 (23)

Le terme source dans I’équation de quantité de mouvement suivant z résulte de la variation de
densité, obtenue de I'approximation de Boussinesq. Avec p =p — p, et § = 1/T, introduisons
ces définitions dans I'équation (2.3)

10(rpuv) d(pv?) ap 10 dv d ¢ ov
Z = e (=)= — 2.4
r or + 0z 0z + ror (ur 67’) + 0z (H az) 9poB(T = To) (24

I1.4.1.3. Equation de conservation de I’énergie

la(rpuT) +6(va) B 1i< A 6T> 0 <A 6T> (2.5)

— r — — — ——
r or 0z rar\ C,dr 0z \C, 0z
L’équation de transport dans les coordonnées cylindriques s’écrit sous la forme générale pour

une grandeur générique ¢ :

19Grpug)  0(pve) _ 1
r or az r

0 d¢ 3] d¢
_ ¢ _ T —(re L ¢ ¢ 2.6
ar(rr 8r)+az(r 62)+S +P (2:6)

Tableau 2.1 : les valeurs de ¢, I'®, P? et S? pour I'équation de transport dans le plan (Orz) [2]

Equation de ¢ |r?| p? s¢
Continuité 110 0 0
d 2
Quantité de mouvement suivantr | u u | — 6_p _H tZL
r r
S
Quantité de mouvement suivantz | v | pu | — ai gpoB(T —Ty)
VA
A
Energie T | — 0 0
p

I1.4.2. Transformation en coordonnées curvilignes
Les coordonnées curvilignes d’'un point sont reliées aux coordonnées cylindriques au moyen de
deux équations de transformation ¢ et 7, coordonnées curvilignes représentent respectivement

les lignes de courant et les équipotentielles de I'écoulement. [3]

De ce fait, la transformation en coordonnées cylindriques s’écrit sous la forme suivante(J = r).
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n z

Figure 2.2 : transformation du plan physique (r, z) en plan de travail (§,1)

=¢&(r,z
§=28(rz) @27
n=n(rz)
Le Jacobéen de transformation est donné par:
9§ 0§
-1
] = g:; 3727 = fr nz_nrfz = (rfzr] - rnzf) (2-8)
ar 0z
On peut démontrer que :
a¢ dz 0¢ ar an 0z an Jar
=) o =)a ==]a a = (2.9)
Jar an dz an Jar a¢ dz a¢
Les composantes du tenseur métrique sont données par :
ar\? 9z\? ) )
a = (%) +<%) =rn +z
y = rscz + zg B =1y + z: 2y (2.10)
a B
9y = [B v
Les composantes covariantes de la vitesse sont données par :
U=uz, —vr, (2.11)
V=ur; —vz (2.12)

Nous utilisons les relations présentées en Annexe A (transformation en coordonnées
curvilignes) ainsi on utilise les relations (2 .9) et (2.10) pour obtenir la relation suivante :
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10 ap\ 10 ¢
FE(F(I)TE) T r 0z (F"’r 02)
- ((rqbr((mz +(E)))

=y
©

9
+(rer(n, +&n0)) %)
(2.13)

St
& ml

- }%((m((mz +&0))) 7+ (MPr(m)? + <nz)2>)@)

_Jo ( ¢ apy /0 ¢> d¢
rér o ) N __( vy 2 _ro )
rae\["Tage = IorB 5 )+ g \Fo Ty 5
Dans ce sens nous appliquons les transformations générales aux equatlons dans les coordonnées
curvilignes, pour obtenir 'équation de transport suivante :

D
=

10(proU,) 4 19(preU,)

r o0& r on
B 10 9 ap W 39 (2.14)
_P¢+_§<r¢]( 7€ 6n)>+r6 ( ¢]< an ﬁag))
+ 5%

Les expressions des termes sources et de la difusivité des équations généralisées sont données
dans Le tableau 2.2.

Tableau 2.2 : les valeurs de ¢, I'?, P? et S® Pour ’equation de transport dans les coordonnees curviligne

Equation de ¢ | Ir? p? 59
Continuité 110 0 0
it ¢ suivant ( daP 6P> 2uuy
Quantité e mouvement suivant§ | u | W n 9% Te W 72
o . op op pogB(T —Tp)
Quantité e mouvement suivantn | v Zemg—Zn o) |/
- a¢ on /
Energie T|— 0 0
5

I1.4.3. Forme adimensionnelle des équations

Les équations adimensionnelles sont formulées dans une forme conservative, dont 'avantage est
de simplifier le probléme, en regroupant les parametres qui affectent 1'écoulement au niveau des
nombres adimensionnelles tels que : le nombre de Reynolds, le nombre de Prandtl et le nombre
de Rayleigh, en adimensionalisant par rapport a des échelles de référence, les variables
adimensionnelles sont données comme suit :

r==—,2 =5,,u = 0 =—, = :p = :p =_I# = 21
dp dp Vref Vref T —To PoVLEf Po Ko (2.15)
ACO
Avec:d, = T”” et Vyor =~/ gB (T — To)dy

Les équations de Navier-Stockes deviennent [5] :
11.4.3.1. Equation de continuité

1a(pu) +6(pv*)
r*  or* 0z*

~0 (2.16)
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11.4.3.2. Equation de conservation de quantité de mouvement
Suivant 'axe Or :

1 d(p*r*u*v*) ad(p*u*v* ap* 1 [1o0%ur*u*) 94 (u*u* 2u*
100 ) 0w 9p” | (u 2)+ (uz)_ 2 @1
r* or* dz* or*  Gr9%|r*  or* 0z* r*2Gro
Suivant l'axe Oz :
1 d(p*r*u*v*) ad(p*v* ap* 1 [10%ur*v") d*(u*v*
100 ) 0w op L (u i ), (#2)_T* (2.18)
r* or* 0z* az*  GrY°|r* or* 0z*
I1.4.3.3. Equation de conservation de I'énergie
10(p*u*T*) o(p*v'T* 1 1 9%(r*T* o%(T*
10(pw’T?)  0(p™v'T™) 10% 2) (2) (2.19)
r*  or* dz* PrGr05 |r*  oJr* 0z*
I1.4.4. Les nombres adimensionnels :
Le nombre de Prandlt :
Vg
Pr =— .
T . (2.20)
Le nombre de Grashof :
dy, po2gBAT
o = 2P0 gb’ (2.21)
HUo

L’équation de transport adimensionnelle s’écrit sous la forme générale pour une grandeur
générique ¢ :

1 a(P*T*u*¢*)+5(p*V*¢*) _ 10

.0 0 L 0" . .
(rre ¢)+ (re ¢)+s¢ P (222)

T ar* dz* r*or* ar* dz* dz*

Tableau 2.3 : les valeurs de ¢, I'®, P? et S? pour I'équation de transport dans le plan (0rz) [2]
Equation de ¢*| ¥ pe s
Continuité 1 0 0 0
Quantité de mouvement suivantr* | u* L o’ 2w

Gros or* | r**Gr0s
Quantité de mouvement suivant z v —_— = T
GTO'S 9z*
1
Energie T" | —— 0 0
& Pr Gr9>

IL.5. Cas turbulent:
I1.5.1. Modélisation mathématique

Les équations gouvernantes dans le régime turbulent sont toujours les équations de Navier-
Stocks la continuité et 'équation d’énergie, en ajoutant deux équations de transport dites
équations de fermeture du modele k — € standard.

IL.5.1.1. Equation de continuité

10Gpw)  0Gv) _ (2.23)
r or 0z
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I1.5.2.2. Equation de conservation de quantité de mouvement

Suivant l'axeOr :

2
LoGpu®)  vw) _ 0p 10 <(ﬂt + u)ra—> +%<(ut + 1) %) JHEEOU 04

r or 0z or ror r2

Suivant 'axe0z :

1d(rpuv) N d(pv?)
or 0z
dp 190

d ov
e (Rt B (R E BPNIGER >

11.5.3.3. Equation de conservation de I'énergie

19(rpuT) ad(pvT) 10 U, k\oT 0 e k\oT
or oz rar\\e, To)ar) e\, 7)) 5z (2.26)

rt

(2.25)

En plus, deux équations pour l'équation de I'énergie k et le taux de dissipation & sont
introduites :

I1.5.3.4. Equation de I'énergie cinétique turbulente k

1 <0(rpuk) N 0(rpvk)>
r oar dz
e TR PR
Jar dz/ 0 r oy K dz k pe
11.5.3.5. Equation du taux de dissipation &
<6(rpus) 0(rpvs)>
T ar 0z
_1 6( (ut+ )8£>+6( (,ut+ )06) ve Epi g2 (2:28)
[ar 0. " *)az) Ta\"\G T ar ] Cerj P ™ CaaP
Avec
Pk = (u + 0|2 (au)z N (av)z N (u)z N (au N av)z (2.29)
Uk TH or 0z r or 0z '
— B p (00T
G = Pr; gﬁ (6r + 62) (230)
k2
e = pCufu— (2.31)

Avec: f, =1[39].
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Tableau 2. 4 : les valeurs de ¢,I'®, P? et S® pour I’équation de transport dans le plan (0rz)

Equation [0 r p¢ S
Continuité 1 0 0 0
0 2(p+
Quantité de mouvement suivantr | u | p+ p | — a—p - M
r r
0
Quantité de mouvement suivantz | v | p+ p; | — 6_p —pofg(T —Tp)
z
A+
Energie T 0 0
Cp
u
Energie cinétique turbulente k k|u+ a—t 0 Pk + G, — pe
t
He £ &
Dissipation d’énergie cinétique e|lput o 0 % (Ce1Pk + Ce3Gy) — [ Ceyp m
&€

I1.5.2. Transformation en coordonnées curvilignes (régime turbulent)

La procédure mathématique suivie dans la transformation en coordonnées curviligne des
équations gouvernant le régime turbulent est la méme suivie dans le développement laminaire.

Utilisant les équations du (2.7) - (2.13), I'équation de transport s’écrit comme cité dans
I'équation (2.14).
Les expressions des termes sources et de la difusivité des équations généralisées sont données

dans le tableau 2.5.

Tableau 2.5 : les valeurs de ¢, I'?,P? et S® de I'équation de transport en regime turbulent dans les
coordonnees curviligne.

Equation de ) re p? s¢
Continuité 1 0 0 0
Quantité d ¢ suivant § N ( ap 5P> 2(p+ p)uy
= —Te = -_—
uantité de mouvement suivan u | u+ 138 ¢ an =
tité d t suivant + ( op aP) - ﬂ
Quantité de mouvement suivant n v p+ i zZg T Z an ]
A+ A
Energie T 0 0
G
U Pk + G, — pe
Energie cinétique turbulente k k |unt a—t 0 +p
t
€ €
K Z(Ce Pk - g
Dissipation d’énergie cinétique e |pu+ a—t 0 Pl 0 Gy (CEZ'D k)
£ J

II.6. Conditions aux limites

Dans toute frontiere du domaine de calcul, les conditions aux limites sont indispensables pour
résoudre les équations différentielles. Il y a six frontiéres dans ce probleme exprimées dans le
plan physique figure 2.3, a savoir, la section d’entrée, la section de sortie, la paroi sud ou paroi
chauffée, I'axe de symétrie, paroi adiabatique de la cheminée et paroi nord du capteur (paroi
transparente).
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I1.6.1. Choix des conditions relatives a la vitesse et a la pression d’entrée

Le choix des conditions relatives a la vitesse u et a la pression p a I'entrée de la conduite a posé
un probléme aux chercheurs qui se sont intéressés a la détermination des écoulements de
convection naturelle dans les cavités ouvertes. Certains comme Miyataka et Fujii, Aung et al,
Chang et al [37], ont supposé une valeur nulle de la pression a I'entrée de la cavité étudiée, tandis

que d’autres comme El-Shaarawi et Negm et Aihara 'ont prise égale a —%pui quand le profil de

. N . . , R R : .
la vitesse a l'entrée est uniforme, ou égale a _%fo ulrdr quand le profil de la vitesse est

parabolique comme le cas de Desrayand et Fchera [37].

J. R. Dryer [37], lors de I'étude du développement d’'un écoulement de convection naturelle a
I'intérieur d'un cylindre vertical, a examiné les conditions a I'entrée pour les trois cas suivant :

Un profil de vitesse uniforme et une pression nulle ;
. . . . . N 1 2
Un profil de vitesse uniforme et une pression égale a — > PUe ;

Un profil de vitesse parabolique et une pression égale a — % fOR udrdr.
I11.6.2. Cas laminaire

La figure 2.3 expriment les conditions aux limites de type Neumann et Dirichlet, décrites sur le
plan physique.

@ _ov_ar
dz 9z 0%
i=2
by
3
-]
&
<
2
a=v=0 *g z
&Mlaz=0
u=0
& o
=20
ar ar
i=v="L_p
oz /
T=0 _‘T
ﬂm='\‘=0 hi, 3
ar 1 z=0
T=1 T=v=0

Figure 2.3 : domaine de calcul et condition aux limites
11.6.2.1. Condition d’entrée :

A la section d’entrée, I'écoulement et les conditions aux limites thermiques ne sont pas bien
définis puisque I'écoulement a l'intérieur de la cheminée est induit par les forces de flottabilité.
Le profil d’entrée est déduit des données expérimentales. Pour cela, dans la présente étude on va
prendre la condition d’entrée suivante : vitesse uniforme a I’entrée avec pression nulle.

u=u,
v=0 (2.32)
T = TO
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I1.6.2.2. Condition de sortie

La condition de sortie est de type Newman :

ou

Eriai

v

3, =0 (2.33)
aT

5, =0

11.6.2.3. Condition a I'axe de symétrie

ATaxe de symétrie, il n’y a pas de variation par rapport a r pour les variables v, T, mais la vitesse
u est donnée comme suit :

u=0,
v
— =0
or (2.34)
oT _ 0
or

11.6.2.4. Condition aux parois solides :

La condition des vitesses nulles est imposée aux parois solides, La condition sur la température
et différente de celle des autres parois figure 2.3.

u=0,
o0 (2.35)
T =T,
T=T, (2.36)
T=T,

I1.6.3. Cas turbulent

Il est a noter que pour les autres frontieres : axe de symétrie, la sortie et de I'entrée les
conditions aux limites en matiére de vitesse radiale, axiale et la température sont prises les
méme que pour le régime laminaire.

Ce pendent, au niveau de la frontiere sud et nord, les parois solides exercent sur le fluide un
cisaillement. Les conditions pour la vitesse u sont présentées ci-dessous figure 2.4, pour cela il
existe deux méthodes de traitement prés des parois solides :

11.6.3.1. Modéle a faible nombre de Reynolds

Dans ce cas les équations de transport doivent étre intégrées sur des volumes de controles se
trouvant dans la sous couche laminaire ou l'effet de la viscosité est tres important, ce qui
demande un trés grand nombre de noeuds pour capter les grandes variations qui dominent dans
cette région et ce qui devient tres coliteux en temps de calcul et en matériels utilisés. Pour ces
raisons on a opté pour la méthode dite ‘loi de paroi’.
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11.6.3.2. Fonction de paroi

Les volumes de contrdle d’intégration aux frontieres se situent, dans ce cas, dans la couche
turbulente figure 2.4 et des lois empiriques sont utilisées. Le traitement adopté est basé dans
notre cas sur la fonction de paroi.

Considérant un volume de contrdle pres de la paroi nord, figure 2.4, les suppositions suivantes
sont faites :

1
1
1
1
i
|
Zp i
i
|
Up |

>

Figure 2.4 : Volume de contréle prés de la paroie

a). La vitesse u,, ala distance z de la paroi varie suivant la loi logarithmique

O _1, (EZh) 2.37
L~ 7 Log (2.37)

T
Tel que :
r : Constante de Van-Karman r= 0.42
E =9 : Pour une paroi lisse.

u, : Vitesse de frottement u, = ’%”

pZply

Z* : Distance adimensionnelle a la paroi Z* = p

b). Les transports par convection et par diffusion de la turbulence sont négligeables d’ou la
supposition de I’équilibre locale :

+(2.38)

du\?  pCuk?
b (5) Up
tp = p*Cukp
7p = p2Cut/%kp J
En combinant les équations (2.37) et (2.38), on déterminera I'expression de up et par la suite
celle de la viscosité pres de la paroi.

XUyg 1/2
U =—F"*  —=(Ccul/*k
" Log (B
U
xU (2.39)
T - Cu1/4k113/2
EpC,ul/‘*k}D/2 Zp
Log m

D’ou:
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quCul/“k;/z

Tp =

EpC,ul/“k}D/2 Zp (2.40)

U

De cette derniere égalité on tire 'expression de la viscosité prés de la paroi.

quCu1/4k113/2 Zp

Uep =

EpCul/‘*k},/Z Zp (2.41)

U

I11.6.3.3. Condition a la limite sur la température

La température suit une loi logarithmique pres de la paroi Ming Tingzhen [37] :
1/4,3/2
P
T+ =P (u* +B) + Ep“q—(Pnu% + (B - Ru2)) (@* < z}) (2.42)

S
Ou B est calculé par la formulé donnée par Jayatilleke [46]

P \*/* ~0.0075~

B= 9.24<<—r> - 1) (1 +0.28e Pm) (2.43)
Pyt

Remarque

Le développement fait sur la condition de vitesse radiale pour la paroi sud et nord dans la partie

capteur, est adopté pour la vitesse axiale pour la paroi solide de la tour cheminée. De méme pour la

condition a la limite de la température.

11.6.3.4. Conditions aux limites de I’énergie cinétique turbulente et la dissipation

I1.6.3.4.1. Conditions a I'’entrée

La condition initiale de I’énergie turbulente et le taux de dissipation sont évalués en considérant
les approximations de Prandtl :

kS (2.44)
£

Ou: I, estl'intensité turbulente.

11.6.3.4.2. Condition a la sortie

On supposera que le régime est établi (écoulement développé) ce qui se traduit par la non
variation par rapport a I'axe de symétrie, doncon a:

du
=0

- =0, (2.45)
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dv
P 0
ok Oe¢
9z 0z
La méme remarque faite sur la condition de vitesse doit étre prise en considération dans le
régime turbulent.

11.6.3.4.3 Condition proche des parois solides
Pour les nceuds situés pres de la paroi sud, I'énergie cinétique turbulente k est tirée de
I'expression (2.44) :
Tp

Avec
Tp: Donnée par I'expression (2.40) :
Le taux de dissipation € pour les nceuds aux frontiéres de la paroi sud est donné par la formule
empirique :

3/41,3/2
_ cu3/ kp

XZp

&p (2.47)

11.6.3.4.4. Conditions de symétrie

Prés de 'axe de symétrie, il n'y a pas de variation par rapport a r pour les variables u, v, k, €.

ou

ar = O

v

5= 0 (2.48)
ok e

ar _or
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a) Paroi Nord b) Paroi Sud c) Paroi Est d) Paroi Ouest
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Figure 2.5 : Discrétisation des conditions aux limites dans le plan transformé.
I1.7. Calcul du nombre de Nusselt moyen
D’apres le premier principe de la thermodynamique :

La quantité de chaleur cédée par la paroi est égale a celle recue par le fluide entre 'entrée et la
sortie de la cheminée solaire.

dp
Agp hy (Tp — Tpp) = 2mpc, f w(T —Ty) zdz (2.49)
0

Avec:
Aab = 27'[th
h,, : représente le coefficient moyen d’échange de la chaleur par convection.
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Le nombre de Nusselt moyen est défini par la relation suivante :

2h,,d),

Nu =
Y=

(2.50)

L’écriture de second membre de I'équation (2.49) sous la forme adimensionnelle, et la
substitution de h,,, et A, dans cette équation nous permet d’obtenir 'expression suivante :

ANu
277,'th

1
— (Tp — Ty) = 2nAd, (Tp — To)f w'T* zdz (2.51)

Le nombre de Nusselt moyen est donnée par :

u=——| u'T*z'dz* (2.52)

s 7 1 * * * * 1 7 7 Y
Pour calculer l'intégrale fo u*T* z*dz" on a utilisé la méthode des trapezes.
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II1.1. Introduction

‘équation générale représentant le systéme d’équations différentielles non linéaires est

définie sur un domaine rectangulaire de type elliptique couplée, avec des conditions aux

limites de type Neumann et Dirichlet homogénes et non homogenes, la résolution
analytique de ce type d’équation n’existe pas jusqu’a ce jour, de ce fait le recours a la solution
numérique permet de résoudre ce probléme; parmi ces méthodes utilisées on trouve, la
méthode des volumes finis, présentée par Patankar (1980). Elle est basée sur 'intégration des
équations précédentes sur des volumes finis obtenus par découpage du domaine de calcul de
I'écoulement.

Cette méthode tend a linéariser les systemes d’équations aux dérivés partielles développées
dans le chapitre précédent, en systemes algébriques, pour cela on donne un ensemble fini de
sous domaines K appelés cellules ou volume de contrdle.

Dans la suite de ce chapitre, on expose la procédure d’utilisation de la méthode de volumes finis,
pour obtenir les équations discretes.

II1.2. Principe de la méthode

La méthode de volumes finis est basée sur le principe de conservation de la variable dépendante
¢ sur chaque volume élémentaire.

La solution approchée obtenue par cette méthode est une fonction constante par morceaux, d’ou
I'équation générale du probléme est intégrée sur chaque volume de contrdle, pour obtenir
I’équation discrete qui contient les valeurs de ¢ dans le domaine d’étude.

Dong, le principe de la méthode de volumes finis apparait ici par application au probleme de
convection-diffusion non linéaire a la variable dépendante ¢ écrite en coordonnées généralisées
en deux dimensions.

La figure 3.3 illustre une partie du maillage dans la zone jonction.
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Figure 3.1 Maillage global curviligne avec la zone de jonction.

II1.3. Discrétisation du domaine de calcul

Les équations obtenues précédemment sont définies dans le domaine de calcul suivant des
coordonnées appelées coordonnées généralisées. Le but est de trouver les grandeurs physiques
telles que définis dans le domaine de calcul figure 3.2 (a).
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n
g Fz z
i Ty R
: : ,
Is Iy ; >
(a) Domaine transformé en coordonnées généralisées (b) Domaine physique

Figure 3.2 : Transformation du domaine d’étude.

I; : représente le nombre de frontieres pour la discrétisation des conditions aux limites imposées
dans le plan physique.

II1.3.1. Discretisation des équations
II1.3.1.1. Discretisation spatiale

L’équation de transport a discrétiser décrivant le probléme est donnée par (3.1)

L’équation de conservation (masse, quantité de mouvement, énergie) écrite en coordonnées
généralisées bidimensionnelles est donnée par 'équation (3.1), dont les termes sont définis dans
le tableau 2.2.

10(proU) 10(prdV)
r e Tr an

19 a¢  op\\ 10 a¢ o\ S po
R ) B A (| P

Le réseau du maillage bidimensionnel indiquée sur la figure 3.3, d’oti, une cellule I?i]- est représentée par
son centre (i,j) , les points (i + 1,j) et (i — 1,j) sont les centres des cellules qui représentent (Est et
Ouest) de volume Ki]- suivant la directioné, (i,j + 1) et (i,j — 1) sont les centres de cellules aux

(3.1)

voisinages de T(i]- qui représentent (Nord et Sud) suivant la direction 7 .

4y N LNE

d w | Pij
+— ¢ —¢——+¢E
-
- S ® -
SW S SE
dé

T 1 T

Figure 3.3 : Volume de contréle sur un domaine bidimensionnel.
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On note par P le centre du volume de contréle de la variable ¢p et E,W,N et S les noeuds
voisins des volumes de contrdle adjacents. Ces noeuds seront les lieux de stockage des
variables scalaires (P, k, ....).

Au milieu de chaque segment reliant deux nceuds adjacents qu’on note par e,w,n et s, on
stocke les variables vectorielles.

Dongc, pour chaque nceud, on associe trois volumes de contréles alternés schématisés dans la
figure 3.4.

N
n =5
U
—ﬁ
w w P e E
U
>
S

S

Figure 3.4 : Alternance des volumes de controle.

I11.3.1.2. La dérivée de I'équation approximative

Les équations de conservation dans la variable primitive ¢ écrite dans les coordonnées
généralisées en deux dimensions, ont la forme de 1'équation (3.2) dont les termes sont définis
dans le tableau 2.2. A I'adoption d'une formulation implicite, I'intégration de 1'équation (3.1)
dans I'espace, pour un volume élémentaire P, suivant la figure 3.3, donne :

Med)e - Mw¢w - Mnd)gd)_ Ms¢sa¢ a¢ a¢) a¢ a¢
= (Dla_f-}_DZ%)e - (Dla_f-}-DZ%)W + (Dla—é_‘}‘Dz%)n
_( ag dp

i 4 ¢ 4 po
D, af+D2 an)s+rL|S + P?|AéAn

(3.2)

Remarque : pour plus de détails sur le développement mathématique voir Annexe B

En utilisant le schéma WUDS (Weighted Upstream Differencing Scheme) comme une méthode
d’'interpolation et de stockage des variables et en introduisant les expressions de ¢ et ces
dérivés dans I'équation (3.3), on obtien I'équation discrétisée pour un élément de volume [23] :

Appp = Ao pp + Ay dw + Any — Ashs + Apep One + Apw dnw + Asep bse + Asw Psw (3.3)
+ B ’

Ou bien sous la forme:

Ap ¢p = ZANBCPnb +B (3.4)

Les coefficients sont donnés par :
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@m L Dy (D)

4. = ( ) * MTYIYY: (3-3)
@m L D2)s Doy
Av = ( * W) * PTYIRPYY: (3-6)
D3:B) (DZ)e (Dz)w
A, = ( an) + iy~ 4 (3.8)
. _ wm L 0y (Do)
As = M; (E * “S) Y Tar taa i (3-9)
M, = (rpU).An (3.10)
M = (rpU)sAn (3.11)
M, = (rpU), A& (3.12)
w = (rpU),, A% (3.13)
_ (Dz)e (D4)n
Ane - 4A7] - 4Af [3 14)
_ (Dz)e (D4)s
A = — FYRRTY: (3.15)
_ (DZ)W (D4)n
Anw = —W 4—A§ (3 16)
_ (DZ)W (D4)s
Agy = 24 + 20¢ (3.17)
B =rL[S? + P?]|AéAn (3.18)
Dy = r]an’An
Dy = rJBT%An
D3 = rjal®A¢
D, = 1rJBT®AE

Dans le schéma de WUDS, les coefficients @ et § conservent 'équilibre entre la diffusion et la
convection, ces coefficients dépendent du nombre de Péclet, reliant le flux convectif et diffusif.
Les expressions de « et § sont données par les équations (3.19) et (3.20) qui sont basées sur le
schéma exponentiel, qui utilise la fonction d’interpolation obtenue de la solution exacte du
probléme adimensionnel convection - diffusion, avec:

Pe?

=10 + 2Pe? (3-19)
_ 1+0.005P7 (3.20)
"~ 14 0.005P2 '

A noter que le parametre « vari entre—0.5 et + 0.5, et il a toujours le méme signe que la vitesse ;
la valeur de 8 varie entre 0 et 1 [3]

Le terme de pression est évalué en utilisant le schéma différences centrée, il en résulte :
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= Pg — Pp Py + Pyg — Ps — Pgg ]
L|P%| = — .
5 Py — Pp Pg + Pyg — Py — Pyy

L[PY =[ - ] .

[P¥] a T v n (3.22)
Etles termes L[ﬁu] est donné par:
A 2uup

L[$*] = - .
A S == (3.23)
L[S"] = —gpoB(Tp — To) (3.24)

I11.3.1.3. Résolution du systéme linéaire

La résolution des équations discrétes dans le cas bidimensionnel est faite par la méthode de
balayage ligne par ligne ou colonne par colonne, appelé Algorithme de Thomas (TriDiagonal-
Matrix Algorithm) ou TDMA.

La désignation TDMA exprime que les coefficients de la matrice sont nuls sauf dans trois
diagonales de la matrice [6].

L’équation discrete (3.3) représente un systeme creux, et peut étre réécrite sous forme
matricielle représentée par une matrice creuse a 9 diagonales de la forme :

[ 0 0 0]
0 0
l o 0]
i |
0O 0 O
L’équation (3.1) est écrite sous une forme plus commode pour ces procédures, données par :
am¢m + bm¢m+1 + Cmd)m—l = dm (3' 25)

Pourm = 1,...., N, cette équation exprime une relation entre la variable ¢,, et les variables

adjacentes ¢,,, 11 et ¢,,,_1. Pour faire apparaitre les conditions aux limites on prend :
cit = 0etby =0

Le systéme tri-diagonal est représenté par la forme matricielle suivante
aq bl 0 0

[91]
|l J| (3.26)
dy

Cherchons une équation de récurrence entre ¢,, et ¢,, 1. Sous la forme suivante :

¢m = Pm¢m+1 + Qm (3' 27)

qui permet de balayer les lignes dans un sens.
La détermination des coefficients Q,,et B,,, dépend de la détermination des valeurs
de Q,,,_1€et P,,_q, d’apres 'équation (3.27),0n a
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¢m—1 = Pm—ld)m + Qm—l [3 28)
Substituant les équations (3.27) et (3.28) dans I’équation (3.25) on trouve les expressions des

coefficients Q,, et B, suivantes:

-b
P, =—"— (3.29)
Ay + i Pr_q
dm — Cm Qm—l

Qm - dm +Cum—1

(3.30)

Les équations (3.27) et (3.28) sont des relations qui permettent, aprés la connaissance
de P; et Q;, de déterminer toutes les valeurs de B, et Q,,. Alors I'équation (3.3), se résout en
commencant par la face ouest et en terminant par la face est, tel que :

An =4Aijj by =411 n =4y (3.31)

dm = An¢N + Asd’S + Ane ¢NE + Anw ¢NW + Ased)SE + Aswd’SW +B (3' 32)

Quand le balayage est fait sur les colonnes, les coefficients sont donnés par :

An =4Aijj by =—Aj11 n =4 (3.33)

dm = Aed’E + AW ¢W + Ane ¢NE + Anw ¢NW + Ase ¢SE + Asw ¢SW +B (3' 34)

La détermination de P; et Q; dépend de la détermination du coefficient ¢;, qui est nul sur les
volumes fictifs de la face ouest du domaine du calcul, dans le cas de calcul ligne par ligne ou les
volumes fictifs de la face sud, dans le cas de calcul colonne par colonne, d’aprés les équations
(3.27) et (3.28), nous avons :

Plz—z et Q1 = — (335)

Pour les éléments volumes définissant les frontiéres, Est et Nord, ’équation approximative ne
dépend pas de la variable a droite et la variable au-dessus, respectivement. Par conséquent, b,,
donné par I'équation (3.31) et (3.33) sont nuls, I'équation (3.27) donne alors :

én = Qn (3.36)

Ou N indique les volumes de frontiere a I'est dans le cas calcul ligne par ligne, et les volumes de
frontiére nord dans le cas de calcul colonne par colonne.

II1.4.Technique de sous-relaxation

La technique de sous-relaxation est réguliérement utilisée dans les problémes non linéaires pour
éviter la divergence du processus itératif. L'expérience numérique a montrer que, dans le calcul
des problémes complexes, les changements trop rapides des valeurs de ¢ d’une itération a une
autre peut provoquer des instabilités numériques. Par conséquent, pour minimiser les risques
de divergence, il est recommandé d’amortir 'amplitude de ces changements en utilisant la
technique de sous-relaxation.
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Comme nous l'avons vu précédemment, toutes les équations de transport, aprés avoir été
discrétisées, peuvent étre mises sous la forme générale suivante :

App = ) Aipy + 5.0V (3.37)

L
Si nous notons ¢p la valeur de ¢pp a I'intérieure de 'énieme itération, il est possible d’écrire :

¢p = pp*! + (3.38)

i A + S AV _
b5V _ ]

P
Le terme entre parenthése peut étre interprété comme la variation de ¢p de l'itération (n — 1) a

I'itération (n), cette variation peut étre amortie par l'introduction d’'un facteur de sous
relaxation ay de la maniére suivante :

i Aip; + S AV
o5 = dpT + ay [—Z‘ ‘qb;lp — - ¢>’£‘1] (3.39)
Cette équation peut étre réécrite sous la forme :
AP n n 1- a¢ n—1
@Cf’P = Z Ap ¢p + +S5.AV + @, OF (3.40)
i

Cette sous relaxation est donc appliquée a toutes les variables, hormis la pression, cette derniéere
vu la particularité de cette variable, elle est traitée d’'une maniere différente tenant compte de
I’Algorithme de couplage vitesse-pression, pour cela, on multipliant tout simplement la
correction de la pression p’ par le facteur de sous relaxation :

p=p*+ app' (3.41)

Ou ay facteur de sous-relaxation doit étre choisi entre 0 et 1, et il peut prendre des valeurs
différentes d’une variable a une autres.

Plus les facteurs de correction sont faibles, plus la sous-relaxation est forte et plus la
convergence est lente. D’autre part, plus ils sont fort, plus la sou-relaxation est faible cela donne
plus de chance de faire intervenir des instabilités dans le processus itératif. Il faut savoir donc,
que le choix de ces facteurs est essentiel et important pour le bon déroulement de la procédure
itérative.

Remarques

1- Le mot semi-implicite dans le nom SIMPLE a été utilisé pour exprimer la non prise en compte
du terme ) A, ((P)np — (@P)p)- Ce terme représente une influence indirecte ou implicite de
correction de la pression sur la vitesse ; les corrections de la pression sur les bords peuvent
influer sur les corrections de vitesses adjacentes, et déduisent une correction de la vitesse sur les
points considérés. On ne prend pas en considération cette influence suivant un schéma
partiellement implicite [6].

La négligence de tout terme peut étre inacceptable, si la solution finale ne serait pas une solution
vraie des formes discretes des équations de mouvement et I'’équation de continuité. Donc on
déduit que la solution finale donnée par SIMPLE ne contient pas une erreur résultant de la

négligence du terme Y, App, ((P)ny — (P)np)-
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Dans la solution finale donnée par SIMPLE, on obtient un champ de pression correspondant au
champ de vitesse précédent u* et v* qui satisfait 'équation de continuité. La construction de
I'équation de p’ devient indépendante de la correction de la solution finale.

IIL.5. Critére de convergence

Une procédure est dite convergente si toute erreur tend a décroitre au cours des itérations. Elle
converge lorsque les itérations ne produisent plus de changements significatifs sur les variables
selon un critére qui doit étre défini par l'utilisateur. Le critére de convergence est donc utilisé
pour stopper le processus itératif lorsqu’il est vérifié.

Le critere de convergence utilisé dépend du résidu de 'équation de continuité. En toute rigueur,
le résidu correspond a la somme, sur toutes les mailles, des erreurs effectuées sur I'équation
discrétisée lorsque les variables déterminées par le processus sont réintégrées dans I'équation
discrétisée.

Il est donné par définition par :

RESOR (¢) = ZIRESI
Y (3.42)

i=N
RES = Z [Ai,j bij — Z(Anbid)NBl) - Bi]
i=1

RESOR (¢) : est la somme des résidus normalisés en valeurs absolue de I'équation ¢ associée a
tous les volumes de controle du domaine.

II1.6. Application de I'algorithme de calcul

Le travail fait est valable pour n'importe quelle grandeur transportable, et comme la pression n’a
pas sa propre équation, on peut déterminer le champ de pression, en utilisant I'équation de
continuité.

En ce donnant un champ initial de pression, I'équation algébrique résultante de 1'équation de
continuité contiendra des fluctuations de pression. Les fluctuations calculées permettent par la
suite de corriger la pression donnée initialement. Pour cela on utilise I’Algorithme de correction
de pression SIMPLE : Sem — Implicit — Method — for — Pressure — Linked — Equation.

I11.6.1. Développement de I’Algorithme

Le processus itératif suppose qu'on donne un champ de pression estimé p* et ainsi on peut en
déduire un champ de vitesse correspondant, dans ces conditions le champ de vitesse
u = (u*,v*) qui vérifie I'équation de conservation de la masse. Dans ce sens, il faut donc
procéder a la correction de pression p* et par conséquent la correction de la vitesse u¥de
maniére a ce que 'équation de continuité soit satisfaite [6].

Ceci est I'objet du présent algorithme. Le calcul des champs de vitesse et de pression se fait a
I'aide des équations de quantités des mouvements et de continuité discrétisées sur un maillage
dont le choix soit convenable pour la bonne marche du programme.

Afin de rendre possible I'application de I'algorithme, il est indispensable que les champs de
vitesses soit discrétisé sur une grille décalée figure 3.4. Ainsi, nous allons décrire les deux
réseaux de points de leur utilisation pour mieux discrétiser les différentes équations aux
dérivées partielles gouvernant le probléme physique.
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Le choix de grille favorise d'une part les propriétés de conservation en passant d'un volume de
controéle a un autre, et d’autre part facilite la résolution numérique du systéme d’équations et le
traitement des conditions aux limites. Deux grilles différentes sont donc définies de la maniere
suivante :
¢ Une grille dite principale pour le calcul des variables T et P.
% Une grille dite décalée pour évaluer les champs de vitesse u et v dont les nceuds sont
localisés a mi-distance de la grille principale figure 3.4.

G-1;+D | G ;+D (+L;+D) (14D G.j+D G+L;+)
. . —l- ® . L]
! .
(-1 (: = I._1_".) (i‘l,-'\-' '\:'—1-;J
. - jreed - - .
|
H
- . — o . . -
G-L i D (. i 1) G+L;-1 (-1 i- 1 G ; -1 (i_L,-' -1
(a) (b)

H

L

.

T

.--_-.|.----. NSV —

(c)
(a) Volume de controle pour I'équation de mouvement suivanté, maillage décalé East
(b) Volume de contrdle pour 'équation de mouvement suivantn, maillage décalé Nord
(c) Volume de contréle principal pour I’équation de continuité et de I'énergie
Figure 3.4 : type de maillage utilisé

I11.6.2. Maillage

Une bonne prédétermination des échelles et de longueur des structures cohérentes passe par
une définition correcte du maillage.

Notre étude concerne un écoulement dans un corps complexe, un maillage soigné sera utiliser,
car le choix du maillage a une influence considérable sur la qualité des résultats obtenus. Sa
génération demande donc le plus grand soin afin qu’il posséde certains qualités essentielles :

¢ Il doit étre suffisamment dense pour obtenir une précision satisfaisante,

% Les lignes de maillages doivent étres régulieres, toute discontinuité importante de la
pente ou un point anguleux étant a éviter,

+ L’orthogonalité doit étre préservée tant que possible pour minimiser les erreurs de biais
de I’évaluation des dérivées spatiales,

% Le resserrement des lignes doit étre suffisant dans les régions présentant de forts
gradients,

+ Les frontieres doivent étre représentées de facon précise.

Lors de la génération de maillage, nous nous efforcerons donc de respecter le plus possible ces
caractéristiques en gardant a I'esprit les limites imposées par le matériel (i.e. espace mémoire et
temps de calcul).

Donc, d’'une maniere explicite 'algorithme de résolution fonctionne de la maniere suivante :
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I11.6.3. Traitement du couplage pression-vitesse

L’'une des contraintes majeures que l'on rencontre lors de la résolution numérique des
problémes de fluides incompressibles est la satisfaction de la conservation de la masse. Le
champ de vitesse doit en effet étre a divergence nulle pour satisfaire I'’équation de continuité.
Notons ici que ce probleme, parfois désigné sous l'appellation ‘condition de déstabilisé’. Ce
probléme qui est une conséquence de I'absence d'une équation indépendante pour la pression.

Dans le cadre d’'une formulation en variables primitives, on distingue les méthodes directes, les
méthodes de type «prédiction-correction », les méthodes de projection et la méthode du
Lagrangien augmenté.

I11.6.4. Méthode de type prédiction-correction

Cette méthode est la plus utilisée, elle conduit a une équation de correction de pression
(SIMPLE et ses différentes variantes, PISO etc...) ces derniéres peuvent étre mises en ceuvre sur
des grilles décalées ou non décalées.

La discrétisation des équations de conservation de la quantité de mouvement se mettent alors
sous la forme générale suivante :

AeUe = Z Ayoisin SUvoisin S + Ae (pP - pE) + bu

ApUy = Z Ayoisin $Vvoisin s + An (PP —PN) + by
L’équation de continuité est quant a elle discrétisée comme suit :
(PA)e = (PA)w + (PA)y — (pA)s
Les trois équations précédentes peuvent s’écrire respectivement sous la forme matricielle :
A, (Wu = Aygisin s(Wu + Cpby
Ay (V) = Appisin s(WIV + Cpby,
Mwu+Mw)vr=0

La technique de prédiction-correction utilise un champ de pression estimé p* qui permet de
déterminer les valeurs de la vitesse a I'étape 'e’ prédiction en résolvant le systéme :

A, (u)u* = Apoisin S(u)u* + C;*bu
Ae (U)V* = Avoisin 5(17)17* + C;)]*bv

Ces vitesses prédites ne satisfaisant pas I'’équation de continuité, on corrige la pression en
écrivantp = p* + p . Cette correction de pression entraine une correction de vitesses :

u=u"+u
Etv=v"+7v

En soustrayant membre a membre les deux systemes précédents, on obtient une relation entre
les différentes corrections conduisant a exprimer les corrections de vitesse sous la forme :
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’LL’ = (Ae (u) - A(voisin S) (u))—lcll)l’

U, = (Ae (17) - A(voisin S) (v))_lC;j,

En introduisant ces relations dans I’équation de continuité, on arrive a ’équation de correction
de pression suivante :

Avec

Qp = —(M"u* + Mv")

Q =M" (Ae (u) - A(voisin S) (u))_l + Mv(Ae (17) - A(voisin S) (U))_l

La résolution de I'’équation précédente permet de calculer une pression corrigée pour l'itération
suivante de l'algorithme. Une fagon simple de procéder consiste a considérer que la correction
de vitesse en un point n’'est pas affectée par les corrections des vitesses de ses voisins.
L’inversion de matrice dans l'opérateur @ se raméne alors simplement a 'inversion de 4, (u)
qui est diagonale. Cette simplification est utilisée dans notre algorithme de calcul qui nécessite
de fortes sous-relaxations pour converger.

I11.6.5. Résumé des étapes de I'algorithme

a- Cas laminaire

1-

Lire la définition du maillage, les conditions aux frontieres et construire les grilles
principale et décalée pour I'équation de la correction de pression et les deux équations
de mouvement.

Donner un champ de pression estimé px,

Calculer les composantes intermédiaires de la vitesse u* et v* aux nceuds de leurs
grilles décalées par la résolution des équations de conservation de quantité de
mouvement,

Résoudre I'équation de correction de la pression, qui donne la correction de pression p’
nécessaire pour corriger le champ de vitesse (u,v) afin de satisfaire I'équation de
continuité.

Calculer le champ de pression p en additionnantp’ a p*.

Calculer les composantes de vitesse u et v a 'aide des équations de correction de la
vitesse directement ou par la correction des vitesses covariantes

Uit1/2j0Uim1y20 Vivayzj et Vica o
Résoudre I'équation discréte pour la température ou pour une autre variable ¢ si elle
influence le champ de I'écoulement par l'intermédiaire des termes sources et des
propriétés physiques du fluide.
Poser p* = p et reprendre I'exécution a I’étape 2 en répétant toute la procédure jusqu’a
ce que la condition de convergence soit remplie.

b- Cas turbulent

Séquence des opérations itératives

Les étapes sont les suivantes :

1-
2-
3-
4-

Donner un champ de pression initiale p.

Résoudre les équations de quantité de mouvement pour les vitesses u et v
Résoudre I'équation de la correction de pression p

Corrigerp:p = p*+p’
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5- Corriger les champs des composantes de vitesses u et v en utilisant les formules de
corrections.
6- Résoudre I'équation de transport de I'énergie turbulente k.
7- Résoudre I'équation de transport de taux de dissipation ¢.
8- Prendre le champ de pression p comme une nouvelle estimation et reprendre le calcul a
partir de I'étape de 2 jusqu’a la convergence.
ORGANIGRAMME I
Cas laminaire
Début
Initialisation des variables primitives : p*,u*,v* et T*
4
v
Etape 1: Résoudre les équations de mouvement
(40)), @)y = ) (A)), @)y + By +1 (") 868
(40, @y = D (A), @)y + BY +L (07) 068
Etape 2 : Résoudre I'équation de pression
Ai,jp, = ZAmP;;l + B}
Etape 3 : Correction de la pression et de la vitesse
contrariante (covariante) puis calcul des vitesses
physiques
p=p+p
Calcul de Uiv1/2) Uic172: Vijva2: Vij-1/2
Wi; =J(re Uy +73 V)
T =T

Etape 4 : Résoudre I'équation de I'énergie
ATy = ATy + A Timaj + ATy + AT
+ Ayl T Ay Ticja

+ Ay 1Ty 0 Ay aTiay-1 + By

v

Convergence

}

Stop
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ORGANIGRAMME 11
Cas turbulent

Début

{

Initialisation des variables primitives : p*,u*,v* et T*
|

¢

Etape 1 : Résoudre les équations de mouvement

(40)), @)y = ) (A)), @)y + By +1 (") 868
(40, @y = D (Ay), @)y + BY +L ()" 868

}

Etape 2 : Résoudre I'équation de pression
Ai,jpl = ZAmP;;l + B}

}

Etape 3 : Correction de la pression et de la vitesse
contrariante (covariante) puis calcul des vitesses
physiques

p=p"+p
Calcul de Ui+1/2J, Ui—l/Z,jr Vl} +1/29 Vi,j—l/z
@ =J(re Uy t7 Vi.j)

Etape 4 : Résoudre I'équation de I'énergie
ATy = ATy + Aia;Timaj + ATy + A2 T

+ Ayl T Ay Ticaja
+ Ay 1 Tij0 + Ay aTiay-1 + By

}

Etape 5 : Résoudre I'équation de I'énergie cinétique
turbulente k

Ajkij = Ak + A kg + Ak + A1k

+ AR+ Aimjeikionja
+Aipjakiij FAisjakicj o + B

}

Etape 6 : Résoudre I'équation de la dissipation ¢
Agign = A€y + A i1 T Apja & T A8

+ A€ T A8
+ 41811 + 411811 + By

}

Convergence

v

Stop 54
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IV.1. INTRODUCTION

calcul écrit en langage Fortran. Les profils des différentes grandeurs de notre écoulement

I es résultats numériques sont obtenus pour une géométrie curviligne en utilisant le code de
sont présentés sous forme de graphes.

IV.2. RESULTATS ET INTERPRETATION

Dans cette section, nous présentons les résultats numériques obtenus dans le cas de la
géométrie curviligne de la cavité. En utilisant un maillage de 270 X 22, les dimensions adoptées
dans le développement sont: la hauteur de la cheminée, H,. = 2 m, diameétre du capteur
D.onu = 2 m, la hauteur de la section d’entrée dans le capteur solaire h;, = 0.02 m le rayon de la
section de passage dans la cheminée R = 0.02m, figure 4.1. Avec les propriétés thermo-
physiques du fluide (air) sont supposé constante.

_ ] _ -6
cp = 1006kgK et =3331 x10

Cheminée —

H=2m
Collecteurs

hin=0.02m

e
T X
R=0.02m |
Dcolli2=1m

Figure 4.1 : modéle réduit de la cheminée.

L’objectif du travail consiste a étudier I'influence du nombre de Rayleigh R, sur les variables
primitives de I'écoulement : vitesses, température, pression, en vue de calculer les performances
énergétiques de la cheminée solaire (puissance); et de déterminer le nombre de Rayleigh
critique caractérisant la phase transitoire entre les deux régimes d'écoulement, laminaire et
turbulent. Il a noter que les résultats obtenus a partir des codes de calcul sont donnés sous
forme dimensionnelle. Nous nous intéressons a donner les différents résultats dans la zone de
jonction (coude) pour I'intérét qu’elle présente pour I'emplacement de 'aérogénérateur.

IV.2.1. REGIME LAMINAIRE

IV.2.1.1. INFLUENCE DU NOMBRE DE RAYLEIGH

Dans cette étude I'influence du nombre de Rayleigh est analysée dans la gamme 10* — 108 sur
les variables thermo-hydrodynamiques de I'écoulement.

1V.2.1.1.1 Champs de température
Les figures (4.2-4.6) représentent le contour de la température le long de la cheminée solaire,
pour différents nombre de Rayleigh, on voit bien que I'épaisseur maximale des iso-contours

diminue au fur et a mesure que Ra augmente, ceci est di a 'augmentation de I’échange de
chaleur qui est emporté influencé par I'augmentation des vitesses le long du capteur solaire.
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T *
0.95
0.9
0.85
0.8
0.75
0.7
0.65
0.6
0.55
0.5
0.45
0.4
0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
, 0.1
e 0.05

Figure 4. 2 : Isothermes pour un Ra = 10*

T*

. 0.999471

0.999335
0.95

0.85

0.75

0.65

0.55

0.45

0.35

0.25

0.15

0.05
1.08658E-11
1.3411E-27
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*

T

0.999847
0.95
0.85
0.75
0.65

0.55
0.45
0.35
0.25

0.15

0.05
0.000161011
1.5982E-09

Figure 4.4 : Isothermes pour un Ra = 10°

T*

0.999937
0.9

0.65

0.4

0.15
4.43059E-23

Figure 4.5 : Isothermes pour un Ra = 107

58



Influence des régimes d’écoulements sur les performances énergétiques des cheminées solaires

T*
]

0.99997

0.9

0.65

0.4

0.15
2.4113E-27

Figure 4.6 : Isothermes pour un Ra = 108

1V.2.1.1.2. Profils de température a différentes sections de la cheminée

Les figures 4.7, représente la distribution de la température adimensionnelle a travers la
cheminée solaire pour différents nombre de Rayleigh a la section r = 0.008 m. La variation de
I'épaisseur de la couche thermique le long du capteur est sensiblement influencée par la
variation du nombre de Rayleigh, cette variation en matiere de grandeur et de forme, ceci est dii
a l'effet du a la variation du flux de masse, plus la variation est grande plus cette épaisseur est
faible, donc la couche thermique est inversement proportionnelle au flux de masse. Ce dernier
résultat est bien exprimé dans la figure 4.35, ol on observe que I'allure de la température suit
une allure plus amortie, en allant vers des Rayleigh plus grands jusqu'a arriver au régime
turbulent ou le flux de masse est maximal.

\
\
\
——— Ra=1E+4
\ ———— Ra=1E+5
0.8 ——— Ra=1E+8
0.6 ‘\ Ephigséur dep isq-goatouis
*
= \
0.4
\
0.2
S
0 = L

0.1 0.2 0.3 ) O.Ai 0.5 06 07
Z*

Figure 4.7 : L’épaisseur de la couche thermique dans le régime laminaire a r = 0.08
Pour des Ra = 10%,10°,108
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1V.2.1.1.3. Vecteur et champs de vitesse

Les figures 4.8 - 4.12, représentent I’évolution de champs et de vecteur de vitesse le long de la
cheminée solaire, pour différents nombres de Rayleigh. On remarque, que la forme du vecteur
vitesse est presque parabolique ou son maximum est plus proche de la paroi chaude, ou son
maximum est atteinte a 'entrée de la cheminée, et qu’il vari proportionnellement avec Ra. On
conclu donc, que la détermination du nombre de Rayleigh optimale est capital dans la recherche
des vitesses maximales.

,,,, i
vims) | " V (m/s)
0.0032 . 0.0032
0.003 0.003
0.0028 e ! 0.0028
0.0026 0.0026
0.0024 0.0024
0.0022 e . 0.0022
0002 | ¥ 0.002
0.0018 0.0018
- 00016 ! - 0.0016
0.0014 e " 0.0014
0.0012 e il 0.0012
0.001 ] 0.001
0.0008 0.0008
0.0006 e 0.0006
0.0004 w e 0.0004
0.0002 R 0.0002
/
V (m/s)
. 0.0055
0.005
0.0045
0.004
0.0035
| 0003
0.0025
0.002
0.0015
““““ i 0.001
] I 0.0005
] 0

Figure 4.9 : (a) contours de la vitesse V, (b) vecteur de la vitesse V pour Ra = 10°
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V (m/s) ol V (m/s)
I 0.008 _ I 0.008
0.0075 i 0.0075
0.007 o 0.007
0.co65 | d 0.0065
0.006 v 0.006
0.0055 0.0055
0.005 : 0.005
0.0045 0.0045
0.004 - 0.004
0.0035 0.0035
0.003 0.003
0.0025 0.0025
0.002 0.002
0.0015 0.0015
0.001 0.001
0.0005 0.0005
Figure 4.10 : (a) contours de la vitesse V, (b) vecteur de la vitesse V pour Ra = 10°
V (m/s)
I 0.065
0.06
0.055
0.05
0.045
0.04
0.035
0.03
- 0.025
0.02
0.015
0.01
0.005
/ 0.00017799
1.51706E-06
0

Figure 4.11 : (a) contours de la vitesse V, (b) vecteur de la vitesse V pour Ra = 107
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V (m/s) V (m/s)
. 0.24 . 0.24
0.22 0.22
0.2 0.2
0.18 0.18
0.16 0.16
0.14 ‘ 0.14
0.12 0.12
0.1 ' 0.1
0.08 : 0.08
0.06 , 0.06

0.04 0.04
0.02 I 0.02
0 ‘ 0

Figure 4.12 : (a) contours de la vitesse V, (b) vecteur de la vitesse V pour Ra = 108

1V.2.1.1.4. Profil de vitesse

> Vitesse radiale

Les figures (4.13-4.17), représentent le développement de la vitesse radiale a différentes
sections du collecteur, on remarque que le profil de la vitesse varie sensiblement avec la
variation du nombre de Rayleigh, pour avoir un profil bien développé a la sortie du collecteur. Ce
développement suit une loi parabolique aux sections proche de I'entrée du collecteur ou il est
déformé a la sortie sous I'effet de la source chaude. Plus le nombre de Rayleigh est grand plus la
déformation est prononcée.

4 0.0002-

Ra=1E+4

0.00015+

0.0001+

U (m/s)

5E-05-

Direction de I'écoulement vers la sortie

0.025

0.005 015
Z (m)

Figure 4.13 : Evolution du profil de la vitesse U a différentes positions de r pour Ra = 10*
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N
N
[ N\
/ —r=0.1
0.00015 \ r=0.15
/ — r=0.2
/ \ r=0.3
|
0.0001 / \
£ <
- // I
] / NN
5E-05 I \
i/ .
/ ] N
i N
N
0.005 0.01 0.015

Z (m)

Figure 4.14 : Evolution du profil de la vitesse U a différentes positions de r pour Ra = 10°

0.0015 / rentm .
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/ \\ —r=0.2
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I
Lo NG
. |
0 0.005 0.01 0.015
z (m)

Figure 4.15 : Evolution du profil de la vitesse U a différentes positions de r pour Ra = 10°
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[\ ren (m)
[ _ I’iO.ll
0.003 j :;225
l —F—F— r=0.35
[ \ —r=0.5
R \
S // \
| \
0.001 // / \\
i
I/
///
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Figure 4.16 : Evolution du profil de la vitesse U a différentes positions de r pour Ra = 107

» Vitesse axiale

Les figures (4.18-4.20) et la figure 4.37, représentent Le développement de la vitesse axiale a
différentes sections de la tour cheminée, on remarque que le profil de la vitesse axiale varie
aussi sensiblement avec la variation du nombre de Rayleigh, on remarque que la profile da la
vitesse axiale est développé a I'entrée de la cheminée pour avoir un profil affaibli a 1a sortie de la
tour. Ce résultat montre bien I'effet que joue la cheminée dont I'atténuation de la vitesse jusqu’a
I'évacuation complete de 'air au milieu extérieur.
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Figure 4.17 : Evolution du profil de la vitesse U a différentes positions de r pour Ra = 10*
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Figure 4.18 : Evolution du profil de la vitesse V a différentes positions de z pour Ra = 10°
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Figure 4.19 : Evolution du profil de la vitesse V a différentes positions de z pour Ra = 10°
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Figure 4.20 : Evolution du profil de la vitesse V a différentes positions de z pour Ra = 107
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1V.2.1.1.5. Contour de la pression

La figure 4.21-4.25, représente le contour de pression le long de le zone de jonction ou la
différence de pression et plus grande. Ce contour nous permet de déterminer la section qui nous
réalise le meilleurs Ap, pour un emplacement optimal de la turbine tout en profitant du
maximum de vitesse axiale générée, afin d’avoir une meilleure puissance.

Figure 4.21 : Contour de la pression en N/m?,Ra = 10*
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Figure 4.22 : Contour de la pression en N/m? ,Ra = 10°
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Figure 4.23 : Contour de la pression en N/m?,Ra = 10°
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Figure 4.24 : Contour de la pression en N/m? ,Ra = 107
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Figure 4.25 : Contour de la pression en N/m?,Ra = 108

1V.2.2. REGIME TURBULENT
1V.2.2.1. Influence du nombre de Rayleigh

On présente les figures montrant l'influence du nombre de Rayleigh dans la gamme turbulente
sur les variables de I'écoulement: vitesse, pression et température. Les nombre de Rayleigh
étudier sont de Ra = 10° et Ra = 10!, La limitation de I’étude a Ra = 1011, repose sur 'étude
expérimentale sur la cheminée solaire de Manzanares qui fonctionne avec un Ra = 1011,

1V.2.2.1.1. Champs de température

Les figures (4.26, 4.27),représentent le contour de température, pour différents Ra =
10° et 101, on remarque bien que de I'épaisseur thermique ne subit pas une grande variation et
que cette épaisseur et atteinte des I'entrée au régime turbulent ce résultat est confirmé par la
figure 4.28. Cela est expliqué par l'effet des grandes vitesses générées dans le régime turbulent
qui favorise la domination du transfert de chaleur par convection par rapport a la conduction, ce
qui diminue la propagation de la chaleur vers couches supérieures de I’'écoulement.
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Figure 4. 26 : Isothermes pour un Ra = 10°
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Figure 4. 27 : Isothermes pour un Ra = 10!
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Figure 4.28 : La variation de I'épaisseur de la couche thermique pour Ra = 10° et Ra = 10!

1V.2.2.1.2. Champs de vitesse

Les figures 4.29 - 4.32, représentent I'évolution de champ de vitesse dans la zone de jonction de
la cheminée solaire ou la vitesse est maximale, pour différents nombres de Rayleigh. On
remarque, que les vitesses prends des directions aléatoire ce qui explique l'apparition des
tourbillons a la place de la forme lise obtenue au régime laminaire, I'effet du nombre de Rayleigh
sur les vitesses est nettement visible. La vitesse maximale est de l'ordre de grandeur de
V = 7m/s pour un Ra = 101,
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Figure 4.29 : Contours de la vitesse V pour Ra = 10°

Figure 4.30 : Contours de la vitesse U pour Ra = 10°
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Figure 4.31 : Contours de la vitesse V pour Ra = 10*!
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Figure 4.32 : Contours de la vitesse U pour Ra = 101!
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1V.2.2.1.3. Profil de vitesse

Les figures 4.33, 4.34, représentent la distribution de la vitesse dimensionnelle a travers la
cheminée a différentes sections du la tour, on remarque bien que la perturbation s’amplifie en
allons vers les grandes valeurs de Ra jusqu’a disparition compléte du profile lisse des vitesses
obtenue au régime laminaire. On voit bien que la perturbation est completement développée
aRa =101,
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Figure 4.33 : Evolution du profil de la vitesse V a différentes positions de z pour Ra = 10°
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Figure 4.34 : Evolution du profil de la vitesse V a différentes positions de z pour Ra = 10*!
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IV.3. Détermination de la zone de transition du régime laminaire au régime turbulent

L’étude de la phase de transition est importante dans la détermination du nombre de Rayleigh
critique caractérisant le passage d'un régime un autre, cette phase est trés délicate a étudier. Vue
cette instabilité de cette phase, il est important d’éviter de faire fonctionner notre installation
dans cette phase. Car le comportement prend une forme transitoire ou les grandeurs physiques
suivent des lois trés aléatoire. Donc, pour bien détecter cette zone, on présente le comportement
de I'épaisseur de la couche thermique et de la vitesse pour la gamme de Rayleigh [10* — 10°]. La
figure 4.35, montre la diminution de I'épaisseur de la couche thermique entre le régime
laminaire et le régime turbulent, on constate que cette variation subit une forte diminution
entre Ra = 108 et Ra = 10° figure 4.36. En plus, la figure 4.33, et les figures (4.36 - 4.39)
montrent le début des perturbations dans les vitesses axiales et radiale jusqu’'a arrivé au
développement de la perturbation 3 Ra = 10°. Donc, on peut conclure que la phase de transition
se situe dans la gamme Ra = 108 d Ra = 10? et le Rayleigh critique et Ra, = 10°. Ce qui justifie
bien le choix de la gamme du régime turbulent.
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Figure 4.35 : Variation de I'épaisseur de la couche thermique entre le régime laminaire et le turbulent a
r = 0.08 Pour des Ra = 10%,10°,10°,10°
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Figure 4.36 : la zone de transition du régime laminaire au régime turbulent

0.003

0.002

U (m/s)

0.001

Figure 4.37 : Evolution du profil de la vitesse U a différentes positions de r pour Ra = 108

\ ren (mr)_0 »
| £=0.15
/ / r=0.25
A  =0.45
/ \
L \
/ \
/ |
|
I
// ~—
0.001 0.002 0.003 0.004 0.0l
z (m)

76



Influence des régimes d’écoulements sur les performances énergétiques des cheminées solaires

/.
0.0015 7
ren (m)
” r=0.1
0.001 r=0.11
’I r=0.45
I
0.0005 T \
| \
—_ i\
v . I’ \ A
E o , At —
- |
[
|
-0.0005 :
|
|
|
-0.001 .
i
0.005 0.01 0.015 0.02

z (m)
Figure 4.38 : Evolution du profil de la vitesse U a différentes positions de r pour Ra = 10°
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Influence des régimes d’écoulements sur les performances énergétiques des cheminées solaires

V.1. Introduction

ans ce chapitre on présente les performances énergétiques de la cheminée solaire en
matiére de puissance générée par la turbine, afin de prédire la puissance électrique
produite par notre cheminée solaire.

V.2. Calcul de la puissance
V.2.1. Calcul des performances de composant de la CCS

V.2.1.1. Capteur solaire

Il est constitué du sol, surface d’absorption de chaleur, couverte par une couche transparente a
une hauteur h;,. Le capteur solaire est ouvert a ca périphérie. A son centre est placée la base de la
tour cheminée.

L'équation d’énergie est donnée par,

Q = mcpAT = (Ta)Acoll[ - hCATaAcoll = Neott Acorr 1 (51)

h. : Coefficient d’échange de chaleur par convection.
OuU,  est le débit massique de I'air chaud traversant la cheminée solaire, il est donnée par,

m= Pcoll ACUC (52)
Donc,

hc
Neoll = (Ta) - T ATa\ (53)
Ou,
AT, : Différence de température le sol et 'ambiance elle est prise comme valeur moyenne.

V.2.1.2. Tour cheminée

La cheminée elle-méme est un moteur thermique. L'efficacité de la cheminée, c.-a-d. la
conversion de la chaleur dans I'énergie cinétique, est pratiquement indépendant de 1'élévation de
la température de l'air dans le collecteur. Elle est essentiellement déterminée par la température
ambiante au niveau du sol et a la taille de la cheminée.

D’aprés J. Schlaich [1], I'efficacité de cheminée est exprimée comme suit :

_ P gH
e =5 = o1 (5.4)
D’ou,
. gH
Ptot = Tlch = T_Oscpcoll vCATAC (55)

V.2.1.3. Turbine

Les turbines sont souvent placées a la base de la tour. L’utilisation des turbines sert a convertir
I'énergie cinétique de I'air s’écoulant a l'intérieur de la cheminée en une énergie mécanique de
rotation. Utilisation du rendement mécanique des turbines sous forme d'énergie de rotation peut étre
dérivée de I'écoulement de l'air dans la cheminée. Les turbines dans une cheminée solaire ne
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fonctionnent pas avec la vitesse étagée comme dans les convertisseurs conventionnels d'énergie
éolienne, mais plutdt, a pression-étagé comme dans un turbogénérateur, ou comme une centrale
hydroélectrique, ou la pression statique est convertie par une turbine intégrée en énergie de rotation
utile.

La puissance mécanique maximale donnée par la turbine est donnée par [10],

2
Pygmax = §chcAPtot (57)
En utilisant le développement précédent sur le capteur et la tour cheminée, la puissance de la

turbine peut étre exprimée en fonction du rayonnement solaire est le rendement du capteur,

2 Acoll gHsc
- I .
3 CPTO Neoll (5 8)

On multipliant P, max par le rendement de la turbine 1, 1a puissance électrique produite est donc

Pwt max =

donnée par [29],

P = EAcoll gH,

e — Swnwtncolll (58)

V.3. Objectif
Le parameétre principal qui gouverne l'écoulement convectif est le nombre de Rayleigh qui

compare les forces de flottabilité (force d’Archimeéde) aux forces visqueuses, et il est
proportionnel au gradient de température appliqué.

On a tout d’abord étudié l'influence de la variation du nombre de Rayleigh sur la puissance
développée, en faisant changer les dimensions de la géométrie et en gardant le gradient de
température (AT) constant. Tableau 5.1

Tableau 5.1: Variation de la puissance en fonction du nombre de Rayleigh.

Pryr (W) Pelec (W)
Ra = 10°
H 4 m 0.4788 0.4070
Rcoll 2m
Ra = 107
H,, 8m
R g 3.83 3.256
hi, 0.08 m
Ra =108
H,, 18 m
R om 43.63 37.09
iy 0.18 m
Ra = 10°
H,, 80 m
R 20m 3830 3256
hin 04 m
Ra = 1011 0.8667 10° | 0.472110°
H,, 194.6 m
Rcoll 122 m
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Figure 5.1 : la puissance délivrée en fonction de Ra

Le tableau 5.1, présente I'influence des dimensions de la géométrie sur la puissance délivrée par
la cheminée solaire étudié. Les résultats sont traduits en graphe figure 5.1, qui montre I'effet de
la hauteur de la cheminée, le diametre du collecteur et la hauteur de la section d’entrée,
traduites par le nombre de Rayleigh. Ceci nous méne a conclure que dans la réalisation d’'une
cheminée solaire, il faut bien calculer les dimensions afin d’avoir une puissance optimale.

V.4. Validation

En effet, la puissance délivrée par notre calcul appliqué au prototype de Manzanares est de
47.21 KW pour un éclairement de 1000 W/m2 et un gradient de température AT = 20K, il se
trouve que le prototype installé par J. Schlaich a Manzanares développe une puissance de 50 KW
pour le méme éclairement et le méme gradient de température AT [28]. L’écart type entre la
puissance calculée est mesurée est de 5.58%, cette différence est di principalement a
I’hypothese qui considere le régime d’écoulement stationnaire incompressible, d’autre part le
type les propriétés thermo-physiques de la couverture transparente utilisée dans le capteur de
Manzanares.

Tableau 5.2 : Dimensions et données techniques du

rototype de Manzanares [28]

Hauteur de la tour 195.6 m
Rayon de la tour 5.08 m
Rayon moyen du collecteur 122 m

La hauteur du collecteur 1.85m
Nombre de pales de la turbine 4

Profile de des pales de la turbine FXW-151-A
Augmentation de température dans le | AT =20K
collecteur

Puissance produite 50 KW
Couverture en plastique 4000 m?
Couverture en vitrage 6000 m?
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Figure 5.2 : La variation de la puissance et de la vitesse pour une journée type

Concernant le prototype de Manzanares [45]

La figure 5.2, montre la variation de la puissance électrique produite et la vitesse maximale générée par

rapport au rayonnement solaire. On remarque que Pmax = 50 KW et vitesse
de 9m/s.

maximale et aux alentours
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CONCLUSION GENERALE

‘énergie solaire est d’'un intérét primordial pour un grand nombre de pays, y

compris |’Algérie, disposant d’un tres fort ensoleillement, pour laquelle elle peut

jouer un role majeur dans le futur proche. De plus si l'effort de Recherche et de

Développement est poursuivi et encouragé, la part de cette source d’énergie
pourrait se révéler encore bien supérieure a long terme.

Depuis un certain nombre d’années, plusieurs prototypes ont vu le jour dans les
laboratoires, pour bien comprendre le comportement hydrodynamique et thermique
des centrales cheminées solaires, méme des installations de grandeur nature en été
réalisé telle la centrale CCS de Manzanares en Espagne. Dans cet axe, notre travail vient
pour apporter une contribution aux études de simulation et de modélisation des CCS.

Le travail présenté dans ce manuscrit concerne d'une part, la simulation numérique du
régime laminaire dans une cavité ouverte simulée a une cheminée solaire et d'autre part,
la modélisation du régime d'écoulement turbulent pour la méme géométrie.

Cette étude est d'une grande importance pour comprendre le comportement dynamique
et thermique de I’écoulement a travers du CCS. L’étude numérique du régime laminaire
nous a permis de comprendre le phénomene physique et le comportement de la CSS vis-
a-vis de la nature du régime d’écoulement.

Entre autre, cette étude nous a permis d’analyser la variation du nombre de Ra, et de
déterminer sa valeur critique qui caractérise la phase de transition au régime turbulent.

Par ailleurs, la simulation numérique adoptée dans l'’étude est précédée par un
développement mathématique des Equations de Navier-Stokes en coordonnées
généralisées.

Les résultats obtenus par notre code de calcul ont été validés par rapport a ceux obtenus
expérimentalement sur le site de Manzanares. Un bon accord a été observé entre les
deux.

Il est a souligner que les performances, en termes de puissance d’'une cheminée solaire,
sont fortement influencées par d’autres parametres tels :

= Jes dimensions de la tour, la surface du collecteur, sa hauteur et sa section
d’entrée,

= Lerendement du collecteur,

» Jerendement de la turbine.

Perspectives

La présente étude offre pour la suite de nombreuses perspectives. L'un des points
important, a notre sens, est de développer un code de calcul en régime instationnaire, a
2 et a 3D. Avec prise en compte des transferts thermiques avec le sol et 'environnement
de la centrale. Une telle étude est capitale pour une meilleure approche du phénomene
physique observé expérimentalement sur site.
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Annexe A

A.1. Hypothese de Boussinesq

Aprés qu'il fit établi expérimentalement que les contraintes turbulentes augmentaient avec
l'augmentation moyenne des éléments du fluide, Boussinesq proposa une relation entre les
contraintes de Reynolds et le taux de déformation, qui a été étendue par la suite :

[

- ou; Jy 2 ou;
Tij = —PUily = He E-}-G_le 3 PK‘*‘”ta_Xj 8

k : Etant I'énergie cinétique associée a la turbulence.
8 =1sii=jetd; =0sii+#j(Deltale Kronecker)
U; : estla viscosité dynamique turbulente

Notons que dans I’hypothése de Boussinesq y; est un scalaire isotrope, ce qui n’est pas tout a fait
vrai.

Alors, les modeéles de turbulence conduisent a I'adoption d’équations de transport des quantités
de la turbulence, (k, €, w et ), pour résoudre la viscosité turbulente.

Modele de turbulence a une équation de transport : le modele Spalart-Allmaras.

L2 Modele de turbulence a deux équations de transport : les modeéles k — ¢ standard et ses
variantes RNG et Realizable puis les modeles k — w standard et k — w SST.

£a Modeéle de turbulence a cinq (05) équations de transport (sept (07) équations en 3D): le

modele RSM (Reynolds Stress Model).

Cette approximation considere que I’écoulement est incompressible dans tout le systeme,

excepté pour le terme des forces de flottabilité dans le flux vertical. Pour déterminer I’expression
mathématique de la force flottabilité, nous utilisons I'expression donnant la densité :

p = poll —B(T —Ty)]
Ou pyest la densité de fluide a la température T,

Avecp = p' + po-
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A.2. MODELISATION D’UN ECOULEMENT CURVILIGNE
A.2.1. Systéme de coordonnées
A.2.1.1. Matrice de passage

Désignons par (¢1,¢%,¢3) notre systtme de coordonnées curvilignes de la base
covariante (i, ¥, W), et par (£1,&2,&3) un autre systéme de coordonnées curvilignes de la base
covariante (é;,€,,83), la transformation de systéme ¢! au systéme &' est caractérisée par la
matrice de passage de la base (i, ¥, w), a la base (€, €,, €3), dont les composantes sont :

m

_ o
at = oE

Les composantes covariantes (gij)f du tenseur métrique dans le systéme &' s’obtiennent a

partir des composantes covariantes (gmn)g du tenseur métrique dans le systéme {i par la
formule :

(gi]')g = aima]?l(gmn){
Cette équation traduit I'invariance de la norme d’un vecteur quelconque par rapport au

choix du systeme de coordonnées. Sachant que la longueur d’un élément de vecteur dp,
s’écrit :

7] = a5° = (G ) (c”)
= (5w (5zw) acmac”
|dp| = dg™dg™ (gmn);

Les composantes du tenseur métrique (gmn)Z sont données par :

1 0 O
(Imn ){ = [0 r? 0]
0 0 1

Notons que le systéme cylindrique ¢ est un systéme orthogonal, alors toutes les
(gmn); o0 m # n sont nulles, ainsi les composantes (gl-j)g s’écrivent, compte tenue de

= 0 sous la forme :

s . )
la symétrie de révolution

g2
gii 0 g3
(Gmn )( =0 g2 0
g31 0 gs3

Avec
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[911 = (re)" + ()’
13 = Tellg3 + yTes

922 = r

l 931 = 913
2 2
g33 = (7”53) + (3’53)

Les composantes covariantes du tenseur métrique (gij)f se déduisent des composantes

covariantes (gij)fpar la relation :

 (1sii=j
gim9 {0 sii#]

On peut écrire cette relation sous une forme matricielle :

i Cof(gij) _ Cof(gij)

gl = gt = -
|gpq| 9

A.2.1.2. Opérateurs usuels dans un repére curviligne

Avant d’écrire les équations dans un systeme de coordonnées curvilignes, il faut donner les
expressions de tous les opérateurs utilisés en coordonnées curvilignes.

A.2.1.3. Dérivée covariante ou gradient d’une fonction scalaire

Considérons une fonction scalaire ¢(M), la variation de ¢ due a la variation de oM = 588,
peut s’écrire :

a . e —
d(M + M) — pM = a—id{l = 5M.V¢
Oule Vecteur_V)cj) définis par ses composantes est appelé le gradient de ¢ :
=4 a¢ > >
Vo =a—€ide =V;pe a.l
L’'opérateur V; appliqué a un scalaire représente la dérivation partielle par rapport a &' : aa(—;{"i)

a- Divergence de V

o

Aux termes de calcul tensoriel, la variation de V est obtenue par la contraction du
- —

tenseur V.V, on peut écrire :

k

av
= R
Or on peut montrer que l'opérateur de contraction de I'indice haut avec I'un des indices bas
appliquée au symbole de Christoffel donne :

10/
I = =%
Vg %

V.V =V, vk + kvt a.2

90



Influence des régimes d’écoulements sur les performances énergétiques des cheminées solaires

L’équation (a. 2) devient :

avk 1 9yg ko L a(\/gV")
afk \/—agk \/E a(k

V.V = a.3

b- Rotationnel de V
En désignant par {2 le rotationnel de V :
N=rxV

En calcul tensoriel, le vecteur rotationnel 2 est appelé vecteur adjoint V obtenu par le produit
contracté du tenseur de Levy-chivita n avec le tenseur V X V

=nV.v)
Il vient:

(1" Yoy, v,
"= 7 vy —vvi] = —g a_fl_njlfl_a_fj_ailfl

ijk
(%) la-5

! n’est pas nul en générale.

Il faut noter que Flm gl —rl g
c- Produit scalaire

Le produit scalaire de deux vecteurs peut s’écrire de fagon différente a l'aide de leurs
composantes contravariantes :

U.Vv=Ugé.vig=u.v
=U'é. Vel = ULV
= Ui.él.Vje?f =U;.V;g" a.>
= Ul_)iV]é)] = ULV]gi]'
Rappelons que :
€.¢ =5/ é.¢=g;, €.¢ =g’
Transformation de terme div (p<1717)
On applique la relation (a. 3) sur pdﬂ7 ,on obtient :
_ 1 9(\/gpeV*)
div(ppV) = —=—"—7F—"" a.6
( ) \/E afk
Transformation de terme div (Fd’gradq) )
Ona:
div (F¢grad¢) = grad(r¢ )grad(¢) + *ag a.7

Pour calculer Al7, on utilise la relation vectorielle suivante :
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AV = —vx(VxV) + V(V.V) a.8
D’apres la relation de rotV etde (V. V), en déduit que :

(L a (a(/avY)

1o (1 /oy oV a 1(8V avk) R
\/—asa \/— aszz afj Gk afk \/—afk 9E 9jj €i

Convenons que si i représente 1,2 ou 3, alors j représente 2,3 ou 1 et kreprésente 3,1 ou 2.

a.9

A.2.1.4. Composantes de la vitesse dans I'’espace physique

On suppose que (ur, ug,uy) sont les coordonnées de la vitesse dans la base,, iy, iy, alors:

W =uw o, = Ve Ve =V, = VviVig, =V Vg, = (V1)? a.10
2 - 22 22 2 2172 2Y2,.2 w2 a.11
Alorsu, = V1, uy = V?r, et de méme u, = V3=,
Et on peut trouver aussi &, = €;, ég = &, et é, = €3
ar® _N\or® . ar® ag
rad(r® )gradd = grad —¢' o' = g —— a.12
g ( )g CI) 9 <afz > aé’l 9 afl afj

Nous substituons g% d’aprés l'expression de la matrice de tenseur métrique dans I'équation
précédent, on obtient :

ar® a9 1or® a¢ or® o9
d(re do = — a.13
grad(r® )gradg = -+ S5 ae t oy dy dy

Pour calculer le terme div (Fq’gradcp ), on utilise les relations (a.9) et (2.10), alors :

. . .
+ suivantla direction e,, nous avons :

div(u grad ul) = grad u grad u; + uAl7
10 (u raul) 4 10 (u aul) 4 a (u aul) Uuy  2u duy a.l4
“ror\ or rdfé\ rof dy\ dy

r? r?2 00

+ suivant la direction €y, nous avons :

div(u grad uz) =grad u grad u; + AV
10 (,u rauz) 10 (u 0u2> 0 (u 0u2> uuy 24 duy a.15

“ror\ or roo\rao /  ay\ ay

2 r?Z 96

+ suivant la direction é €y, nous avons :

div(l’¢ grad u3) =grad p grad uz + pu AV

10 (,uraug)_l_l a ( 1 6u3)+ d ( aug) a.16
“ror\ or rdé\" r 06 dy H dy
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Alors I'équation générale de la transformation en coordonnées cylindriques est :

(pd) 4 19(rpu;¢) N 10(pu¢) 4 d(puz )

at r or r 06 dy 217
_P¢+10(r r6¢>>+16(r 10¢)+6(¢6¢>+S¢ '
B ror ar ) rog\ rag) ay\ ady

Le tableau présenté dans le chapitre 3 illustre les expressions ¢,I'?,P?, 5% selon I'équation
considérée.

Tableau a.1 : valeurs de ¢, %, P?, S% pour I'équation de transport en coordonnées cylindriques

Equation de ¢ |r*| p? s¢
Continuité 1] 0 0 0
d 2 2u 0
Quantité e mouvement suivantr | u | u L —”_If__gﬂ
661” r r 39
1 2 2
Quantité e mouvement suivant 6 | u; | u o —“_?__I;ﬂ
raae r r* 00
Quantité e mouvement suivanty | uz | U —£ —pPog
k
Energie T | = 0 0
Cp
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ANNEXE B

B. Discrétisation des équations
B.1. Discrétisation du schéma volume finis

L’équation générale de transport :

_i U? +1i( U?)
af(rmb ) v rpd

1 d¢
= p¢ +—a—€(]rpl“¢a 3¢
a¢

10 do
—— dy— — og—= ¢
+ran(]rpf‘ aan Jrpl’ Ba€)+5

d
errd’B%) (b.1)

Si on cherche a discrétiser les équations sur deux dimensions avec la méthode des volumes finis,
on subdivise le domaine d’étude par des cellules dite mailles.

L’opérateur de Laplace A, peut étre représenté comme suit :

Ap =p

Le théoreme de Gauss-Ostrogradsky pour une fonction ¢ et 'I\(i]- €Y avecY le maillage, donne :

f Vs = f g ds(6) = j 9Onr, 456 (b3)
Ol\l : oEEK
d¢ estla mesure de Lebesgue sur d T(ij.

Ry I'ensemble des sommets inclus dans d T(l]

Pouroc € d Kl] , T{f},gle vecteur normal sur o dirigé vers I'extérieur de K;; . De méme on trouve

que (Smirnov [42]).

B.2. Discrétisation du terme de convection

rT 2 rppuh) + ——(rquuz) (b.5)

On fait l'intégration de terme (b.5), apres la multiplication de I’équation (3.1) parr, sur un
volume de controle quelconque représenté par T(ij.

Par I'application du théoréme de Gauss-Ostrogradsky, on obtient :

B(rpgpUY)  (rppU?)
fk< st T oy )dfd"

iy
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- f ([rppU"]S, ) + j ([rppU2I)de

= ([rp¢U1]e - [TP¢U1]W)A77 + ([TP¢U2]S - [rpd)Uz]n)AE (bG)

= Med)e - Mw¢w + Mnd)n - Msd)s

Dont Me,w,s,n sont données dans le chapitre 3.
B.3. Discrétisation du terme de diffusion

Le terme de diffusion est représenté par :

10

29 29 29
oE — JrpT®B )+——(J préa=t - jrorep=2) 6

d
(]rpF¢a ¢ an 3¢

¢

On integre (b.7) sur un volume de contréle. Commengons par la premiere partie :

f aag(r]rd’ag? ]r¢ﬁ%)d§dn

_ f j{([ﬂr%—] ~[rires ¢]e> (b.8)

w

om0, 2). - 70, (2), - Cort9),(2) + o), () Jo

La deuxieéme partie :

L 66 (r]]“‘pyg—(p—rjl“d’ﬁ ?)dfdn

@), (52) - (irov),, (52) - @ires), (52) +0ires), (%) }as

(b.9)

Terme source

Au méme titre que le terme de convection, le terme source est calculé par différence centré de
second ordre :

f (S? + P?)dédn (b.10)
R

Suivant la direction ¢ :
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f [ %irrs af R an)_Z% dédn
fs ([ynp]e_[ynp]W)dn_fsn([VfP]e‘[yfp] ) ds - 2(] )AEAn

= ¥, (Pe — Pw)DN? — ¥, (D, — Ps)AE?2 (1 )AEAn

_ yn(pe _pw) yf(pn —Ps) uu b
_[ AE T Ay —2<]7) AgAn (b.11)

Suivant la direction 7 :

dp ap) 9poB(T — To)]
re———1,— ) + T————"| déd
JI?U- ( ¢ "am ] 7
_[ree —pw) 5 @u =P  gpofT —To) AEAR (b.12)
An AS
On peut trouver :
__ P —DPw
pe pW - 2
Py —ps = 22 ;ps (b.13)

Pour estimer les valeurs de ¢ et ses dérivées sur les faces de volumes de contréles, nous
utilisons les définitions suivantes : [3]

1 1
e = <E+ e>¢P +(E_ae) ¢E (b.14)
1 1
= <E+ w)¢w+(§—“ )¢P (b.15)
1 1
(§+ n)¢p + (E_an>¢N (b.16)
1
= (E + s) ¢S + <_ - as) ¢P (b.17)
Les dérivées de ¢ résultants du terme du flux diffusif sont données par :
5 d)e ¢P
af = pe A& (b.18)
| - b=
agl " Ag (b.19)
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a_d) _—d)n_d)P
&l Tt A
09|  ~ dp— s
%s_ﬁs An

Les autres dérivées de ¢ sont calculées par la différence finie comme suit :

09| _ dng + Py — bsg — b5
o1, 4An
0P| _ Inw + Py — Psw — Ps
P 4An
0p| _ Pne — b5 — Svw — Ps
P 4AE
0| _ Pp + dse — b5 — Psw
P 4AE

(b.20)

(b.21)

(b.22)

(b.23)

(b.24)

(b.25)
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