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Abstract :

In this work we have presented the variable structure control for two inverted
pendulum. Two control approaches are established, and two non linear observers are
proposed, namely the sliding and the metric observer. Next, we have applied the
observers based control law to the simple and double inverted pendulum in order to test
the performance of the proposed control approaches. In addition numerical simulations
are performed and presented with robustness test in presence of disturbance and

parameters variation.

Key words : Non lincar observer, Variable structure control, Inverted pendulum.

Résumé :

Dans ce travail nous avons abordé la commande a structure variable pour deux
pendules inversés. Deux approches de commande ont été établies, ainsi que deux
structures d’observateurs non linéaires, a savoir I’observateur par mode de glissement et
I’observateur métrique. Dans une autre étape, nous avons appliqué la commande a
structure variable a base des deux observateurs sur deux pendules inversés, simple et
double, a fin de tester la commande, qui doit stabiliser les deux pendules. Des
simulations ont été faites et présentées, avec des testes de robustesse visa vis des

variations paramétriques, ainsi que des perturbations externes.

Mots clés: Observateurs non linéaires, Commande a structure variable, Pendules

Inversés.
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Introduction Générale

Les systémes physiques sont de nature non linéaire, leur comportement est beaucoup
plus complexe que celui des systemes linéaires. lls réagissent différemment aux entrées
extérieures, aux conditions initiales, et ont fréquemment plusieurs points d’équilibres [35].
Ceci nous permet de dire qu’il n’existe pas un moyen systématique pour prévoir le
comportement d’un systéme non linéaire, de méme pour procéder a la conception de la
commande de ces systémes. Par contre, dans la littérature, nous disposons d’un riche
inventaire de moyens puissants d’analyse et de conception, chacun pouvant étre la meilleure
application pour une certaine classe particuliére des systémes.

En utilisant le terme « mouvement de mode de glissement » Nikolski a introduit le
premier concept de la commande par mode de glissement en 1934, cette derniére fait partie
des stratégies de commande non linéaire. Elle est aussi une phase particuliére de la commande
a structure variable (CSV). Le développement des systémes a structures variable a eu lieu en
URSS tout d’abord par Emelyanov puis par d’autres collaborateurs comme Utkin dans les
annees cinquante. Ce n’est qu’a partir de début des années 80 que la commande des systémes
a structure variable par le mode de glissement est devenue trés intéressante, elle est considérée
comme une des approches les plus simples pour la commande des systemes ayant un modele
imprecis, ceci est di a la bonne connaissance et a I’appréciation de la robustesse, propriétés
tres importante caractérisant cette commande.[28]

Dans plusieurs cas, on ne dispose pas de toutes les grandeurs du systéme intervenant
dans I’expression de la commande, a cause de la non disponibilité de la grandeur elle-méme
ou bien a cause du manque des dispositifs de mesures. De ce fait, Iutilisation des
observateurs devient nécessaire. L’observateur est un systéme dynamique auxiliaire qui
reconstruit I’état du systéme. Congu initialement pour le cas linéaire et ils sont étendus
récemment au cas non linéaire,

Dans ce présent travail on propose deux approches de commande a structure variable,
avec application a deux pendules inversés, dans le but de les stabiliser.

Le premier chapitre est consacré a la modélisation des deux pendules inversés, simple et
double. Les criteres de commandabilité et d’observabilité non linéaire sont aussi abordés.

Le deuxieme chapitre, traite les concepts généraux de la théorie des systémes a structure
variable, avec toute sa diversité et richesse, tout en focalisant notre intérét sur la synthése de
commande pour notre systeme d’application.

Le troisieme chapitre est consacré a I’application des deux approches de commande sur
les deux pendules inversés, avec des testes de robustesse.
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Dans le quatrieme chapitre, on a abordé I'¢tude et la synthese des deux observateurs non
linéaire, I’observateur métrique et ’observateur glissant. La combinaison de la deuxieme
approche de commande et de ces observateurs est appliquée.

Dans le dernier lieu une conclusion générale et quelque perspective terminent notre
travail.
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Chapitre 1

Modélisation

Pour effectuer I’analyse et la synthése d’un systeme dynamique, il est nécessaire de
connaitre les relations entre ces différentes grandeurs. L’ensemble de ces relations constitue le
modele du systeme.

Dans le domaine de la robotique, une modélisation dynamique, peut etre faite en
utilisant le formalisme d’Euler-Lagrange, qui constitue une approche systématique simple a
métre en ceuvre, soit par calcul manuel soit par des méthodes assistées par ordinateur.

1.1 Equations d’Euler-Lagrange. 7]

Elles sont données par :

d[(f')-- il f f'h_d T i= 1,20 et

di\cq) cq Oq

ou
L=E.-E,, est le Lagrangien du systeme.
E.: I’énergie cinématique totale du systeme |
E, : I’énergie potentielle totale du systeme ;
Eq: I’énergie de dissipation totale du systeme ;
1;: la force généralisée |
qi,qi : coordonnées et vitesses généralisées
n : le degré de liberté du systeme

1.2 Expression des énergies.

Energie cinétique. |7]

Soit un corps solide qui prend un volume B dans Iespace de 3 dimensions. La vitesse
d’un de ses points est liée a la position de ce dernier V=V(x, y,z), lénergie cinématique de
ce corps est donnée par :
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EJ—“%IVT (x, v,z (x,y,z)dm (1.2)
“ B

Soit ¢ le centre de gravite du corps B, alors la vitesse d’un point du corps est donnée
par :
V=V +oxI" (1.3)
ou :
V. est le vecteur vitesse du centre de gravité du corps.
o est le veeteur vitesse angulaire du centre de gravite.
17 est le vecteur rehiant le centre de gravite au point considere

D’apres I’algébre vectorielle, on peut écrire la relation (1.3) comme suit :

V=V+S(0).I (1.4)
ou:
g .~ a5
Sw)= | 0o, 0 -0 (1.5)
—w, 0
©; sont les composantes du vecteur de la vitesse angulaire du centre de masse.
Donc E. peut étre écrite comme suit :
s O R P i
Ec:;ﬂf'}. +38 ((u).r] [i’ oS (w).r]dm (1.6)
T
Le produit dans I’intégrale peut étre développer en quatre termes :
¢ Le premier terme :
L erorys | R e
—J.l Vdm=—mV_ V, (1.7)
Qe B 2 -
ce terme représente ’énergie cinématique de translation.
¢ Le deuxieme terme :
(1.8)

%Il"’f S(w)rdm =%I'f'3'(ru) I Cdm =0

car I est le vecteur position des points du corps par rapport au centre de gravite, donc :

J‘rdm=u (1.9)
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¢ Le troisieme terme :

1 T
—J.FT.S? (e )dm =0
2

¢ Le quatrieme terme :

J'FT (u).S (u I"dm =E. 4

en utilisant les propriétés mathématiques suivantes :
pour deux matrices A et B on a : trA=trBA.

pour deux vecteursaetbona:a’b=trab’ .

on aura .

Eu= -rl; I 1rS(@YT"S" (w)dm

=3 B =%?}:S'((u),.l
avec : X
j-xzdm Ixy dm j-.‘z dm
I= I yx dm j. yidm I yz dm
J-xz dm I yz dm I:Idm

Substituons (1.14) dans (1.13) et remplagons S(w) par sa valeur on obtient alors :

ou I est la matrice d’inertie :

j‘ (yz 42 }Im I_ xydm J.— xzdm
3 J'_ xydm J (xl 4 zz)dm J— zydm
| = xzdm |- zvdm [l +y? yim

E.4 représente I’énergie cinématique de rotation

Ecs =% (ﬂrl'fhi"‘_ +o’ I(o)

s

Pour # articulations on a :

N

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)
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Eezy B, (1.18)

n

> B YV vollo) (1.19)

=1

étant donné que les vitesses Vg et @, sont données en fonction des vitesses généralisces, alors
on peut écrire :

=22 q Z[m‘ I (@M. (q)+7., (R (@) R (4}, (q)]q (1.20)

5 - - - . TI I . 3 r - -
ou:qg= [rh 7B ,...,qn] représente le vecteur des vitesses généralisées.
J.. et J,,sont les matrices jaccobiennes et X, la matrice de rotation et qui vérifient :
v.=J.(q)d o =R(gV.. (94 (1.21)

En d’autres termes I’énergie est donnée par :

1

E. =74 "D{g)q (1.22)
Energie potentielle. [7]
= _[grrdm = g’_[l"dm =g'T.m (1.23)
s 15
ou
I est le vecteur position du centre de gravite du systeme.
g’ est le vecteur gravite, P = (gxg_rg..), dans le repere R, ( X Xy ) ona:
g" =(00-g) (1.24)
Energie de dissipation. [7)
£, :ql Aq! (1.25)

avec A coefficient du frottement visqueux.
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1.3 Equation du mouvement.[7]

Apres avoir établi les expressions des différentes énergies, on procéde a la dérivation de
I’équation du mouvement.

1

l.=F -F, = i,ZFd"" (‘f)‘?:‘-}; - f-,':J(q) (1.206)
(L) 2.d,(q)d, (1.27)
&h ;
el
d JdL d
= d (4 —d  q 1.28
R Zj v @i, + X ——dyd, (1.28)
=> dy(q)q, + 2 -G .4, (1.29)
-
SR Al (1.30)
aq = Ay =
donc I’équation de Lagrange peut etre écrite comme suit :
= ¥ ad |, 2 R ol 0 _
% d (g )i+ Z; { % }q,fu Temm et A= B U

en permutant I’ordre de la sommation et en exploitant la symétrie on a :

’

ad ,, -
— — : + d - - 32
Z { a9, }q i Z {é’q, ¥ T o “}q’q" gl

ainsi :

éad iy ] (2 d l (?d kr (?d k (?d i . -
- — qg.q. = — + —— —q . q (1.33)
Z{ 2(?(“}IJJ 2 2{ aq 7 G

Q p
mi L 94, Y aq, oq
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1 od kJ + ad ki od ij
aq oq , aq ,

I’équation d’Euler—lagrange s’écrit donc :

> dy(a¥i; + > e @)ig; + 2 + ©(g)= 7, k=1,2,....,n
iJ i
avec :
OF ,
D (q) = oy

sous forme matricielle on aura 1’équation suivante :[7] [10][22] [23]

avec .

A est une matrice diagonale contenant les coefficients du frottement visqueux.

7 est le vecteur des forces généralisées.

1.4 Modélisation des pendules inversés simple et double. [17] [18][34]

my, 1;

y

(1.34)

(1.35)

(1.36)

(1.37)

>y >

Figure(1.1) — Pendule inversé simple Figure (1.2) - Pendule inversé double
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Le pendule inversé est le plus simple des systémes intrinséquement instables. Il a ete
toujours utilisé pour tester les nouvelles méthodes de commande, car il posséde plusieurs
caractéristiques attrayante :

¢ C’est un systéme non linéaire et couple.
¢ Systéme intrinsequement instable.
¢ 1l a plusieurs implications pratiques: (stabilisation des satellites, démarrage des
fusées).
1.4.1 Pendule inversé simple
Ce pendule est représenté sur la figure (). 1l est command¢ par la force f appliquée au

chariot. Les grandeurs & régler sont la position du chariot x et la position de I’articulation &
La masse m se situe a I’extrémité de I’articulation. L’énergie cinématique est donnée par :

1 et -
Et_:z—(M +m)x3+%»m[f'9'+2x810059] (1.38)

= k.= El(}?-i)(q)(} (1.39)

- () o
4=y (1.40)

avec

; ( ) M +m  mlcost -
V= micose¢  mt* [ )
L’énergie potentielle est donnée par :
L, = mglcos® (1.42)
L’énergie de dissipation est donnée par :
. l CT - 32
E, = ;(4_\_.\' + A,0 ) (1.43)

)

Dans ce qui suit on supposera que le frottement n’intervient que sur le chariot, donc
A=0,

Le vecteur force généralisée est donné par :

(u(_f)\ (1.44)
= 5 J

ou u(r) représente la force /.
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L’équation du mouvement est donnée suivant (1.26)—(1.37) par :

M +m mlcos@| ¥ A, -ml@sin @ | ¥ 0 u(r)) -
Sl |k = | (1.45)
mi cos & ml - (7] 0 0 (7] mgl sin 6 0 _I

Pour transformer cette équation sous la forme d’état, il suftit de trouver I’expression de ¥ et
6 en fonction de x,x,6,6. Apres calculs on aura :

¢ = ml6? sin @ — mgsin 6 cosf — A, x +ulr)

1.46
M +msin*(@) \LAR)
. —ml0”sinBcos6 + (M +m)gsin 6 —ult)cos® + A, cos x
= e (1.47)
f(M + msin ‘9)
Prenons comme vecteur d’état
X
V=X , ! ]
X = g I’ I’équation d’état est donnée par :
© = ()J
- I v )
X mlw* sin@ — mgsin@cosd — A,v +ult)
v of M + msin® 6
ol @ (1.48)
_ — miw* cos@sin@ + (M +m)g sind — u(t)cos@ + A, cosOv
w 5 2
I I{M + msin® 6) |
Cette équation peut étre écrite sous la forme
X = f(X) + g(X)ulr) (1.49)

ou
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Vv

* mlw® sin @ — mgsin @ cosf — Ay
¥ M +msin* @
o] ()

mlw’ sin @coso | (!W tm)gsind i A cosOv
/(M b misin’ U)

(0

1.4.2 Double pendule inversé.

0
I

M +msin* 6@
0
cosé/

/(A msin” )

u(!)

(1.50)

On suppose ict que les deux masses se trouvent a ’extrémité des articulations et que

seul le frottement sur le chariot existe .L’énergie cinématique sera donc donnee par :

E, = E] q' f)(q)q
avec

g=(x 6 a)

M +m, +m, (m, +m, )}', cost m,l, cosa
D(q) = |(m, +m,)l, cos® 1 +(m, +m, )1} mi 1, cos(6- @)

m,l, cosa ml [, cos(0 - a)

ou I est le moment d’inertie du moteur qui relie la deuxiéme articulation a la troisiéme .

L énergie potentielle est donnée par :

m,l;

k, =mgl cos6+m, g[!l cosf +1, cos a]

De méme que pour le cas précédent on a I’équation du mouvement suivante :

D(q)c’j + C(q,c})c} +Ag+ g(q) =T

avec :
0 —(m,+m)@sind —mlasina
Clg.g)=|0 0 myl,l,csin (6 — a)}
0 —mil@sin(0-a) 0 |

-
g(q) =|- (m, +m, )gs"l sin@
—-m,l,gsina J

(1.55)

(1.57)
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u, (1)
= 0 (1.58)
u, ( ! )

A=0
u, (1) est la force appliquée au chariot.
u,(1) est le couple appliqué a la deuxiéme articulation.

L’équation d’état est obtenue de la méme maniere que le cas précédent, on a alors

Voo

V= (A”(’""J' i 1)'“9 L8 &-‘lnr-’-‘flx(g’a)}uz B ’”.J_' (‘Au""a ol !w&:r\'(g.a)kp!
det
i Au(mnl., + !)gst? + Aymyl,gsa— A A v+ U,
det

9:(2)

3

0 .(_(_'_'f'g{l__'t l _)Au.s'B + AH{;JEIIA'(Q,Q))(UE +mn,1, (.&,_,.\'a' -_!,AHA\'(Q,a)kp
det
& A,,m,ghs6 +A,mlgsa-AA,v+U,
det

(1.59)
a=¢

e (Al.a (mzzll + ])"19 + A],m,fzs(ﬁ,a))wz +mz!2(A,_,sa —[,Aﬁ.s(g,a));gl +
a0, det
. (A, m,, 8l 50 + Aym,lgsa — A Ay +U;)
det

avec les notations suivantes :

m,=m, +m,
s6=snf

sa =sina

s(6,a) = sin(@ - @)
cl=cosl

ca = cosa

c(f?,a) = coslf - a)

et:
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det=m,l} [ [ M(m,, - m,c* (6,0))+m, (mn(l —¢6) + myc(6,a)(c0- (6,a) +ca) - mzca)]
ANi=m (mu —mzcl(Q,a))

, = my 12 (= myc0 + mycac(,a))

A, = mym, Ll (cée(0,a)-ca)

A,, = mll (mcac(0,a)-m,,c0) (1.60)

A, =mly (M +m, —myca)
Ay = mly(my,(cbea - cla.0)) - Mc(a.0))
A, = mmuliL(ct(O,ak - ca)
No=m Ll (JH”(.‘(I{'Q = ()w 1 ’H,l)c'(a,()))
As=msls ((M +m,, —mnc-fg))
U, = Ay, + A0,
U, =A,u, +Asu,

Us = i, + A,

Cette équation d’état peut etre écrite sous la forme donnée par (1.49), avec :

[An Ay ]

det  det
G(X) = By Lo 1.6l
| det det (50

A Ay

| det det

Sous cette forme une application des critéres d’observabilité et de commandabilite est
aisée, le paragraphe suivant sera consacré a cette tache.

1.5 Commandabilité et Observabilité des systémes non linéaires.[9][11][12]

Avant de d’exposer les critéres de commandabilité ou d’observabilité, il est nécessaire
de donner quelques définitions propres aux cas non linéaires.

Soit le systéme siuvant :

.\":f(x,r)Jng‘(.r)u, xeMcR'yeR" (1.62)
y = h{s)

u € Qun sous ensemble de R’ fet g des fonctions (™

on suppose que cette équation différentielle a une solution pour chaque condition initiale x, .
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Définition 1.[11]
On dit que x est U accessible a partir de x, s’il existe u(t) mesurable et limité tel que :
1-ut)eQ  pour t € [ID,II]

2-x(r0) =Xy, et x{t,): x, WelUlcM
3-x()eUcM  Vie|,.]

Définition 2.[11]

Le systéme est dit commandable en x, si tout les points de M sont accessibles a partir
deix;.

Définition 3.[11]

Le systéme est localement commandable en x,si: pour un voisinage U de x,,
I’ensemble des points accessibles a partir dex, est un voisinage de x,.Le systéme est
complétement commandable s’il est commandable en tout point.

Définition 4.[11] [12][15]

On dit que les vecteurs d’état x,,x, € M sont indistinguable et notés (JcI Ixz) si les

deux fonctions y(t,x,), y(t,xz)' t>0 sont identiques ,ou y(r,x,) est la sortie du systéme
pour une condition initiale x, .

Définition 5. [11] [12][15]

On dit que le systéme est observable si : Vx,,x,: x/x, = x, =x,
Définition 6.[11][12][15]

On dit que le systéme est localement observable si :

vu(1), les points observables de x,sont en voisinage de x,
Le systéme est globalement localement observable s’il I’est pour tout point x;, .

L’observabilité et la commandabilite locales sont mieux adapter pour un test algébrique.

Avant d’émettre les critéres on va d’abord donner quelques notions relatives a I’algebre
de Lie.

14
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¢ Différentiation de Lie :[3] [6] [8] [11]

Notée L, (f )(x) = of (x)h(x)

Ox
¢ gradient :
of [ of of j of
dfr == e e e =
f ox ox 1 i ’ Ox " ox, dx ¥

¢ Produit de Lie :ou crochet de Lie.[3][6][8][11]

[k, Jx) = L, (h, Xx) - L, (, Xx)

rang {df,,........ Jdf,}=n est équivalent a :[3][6][8]
[Cideang 4 |
éxl axn
rang @‘" (g' =
_&I ...... dxn 9]

& Dérivées successives de Lie :[3][6][8]

ISh=h

L'h=Lh

3h=1,('h)
1.5.1 Critére de commandabilité :[3][8][11]

Le systéme X est localement commandable en x, si :

rang [g.[/. g+ [/ /[f.¢l}- JE m

n éléments

(1.63)
)
oE dx.  (1.64)
(1.65)
(1.66)
(1.67)
(1.68)

Le systéme est dit globalement localement commandable s’il est localement commandable en

tout point x,, .
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Pour le premier pendule on a vérifié la condition de commandabilité locale.

1.5.2 Critére d’observabilité :[3][8][11][12]

Le systéme ¥ est observable pour x = x, si:

rang {dh, -d(L; 'h)} = n (1.69)

Si cette condition est vérifiée pour tout x,, le systéme est globalement localement observable.
Nous avons fait le test d’obsrrvabilité pour les deux pendules. Les deux conditions :

rang Yh, dh,,dl b dl b, §= 4 (1.70)

rang Y, dh,,dh,,dl hdl h,,dl, b} =6 (1.71)

sont vérifiées.

1.6 Simulation en boucle ouverte :

La simulation en boucle ouverte permet de voir le comportement du systeme pour une
entrée donnée. Dans notre cas nous avons appliqué un échelon, et avec les parametres des
deux pendules suivants :

1.7conclusion :

Dans ce chapitre nous avons établi les relations générales qui régissent le
fonctionnement des pendules inversés simple et double a 1’aide du formalisme de Lagrange-
Euler. Les critéres de commandabilité et d’observabilité non linéaires sont aussi traités .La
simulation en boucle ouverte des deux systémes avec un échelon d’entrée a permis de
constater leur non-linéarité ainsi que la nécessité d’introduire une commande a fin de
stabiliser le systéme.
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Figure (1.3 ) . Repense indicielle du premier pendule inversé .
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Chapitre 2 Commande a structure variable

Chapitre 2

Commande a structure variable

2.1 Introduction. [1][2] [25] [32]

LLa commande a structure variable a vu le jour au URSS, au debut des annees 50.
Elaborée initialement par EMELIYANOV, puis repris par d’autres chercheurs dont figure
UTKIN, elle a des applications dans beaucoup de classe des systemes (linéaire, non linéaire,
continus, discrets, stochastiques, déterministes,. . .).

La commande par mode de glissement est une commande a structure variable, elle se
distingue par les propriétés suivantes :

¢ Robustesse vis a vis des perturbations externes, et des variations paramétriques ainsi
que des incertitudes du modele.

¢ C’est une commande continue par morceaux dont le second terme est discontinu a
cause du changement de la structure au passage de la surface dite de glissement.

¢ La dynamique en boucle fermée est imposée par les paramétres de la surface de
glissement sauf dans le cas du régime hors glissement.

¢ Implémentations aisées a cause de I'avancement de I’¢lectronique de puissance a
haute frequence.

Neéanmoins il existe des inconvénients dont on cite I’excitation permanente des organes
de commande suite au commutation a haute fréquence. Des solutions a ce probleme de
chattering vont €tre exposees.

Exemple illustratif. [4] (25]
Soit le systeme d’ordre deux suivant :
X =

Y
2y—x+u 2.1

y

avec

I

-y x (2.2)
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ou
v =+4 si O'(x,y) >0
v =-4 si J(x,y) <0
et
olx,y)=xs
s=05x+y

selon le signe de o(x, y) on trouve les équations différentielle suivantes :

x=y .

" st 0>0
y=2y-5x

X=

. : si o<0
{y:Zy—Sx

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

2.7)

M J X

Figure 2.1

Les trajectoires dans le plan de phase des équations (2.6) et (2.7) sont données a la

figure (2) et on voit bien que les points d’équilibre sont instables.

La trajectoire du systéme est obtenue en prenant la trajectoire de (2.6) quand o> 0 et

de (2.7) quand o<0.

La droite x =0 ne présente aucune caractéristique spéciale du mouvement (pas
d’attractivité), par contre pour la droite s = 0, les trajectoires se dirigent vers elle et elle est
attractive. Donc le plan de phase nous donne deux régions de fonctionnement du systéme, la
premiére ou le systéme évolue loin de la surface (régime hors glissement) a partir d’un état

initial quelconque.

20
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H .
|

(2)

Figure(2.1)- Plan de phase e systeme
avec la 17 structure \

\\- Xa
\\\ 7 \ y
\ \_.-/ Figure(2.3)- Plan de phase du systéme en mode de glissement

e %
AN

Figure(2.2)- Plan de phase du systeme
eme

avec la 2°"° structure

i

X1

-

La deuxieme région quand le systéme atteint la surface de glissement, alors I’état du
systéme commute autour de cette surface avec une haute fréquence, ainsi le mode de
glissement s’installe et sur cette surface le systeme évolue jusqu’a arriver au point d’équilibre
avec la dynamique suivante

05x+y=05x+x=0 (2.8)
—  ¥=-05x (2.9)
donc
(1) = x(r,)e * (2.10)
ou

to: I'instant ou commence le régime de glissement ;

Cet exemple illustratif révele quatre notions de base pour les systéme a structure
variable :
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1. Le mode de glissement représente le comportement du systéme quand o =0.

2. Durant le mode de glissement la dynamique du systéme est d’ordre inférieur a I’ordre
original du systeme (réduction d’ordre ).

3. Le mode glissant est définie seulement par les parametres de la surface de glissement.

4. La dynamique du systéme en mode de glissement est indépendante des dynamiques
des deux structures données.

2.2 Position du probléme de la commande a structure variable. [3] [4]
[5](10][16]

Soit le systéeme
x = Alx,1)+ g(x,1)u (2.11)
avec : dim(x) = n, dim(u) = m.

Le probléme de la commande a structure variable se pose comme suit :

1. Trouver m surface de glissement représentées dans la forme vectorielle par cr(x).
2. Trouver une commande a structure variable :

; ut@er)  si olx)>0
(x.0)= {u' (x,0)  si a(x)<0 @12

de telle fagon que le vecteur d’état soit ramené vers la surface de glissement en un temps fini.
Le sens physique des deux objectifs est le suivant :

1. Synthétiser une surface de la commande, c’est a dire imposer une dynamique qui
dépend de cette surface et qui est d'ordre réduit.

2. Synthétiser la loi de commande qui garantira I’attractivité de la stabilit¢ de cette
surface.

Ainsi les systémes a structure variable sont des systémes globalement asymptotiquement
stable.

2.3 Choix de la surface de glissement. [4] [10]

Le choix de la surface de glissement est la premiére étape dans la synthése de la
commande, car de la forme et des paramétres de cette surface que dépendra la dynamique en
régime glissant.

Bien qu’il n’existe pas des spécifications précise pour faire un choix adéquat, et qu'un

choix d’une surface non linéaire est possible mais une surface linéaire est préférable pour
simplifier la synthése de la loi de commande.
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On considére la loi de commutation suivante

0,(x.1) |
o(x,t) = . = Sx+x,(1) (2..13)
o, (x.0) ]

avece
x € R" vecteur d’état du systeme ;
x, € N vecteur d’état désiré (consigne) ;

$ €M™ " matrice des gains définissant la dynamique de la surface de glissement |
donc

o ()= 8,x +x, i=l...m (2.14)
J=1

2.4 Existence du mode de glissement. 2] [4] [10] [25] [3 1

L’aspect le plus important apres le choix de la surface de glissement est de vérifier
I’existence du mode glissant.

Le régime de glissement existe si dans le voisinage de la surface o(x,1)=0, le vecteur

vitesse de la trajectoire d’état est dirigé toujours vers la surface. 11 y a trois approches qui
traitent cette condition
A) . Approche directe.
(est la plus ancienne, proposee par Utkin et Emelyanov [4 ] [10]
g,0,<0 =1 e (2.15)

Utkin donne une condition suffisante similaire pour I’existence locale :

lim g, <0 el lim g, >0 (2.16)

a, a,

B) . Approche par les fonctions de Lyapunov
Cette approche se base sur un choix adéquat de la fonction de Lyapunov.
Théoréme. [1][10]

Pour que le domaine “D” de dimension (#-m) soit le domaine du mode de glissement, 11

suffit que ce domaine soit inclus dans I'espace global . Par consequent, on peut formuler

1~
tad
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une fonction V(x,o,r) dite fonction de Lyapunov continue dérivable qui satisfait les

conditions suivantes
1) La fonction V(x,0,7) est définie positive et respectant G.

{l"(x,cr,!) >0 si o=0
Vx.! (2.17)

Vi(x,0,0)=0 si o=0

dans la sphére |[o| < p pour tout état x dans le domaine D et quelque soit 7 ona:

i_nEI-'(x,c)‘,() =h, avec h,=0 (2.18)
supl (x,0,t)=H avec H,>0 (2.19)
xe D

avec h, et H, sontdes quantités positives et dépendantes de p.

2) La dérivée totale de la quantité J'(x,0,1) est trés négative pour tout état x
appartenant dans D sauf'si x est sur la surface de commutation ou la dérivée n’est pas definie.
La fonction de Lyapunov ne peut €tre donnée a priori, mais elle est pris en générale

67 o, et pour des cas particuliers comme les suivantes :

e S’il existe deux matrices, @(x,/) matrice symétrique définie positive et R(x./)

matrice dont les éléments diagonaux sont dominants, avec .
R(x,t) = —w(x,1)Sg(x,1) (2.20)
alors V' (x,o.,1) est sous forme quadratique en olx,1)

Vi(x,o,0) =o' R(x,1)o +Q(x,1)o + Z(x,!) (2.21)

ou O(x,7) et Z(x,r) sont deux fonctions scalaires dépendant de x et /.

e Si Sg(x,t) estune matrice symétrique, la forme recommandée de 1"(x,0,1) est:
V(x,o,1) =0 R(x,1)o (2.22)

avec R(x,f) une matrice symetrique et diagonalise S¢ .
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e Si Sg(x,r) est a diagonale dominante, la forme recommandée de }V'(x,o.,r) est

quadratique :
Vix,0,t)=c'w(x.t)o (2.23)
avec @(x,/) est une matrice diagonale non singuliere.

e Si Sg(x,) est une matrice diagonale. la forme recommandée de }'(x,o,7) est

simplement :
I'(x,o.1) o' (221

C). Approche de la loi d’accessibilité. [25]

Cette méthode spécifie directement la dynamique de la surface de glissement.
On pose
o= —ngn(a)— kf(cr) (2.25

ou
k et f sont des matrices de gains diagonales avec des €léments positifs.

.s;s;fu(cr) = [.t;gH(O‘I ), .\gn(az ), . .,.s;g?l(am )]’
J) [f i )’ /m r }' :

les fonctions scalaires f; satisfaisant la condition :
flo,)>0 si T A Iy ) R (2.20)

L’équation (2.25) est appelée équation d’accessibilité (accessibilité du régime glissant)
Le choix de Q et & donne différente dynamique a la surface, par exemple :

6 = -Osgn(o) (227
o = —ngu(a)—kcr (2.28)
6, = ko, sgnlo,) (2.29)

[
ol
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En plus de ces trois approches on peut citer d’autre condition additionnelle qui
répondent & des contraintes pratiques comme :

V=—q—kV : (2.30)
avec
V=0co (2.31)
d s
—o, <-1o)] (2.32)
dt

2.5 Différentes structures de commandes. [25]

11 est parfois convenable d’assigner une structure a la commande, ensuite chercher les
gains de la commande qui garantissent la dynamique désirée, ainsi que la stabilité¢ de la
surface

Trois types de structure sont les plus exploites :

2 .5.1 Structure avec relais.

Chaque composante de commande est donnee sous la forme suivante :

12
L
el
S

=] m (2.

P

y f{“ Si Ul(x)> 0
u, [x)- { k- si g, (") Al

les gains &; peuvent étre soit constant, ou dépendant de I’état x, ils sont choisis de telle sorte a
avoir le comportement désiré, et une surface attractive.

2 5.2 Structure avec retour d’état.

La structure de la commande est donnee par

n(.\') = P(x)x 2.34)
ou
Y(x)= [‘}‘” (r)J est une matrice de gains de dimension (m < n)
avec
a, Si ox, >0 . .
l{’”(x) = {)8: - o',.\:: P Liogmi 8t ji=)..n (2.35)

ou les @, et B, sont déterminés de sorte a satisfaire la condition ¢,0, <0
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dans le cas de la poursuite # peut prendre la forme
u=Yx+oe+6 (2.36)
ou

e=x-x4 est ’erreur de poursuite
x4 est la référence

2.5.3 Structure avec augmentation de la commande équivalente.[5] [25]
Dans ce cas la commande prend la forme suivante :
u=u, +Au (2.37)
ou
i.q est la commande équivalente

Au est un terme ajouté pour satisfaire la condition d’attraction, et il est pris souvent

comme un relais.
2.6 Dynamique du régime glissant.
2.6.1 Méthode de la commande équivalente méthode d’Utkin ’.[1] [5] [10][25]
Soit le systéme dynamique non-lin¢aire analytique :
x=f(x,0)+g(xu (2.38)
en régime de glissement idéal on a :
o(x,/)=0 (2.39)

par conséquent, la dérivée par rapport au temps doit aussi toujours étre nulle :

6 =0 (2.40)
avec |
.-
Gl 0 (2.41)
ox ct



Chapitre 2 Commande a structure variable

2

1
3
> 6 -[95‘?’-] (foeny e glenm,)+ -0 (242)
X

Y, o'l

avec u,, est la commande équivalente en mode de glissement, d’aprés la derniére équation
cette commande équivalente est donnée par la formule suivante :

T —|l r
,, --Hﬁ] g(x,1) {[5 ]
ox X

\E
det [5—6 g(x,0n)|#0 (2.44)

avec |

étant la condition de transversalite.
L’équation d’état en régime de glissement idéal devient :

1

1 1 ? 1 fq
x=41-g(x, I)H ]g(rf)} [(ﬂ Fx ) =gl I)H Jg(\f)} (T (2.45)

pour le cas particulier de notre surface

6=Sx+x,t) (2.46)

u,, = ~[SgCe,0] {8 £ (x.0) + 5, ()} (2.47)
L’équation d’état en mode de glissement devient :
= {1- g(e.nSe(x,0) ' S} (x.0 - gx.0fSg(e.n] 5, ) (2.48)
2.6.2 Méthode de Fillipov.[1] [5] [10](31]

En 1960 Fillipov a établi la théorie mathématique des équations differentielles a second
membre discontinu.

Considérons le systeme

= f{x.u;1) (2.49)
étant donné que le systéme est a structure variable on peut donc écrire :
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Flo,u,t)= j{ I FLLH) > (2.50)

si o(x,1)<0

La dynamique du systéme n’est pas directement définie pour ¢ = 0, pour ce la Fillipov
décrit la dynamique du systeme comme étant la moyenne pondérée des deux équations
dynamique de I’équation (2.50).

x=fy=uf, +(1-u)f, avec O<u<l (2.51)
avec
i = [imuf'(x,u,!) est f, = limuf (e, ,0) (2.52)

avec | dépend de la direction de la grandeur des vecteurs colonne f', f et du rang du
vecteur gradient du o(x,1) et il est déterminé de telle fagons que fj soit tangent a la surface
de glissement.

e [grada(x,!)]f
[gmd()’(.\',f)lf = )

Surface de glissement

Figure 2.5 - Méthode de Fillipov.

La substitution de x dans I’équation (2.51) donne la dynamique du systeme.

. grado . f~ S grado [ :
x= of = : f (2.54)
gmdo:(f' = ) gmda.(/ == )
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2.7 Robustesse vis a vis des perturbations.

Soit le systéme donné par I’équation d’€tat

= f(.\-,f)+g(x,1)u +d(r)

—
12
h
wn

~—

ou
d(1) est une perturbation externe

Théoreme.[1] [25] [31]
Le régime glissant sur ¢ du systéme perturbé satistait les proprictés de robustesse vis a

vis de d (perturbation) si, et seulement si, le vecteur de perturbation d satisfait la condition
suivante :

de .s;uun{g(x)} (2.56)

avec spani.} 1’espace engendré par le vecteur {.§.

L’extension de ce théoréme au cas des erreurs de modélisation est prouvée par Sira-
ramirez.

Pour cela, considérons le systéme donné par Iéquation d’¢tat suivante :
X = f(x,f)-i- &f(x,t,p)Jr g(x,f)u +Agle,r, plu+ d(x,p.1) (2.57)
ou p est un parametre incertain ?

Pour que le régime glissant soit robuste vis a vis des erreurs de modélisation et de
perturbation, il suffit que :

d(x, p,t) € spanfg(x)}
Af (. p.t)e spanig(x)} (2.58)
ag(x, p.1) e spanfg(x)}
C’est a dire il existe J(x,p,f), A}(x, 1) et AZ(x, p,1) detelle fagon que :
d(x, p,t) = g(x, p.)d (x, p,1)
A_f(x, pt)= g(x, p,f)A_?(x, 1) (2.59)

Ag(x,p.1)= glx, p.O)AE(x, p,1)
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2.8 Commande par mode de glissement.

Le choix approprié¢ d'une construction adequate de la commande a structure variable
fait appel a plusieurs méthodes de commande :

2.8.1 Méthode de diagonalisation. [1] [4]
Le but de ce paragraphe est de donner une transformation non singuliere qui donne a
Sg(x,1) une des formes structurelles citée dans le paragraphe (). De ces quatre formes, deux

seulement sont facile a obtenir par une transformation, ce sont la forme diagonale et la forme
a diagonale dominante. La méthode de diagonalisation permet d’avoir Sg(x,/) diagonal.

Il existe deux formes de commande par diagonalisation, une se base sur la
transformation de la commande originale, et I’autre sur la transformation de la surface de
glissement.

1 Méthode.
On construit un nouveau vecteur de commande par la transformation suivante
w (1) =0 "(x,1) Sglx,nu(r) (2.60)

ot O(x,1) = diaglg,(x,1) ... ¢,(x,1)] une matrice arbitraire diagonale avec :

inflqr(x,f]\ >0

(2.61)
Vx, VI >0
I"¢quation dynamique devient :
(1) = foun+ g n[Sgxn]'OCx,0u (1) (2.62)
et
6 =8 f(x,0)+Ox)u (1) (2.63)

La commande est synthétisée de telle fagon a vérifier les conditions de I’existence du

mode de glissement o' & < 0.Et pour satisfaire cette condition il suffit de poser :

g (x,nu" < —2 S, [, (x.1) Si o(x)>0
i (2.64)

q(x.m - Z‘\'“f‘{.\‘\!) s oo(x)- 0
|
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et la commande originale est obtenue par la transformation inverse :
u(t) =[S g(x,0)] ' OCx,0u" (1) (2.65)
2" Méthode.

Elle se base sur la transformation de la surface de glissement, et pour cela il faut
démontrer I’invariance du mode de glissement par rapport a cette transformation.

Théoreme. (1]

La trajectoire du systéme équivalent en mode de glissement est invariante par rapport a

une transformation de la surface o (x,t) = Q(x,)o(x,1) si ﬂQHet“Q"ﬂ sont bornees.

On choisit Q(x,r) de telle fagon Q(x,f)[S g(x,f)] est une matrice diagonale, on

particulier choisissant une matrice J(x,#) diagonale et calculons :

Qx,0) = O(x,n[S g(x.0)] "' (2.66)

on aura donc

g = {_)(x,z)[.\'g(r,!)] 'S () + O nu(r) + Q(x.1)Qx,1) 'o”

(2.07)
=o' (x,0)+O(x,Nu(t) +o,(x,1)
la condition d’existence du mode de glissement est :
g(x,Nu' <-o, (x,t)—oc,(x1 si o, (x)>0
7, (x,0)u, L (1) — o, (x,0) -( ) (2.68)
q,(x,0u, > -0, (x,1)— 0o (x,1) si o, (x)<0
avec o, (x,/) estl’élément / du vecteur.
Exemple [4]
Soit le systéme suivant :
xX= A(.t‘,t)x + gu(l) (2.69)
avec :
[ 0 1 0 0 0 o 01
0 0 1 0 0 0 0
A= an(x,!) u],(x 1) aﬁ(x,l) aH(r,f) a‘,(x,f) , g=|1 0 (2.70)
0 0 0 | 0 0
L4, 1(" !) un(r f) an(.'r,!) uy(.r,f) u:_‘(x,!)_ 10 1]

el
(%]
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on choisit la surface.
ou

(2.71)

1 18333 2 -6 |
1 18333 ¥ 0 1

S est choisi de telle fagon que le systéme en boucle fermée qui est de degré n-m=3 ait les
poles —1,-2,-3.
¢ Par transformation de la commande.

On choisit la transformation :

u' (1) =0 ' (x,0) Sg(x,Du(t) (2.72)
avec .
o 2 =2 ls vl “
Q= =>Q'= (2.73)
0 2 0 1/2
donc
() = ACe,0)x(t)+ g(e,)[Sgx,n] ' 0,0’ (1) (2.74)

Etant donné que O est diagonale, la condition suffisante pour I’existence du mode
glissant est :

{q‘ (e, <Is, s, ... sslAle)x() si o,>0
_ =12 (2.75)
qu(x,l)u;' S [ S s, JAGe,)x() s o, <0
Posons
Vo, = [.\'” By us .s':_‘] (2.76)
donc :

Vo*,A(x,t)x(f) = { (Za,, +a,, )xl +(1+2a, +a,, )x, + (1.8333 +2a,, +a,, )x,

277
+ (20“ 25 a!-l)x-i 25 (?"ai.“ Ty — 6)x5 } ; )
avec :
.agmhl <a,(x, N<a™ (2.78)
la loi de commande a la forme suivante :
ulx,1)= k(x,0)x(r) (2.79)
avec :
a(x,t)‘ ’ si ox >0 5
= ' 2. 80
k(x,1),, {ﬂ(x,l),_, i ox<0 (2.30)

'
‘wd
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soit #*(t)=kx ou k= lff’f;]

donc les &, doivent satisfaire I’équation (2.75) ce qui donne :

< —(2"”’““‘ + clzll'lll‘ ) ." O_I xl > 0
ko = 2.81)
—(2(1““’“’ll 9 azl"‘i") si ox <0
< —(1 +2a," +an"‘“) si ox,>0
ky = (2.82)
> —(I +2a,™ + an""l") &1 i o el
*(! .833+2a,"™ +a, “'“) si ox, >0
k= (2.83)
> —(1 833 +2a,™ +a,™ ) si o,x, <0
<-(  +a,, ) si ox,>0
ky = (2.84)
(2(:1 St ) si ox, <0
& —(2::,"““ +a," - 6) si ox >0
ks (285)
> —(Zuu""" +a, " - 6) si o,X, <0
< —O.S(a,,"“ +uz,'"“) si 0,5 >0
ky = (2.86)
5 0.5(“'“““" | ‘{”miu) 5i (T.! .\'] <0
< —0.5(1 +a,  + azz'““) sii oy %>0
k, = (2.87)
> —0_5(1 +a,™ + an“’i") si op% =0
<-05(833+a,™ +a,™) si  0,x>0
= (2.88)

> -0.5(].833+a,3'“i" +az_,,'“‘"‘) si o,x, <0
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]< —0.5((:14"“ +u_,_4"““) si &R0
k.‘_—l =

1::- —0.5(::,4“"" + c';p"m') s os% <0

< —O,S(als“‘“ +a35’"“) si o,x,>0
ky =

> —O_S(uH‘“ja + al_‘"ﬁ") $i - myxe e

une fois les &, choisis on utilise la transformation inverse pour retrouver #(1).

u(t) = (Sg) 'Qu'(r)

donc

2.8.2 Méthode hiérarchique. [1] [4]

Soit le systéme excité par le vecteur de commande (1, =1,....m).

(2.89)

(2.90)

(2.91)

(2.92)

Dans cette méthode on établi une certaine hiérarchie artificielle des composantes de la
commande, de telle fagon a ce que la premiere composante de la commande u; ramene le
systéme vers la premiére surface de glissement ¢, = 0, la deuxieme commande > conduit le

systeme vers |’intersection des deux premiere surface de glissement o, = 0 et 62 =
de suite jusqu’a u,, qui raméne le systéme vers I’intersection de toutes les surfaces.

Soit le systeme

¥i= f(x,f) + g(x,!)u

. ( (
posons ' =f,g' =g etu’ =u

supposons que le vecteur d’état est sur Pintersection de & surfaces o, =0 (i =1,

partir de &, = O on trouve ;.4 €t en remplagant dans I’équation d’état on aura :

x=fx,0)+g'u'

ou u' = [u, u, | et ainsi de suite, donc on aura les équations suivantes :

k=0,....m

= frean+ gt oot
ou

f' est un vecteur de dimension .

0 . et ainsi

(2.95)

sk <m).a

(2.94)

(2.95)
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&= lgf_, gfnl une matrice n x (m-k) formée par les colonnes.

it=l, u, ] un vecteur de dimension ni-k.

Pour déterminer la condition d’existence de régime glissant dans la surtace c;.;, = 0 on

utilise la condition :

lim o,,<0 et lim ¢,,>0

Gy, 07 op. 0

avec

m
: . & ) k
G, = grado, '+ ) grado, \gu,

i=k+]

(2.96)

(2.97)

cette condition doit étre vérifier pour tout w, avec i=k+2...,m, donc pour assurer

I’existence du mode de glissement, il suffit de poser :

m-k
k v * k .
grado,, g\ Uy, < min [—gradak,,f - gradamg;”uhi si

ke2elinm i=2

u

m=k

k & :

grado_lwlg:vluhl > max [_ grado,, f" - 2 gr”“fo-hlgkuuiru} S
Upypeeilly 1=2

Pour résumer, #; garantie que o, =0 YV u,,us,....u,

u> , garantie o, = 0 et o, = 0 pour toute valeur de u,...,u,, et ainsi de suite.

Pour illustrer cet algorithme on va donner un exemple linéaire simple.

Exemple[4]

Soit le systéme donné par I’équation d’état

X=Ax+gu
avec : | ) ) X
O 4 0.0 4.0 0 0 0
1. 2 9,0 0O 0 1 0 0
g D=0 1008 <0 0 0 0
A= et g=
0 92 3 9N 0 0O 1L 0
0O 0 0 0 O 1 0 0
00 0 0 -1 -2] o 0 1]
on choisit la surface (x) = Sxou :

T2y A W =0

S=101 0 1 1 1

R e G T

30

(2.98)

(2.99)

(2.100)

(2.101)



it

Chapitre 2 Commande a structure variable

Pour trouver u; qui raméne le systéme vers la surface o, = S'x ,on procéde comme suit :

sad=p 5 2 4 -1 -2] , S'g=l2 1 | (2.102)
6,=8"Ax+8'gu=0 (2.103)

1 1
= u,q——;[Z 5 2 4= —..]x—;[ul u, ) (2.104)

insérons (2.104) dans I’équation d’état, on aura :

x=Ax+gu' (2.105)
avec :
0 10,0 0_.0] [0 0]
o (Ll ot { bl
2 2 2 2
i,
2|0 O 0 1 0 O S R T :} 2.106)
G0 00 W2 i3 Al Al 1 0 n
o 000 0 1 0 0
o o o o -1 -2 Lo 1]
Maintenant, pour trouver 2., on doit résoudre
o= S2A'x+Sg'u' =0 (2.106)
ou
e 1 1
g2f=10 -— 11 -— 0 (2.107)
2 2
v2o5] 129 1l R
Ty = | — —_ i 8
S°g [2 2 (2.108)
et on trouve :
e =10 1 =2 =2 1 0]x —u, (2.109)
remplagant I’équation (2.109) dans I’équation (2.105), on aura .
x=Ax+gh’ (2.110)

ou
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[0 1. 0 0 0 O] [0 ]|
0 I 0 (0] | 0
I e S o A b 1 ,
A" = B uoo= (2.111)
O 1T 0.1 " 2 -1
0 0 0.0 0 -1 0
0 0 0 0 -1 -2 | 2}
I’équation (2.1) donne :
S*elu; <-8§'A’x
el e (2.112)
gy -8 A
avec: Sgi=1 et S42=fo 1 0 1 -1 -2]
donc il suffit de prendre
u; <-S*4A’x
: 5 (2.113)
u; >-§°Ax
pour #, ona:
S*g2u; < min|- S A'x - S’gus |
> e fias on (2.114)
S°gou, > max[— S*A'x - S'g:an
avec:S’g? =05, $°g =05 et §°4' = [0 -05 11 -05 0]
pour satisfaire (2.114) il suffit d’avoir :
u,” < —(2SEA‘x+u;)
i 3 ‘ (2.115)
u, >—(28°A4'x +u3)
Pour trouver #; on utilise les conditions suivantes :
S'gu; <{‘ni:1[—S‘Ax -S'g,u, —LS"g_.,HSJ
i (2.116)
S'gu; >max[— S'Ax - S'g,u, —3"5,'3113]
donc il suffit d’avoir :
u’ <—05(8'4 x+u, +u;)
: (2.117)

w, > —O.S(SIA X+, +u{)
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enrésumeé ona:

< -S4 st o >0 .
u, = nw ' (2.118)
>—=3"A"x Si o, <0
<-(28°4'x+u;)  si 0,>0
u, = (2.119)

> —(2.5'2A'.r +u, ) si o; <0

<-0.5(28°A'x +u, + ni) i o, >0
" = (2.120)
> —G,S(ZSEA'H u; + u';) sii. gy <0

2.9 Commande par mode de glissement des systémes sous formes
Canoniques.

2.9.1 Formes canoniques. [25]

Mettre le systéme non linéaire sous une forme canonique facilite beaucoup sa
commande, car ¢a permet d’utiliser des méthodes systématiques. Nous allons donner quelques
formes canoniques utile pour la synthése de la commande a structure variable.

¢ Forme canonique reduite

On devise le vecteur d’état x en x; et xo, avec dim x> dimu — m, et dim x; dim x-dim u
g prend la forme: g = [0 g"]’

ou g est réversible de dimension (mxm).
la forme réduite est donnée par :

Il

X,

£x)

2121
i)+ (W e

Il

X,
¢ Forme de découplage entrée-sortie.
Soit y = c(x, u)la sortie du systéme.
y'"" la r iéme dérivée de y par rapport au temps.

r - degré relatif représente le nombre minimal de dérivation de y pour que u apparaisse

explicitement dans y'".

Pour un systéme de m sorties, le degré relatif total est : r =1 +...+7,

m*
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Si r=n alors il existe des conditions de telle fagon que le systéme :
%= Alx,0)+ glx.)u soit éerit

L 1)

IR TN TS R TR L | R (TS N, (2122)
i=1....m
2.9.2 Calcul de la loi de commande.
¢ Forme reduite [25]
La surface de glissement a la forme :
a(x) = J(x,,.\'z)z X = w(x,) (2.123)

on choisit w(x,) de fagon a garantir la stabilité du mode de glissement. Une fois o trouver, la
commande est trouvée en utilisant la méthode de la loi d’atteinabilité :

(2.124)

)= 220 | Qs+ kble) - 22 100+ S2 1)

¢ Forme de découplage entrée sortie. [3] [25]

La surface est de préférence choisie comme suit :

-1
alx)= (—‘!i - A] (x —x,) (2.125)

dl
ou bien :

m=1g

d :
ox)=|—+2 j‘(x,—x“,)df (2.126)
dt 4
Notre systeme d’application est sous cette forme, nous allons lui consacrer ce
paragraphe.
Considérons le systeme suivant :

X=f+gu (2.127)
ou
U sigia g
le probléme est de trouver la loi de commande qui vérifie :

——0 " < —I}‘O‘I >0 (2.128)

40
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avec .

on choisit ¢ comme étant la moyenne géometrique g= \{ g0
de I’équation (2.127) on peut €crire :

pr=Esp
&
ou:

4 - .o - * "
B = Sumar qui caractérise la marge de gains du systéme ?
é\'!lllll

La loi de commande trouver est :
u =g "'[ii - ksgn(c)]

avec :
n=—f+%,-Ax

O=X+AX

La stabilité est garantie si 0o <0
ona:

G = ‘J - g ‘;f)+ (I — g0 'X— SR X\.’)-~ bb 'k .\'gn(a)

066 <0 = k>gg'F+ngg 1+|4g§rg"—l| i;‘—i‘d+2}'

= k= pF+n)+(B-1)

-

avec :‘f - _)"l <[’
Remarque :

K est choisi grand de telle fagon a rejeter les eftets des incertitudes du modele.
Cas multivariable.

Considérons le systéme suivant :

"

)Y,

i

etona:
f-F < i=tem

41

(2.129)

(2.130)

(2.134)

(2.130)

(2.137)
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ﬁ:(lJfA)[} ,"A”\(JJ” Sl =T

Le vecteur surface o est compose de m surfaces

", -1
d e
o(x,1)=|—+4 X, A, >0
dt
on peut écrire o, comme suit :
o = \_':n, o \_fn, 1)
‘ [ -

on pose :

est donnée par :
= ,b’ "(xﬁ" 1 —.;’ —k .\gu(a))
le vecteur k est déterminé selon la condition de glissement o' 6 <0

g, = _;ﬂ = [+ iAu (\::' L fr)H ZA:_;&'_; .s“s.{f.*(o'_J )-— (I AL )k‘ .sgu(cr])
j=1 I

d’ou la condition de glissement

(] i D”)k* 2h+ i[)u xii“ b J},! E ZDU Kk, +1,
1=1 VL

un choix particulier de & est donneé par :

1) 7 2
X, ‘[;"f'.’}‘ (=10

(1-D,)k+3 D, k, =F + iz)‘_!
1

J L) JF

2.10 Probléme du chattering dans les modes glissant. [5][24] [25](28]

(2:

138)

140)

141)

2.142)

143)

144)

145)

La commande par mode de glissement est par essence discontinue, elle commute d’une

valeur a une autre avec une fréquence théoriquement infinie.

Cela n’est pas possible pour des raisons telles que les limitations physiques des
actionneurs et les limitations du calculateur numérique, donc le phénomene de chattering aura
lieu. Ce phénomeéne est généralement indésirable par ce qu’il excite les dynamiques du

systéme a haute fréquence qui ne sont pas modélisées.

Plusieurs approche ont été abordées pour faire face a ce phénomene.
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¢ Approche de continuation. [5][25]

Dans cette approche on remplace la fonction ’sgn’ par une fonction plus douce, par
exemple la fonction de saturation *sar’

+1 si o>l
sar{fc) =14 -1 si o<l (2.146)
o .
- si ‘G" =]
/
une autre meéthode est de remplacer :
¢’ x ek
C Y1 ‘c‘ x‘ +0

ou
o >0 rend A continu,

Cette approche permet d’éviter I’excitation des modes a haute fréquence de résonance
mais detériore la stabilité du régime glissant ainsi que la robustesse. Plus la couche limite
(boundary layer) est grande plus la robustesse diminue, de ce fait une autre approche est
proposee.
¢ Approche de la loi d’atteignabilité du régime glissant. [25] [28]

Le chattering peut étre réduit par I'utilisation de la surface donnée par :

o, = q,sen(o,) ko, i=1,....m (2.148)

En choisissant les gains ¢, petit, ’amplitude du chattering sera réduite, mais ¢, ne peut
étre pris nulle, car le temps d’atteindre la surface sera long.

Une valeur grande de 4, permet d’accélérer la convergence vers la surtace et une
atteignabilité meilleur de cette derniere est garantie si on utilise la loi suivante :

6, = —k|o|“sgn(c,) avec 0<a<l (2.149)

Notons que cette approche permet d’avoir des gains de commande moins important au
voisinage de la surface, ce qui réduit énormément I’excitation des organes de commande.

Conclusion
Ce chapitre a €té consacré a I'introduction aux systemes a structure variable. Un résume
théorique a été élaboré comprenant les aspects les plus importants de cette catégorie des

systemes, tels que la surface de glissement, I’existence du mode glissant, et la robustesse.

Une gamme de commandes a été proposée, ainsi que des solutions au probleme de
chattering qui caractérise ce type de commande.
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Chapitre 3

Synthése de lois de commande pour les deux
pendules inversés

3.1 Premiére approche.

Le fondement théorique de cette approche a été abordé au chapitre 2. Ce paragraphe
s’intéresse a I’application de cette approche sur les deux pendules inverses.

3.1.1 Application au premier pendule.
L.e modéle de ce pendule est donné au chapitre 1.

On pose la surface de glissement :

[.a commande a la forme suivante :

[u* b ',.Tsmﬁ )9

— 5% +6gmgh —sin06° - Lsal(o) si 6*>10"

"= cosf (3.2)
lu =u'—kX-k,X si 0’ <10
avec
(’? +sin &° XI - b){?‘
L= /+hq+-—~- —
cost
I 1.95sin6” +3 (3.3)

0.05sin0” i |

ou f~0.05¢et n=0.0I

-

ci=13 et 3=

Les résultats de simulation ont montré 'insuftisance de cette commande pour ramener
le chariot vers la position désirée. Alors on a fait le cours a un retour d’état qui s’active

+4



Chapitre 3 Syntheése de lois de commande pour les deux pendules inverses

chaque fois que & se rapproche de la position d’équilibre. Ce retour d’état a été synthétise
pour imposer les poles p,, =-0.5+0.5; quand ().

3.1.2 Application au deuxiéme pendule
Le vecteur surface de glissement est donné par :

UZ[O’!J: f?z-ﬁ—(.']gd (34)
g, &+L‘15L;

La loi de commande est :

ut =B —L',(i - A —r.‘j.sm[(rl) £ 6% > 10"
_Cza_fz_cv'-“a’(o-:)

"= (3.5)
u =u ~—{k“x +klx] si e’ <10
0
avec :
dy, dy
_| 4 Y 3
i 5__ dy; )
q q
fo 1.5d,,56 +0.5d,,50 — 5(6 - a)f? +d,,sa ~0.5d,,5(0 — a )i’ +1.5d,g50 + d,,gsax 3.7)
A1 (! 2=
y 1.5d,,50 +0.5d,,50 — s(0 - a)9” +d,;sa — 0.5d,,5(60 - a)i’ +1.5d,,g50 +d, gsa (.8)
B - < == = = 2.

q

d, =0375-0.5(@-a))

d,, = 0.5cac(@ —a)-0.75¢6

d, =075¢0c(0 -a)-ca

d,, 05cacl0 «) 075¢0

d,, =3.5-ca’ (3.9)
d,, =15(cacd-c(@-a))- 2¢(0-a)

d; = 0.75(cOc(0 - a) - ca)

dy, =1.5cact -3.5¢(0 - a)

d,, =5.25-225¢c0"

g=15-c(@-a) +1.125(1-c8)+1.75¢(0 - afcd - (0 - a)+ca)-0.75ca
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c=7 5 €2 3,(.'_? 15 . &7 15 . /{;‘72 A’_‘ 24

3

Le retour d’¢état a été encore utilisé pour les méme causes cités précédemment avec les poles
suivants : p,, =-3+3j.

3.2 Deuxiéme approche

La premiere approche a montré ses limites. De ce fait une commande plus performante
est necessaire. Cette deuxieme approche est proposée pour remédier a cela.

Dans cette approche on impose la dynamique de la surface de glissement comme suit -
6 =—q,sgn(o)- 4,0 ¢4, >0 (5.10)

cette structure vérifie la condition de stabilité¢ o'6 <0

La commande sera déterminée de fagon a vérifier la condition (3.10).

3.2.1 Application au pendule simple

On a choisi la surface de glissement suivante :

2

o -Z_:?zr | Z(".i"h , (311)
o [

Ve X, =0 % =8, X=X, =%

De la condition (*) on trouve la loi de commande

_(£0.25¢0+0.12)s00* + (2.5 - 0.25¢0)s0 + (1 +0.2550* g0 + ¢, s1(0) v 0 1 (e, 4 7)v)
cf-05

avec ¢;=3, ¢>=5,¢,;=8 , c2=0.9 (3.12)
3.2.2 Application au pendule double

La surface de glissement est choisie de la méme maniére
o} X ) X o
o ( |J I Z 2y 2‘(1 Jr-1 (_! l_‘)

avec
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La commande tirée de la condition (3.10), est donnée par :

"= =8 ) (3.14)
i, Va

o d,+d, d,+d,
| 2, dy,

avec

(3.15)

d, =0.031-0016lc(0 - a))
d, =0.031cac -a)-0.062¢c60
d,, =0.03] cOc(@-a)-ca
d, =0.031cac( -a)-0.062¢0
d,, =0375-0.062ca’
d,, = 0.125(cact - (0 -a))-0.25c(0 - a)
dy = 0.062(c6c(0 —a)-ca)
d,, = 0.125cacl -0.375¢(0 - @)
dy, =0.75-0.25¢6’
¢ =00312-c(O-a) +(1-c0)+0.5:(6 - a)co - (6 - a) + ca)-O. sca)  (3.16)
fi=ntntntr+r
Sy =ty Hhy g )
= ‘f(— gk —c,0-q0, - "fzsm(o'l))
r, = -0.5((d,, +d, )50 +0.25(d,, +dy, )5(6 - @))6”
r, = —0.25((d,, +d,)sa—0.5(d,, + d,)s(6 - a))d’
r,=-05g(d,, +d,,)s6
r, = -0.25g(d;, +dy, )sa
= ¢(- c,a - q,0, — q,sa1(0,))
-0.5(d ;50 +0.25d,,5(6 — )6
r, = -0.25(d,,sa - 0.5d, 5(0 - a))a’
., =—0.5gd,,s60
re =-025gd;sa

e,
|

I

...‘
Il

¢ =045 - ex=5 , ;=029

g: === 43 =44 =10
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Vitesse angulaire (rad/sec) Teta (deg)

Commande (N}

W50 =

20 08 —

1000 =

Bﬂ—l

N 1

T

"
Temps (sec)

e

000 —
2600 —
1000 —

-1000

0w

d00 oo
Temps (sec)

1200

Vitesse de chariot (m/sec) Position x(m)

Lol de commutation

oo an B 1200

Temps (sec)

200 =

100 —

000 —

17480

100 =

050 —

Figure (3.1) . Application de la premiére approche sur le premier pendule.
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Commande ui(N)

Commarde de la 2¢me arl (Nm)

ani um | aw l
4 A
-] =
o | g w0 |
= 4
£ -
am '1' 5 E e Pwa‘_‘______._____._.__
4 § 020 — 5 d |;
LT | el g 200 = I|J
amm - T T T T ] 3 T T 1 e i T T T ]
o wn o 200 o o " 1w o m ' am
Temps (se¢) Temps (sac) Temps (sec)
[l =y a0 =
g ] % 200 —
= =
: % e =
08 || i
3 f 200
g 5
3 : J
o = an
- - |
i 1 T T T 1 s T T 1
om am " e 1] am L1 nm
Temps (sac) Temps (sec)
= nw — W‘T .
| I|
il 11
50 l = wa | e
i ‘ 5 Bm - g 1 [
It ] i1
nmj \f\.—— E ] am ||
% 00 ~ é
u...l1 z ; w \.|
s - = A
o ~“ o ‘.v-“
1 ' 1
g T y T 1 - T T T T 1 o3 e T T T
om m " 1am m um - nm om am 1 2m
Temps (s8¢) Temps (soc) Temps (sec)
#o0 —

Lol de commutation 1
g H
1 M 1

Lol de commutation 2
H
1 5
__(

Figure (3.2) Application de la premiére approche sur le deuxiéme pendule.
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Teta (deg)

Commande (N)

Vitesse angulaire (rad/sec)

00—

WM -
1

000 —

1000 —

0 T ‘l T ! T 'i L -l
ana 100 400 800 a0

Temps (sec)
100 =

L1 an
10 =
uam—-
W —
000 —
""". =T L
do0 ao00

400
Temps (sec)

Vitesse de chariot (m/sec) Position x(m)

Loi de commutation

100 400 L] 1]
Temps (sec)

e S e e s et |
ooe 10 g 600 L1
Temps (sec)

800 —

400 -

100 —

00—

L T I T I T I T l

000 F a0 00 B
Temps (sec)

Figure (3.3) - Application de la deuxiéme approche sur le premier pendule inversé.
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080 =y
lﬁﬂlw
J
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7000 —
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[T iw 400 117 LT
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400 =
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300 =
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2 » 4
& E
8 2100
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e
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™ A R W] T [ A
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Figure (3.4) - Application de la deuxiéme approche sur le premier pendule inversé avec une
variation paramétrique de 25%
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Teta (deg)

Vitesse angulaire (rad/sec)

Commande (N)

1000 —

M-
1

2000 ~4

1000 —

000 —

000 —

12000 —

8000

x T Y T T T r 1
o i L1
Temps (sec)

Position x{m)

Vitesse de chariot (m/sec)

Loi de commutation

60X

420

100 40 a0 (1]

T T T : T T 1
e o 40 LR ikl
Tempy (sec)
T L T Y T T 1
(1) 400 8w L)
Temps (sec)

Figure (3.5) - Application de la deuxiéme approche sur le premier pendule inversé avec
perturbations externes (f =+20, £=-20 (Ns/m) ) & partir des instants (t =2 ,t =4 (sec)).
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Figure (3.6) - Application de la deuxiéme approche sur le deuxiéme pendule inversé
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Figure (3.7) - Application de la deuxiéme approche sur le deuxiéme pendule inversé avec une
variation de paramétre de 25%.
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Figure (3.8 ) - Application de la deuxiéme approche sur le deuxieme pendule inversé avec des
perturbations externes (f = +20,-20 (Ns/m) ) a partir des instants (1; = 2 1= 6 (sec)).
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3.3 Résultats de simulation et commentaire.

La premiére approche de commande a été appliquée sur les deux pendules inversés. Les
résultats de simulations sont présentés dans les figures (3.1), (3.2).
¢ Pour le cas du premier pendule.

On remarque que, la position angulaire 0 converge, tandis que le déplacement x
diverge, et des que 0 atteint sa position désirée, x commence a converger. Cela s’explique par
le faite que le retour d’état n’est activé que si la position angulaire 0 est trés proche de la
position désirée.

La position d’équilibre ( x=0,6=0 ) est atteinte apres 12 sec, ce qui est un peu lent pour
certaines applications.

Sans D’application du retour d’état, la position angulaire convergera, mais le
déplacement x diverge. Donc on remarque 1’intérét de combiner le mode glissant et le retour
d’état pour atteindre le point d’équilibre.

¢ Pour le cas du deuxiéme pendule.

La position d’équilibre a été rejointe apres 12 sec, et cela toujours apres I’ajout du
retour d’état quand le systéme se rapprochait de la position d’équilibre de 6.

Donc, pour les deux cas en accusait toujours une lenteur dans la convergence, ainsi que
la nécessité d’un retour d’état qui ramenait le chariot vers la position d’équilibre. Néanmoins,
la position d’équilibre de la loi de commutation correspond toujours a la position d’équilibre
du systeme, ce qui explique la robustesse de cette commande vis a vis des perturbations
externes, cause pour laquelle la commande par mode de glissement est fort estimee.

La deuxiéme approche, dite de la loi d’atteignabilité, est appliquée aux deux pendules
inversés. Les résultats de simulation sont représentés dans les figures (3.3), (3.6).

Pour les deux pendules, on remarque :

La réduction du de convergence a 6 sec, ainsi que I’absence du broutement.

Donc on constate visiblement, que la deuxiéme approche réalise des performances meilleures
avec moins d’effort de 'organe de commande. Sans oublier le faite qu’on aura pas besoin
d’un retour d’état stabilisant, chose qui allége un peu I’algorithme de commande, et donc le
temps de calcul.

De ce fait, on apportera plus d’intérét a cette approche, et on fera des tests de robustesse
vis a vis des variations paramétriques et des perturbations externes.

Les résultats des testes effectués sont représentés dans les figures (3.4),(3.5), (3.7), (3.8)
Ces résultats apportent la preuve de la robustesse de la commande par mode de glissement,
car la variation paramétrique de (M,my,my,l;,lz ,A) de 25% n’a pas modifié le temps de
repense, malgré que le régime transitoire a été affecté.

De plus, le systéme a tenu a rejeter les perturbations.

3.4 Conclusion :

Dans ce chapitre nous avons développé deux approches de commande, appliquee a deux
pendules inverses.

L’insuffisance de la premiére approche preuve la difficulté de stabiliser les pendules
inversés, pour cela, la deuxiéme approche a été introduite, elle permet de stabiliser le systeme,
ainsi que d’éliminer le phénomene de broutement.

La robustesse de cette commande est prouvée a travers les résultats de simulation.
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Chapitre 4

Observateurs non linéaires

4.1 Introduction :

Au début des années soixante, Kalman a fond¢ les premiers principes de la
représentation d’état. Les automaticiens et mathématiciens de I’époque, ont combin¢ leurs
efforts pour poser le fondement de la théorie moderne des systemes linéaires. Une de leurs
préoccupations €tait le probleme de I’estimation des grandeurs d’état du systeme. De ce fait
les observateurs linéaires ont vu le jour. L’avancement de I’automatique et I’expansion de
celle ci pour le cas des systémes non linéaires, a fait perdre aux techniques lineaires beaucoup
de leur brillance, au fur et a mesure que la théorie des systémes non linéaires prenait de la
place dans la pratique et dans la littérature de "automatique. Cet ¢tat de lait s’est repercute
alors sur la théorie des observateurs non lincaires, car pour ce conformer avec les nouvelles
techniques de commandes non linéaires, les chercheurs ont proposé¢ des méthodes non
linéaires pour I’estimation des états du systéme.

Dans ce chapitre on va faire un peu de lumiére sur deux types d’observateur non lineaire,
qui différent dans leurs structures et leurs fondements théoriques. D’abord on en parlera de
I’observateur métrique, on abordera I’observateur par mode de glissement. L application de
ces deux observateurs et la simulation de leur comportement seront faits, avec application aux
deux pendules, simple et double, et cela en boucle ouverte en premier lieu, puis en combinant
la commande et |’observation.
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4.2 Observateur métrique.

Différentes approches des observateurs non linéaires ont été abordeées, 'une de ces
approches est I’observateur métrique.
L’observateur métrique donne une méthode systématique d’estimer I’état d’un systéme non
linéaire décrit par I’équation générale :
= fleut) , y=h(x) (4.1)
La synthese de I’observateur métrique se base sur une transtformation adequate des
coordonnees

Dans ce paragraphe on établira les équations de I’observateur métrique et on étudiera sa
convergence.

Soit le systéme variant suivant : [16]
x=flxut) , y=h(x) (4.2)
y . représente les sorties ou les états mesures;
x : représente le vecteur des états internes ;

Etant donné que la commande  est fonction du temps et des états ou de leurs estimes,
on peut sans perte de généralité considérer les équations suivantes -

x = fler) . y=nhlx) (4.3)
La forme de I’observateur est :
x=g(Ep1) . p=h(®) (4.4)
f,g.h étant lisse c’est a dire possédent des dérivées continues de n’importe quel ordre.
Considérons une transformation de coordonnées :[16]
X =x(x,)) (4.5)

ou pour tout y la transformation x —> X est inversible ?
La dynamique de I’observateur est donnée par :[16]

X : X A
X = \.\"&'TV
ox oy

(4.6)
O raps ANAN Al DX gt six "NOR s W ifass
- B (6(e, ) DR )+ G PR G PG5 )

o
o
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Intégrant cette équation d’état en ¥, le résultat donne les variations de ¥ au lieu de ¥ et
pour avoir ce dernier il suffit de faire la transformée inverse ¥ = ¥(¥,y).
La dynamique de X obtenue de cette maniére est calculée comme suit :

& (ﬁ/\:e (‘1\’ %
X = X 5 e
X Yy
ox( o Ox
=—| &80y )+ ——g(E 7 p.1) [+ =
- (4.7)
= gGE N+ EE L (i 1) X
X Cy ox v
(e, p)yr) ‘:"f v '.‘ v
lfll’ oy
=>  xi=g( 1) (4.8)

On voit bien que la dynamique de I’observateur n’a pas été affectée par la transformation de
coordonnges.

La sortie yest mesurable, en remplagant p par ymesuré I’équation dynamique de
¥ devient :

¥ = ——-\’(Jf(«'r §2572 r)+—(r(\‘ Phya)e = ! . y)e (4.9)

Apres avoir intégrer cette équation dynamique on porte la valeur de ¥ dans
x = (¥, ),la dynamique de £ obtenue par différentiation est alors :

A OX - ) ox i
X=X
X cy

..

= gf( —g(%(x, y) .1 )*rg—g(*f(‘r Ly, ,)}L_y}

i ¥ (4.10)
= g(®(%,y) y,1 +g(i—m;—h (%, y,0)+—y
X Oy Ox
= g (%G, ¥} yot)+ —j ~£i'
i nf oxf . ¢ .:)
=  x=gEE )y 0n ;;(y—y ) (4.11)
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Cette derniére équation nous montre que la dynamique de I’observateur dépend
explicitement de y alors que dans I’équation (4.9) ce n’était pas le cas, sa donne une

alternative au concept de I’observateur linéaire qui utilise un terme de correction (y — 7).
Ce résultat sera traduit par le théoréme suivant :

Théoréme : [16]
Soit le systéme donné par I'équation dynamique :

i=f(1) (4.12)
y = hlx)
L’équation originale de I’observateur
x=g(%,.1) (4.13)
¥ = h(z)
se transforme a
X . ox(. =
= I/ —_ —
x=g(%y, )+ay(y 5) (i
3 =h%)
si I’équation X = gf&(ﬁ-(}’ y), y,t)+§z(i*(}", y)y.t) 0{1 (%(%,y))g est intégrée au lieu de
ox oy Oox
T R - A N e T 7 g N (N O o ficr a N Flafss
Péquation ¥ = = (¥(%, P )R, 9)y.t)+ = (R(F. 5 P)o; GBE 9 GE. 9) 1),
ox oy Ox
4.2.1 Observateur métrique d’ordre complet.[16]
Considérons un systéme donné par I’équation :
j-'l :f(xl’xz.-f) (4.14)

Xy=0
ou z

x, . représente les positions (mesurées )
x, : les vitesses (non mesurées)

La précision de I’estimation de la position peut étre obtenue par I’équation de
I’observateur suivante :

£, =% +7(% -x,) (4.15)
Pour les vitesses on propose la structure de I’observateur suivante :
%, = f(2,.%,.1) (4.16)
On choisissant la transformée de coordonnée
X =X+yX, (4.17)
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et apres substitution de ¥, par x, on aura I'équation dynamique en X, suivante .

% = f(&,%,0+7E -x) (4.18)
4.2.2 Observateur métrique d’ordre réduit.|16]
Soit le systéme suivant :
X, = f(x,,xz,f)
: (4.19)
X, = h(xl,.\':,.']
ou
x, : représente les états interne non mesures.
x, : représente les états mesures.
La forme générale de I’observateur réduit est :
(4.20)

(%,,%,), réversible pour

ACRIER

Considérons une transformation de coordonnées lisse X, =

chaque valeur de X,.

Selon le théoréme et avec la substitution de ¥, par x,, la dynamique de x, devient :

5 = g5, %, 0)+—L| %, —}r(.?,,xz,:)J—f(x,,xl,i) (4.21)
ox

1

Un choit adéquat de g(%,,%,,/) garantie une convergence exponentielle de I"erreur vers

le point d’équilibre.
Dans le cas des systémes donnés par I’équation :

".-1 = f("-\sxlrr) (4 ')7)

(8,,x,.0) (4.23)

donc la dynamique de ¥, devient :

0Ol
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% = f&x.0)+7(F - x,) (4.24)

Figure ( 4.1) . Principe de I'observateur métrique.

Le principe de cet observateur est illustré a la figure (). Les traits continus represente le
flux original autour du point d’équilibre. Le terme additionnel 7 (% —x) ajoute un champ

d’écoulement radial centré vers le point d’équilibre. Cet écoulement doit étre suffisamment
fort pour garantir une convergence exponentielle.

4.2.3 Etude de la stabilité de I’observateur métrique.|16]

Dans ce paragraphe on établit une méthode générale pour I’étude de la stabilité des
systémes non linéaire.

Dans le formalisme de Lagrange , les coordonnées sont liées aux particules de
I’écoulement du fluide, I’équation dynamique qui est du premier ordre donne la vitesse de la
particule de I’écoulement a la position xet a 'instant t.

(1) = f(x,u1) (4.25)

Pour I’analyse de cette on prend une particule a I’instant initial /, et a la position initiale
x(z,), et on suit sa trajectoire, ce la est a Iorigine de 1’analyse des structures propre pour les

systemes linéaire, et de la théorie de LYAPUNOV por les systemes non linéaires.
Ainsi pour chaque valeur initiale x(z,) on pourra suivre I’évolution de la particule a

chaque instant.
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ona:

o = C:—j(x,()ri\‘ (4.26)
(BAY

ox,ox sont des déplacements virtuels a I’instant to.
Soit F le Jacobien de £ alors :

X
(4.27)
Y ()T (s ]+l[i( DL
2 2\ ¢
= F==1I +l,. (4.28)

ou :
I2 - La partie symétrique de la déformation |

r La partie asymétrique de la déformation ;

Dans la mécanique £ représente le tenseur de déformation, et r le tenseur de
déformation rotationnel.

Définition.[16]

Etant donné un systéme d’équations continu X = f (x,f), une région de I’espace est dite
stricte négative (positive) de cetie region si [~ ou E est uniformément définit.

/- est uniformément définie si
38>0 [(x)s-BI<0 Vx.120 (4.29)
avec - / est une matrice identique

Considérons maintenant deux particules avec leurs voisinage immédiat, le carre de la
distance entre ces deux particules est donnée par

(ds) = (ox) (4.30)
La stabilité du systéme est garantie si pour ces deux particules la trajectoire converge

vers le méme point c’est a dire que la distance entre eux diminue jusqu’a atteindre zero.
Le taux de variation de cette distance est donné¢ par

%(dx)z _ () Flx, 1) = & Ex, 1) 431)
!

avec



Chapitre 4 Observateurs non linéaires

E(e,t) =V ()M (e, (x.r) (4.32)
ou
l'(x,r) - matrice contenant les vecteurs propres de ]:‘(x,f)
avec
VT (e, p (x,r) = 1 (4.33)

A(x,7) : matrice diagonale qui contient les valeurs propres de £(x,1).
Soit A, (x,!) la plus grande valeur propre de E(x,1), de I’équation (2) on aura :

! B, 1) < A, (e, {x) (4.34)

ce la implique :

(s < A (oY)
dt

(4.35)
=5 L—I(J\?’ <A (.r,f)df
e
o @) s@)el
= el @36)

Donc la convergence exponentielle de ox est garantie si A, (x.) est uniformément
strictement négative, dans ce cas toutes les particules qui se trouvent au voisinage de x(,)

vont étre emportées par I’écoulement vers le point d’équilibre.
Ce la est conforme au théoréme suivant :

Théoréme.|16|
Soit le systéme décrit par :
x(1)= f (e u,t) (4.37)

Si la condition initiale de ce systéme vérifie la condition (3) c’est a dire que x(r,) se trouve
dans une région contractée, alors ce systeme converge vers le point d’équilibre.

6+
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4.3 Observateur par mode de glissement. [13] [14] [19] [21]

L’objectif de ce paragraphe est d’appliquer le principe du mode de glissement pour la
synthése d’un observateur d’état non linéaire, et ce la pour exploiter les propriétés des modes
glissant tel que la robustesse vis a vis des variations paramétriques.

Considérons les systémes donnés par :

Y= f(X, 1)+ h(X.1) (4.38)

ou ;

X" (1) = [.r,.i-,...,x“‘ ”] (4.39)

Sionmet x,=x, X, =X ,..., X, =) (1) 1a structure de I’observateur sera comme suit :

-

X =—a,8+X—k sgn(}",)
J;‘-2 =-a,% +% -k "'g”(:i:l) (4.40)

~ 5 =
\‘n = _.an '\.l + .f = kri .Sg'”(.\-l)

-

/ - lavaleur estimee de /

Les constantes «, sont choisies comme dans I’observateur de LUENBERGER (ce qui

correspond & &, =0 ), de telle maniére a avoir les poles désirés, pour le systeme lineaire
résultant.

Les &, sont déterminés de la maniére suivante :

Sur la surface de glissement la dynamique équivalente de I’observateur est définie par :

[ g o)
kl
_’;(_ 0 1
1
det| SI,—| ki " =0 (4.41)
k, ’
: |
k50 ... 0
LS L kl J)

ou
,, : matrice identité de dimension (7 - 1)
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k . : .
Donc les poles sont donnés selon les ;’— . un chois possible est de prendre &, = |Af| et
1

k, comme la précision désirée de X, =X,—xavec: 4f = f - f
4.3.1 Convergence de ’observateur glissant : [14]

La structure donnée auparavant garantis la stabilité car :

L erreur d’estimation est donnée par :

§1 = 1:2 = k1 '\"Q”(j\:l)_ «, 'H‘:]

1 : (4.42)

xn-l = xn I klf 1 S("'r”(‘r'l)— an—'ll xl

L }-n = T j =7 kn sg”(a:l)_ a:in

v, x,- kysen(v) a@,x,

il évident qu’un choix adéquat des a, doit vérifier la condition suivante :

pour k=0 , i=L...n le systéme résultant doit avoir un comportement stable.

La condition d’attractivité de la surface x, X, <0 donne :

¢ Six,>0
X =& a5 =k <0
= k> -, (4.43)
¢ Si x, <0
¥ =% -a,% -k >0
= k >-X, +ta,X, (4.44)
donc -
k > |%, -, X (4 45)

quand erreur rejoint la surface de glissement ¥, =x, =0
d’ou

sgn(%,),, = (4.46)

.q - k
1
remplagant cette valeur dans (4.42 ) on trouvera :

606
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-
S T M 1)

EAR R

o 25, o 10 oll =

X, f(] X3 0

- 2 : +

X, by o0 .. 0 1||%al| |0

l\}ﬂ / j;‘ \}u \Af
L Sl 0 0

donc le choix des &, mentionné auparavant garantis la stabilité de I"erreur.
k, peut étre choisi comme suit : &, > |Af| @ partir de la condition XX <0
Pour ce qui concerne notre cas n =2 c’est a dire: [14] [30]

X =-a % +% -k sgn(x,)

%, = —a, % + f—k,sgn(z,)

La dynamique de I’erreur est donnee par :

¥, = - % + X, — k sgn(x,)

X, = —a,% +4Af -k, sgn(x,)
les a,,i =1,2 sont déterminé pour avoir des poles stables quand 4, =0,/ =12

La condition d’attractuvité ¥,¥, <O donne :

k > |x, -a, X,

et quand I’erreur rejoint la surface de glissement X, = X, = 0 (Invariance) on trouve :
= X,
sgn(xl )uq =—=
kl

= X, %; >0

on choisit une fonction de Lyapounov

donc :

67

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.53)

(4.54)
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¢ Six,>0
¥, = Af -k, <0
=5 =R
+ Six, <0
X,=Af+k, <0
= & >=Af
donc :
k, >|Af]

4.3.2 Extension au cas générale des systémes non linéaire. [14]

Soit le systeme :
x=f(et) xeR

y=x yeR’
On définit I’observateur par la structure :

%= f(&0)-H(-7)-H,
ou :
f : représente notre modele
k : matrice de gain de dimension 7 x p
H - matrice de gain de dimension nx p

| vecteur de dimension p

I, = [.s;;,r}r@l ), . .,xgn(j"',, )]J

ou

On défini la surface comme étant le vecteur de ’erreur :

o=7=c(-x)
Nous avons :

S A~HZ-KIL =f

La surface de dimension p doit étre attractive = 0,6, <0

(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)

(4.62)

(4.63)

Les matrices H etK sont choisies de maniere a satisfaire cette condition, la méthode de

synthése de H et K dépend de cas traité, c’est a dire de la forme de f .

En utilisant le principe de commande équivalente d’UTKIN on a: une tois

glissant établit, o =0 ,g=0

(3

le régime
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= grud(cf)](f,'ls): 0 (4.064)
ou :

f=Af ~HZ-Kk], (4.65)

}: est le vecteur de glissement équivalent qui est obtenu par les équations précédentes.
ona

of -HZ-k1)=0 = T =(ck)'caf (4.66)
donc la dynamique de surface de glissement est

,“{F:(I—k(ck)"c)qf (4.67)

4.4 Application de I’observateur métrique sur les deux pendules inversés.
¢ Pendule inversé simple.

L’équation dynamique de 1’observateur est donnée dans ce cas par :

i v+7(% - x) )
& ml@*® sin@ —mgsin@cosd — AV + ult)
v M + mysin’
5 o+70-0
U‘:} —mlé* cos@sinf + (M +m)gsing + A, cosOv — u(t)cos @
| /(M+msin3()) i
(4.68)
On effectue le changement de variables suivant :
X = X
vV =V + X
L ] (4.69)
6 =6
@ w + y0

Cela donne la dynamique suivante en fonction des nouvelles variables :

6Y
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| V—yX i
X m.(&")—yéy sind—mgsindcod— A (v —1i)+ ) 0 |
vi_ M+msirtd Jv-rx
g e e B W
o —ml(br y()} codsind+(M+ m)gsind+A cofdv —) —n{t)co:f) w—y0 ]
i A+ msirt 6) |
(4.70)
Remplagant maintenant %0 par leurs valeurs mesurées on aura
oy v—yx .
X mi@—y6F sif—mgsifeod) - A (v — ) +1) 0
v M+ nsirt V—yx
gl i g
- —m{&“)-y@)z cosGsitﬁ-\—(M +m)gsin+-)3_coﬂ:5~ ) —1ht)cod) ~
@ o] _ﬁ’) }/9_
i (M+msirt ) |
(471)

Cette équation sera intégrée au lieu de (4.70). Une fois

le résultat obtenu, on effectuera

la transformation inverse des coordonnées. De cette maniére la dynamique résultante sera :

. v ]

miler sirﬁ—m‘gsirﬁcoaﬁ’ﬂ._‘_ﬁ-ru{r) X=x

Vi M+msiit 0 ook Vgl

9 - o 60 (472)
| | —mid? codsind+(M+m)gsine A coh—ult)cod | | .

@ f(M+msirt 0) et

Les simulations sont faites avec les valeurs numériques suivantes :

M=2Kg, m=03Kg 1=0.5m y=-20

¢ Pendule inversé double.

;\._‘. = SN %

m

De la méme maniére précédente, on adopte la transtormation des variables suivante :

x=%,60=6
V=v+m,o=0+y0
a=a,p=¢+ya

70

(4.73)
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La dynamique aprés les deux étapes de transformation et de substitution sera donnée
par :

$ =T
= 1,(A, 1,56 + Ayl 56,0 )@ — 76) +m.l (A sa ~ 1A,5(0.2)XP - ra)
det
Aymygls@ + Aymilogsa — A A, (V- )+ U,
+

T +y{V-rx)
e (4.74)
5 1(A,m,56 + Ayl (6, )@ - ¥6) +myly(A,sa—1A,5(6,0))@ - va)
det
. A, m,ghs0+ A ,ml,gsa — AN —x)+U, )
det
a=¢-ya
5o (A, m,560 + A, m,l,5(0,0))@ — 76) +mly(A, 5@~ A6, a)\@-ra)
det
y A, m,ghsO+ Agmlgsa— A AV —x)+U, o5 el

det

Cette équation est intégreée, et la transformation inverse sera effectuée sur le resultat.
La dynamique de I’observateur est :

x=v+y(x-x)

< L(A,m,s0 + Q_;,m_,!_.s(f),a))(&" +m (A, sa LA, 50,0))p°

v=— Ll S

det
" Ay, ghsO + Ayl gsa = A AW +U, Pl)
det
é=é+y@—9) (4.75)
A 1(A,,m,,s0 + .0.32mzfz.s‘((:’:?,f,r))c?)2 +myl,(A,sa — !,Au.s‘(ﬁ,a))qﬁz
det
r y - ry -- "' ;’ "
1 A, gls0 + Aymlgsa — ANV l, )
det

a=¢+yla-a)

71
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e 1(Am,,s56 + Aymlys(8.a))o’ + myl, (A sa - 1A,s(0.a))p’
det
i Ay, gls6 + Aymlgsa — A AV + U
det

+7(@-9)

les simulations sont faites avec les valeurs numeriques suivantes :
M=2Kg .m =m, =05Kg .,,,=1,=05m ,I= 083Kgm® A, =5Ns/m

Remarque :
On a adopté les mémes notations que celles utilisées lors de la modélisation

4.5 Application de I’observateur glissant.
¢ Pendule inversé simple
La structure de cet observateur set donnée par :

%, = %, — %, — ksgn(x,) (4.76)

X, = X,
%= f-a,% - ksgn(x)

ou .
%, est ’estime de la position

x, est ’estime de la vitesse
%, est I’erreur d’estimation de la position.

Nous avant deux positions et deux vitesses, on aura donc I’équation dynamique suivante :

ol V-0 % —k, rm(iﬁ% 7
' milar sin—mesindcodd — A v+t N .
: ginfeoD-AV+ll)_ o %~k sal5)
Vil M+msitt 6 F
3 Qe +hopsg) (4.77)
5 — miés coDsid+{M+ m)gs.l*(:l';%]ﬁ cotk —ft)cod SR &)
| (M +msirt 6) |

Les simulations ont été faites avec les mémes valeurs numériques pour les masses et les

longueurs et avec :
oy, = a, = 200, a,, = Uy, = 20
J’:'H :k“, k|2 :250, k.‘..’. :400
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¢ Pendule inversé double.

De la méme maniére précédente, on a :

3) ([ P-auF ~kyal (¥))

¥ £ = a, % — kyysat (¥)

) 6 —-a,0 —k,sarld

S e (4.78)
® f—a,0 - k,,sat [

2 ‘ﬁ—a3.§—k“.scu(a)
\‘}a) '\j,"a_u& — k., sul &")J

Les f désignent les fonctions estimees du modéle

Pour la simulation on a pris les valeurs numériques suivantes :

Q) =0y, =05 = 200, a), =@, =0a; = 20 Lk =ky = k,, =005
k,, =k, =400, k,, =250
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Figure (4.2) - Application de I'observateur métrique sur le premier pendule.
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Figure (4.3) - Application de I'observateur métrique sur le premier pendule avec une
variation paramétrique de 25% a partir de l'instant t =1(sec).
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Figure (4.4) - Application de 1'observateur par mode de glissement sur le premier pendule
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Figure (4.7) - Application de I'observateur méirique sur le deuxieme pendule inversé avec
une variation paramétrique de 25% a partir de 'instant t =1(sec)
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Figure (4.9) - Application de I’observateur par mode de glissement sur le deuxiéme pendule
avec une variation paramétrique de 20% a partir de l'instant t = 1(sec).
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4.6 Résultats de simulation
¢ En boucle ouverte

Les figures (4.2), (4.4), (4.6), (4.8) montre le comportement des observateurs métrique
et glissant appliqués sur les deux pendules pour une entrée (u = 20sin (SJH)-) a partir des

conditions initiales différentes. On constate que la convergence des deux observateurs est
rapide car I’erreur d’estimation s’annule aprés un temps trés court (<0.2sec).

On remarque aussi que ’erreur de I’estimation de la vitesse est plus petite dans le cas de
I’observateur métrique.

- L observateur métrique est plus robuste vis a vis des variations paramétriques que
I’observateur glissant(20% pour I’observateur glissant et 25%pour ’autre), cela dépend peut
étre des parameétres intervenant lors de la synthése des observateurs. Voir les figures (4.3),

(4.5),(4.7), (4.9).

- L’observateur par mode de glissement donne une estimation précise que le métrique.

- La variation paramétrique perturbe un petit peu la convergence et engendre une erreur
bornée qui tend a s’annuler.

- L’estimation de la vitesse est toujours moins précise que I’estimation de la position, et
cela pour les deux observateurs.

- La différence entre I’observateur métrique et I’observateur glissant est plus apparente.

- Apparemment |’observateur glissant rejoint la trajectoire réelle plus rapidement, mais
il reste moins précis et moins robuste que I’observateur métrique. Cela ne permet pas de tirer
des conclusions suffisamment fiables, seul une étude approfondie des deux observateurs peut

conformer les résultats.

¢ En boucle fermée.

U ] »| Systéme — >
ref _yp Commande b
Observateur |q——
5 T |

Figure (4) Commande avec observateur

Nous avons combiné la commande et I’observation, et cela en remplagant les grandeurs
estimées dans la loi de commande.
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Figure (4.10) - Application de la commande avec observateur métrique sur le premier

pendule inversé.
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Figure (4.11) - Application de la commande avec observateur métrique sur le premier
pendule inversé avec une variation paramétrique de 25%.

84



Chapitre 4

Observateurs non linéaires

Vitesse angulaire (rad/sec) Teta (deg)

Commande (N)

4000 —

2000 —
000 —

A T | | T 1
(1] 10 400 a0e (1] 1000
Temps (sec)

00 =y

4 00 —

000 — e

400-1
1

o T L T 1
ooo 1M 400 800 1] nn

Temps (sec)

LL R

12000 —

000 —

-wna—|
J

DW—J i i

g T Tt T ]
m 100 oo nwm

Vitesse de chariot (m/fsec) Position x{m)

Loi de commutation

030 —~

000 -

sicden e e ey e e et |
(10 10 400 400 am 1000

Temps (sec)

400 =
4

300 —

100 —

aw 1w 40 o0 sos wiw
Temps (sec)

Figure (4.12) - Application de la commande avec observateur métrique sur le premier
pendule avec des perturbations externes( f=+15,-15(Ns/m)) a partir des instants (1,=2 ,1,=4
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Figure (4.13) - Application de la commande avec observateur par mode de glissement sur le
premier pendule inversé.
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Figure (4.14) - Application de la commande avec observateur par mode de glissement sur le
premier pendule inversé avec une variation paramétrique de 25%
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Figure (4.15) - Application de la commande avec observateur par mode de glissement avec
des perturbations externes a partir des instants (1,=2, (=4 (sec)).
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Figure (4.16) - Application de la commande avec observateur métrique sur le deuxiéme
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Figure (4.17) - Application de la commande avec observateur métrique sur le deuxiéme
pendule avec une variation paramétrique de 20%.
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Figure (4.18) - Application de la commande avec observateur métrique sur le deuxiéme
pendule avec de perturbations externes a partir des instants (1 =2 , t =4 (sec)).
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Figure (4.19) - Application de la commande avec observateur glissant sur le deuxiéme

pendule inversé.
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Figure (4.20) - Application de la commande avec observateur glissant sur le deuxiéme
pendule avec une variation paramétrique de 20%
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Figure ( 4.21) . Application de la commande avec observateur glissant sur le deuxiéme
pendule avec des perturbations externes a partir des instants(t;=2 ,1:=4 (sec)).
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4.7 Interprétations et commentaires :

La combinaison de la commande et de 'observation a été abordée et simulée. Les
figures (4.10, 4.21 ) montrent les résultats de la simulation pour le pendule inversé simple
avec ’observateur métrique et I’observateur glissant.

Les deux cas manifestent un comportement stable, c’est a dire que le systeme converge
vers la position désirée, et cela sans que le temps de convergence soit modifié¢ d’'une maniere
conséquente.

Néanmoins, le cas ou en utilise I’observateur métrique présente plus de performances,
car dans ce cas la repense est plus rapide, et moins sensible aux variations paramétriques ainsi
qu’aux perturbations externes. Mais la commande est un peu plus importante.

Un autre fait est relevé, lorsqu’on utilise I’observateur métrique on constate des
dépassements plus importants, cela se conforme au faite que la commande dans ce cas est un
peu plus importante.

Lors des testes de robustesse, voir figures (4.11), (4.12), (4.14), (4.15), (4.17), (4.18),
(4.20), (4.21) on a remarqué que I’observateur glissant est plus sensible aux variations
paramétriques et aux perturbations externes, mais les dépassements sont dans le premier cas
moins important.

Pour les simulations de la réponse du pendule inversé double, voir figures (4.16), (4.19),
on peut retenir le constat suivant:

L’utilisation de ’observateur métrique donne une réponse plus rapide, mais avec plus
de dépassements.

La robustesse des deux cas d’observateurs est confirmée, mais [’utilisation de
I’observateur métrique provoque une commande un peu plus importante, et rejette les
perturbations plus rapidement, contrairement a I’observateur glissant, ou on remarque que
I’effet des perturbations se manifeste par des oscillations plus persistantes voir figures (4.17),
(4 18), (4.20) et (4.21).

En somme les mémes remarques faites dans le cas du pendule simple sont reconduites
icl.

Conclusion :

Dans ce chapitre nous avons traité deux observateurs non linéaires, glissant et métrique,
et nous avons combiné la commande avec ces deux observateurs. Les résultats de simulations
en boucle ouverte ont permet de révéler les performances de chacun d’entre eux.
L >observateur métrique a démontré ces performances, mais cela a cout de depassements
constatés en régime transitoire. Tandis que I’observateur glissant est un peu moins precis, et
enregistre moins de dépassement.

En résumé, on retient que la commande combinée avec les deux observateurs présente
des caractéristiques de performance certaines. Toutefois I'utilisation de Iobservateur
métrique nous a donné plus de performance. Cela est peu étre du au choix des parametres des
deux observateurs, et il est possible qu’un autre choix de ces parametres privilégie I'utilisation
de I’observateur glissant ( pour notre cas le parametre y qui définie le type de convergence est
égale a 20).



Conclusion générale et perspectives

Conclusion générale

Dans ce travail nous nous somme intéressé a la commande par mode de glissement et
son application a deux pendules inversés, simple et double, en introduisant des observateurs
non linéaires.

Deux approches de commande ont été proposées, la premiére qui est moins performante
nécessite I’ajout d’un terme de contre reaction d’état stabilisant au voisinage du point
d’équilibre. Tandis que la deuxiéme approche nous permet d’éviter cet inconvénient. La
robustesse des deux approches est confirmée.

Dans ce mémoire nous avons proposé deux types d’observateurs non lin€aires, qui
différent par leurs principes. Le premier se base sur la théorie métrique pour synthétiser un
modele d’estimation convergent. Par contre le deuxiéme se base sur la théorie des systémes a
structure variable.

Des testes de robustesse des deux observateurs appliquées sur les deux pendules ont fait
ressortir que ’observateur métrique présente plus de performance en terme de precision et
d’invariance. Il faut noter que la convergence des deux observateurs est tributaire du choix
des paramétres ce qui veut dire qu’un autre choix de ces parametres peut privilégier
I’observateur glissant.

Les méme testes de robustesse ont été fait pour la commande a base des deux
observateurs. Globalement les méme résultats sont obtenus.

Comme perspectives a ce travail nous pouvons citer les points suivants :

¢ Démonstration de la stabilité globale lors de la combinaison de la commande par mode
de glissement et deux observateurs développés

¢ FEtude théorique plus approfondie sur les observateurs métriques.
¢ Application de ces techniques sur d’autres systémes.

¢ Développement d’autres lois de commandes et d’autre observateurs pour deux
pendules.
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Abstract :

In this work we have presented the variable structure control for two inverted
pendulum. Two control approaches are established, and two non linear observers are
proposed, namely the sliding and the metric observer. Next, we have applied the
observers based control law to the simple and double inverted pendulum in order to test
the performance of the proposed control approaches. In addition numerical simulations
are performed and presented with robustness test in presence of disturbance and

parameters variation.

Key words : Non linear observer, Variable structure control, Inverted pendulum.

Résumé :

Dans ce travail nous avons abordé la commande a structure variable pour deux
pendules inversés. Deux approches de commande ont été établies, ainsi que deux
structures d’observateurs non linéaires, a savoir I’observateur par mode de glissement et
I"observateur métrique. Dans une autre étape, nous avons appliqué la commande a
structure variable a base des deux observateurs sur deux pendules inversés, simple et
double, a fin de tester la commande, qui doit stabiliser les deux pendules. Des
simulations ont été faites et présentées, avec des testes de robustesse vis a vis des

variations paramétriques, ainsi que des perturbations externes.

Mots clés: Observateurs non linéaires, Commande a structure variable, Pendules

inverseés.



