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NOTATIONS ET SYMBOLES
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b

ensemble des nombres réels
ensembles des nombres complexes
matrice transposée de la matrice 4
matrice conjuguée de la matrice 4
matrice inverse de {a matrice 4

valeur absolue dg a

- partieréellede ¢ € C

determinant de la matrice 4

valeur propre de la matrice 4

rayon spectral de la matrice 4

vecteur des valeurs .singuliéres de la matrice A
espace de Lebesgue dans le domaine temporcl
sous espace de L,(-ag + o)
sous espace de Ly(-ag + o)

espace de Lebesgue dans le domaine fréquentiel
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sous espace de L, des fonctions réelles rationnelles, dont les vecteurs sont
réels rationnels, strictement propres et ne possédant pas de pdles sur l'axe

1magma1re

espace de Hardy: sous espace de L, des fonctions analytiques dans Re(s) >0

espace des vecteurs réels, rationnels stables et strictement propres

espace de Lebesgue des fonctions bornées

espace des matrices propres, ne possédant pas de poles dans Refs) < 0
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espace de Hardy des fonctions aﬁalytiques dans Re(s) < 0
espace des matrices 1:éellcs rationnelles propres et stables
norme spectrale de A: || 4|| = of4)
norme H;de A

norme H, de A
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INTRODUCTION GENERALE
O

Un des axes principaux de I’automatique moderne ces deux dernieres décennies est sans
doute la commande H, Des objectifs concernant la robustesse, 1’atténuation des
perturbations et tout probléme de poursuite peuvent étre atteints en minimisant certaines
normes H.,.

Le probiéme H. a ét¢ introduit pour la premiére fois en 1981 par ZAMES et se posait .
essentiellement comme un probléme d’optimisation dans le domaine fréquentiel. II s’en est
suivie de nombreuses recherches et publications et le probléme H,, a été présenté sous
différents aspects dont le plus connue est celui proposé par J.C. DOYLE et al dans [9] dans le
cadre des systémes linéaires et invariants dans le temps. Le probléme consisté alors a trouver
un régulateur pour un systéme donné, qui assurerait la stabilité interne du systéme et
mimmiserait I’effet des perturbations externes sur les grandeurs a réguler.

La solution 3 ce probléme s’opére a travers la résolution de deux équations algébriques de
RICATTI et la structure du régulateur est celle d’un retour d’état - Observateur. '

A partir de ces résuitats, de nombreux auteurs ont pu étendre le probléme A, standard
linéaire au cas non linéaire et présenté des solutions globales impliquant des équations
différenticlles partielles qui sont souvent difficiles a résoudre. On s’orienta alors vers d’autres
approches pour contourner ces difficultés, et ’approche la plus intéressante se trouve étre la
théorie des jeux et plus particuliérement le jeu linéaire quadratique minimax développé
essentiellement par T. BASAR et P. BERNARD, I. RHEE et J.L. SPEYER.

Dans ce travail nous allons tout d’abord présenter le probléme H., standard. Un exetﬁple
académique nous permettra d’illustrer les différentes étapes & suivre pour sa résolution.

Le second volet de notre travail fera 1’objet d’un exposé général sur la théorie des jeux et
ou on fera le lien entre cette derniére et le probléme H , standard.

Le troisiéme chapitre sera consacré i I’élaboration d’une loi de commande robuste
appliquée a4 un bras manipulateur en utilisant les techniques de H, . Pour tester les
performances de cette loi de commande, nous procéderons i différentes simulations. Les
résultats de celles-ci seront exposés dans le quatriéme et dernier chapitre.
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CHAPITRE 1 ___Probléme H,, standard

1-1 INTRODUCTION :

Une des préoccupations majeures dans l'automatique est l'analyse et la conception de
régulateurs pour des systémes multivariables,Or si pour les systémes monovariables, les outils
de l'automatique classique, a savoir le diagramme de BODE, lieux dEVANS et le critére de
stabilit¢ de NYQUIST sont des moyens d'analyse efficaces, il n'en n'est pas de méme pour les
systémes multivariables. En effet, 1a fonction de transfert d'un systéme multivariable est une
matrice ¢t la notion de pdles ou de zéros pose probléme. Afin d'éviter tout cela, on se propose
d'utiliser la représentation d'état pour les systémes multivariables, car la seule différence entre
la représentation d'état de ces derniéres et des systémes monovariables se trouve dans le
nombre de colonnes de la matrice B (nombre d'entrées) et le nombre de lignes de la matrice C
(nombre de sorties). Nombre d'automaticiens trouvérent alors dans cette approche temporelle,
un moyen d'analyse subtil pour la synthése de commandes des systémes multlvanables Les
commandes LQR et LQG en sont des exemples.

Pour autant, l'analyse fréquentielle n'a pas été délaissée et on introduisit de nouvelles
notions qui sont des extensions des notions de l'automatique classique comme le diagramme
de BODE des valeurs singuliéres, lieux caractéristiques (lieux dEVANS pour les systémes

SISO), et tout récemment la notion de la norme H, et par 14, 1a commande H,,

Le probléme de la commande H, a ét¢ formulée la premiére fois par ZAMES au début des
années 80 dans [33] et se posait essenticllement comme une méthode d'optimisation dans le
domaine fréquentiel pour la synthése de commandes robustes. Depuis le probléme H., a été
reformulé et présenté sous différents aspects, et des recherches ont ét¢ mené dans le but de
trouver de nouvelles techniques pour résoudre le probléme d'optimisation H, en vue de
synthétiser des lois de commandes robustes,

Dans ce chapitre consacré au probléme d'optimisation H,, dans le cadre des systémes
linéaires invariants dans le temps, nous allons tout d'abord donner les notions essentielles se

rapportant a la norme M., puis poser le probléme d'optimisation H, et enfin présenter
l'algorithme permettant de résoudre ce probléme.

1-2 CONCEPTS MATHEMATIQUES :

Dans ce paragraphe, on va définir la norme A, d'une fonction de transfert, et pour des
raisons de simplicité et une meilleure compréhension, on se limitera au cas monovariable.
Mais tout d'abord définissons l'espace HARDY H,,.

- L'espace HARDY H,, est I'espace des fonctions complexes F(S) de la variable S qui est
analytique et bornée dans le demi-plan droit, Re S > 0 ; bornée veut dire qu'il existe un
nombre réel b tel que : : .

|F(S)isb, ReS>0

On définit alors la norme H,de F (S) et qui est :

IFl, = Sup{F(S):ReS >0 } | {-1)
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Si maintenant la fonction de transfert F° (S) est réelle, rationnelle, propre (/F (@) [ < @) et
stable, on dira que ' € RH, tel que RH,, représente l'ensemble des fonctions réelles,
rationnelles, propres et stables appartenants a l'espace H.,.

Dans l'expression (I-1), on peut remplacer S par j@ et aboutir 4 I'expression suivante :
|Fl. = Sup{F(jo):0 ¢ R) a-2)

I apparait alors & partir de cette expression et en utilisant le lieu de NYQUIST de F (S) que
|| F || représente la distance entre l'origine et le point le plus éloigné du lieu de NYQUIST.
Cette interprétation de la norme H,, est trés importante, car elle permet de ramener le

probléme de stabilité d'un systéme a une contrainte sur la norme H,, , et c'est ce qu'on va voir
a travers les deux exemples suivants :

Exemple I: [10 ]

Soit le systéme de la figure suivante :

L7 u; P
K W v2
u;
Figure (I-1)
P(S) et K(5) appartiecnnent 4 RH ,, .

Le systéme de la figure (I-1) est dit stable intérieurement si les quatre fonctions de transfert
de v, et v; 4 u; et u, sont stables[10). Considérons par exemple la fonction de transfert de v; &
“u; qut est égale & (1 -P K) “ Le critére de NYQUIST stipule que le systéme est
intéricurement stable si et seulement si le lieu de NYQUIST de P.K ne passe pas par, ou
n'encercle pas le point § = /. Une condition suffisante alors pour la stabilité interne est que

"P K [L <1, etelle est issue du théoréme du petit gain.

Voyons maintenant le probléme stabilisation robuste et introduisons un terme AP(S) dans la
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fonction de transfert et qui représenterait les incertitudes du systéme a commander ou les
dynamiques négligées comme il est indiqué sur la figure (I-2a).

U, L

> P+AP
K < V2
Figure (I-2a)

On supposera que P, AP et X sont réels, rationnels, P, AP strictement propres et stables et K
propre. On supposera aussi que le systéme est intérieurement stable pour AP = 0.

La question qu'on peut se poser est : quelle est la limite de |A PI au dela de la quelle la

stabilité interne n'est plus assurée ?
Si on suppose qu'il existe une fonction Re RH_ tel que :

|ar(jo)|<[R(jo)  powro<wsw
qui est équivalent 3 :

R 4P| <1 | (1-3)

Le probléme sera résolu comme suit

‘Transformer le schéma de la figure (I-2a) pour aboutir au schéma de la figure (I-2b) ci-
dessous : ' :

|41 ]

K(1-PE)" g vorPy,

Figure (I-2h)
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A partir de ce schéma, poser la condition suffisante pou'r‘ la stabilité interne issue de la théorie
du petit gain

<] -4)

[+

lapx(i- k)

En utilisant la relation (I-4), on aboutit 4 la condition suffisante suivante :

<1 (I-5)

a0

|rk(1-Px)"

Exemple I :

Pour le deuxiéme exemple, on va définir un autre espace de Hardy et qui est l'espace H ; [10].
L'espace de Hardy H ; est l'espace des fonction F(S) analytiques dans Re (5) et qui vérifient la
condition suivante : '

: > 4
|7, {Sup(br)_ T|F(¢'+ja1)| dw] <w®

-

|F|, représente 1a norme A, de F.

On définit aussi l'espace RH ; qui est l'espace des fonctions réelles, rationnelles, stables et
strictement propres.

Pour de telles fonctions :

2 %
I1#1, {(2;:)" T|F( jo) dco] {-6)

—0

Considérons maintenant un signal x (2) (zéro pour ¢ < 0) et supposons que sa transformée de
LAPLACE £(S)appartient 4 RH ,, le théoréme de PLANCHEREL stipule que :

Ja( <o

IZ]2 peut étre interprétée comme 1'énergie du signal x (1).
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Maintenant, considérons un systéme de fonction de transfert /' (S)e RH_ . Le signal d'entrée
et le signal de sortie sont notés respectivement x (t) et y (). Il est évident de constater que si
ieRH,et|i], =17 alors e RH, et [§{, <IFl..

De ce fait la norme H, de Fest:
Sup{|, % eRH,, |4, = 1}
et de maniére plus générale :
IFl. = Swp{irsl, £ erity. 1o, =1 a1
Pour iilus;rcr I'utilité de cette relation, posons le probléme de l'atténuation de l'effet de
perturbation du systéme de la figure (I-1) et supposons que v; = 0 et v, représente cette

- perturbation qui intervient a la sortie du systéme. Notre objectif est d'atténuer l'effet de v, sur
u,. La fonction de transfert de v, sur u; est la fonction de sensibilité :

s=(1-pPk)”
Admettons que u; est un signal qui n'est pas fixe, mais une fonction de la classe :

{v:v, = Wx pour x eRH,, ||, <1} | (1-8)

ou W, W'e H_ ; ceci étant; le signal de perturbation consiste en tout les signauﬁc vy sur H,
tel que : |

vy, <1 (-9)

L'inégalité (I-9) peut étre interprétée comme une contrainte sur la pondération de I'énergie de
v,

‘L'objectif sera donc de minimiser l'énergie de u; pour la pire perturbation v, de la classe (I-8).
Ce qui est équivalent en vertu de (I-7) & minimiser "WSL, c'est 4 dire la norme H, de la
fonction de sensibilité pondérée. Dans la synthése du régulateur P et ¥ sont connues et reste
donc & déterminer X qui minimiserait ¥ S|_ tout en garantissant la stabilité du systéme.

~ Pour récapituler, nous avons vu a travers les deux exemples précédents que certains
objectifs lors de la synthése de commandes, comme la stabilité robuste ou l'atténuation des
. effets de perturbations externes, peuvent étre atteint en minimisant certaines normes H,,
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1-3 FORMULATION DU PROBLEME D'OPTIMISATION H,, : PROBLEME H,,
STANDARD

- Le schéma de base sur lequel a été développé la théorie H.,, bu du moins le plus utilisé est
celui de la figure (I-3) qu'on appelle “Schéma Bloc-Standard”

Figure (I-3)

11 a été proposé pour la premiére fois en 1984 par J.DOYLE dans [8].
On distingue sur ce schéma deux blocs principaux :

Le bloc (G) qui représente le modéle général du processus, et le bloc (K) qui représente le
régulateur & synthétiser.
On distingue aussi les différents signaux (w, z, u, y) qui agissent sur le systéme ou le
caractérisent, i.¢. les entrées du systéme et ses sorties.

Les entrées se décomposent en deux catégories :

— Les signaux de commande .

— Les signaux externes regroupés dans le vecteur w et qui peuvent étre ou des consignes ou
des perturbations externes. Le plus souvent w inclut des sources de perturbation influant
sur le systéme et dont on voudrait atténuer l'effet sur les grandeurs a réguler.

Les sorties, elles aussi se décomposent en deux classes :

~ La grandeur a contréler z. Typiquement, il sagxra des écarts entre les consignes et les
grandeurs a réguler.

~ Les mesures qui se définissent comme l'ensemble de toutes les entrées du régulateur X,
exprimées par le vecteur y et qui inclut les mesures directes des perturbations ou des
composants d'état du systéme a commander.

11 apparait clairement maintenant que le modéle générale G comprend le modéle du processus
proprement dit et le modele générateur de perturbations. 11 peut inclure des pondérations 4
caractére fréquentiel. G est appelé aussi modéle augmenté,




CHAPITRE I | | Probléme H, standard

Décomposons G de la maniére suivante :

G, G
G:[ 1 l.’:’
LG, G

D'aprés le schéma standard, on a

z=G,w+G,u
y=Gy,w+G,,u " (1-10)
u=Ky

G et X sont supposées propres, réelles et rationnelles.

Pour définir ce que signifie pour X stabiliser G, introduisons deux nouvelles entrées v, et v,
comme il est indiqué sur la figure (I-4) :

vy

u;

V2

Figure (I-4)

L'¢quation reliant les trois entrées w, v, v, aux signaux z, v, y est :

A Rl
¢ I -K [u =[ 0 I OJ[W | ad-11)
[0 -G, I_'}’J -G, 0 1 VZJ '
(1 -G, o]
On supposera que la matrice [0 I -K|quiest réelle, rationnelle et propre posséde une
0 -G, 1 J

matrice inverse réelle, rationnelle et propre pour tout K. Une condition suffisante pour cela
est que G ; soit strictement propre. De ce fait, les neuf fonctions de transfert de w , v »V24 z,
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v, y sont propres. Si elles sont stables, c'est a dire qu'elles appartiennent &8 RH ,, on dira gue K
stabilise G. Cette notion est une notion usuelle de la stabilité interne. Le régulateur X est dit
régulateur admissible. '

Le probléme standard peut étre formulé de la maniére suivante :

Trouver X, réelle, rationnelle et propre qui minimise la norme H,, de la fonction de transfert
dewaz7, = [G, 1 +G, K (1 -G, K)_j Gz,] ,sous la contrainte que X stabilise G.

14 RESOLUTION DU PROBLEME H., STANDARD : [9]

La solution au probléme H., standard que nous allons présenter et celle qui a été proposée par
JDOYLE et K.GLOVER dans [9] dans le cadre des systémes linéaires invariants dans le
temps. II est important alors de distinguer deux problémes différents : le probléme H,
standard et 1 e probléme H, optimal.

En effet, dans le paragraphe précédent, nous avons dit que le probléme standard était de
. trouver un régulateur admissible X qui minimiserait la norme H,, de la fonction de transfert
T.,, alors qu'en réalité ce probleme est dit probléme H,, optimal. Ce n'est qu'un abus de
langage de le présenter sous le nom de H, standard. Le probléme /H, standard consiste en fait
a trouver un régulateur X admissible telle que la norme H,, de la fonction de transfert 7', soit
inférieur & % yétant un réel positif donné. Le probléme H., optimal revient a trouver y optimal
au dessous duguel il n'existe pas de solution au probléme H ,standard.

Le régulateur correspond au probléme A, optimal est dit optimal, et celui correspondant au
probléme H, standard, sous-optimal.

L'algorithme de DOYLE-GLOVER résout le probléme standard 4 partir d'une nouvelle
représentation d'¢tat du systéme augmenté G et qui est donnée par les équations suivantes :

x=Ax+B,w+B,u ' (I-12)
z=C,x+D;w+D,u (1-13)
y=Cx+D,w+ Dyu - (1-14)

Avec dim (w) = my ; dim (W) = m; ; dim (z) = P, ; dim (y) = P;.

Les hypothéses suivantes sont émises :
i)- (A, B,) est stabilisable et (C;, 4) est détectable.
ii)- (4, B} est stabilisable et (C, A4) est détectable.

ni)-Rang D;; =m; , Rang (D;) =P,.

10
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vy Ra [A-ja;] B, Yo < R

v n =n+m @ &

. g ‘CI D]:J 2

\ Ra [4-joI B, . Yo <R

v ng =n+ @ e
L ¢, bp,l="*h

vir Dp,[C, D,]=[0 1]

1
vii)- [D }Dfﬁu

Vlll)D” =0, D22 =0.
Interprétation des hypothéses :

~ L'hypothése (i) et (ii) sont nécessaires et suffisantes pour l'existence d'un régulateur K
stabilisant. -

— L'hypothése (iii) est suffisante pour assurer que le régulateur soit propre.

— Lhypothése (iv) signifie que le sous-systtme G,, ne doit pas avoir des zéros de
transmissions sur l'axe imaginaire si (C;, A4, B,) est une réalisation minimale.

— L'hypothése (v) impose a ce que le systéme proprement dit n'est pas de pdles sur l'axe -
imaginaire. Si c'est le cas, il conviendra de les stabiliser d'une maniére artificielle.

— Lhypothése (vi) signifie que C,x et D;,w sont orthogonaux de sorte qu'il y ait pas de

. pondérations sur les termes croisées en x et w dans z et que la pondération sur u est
normalisée.

— L'hypothése (vii) est duale de 'hypothése (vi). _

— L'hypothése (viit) signifie qu'il n'y a pas de terme direct entre le signal perturbateur w et la
sortie Y. Cette hypothése simplifie le probléme. Si cette condition n'est pas vérifiée, il est
possible de reformuler le probléme pour qu'elle le soit, comme i! a été démontré dans [26]
et [33].

La solution au probleme H,, standard sollicite deux matrices Hamiltoniennes H,, Jdéfinies
comme suit:

4 y Z_BJB; - BZB;:! (1-15)

H, =| .

[ A yiCC, - c;c,}

. I-16
B,B, -4 (I-16)

-]
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CHAPITRE 1 Probléme H, standard

Théoréme (I-1) - [9]

1I existe un régulateur admissible Kgop tel que "Twz ]L <y si les conditions suivantes sont
vérifiées : ' ‘

a) H,edom(Ric) et X, =RidH,)20
b) J_ edom(Ric) et Y = Ric(Jm)aO

o) p(X. L)<y’
H_ e dom(Ric) signifie que X, est solution de l'equation de RICCATI suivante :

AX +X, A+ X (y* B Bl -B,BI) X, +CI C,=0 | (1-17)
De méme que pour la condition b), ¥, est solution de l'équation de RICCATI suivante :

AY, +Y, A"+ Y, (y?CTC,~CT C,) Y, +B, Bl =0 {-18)

Le symbole p de 1a condition (¢) désigne le rayon spectrale.
L’interprétation des conditions (a), (b), (¢) sont plus détaillées dans l'annexe A.

Si les conditions citées sont vérifiées, le contrdleur admissible Kgop est donné par la
représentation d'état suivante :

(1-19)
Ou:
A=A+y? B B X +B,F +7Z, L,C, - (1-20) -
L =-Y.C'" , F, =B)X, @2
Z=(1-rrx)” (1-22)
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CHAPITRE I | | Probléme H., standard

Ce qui peut étre reformulé par I'équation d'état suivante :

i=Ai+BWw+Bu+Z,1,(C,3-y) Y %))
ou: |
u=F, i C (@-24)
et.
D=y BT X 3 @)

i

11 apparait alors a partir des équations (1-23) a (I-25) que la structure du régulateur Kgop est
celle d'un retour d'état-Observateur ol £ s'interpréte comme une estimée de I'état x, Fole
gain du retour d'état et Z,, L, le gain de I'observateur, La structure du régulateur Kgop vérifie
de fagon évidente le principe de séparation. La différence majeure entre I'observateur donné
par I'équation (I-23) et le filtre de KALMAN réside dans la présence du terme W qui
s'interpréte comme une estimée de la pire perturbation possible.

Si y tend vers l'infini, les équation (I-17) et (I-18) tendent vers les équations de RICCATI
.associée au filtre de KALMAN, Z,, tend vers l'identité et w vers 0. Dans ce cas, le régulateur

Ksop convergerait vers le régulateur LQG minimisant le critére J=E Tz'" () z(r)dt ¢t ( voir
t

référence [7] ).
Ksop est appelé le régulateur central, son ordre est le méme que celui du systéme augmenté. A
partir de ce régulateur, il est possible de trouver tout les régulateurs K'spp pour lesquels on a

Ils7 -

wZ
Le théoréme suivant donne une paramétrisation de ces régulateurs.

Théoréme (1-2) : [9]

Si la condition (a), (b), (c) du théoréme (I-1) sont vérifiées, alors I'ensembies des régulateurs
admissibles pour lesquels on a "Tw ’l <y est égale a l'ensemble de toutes les matrices de
transfert de y 2 v du schéma ci-dessous :

_‘;’M———!’

o
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CHAPITRE | Probléme H,, standard
Avec:
||'jm |-z.1, Zwsﬂf
M, (S)=| E, 0 I (1-26)
’ l:"cz 1 0 J '
Ou:

Ces régulateurs sont paramétrisés & travers une transformation lindaire fractionnelle fixe
- par un parametre ( libre. Le régulateur central est obtenu par Q = 0.

En résumé, les étapes 4 suivre pour la résolution du probléme H.,, standard sont les suivantes :

1. former la représentation d'état donné par les équations (I-12) et (I-14).
2. voire si les hypothéses i 4 viii sont vérifiées. Si elles ne le sont pas, reformuler le probléme

en rajoutant des pondérations,
. sélectionner ypositif,

s

4, résoudre les équations de RICCATI (I-17) et (I-18), vérlﬁer si elles sont semi-définies

positives ; et la condition sur le rayon spectral.

5. si les conditions citées ci-dessus sont vérifiées, diminuer y et répéter les opérations 4 et §

Jusqu'a ce quon atteigne la solution optimale.

1-5 APPLICATION :

Pour mieux comprendre le probléme H,, standard et illustrer les différentes étapes a suivre

“pour le résoudre, nous avons procédé a I'application suivante :

Soit le systéme donné par la figure (I-5).

r=0 > » K el P

Figure (I-5)
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CHAPITRE 1 Probiéme H,, standard

-P représente le systéme proprement dit et K le régulateur.
e la grandeur a réguler, :

d un signal perturbateur.

n les bruits de mesures.

u la sortie du régulateur c'est 4 dire la commande.

Notre but dans la synthése du régulateur est d'assurer la stabilité du systéme global et
_ d'éliminer ou du moins atténuer les effets de d et n sure.

D'apres l'algébre des schémas fonctionnels,-on a:

] P(S)K(S)

W= rrere Y Tre ke

i
= 1 i ibilité.
S T+ POKES) est la fonction de sensibilité

P(S)K(S)

=TT PSIK(S) est la fonction de sensibilité complémentaire,

T

Si on suppose que d est un signal riche en basses fréquences (ce qui est souvent le cas), et
que 7 est riche en hautes fréquences, le probléme de rejection de ces deux perturbations sera
résolu en minimisant les fonctions de sensibilité et de sensibilité complémentaire dans les
bandes passsantes correspondantes. Ce qui revient donc 4 minimiser S en basses fréquences et
T en hautes fréquences, et conformer le lieu de BODE de la boucle ouverte P (S).X (S), 4
l'allure de la figure (I-6), c'est a dire un gain de la boucle ouverte important en basses

fréquences, et faible en hautes fréquences, Cest ce qu'on appelle faire un “Loop-Shaping”.

a\’b4

{P.K|

log w

Figure (I-6)
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CHAPITRE I Probiéme H, standard

Revenons maintenant au probléme H,, standard et essayons de remodeler le schéma de la

figure (I-5) pour aboutir & un schéma équivalent au schéma standard de la figure (I-3).
.En faisant le choix des entrées et des sorties snivant :

Figure (I-7)

Supposons que P représente un double intégrateur, cela se traduirait par le schéma de la
figure (1-8).

d
Xy X2 +
u e
=) » /S —» IS >
+
y Toon
Figure (I-8)
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CHAPITRE 1 ‘ Probléme H ,, standard

A partir de ce schéma et en tenant compte du choix des entrées et des sorties, nous
aboutissons aux équations suivantes :

Ces équations correspondent a la représentation d'état proposée pour la résolution du
probléme A, standard et donnée par les équations (I-12) a (I-14), d'ou :

o 1 7 0 0}
CJ= 0; DH:I_O 0 > DH: I.I

C=[o -1, D,=[o -1y  D,=0

Le probléme H, standard a été résolu en utilisant le logiciel de programmation MATLAB
4.2 sous Windows, et aprés plusieurs itérations sur y nous avons aboutit & un y optimal égal a
1.3553. Le régulateur H,, correspondant est :

10°(8.36841.5 +0.83684)
10°(0.0001.57 + 1.10383.5+2.01671)

K, (S)=

Les figures (I-9) et (1-10) ci-dessous donnent respectivement les diagrammes de BODE de la
fonction de sensibilité S et la fonction de sensibilité complémentaire.
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CHAPITRE 1

SEEEEEE CEEERER EEEEEEE = R R 3 3
RS AL Feesass ] S dIiiiigpoiiiiiy o piiiiiponii 1
.............. 2
............... . N
. Mearann
e ) S N deweans
: o > :
: < ot ’
. — — e e B
L &
. 3
m A Iﬂ.u/ i \AW :
c::iii] 9 2 m S 137
- - S R sooiilll M W ” m.“..
BRI [ A g g N
Lo R W e Rl N e, 0]
L s TR e ® Yy et D O AR R N T S S e
: . Q Q Y '
o e m [N N “- ....... ﬂnu 3 m -u' uuuuu +.d
: ; o 3 « 3 M ; :
HEEE SR =3 2% & pnmmmgpiniinan TR EEI T LEEEREIEE
[ o - ol e SR H S-S Lo I O Spuiuipupipiey ujpupuppy £ JUIp i
® . B = e pRrIIIIEIII :
CRAERRAAEREE b PEREERR I BF SEEEEEETEECEEEEEEEIY N S 5 M : SISO SRR I
|||||||||||||| henwn= = .
. i I 2 e Y PURPRRP 3 [ SUPIS Rt [ AP S SO u-.
0 I u v o
Frrzzziziniiziiziii] © =¥ FEEEEEEE S EEE TR SRl I o gremzes i3
RN T ka4 iiiiii.s datacnsaan — + 123
SERS IS5 04 SHSE: I B 3 r
O SR. W LDy IIIIIIIINIIIIIINE 3 P
[3 . . - L
femeen STEERRREYL SEPERY B XX EETE TR CEREREERTER HE SR DR A . '
||||||| .- seranan - nmaw T R Py e, |||u“-|||u.“|-o-|”.
H ; s i R : - : : :
i 0 L i L
< o o o =) o o - o o o o — o =] o o
o] <o < -] (=)
- — P — o < (=) (= &0 o~
_ . S § ¥ N S

Phase deg
Phase deg

18

102

Fréquence (rad/sec)
Figure (1-10)




CHAPITRE 1 Probléeme H ,, standard

On constate que les allures de ces deux diagrammes sont conformes aux allures souhaitées,
c'est a dire pour S un faible gain en basses fréquences, et pour 7 un faible gain en hautes
fréquences.

Pour attester de ces résultats, nous avons simulé le systéme pour un échelon de perturbation d,
celle-ci est atténuée & partir de 20 secondes et n'influe pratiquement plus sur la sortie e (Voir

figure (1-11)).

amplitude
=)
S
£
|

0.20 —
0.00 —

[ A L B A B A B S
0 10 20 30 40 50
temps [sec]

Figure (I-11)

Nous avons effectué une autre simulation, concernant la perturbation n qui représente un bruit
blanc. On constate alors que pour un échelon de référence, l'effet de n est considérablement
atténué. (Voir figure (1-12)).
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CHAPITRE 1 Probléme H,, standard

amplitude
=
(=)
=
!

0.40 —
0.20 —
0.00 ' i ' f ' I ! | ! |
0 20 40 60 80 100
temps {sec]
Figure (I-12)

En somme le régulateur X, qu'on a synthétisé, répond aux performances désirées.
Remarque I-1;

La résolution du probléme H,, standard et la synthése du régulateur a été effectuée en
utilisant le logiciel de programmation MATLAB 4.2 sous Windows. Ce logiciel contient, en
- plus des outils mathématiques intéressants tels que la résolution des équations de RICATTI,
permettant ainsi la programmation de la ‘solution du probléme de la commande H, des
toolbox destinés aux problémes de la commande robuste tout particuliérement H,, Il s'agit
des toolbox Robust et Mu-tools.

I-6 CONCLUSION :

Nous avons essayé a travers ce chapitre de donner les notions de base se rapportant a la
norme H,, et la présenter comme un moyen et un outil intéressant dans la conception et la
synthése de régulateurs. Le probléme H, standard est une formulation générale, qui peut
inclure différents objectifs, tel 1’atténuation des effets de perturbations, la minimisation de la
fonction de transfert entre la consigne et le signal d'erreur dans le cas de la régulation, ou
encore la stabilisation robuste de systémes sujet & des incertitudes.
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CHAPITRE 1 Probléme H , standard

La solution présentée s'opére principalement & travers la résolution de deux équations
algébriques de RICCATI, c'est 4 dire les équations (I-17) et (I-18), et le régulateur issu de -
cette théorie posséde la structure d'un retour d'état -Observateur.

Ce chapitre est un prélude au théme principal de ndtre travail qui est la technique de la
commande M, non linéaire appliquée & un robot manipulateur.

Dans le prochain chapitre qui concerne la théorie des jeux, on montrera.que le probléme
H,, standard et équivalent au jeu linéaire quadratique et que la synthése du régulateur H,, fait
appel aux techniques de la théorie du jeu linéaire quadratique.
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CHAPITRE I Synthése d'un régulateur par la théorie des jeux

I-1 INTRODUCTION :

Le jeu différentiel est un probléme d’optimisation dynamique multiple, dans lequel les
joueurs ont des intéréts (objectifs) en conflit. Chaque joueur essaye de minimiser (optimiser)
son propre index de performances, si les intéréts des joueurs sont directement opposés, on fait
ce que ’on appelle un jeu de sommation zéro. La stratégie optimale adoptée généralement
pour le jeu différentiel reste celle de la théorie des jeux a point chargé (saddle point) du -
probléme minimax. Dans ce chapitre nous allons commencer par introduire la notion du
probléme du jeu différentiel, en particulier le jeu quadratique linéaire (sommation zéro), puis
appliquer la théonie des jeux pour résoudre le probléme du jeu a information partielle, et
enfin nous verrons dans la derni¢re section que le correcteur obtenu 4 partir de la théorie des
jeux est équivalent, sous certaines conditions, a un régulateur H , explicité dans le chapitre 1.

II-2 PROBLEME DU JEU DIFFERENTIEL :

Dans cette section, nous introduirons le concept de base du jeu différentiel, ainsi, nous
aborderons le probleme du jeu 4 information compléte et le jeu quadratique linéaire.

I1-2-1 Formulation du probléme de maniére générale :[19]

Le jeu différentiel consiste & trouver les stratégies (u,'. uz',..., u,_;‘. u,',..., uN') tel que :

- L] . » » - - - L T
ity Uy ey Uy Uy o, Uy ) STy, Uy e, Uiy UGy Uisg yeeny Uy ) =12, N (II-1)

Ou »; est un vecteur de dimension p; et J, est I’index de performances que le joueur #; essaye
de minimiser (maximiser). Les index de performances J; sont de la forme :

J = ¢,(x(rf),r,)+TL4.(x(r),uj (ot (1)) i=1,2,...N.

ou (x(tg.t) est soumise a la contrainte finale w (x(t5.)=0 et x(1) est assujetti 4 la contrainte
dynamique :

x:f(x,u[.....uN,t)etx (1) =xp.

avec wuf1)el, l'ensemble des stratégies admissibles, dépendantes des informations .
disponibles pour le joueur ; a I’instant t. Lorsque w;(?) est en fonction de x(#) a4 I’instant £, on
~dit que Pinformation est compléte, par contre, si u(#) est unc fonction des mesures
historiques, on dit que I’information est partielle i.e. que »;(?) est une fonction de y; et £, avec:
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CHAPITRE D1 Synthése d'un régulateur par la théorie des jeux

Yu= {y{t), 0< 75t } ol y, est sujet au bruit de mesure s.

soit :

Yil)=hi(x .4)+vi (1).

N
s1 pour tout 5, xg et u;: ZJ, =0, on dit que le jeu est & sommation zéro.
inf

Pour deux joueurs, la condition du jeu sommation zéro devient celle du point chargé :

(" w)<J(u' w) < J(uw’) (11-2)
Ou:

U=u,w= u}etJ-—J,x -J3

La stratégic du point chargé peut é&tre obtenue, en résolvant les deux problémes
d’optimisation suivants :

' min, max,, Ju, w) . (I1-3)
et ' ' :
max, min, J(u,w) - (I1-4)

La solution aux problémes (I1-3) et (11-4) produit une stratégie du point chargé si :

min, max, J(u,w)z-max,,minu J(u,w) (11-5)

La solution de I’équation (1I-5) est appelée le point chargé dans la théorie des jeux. {19]

Définissons I’Hamiltonien A par : [19]
H=L+Xf et  @(xfr )t,)= ¢ (x0, 0t )+ v w (x(t,)0,)

En utilisant le calcul variationnel, les conditions nécessaires au probléme minimax sont ;

i=fox(t,)=x,, i=—HI.A(rf)=¢(x(r,),r,), H =0, H =0 6

24



CHAPITRE I Synthése d'un régulateur par la théorie des jeux

FH
H.= ax

Si:

f=f,(x,u,t)+f2(x.w,t), L=L,(x,u,t)_-+-L2(x,w,t)

Alors I’'Hamiltonien est séparable, ce qui donne :

min, max,, H(u,w) = max,, min, H(u,w)

Donc I’ordre du minimax n’est pas important pour ’Hamiltonien, mais la séparabilité de H,
n’implique pas celle de J et la solution de (I1-6) obtenue peut ne pas satisfaire la condition du
point chargé (I-5). En réalité, la condition (II-5) est compliquée, dans beaucoup
d’applications, on admet que I’'un des joueurs annonce au départ sa stratégie, dans ce cas
Papproche variationnelle reste toujours utile. Par exemple, si w est un bruit, le jeu différentiel
peut étre définit comme un jeu de commande contre le pire des cas de perturbation (ce qui
sera le cas de notre application en robotique, oul le robot est sujet & une perturbation combinée
des incertitudes paramétriques et d’une perturbation externe).

I¥-2-2 Probléme du jeu quadratique linéaire :

Dans ce qui suit, nous définissons le jeu quadratique linéaire a information compléte et a
sommatton zéro a deux joueurs comme suit : [19]

Pour le systéme dynamique linéaire suivant :

i=Ax+Bw+B,u, x(t)=x, I-7)
¢t ’'index de performance :

J=§xT(tf)Sfx(tf)+~2{;r(xTQx+uT}-Eu+wTEw)dt (II—S)

ot §; (. R et £ sont des matrices symétriques, Syet O sont semi-définies positives, R et £ sont
définies positives, trouver # et w tel que la condition (II-2) soit satisfaite,

Le probléme défini par (II-7) et (HI-8) est équivalent dans le fond au probléme de
commande optimale quadratique, la seule différence réside dans le fait que les matrices de
pondération du jeu quadratique linéaire sont indéfinies. le probléme définit par (11-7), (II-8)
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CHAPITRE It Synthése d'un régulateur par la théorie des jeux

ainsi que la condition (I1-6) est équivalent alors & I’existence d’une solution a.une équation
~ différentielle de RICCATI, ceci est formulé par le théoréme suivant :

Théoréme 11-1: [19]

S’il existe S, une matrice de fonction symétrique sur [t, ,t], satisfaisant 1’équation
différentielle de RICCATI :

$=-S4-4"S+S"(B,R" B -B,E" B])S-0, 5(1,)=S, (L1-9)

. . . ' I '
alors le jeu défini par les équations (XI-7) et (II-8) a pour valeur J = }-xj' S(to)x o €t une
stratégie du point chargé donnée par le retour d’état optimal suivant :

) =R OB 5E)0)

w(t) = B (0BT (6)S(6) () 9

si A4, By, By O, R et E sont des matrices constantes et que 7y — o alors s(t) est remplacée par
la matrice constante S, solution de |’équation algébrique de RICCATI suivante

~SA-A"S+87(B,R' Bl -B,E” BT)S-0=0 @-11)

II-3 APPROCHE DE LA THEORIE DES JEUX APPLIQUEE AUX PROBLEMES A
INFORMATIONS PARTIELLES : [27]

Dans cette section nous posons le probleme d’atténuation de perturbations sous forme
d'une inégalité. Cette inégalité est transformé en un indice de performance qui inclue la
commande et les perturbations. Le probléme est alors transformé dans un premier temps en
un probléme de jeu différentiel 4 informations partielles dans lequel les perturbations et la
commande sont en conflit. Une fois que la stratégies optimale sera trouver, on reviendra au
probléeme de départ et on posera les conditions sous lesquelles l'inégalité est vérifiée. Il sera
montré que le correcteur résultant de cette théorie posséde une structure équivalente & celle
1ssue du probléme A, standard, traité dans le chapitre précédent.

I¥-3-1 Formulation du probléme de I’atténuation de la perturbation par le jeu
différentiel :

Considérons le systéme linéaire variant dans le témps décrit par :
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CHAPITRE I Synthése d'un régulateur par la théorie des jeux

#(0)= 4) x(0)+ B, () w(e)+ B, () ule) | (-12)
()= {Q!(t)}x(t) +[ Ro(;)}‘(’) @)
y(@)=Cy () x(0) + () (I1-14)

ol x est un vecteur d’état (nx/), u est un vecteur d’entrée (mxl), y est le vecteur de mesures
(px1), w et v sont les vecteurs de perturbation (gxI) et (px/) respectivement, z est le vecteur
des sorties contrdlées ; on suppose que R=R,'R; est non singuliére et que la condition initiale -
x(0) est inconnue. Toutes les matrices sont de dimensions appropriées et sont variables dans
le temps.

Les mesures historiques sont définies comme :

¥, = {y(r),OSr Sr} '

Les commandes admissibles sont restreintes uniquement 4 I’ensemble des fonctions de y,.

Soit U/ cet ensemble et U, le sous-ensemble de U qui concerne uniquement les fonctions
linéaires de y,

Le probléme d’atténuation de la perturbation est déﬁmt comme suit :[27]

Trouver les commandes uU, tel que :

x7 (rf) 7, x(tf) + ‘J‘z’" za’rS}f{xIr (0) P77 x(0) +'J‘(wjn Wlw+vT v v)dt} (11-15)

0

Pour tout w, v € LA0.1y), x(0) 2" tel que (w(t), v(t), x(0)=0, définis pour ¢ € [0, tr] ou yest
une constante positive , Py, W, V sont des matrices définies positives, W et V peuvent étre
variables dans le temps, ryest définie non négative.

En notant, 0=0,"Q, ona:

! ¢
IZT zdt = J'(xr Qx+u" Ru)dt

0. 0
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CHAPITRE 1 Synthése d'un régulateur par la théorie des jeux

On peut considérer alors le probléme du jeu quadratique linéaire relatif au systéme décrit par

(U1-12), (IF-13), (I1-14) ainsi que (T1-15) qui consiste & trouver ¥ €U, V", W' € L{0,tpet
[ ]

X (0) 9" satisfaisant la condition du point chargé :

J' v, w,x(0)<J(u" v, w",x(0) < J(uy' W', x"(0) (1-16)
ou:
J(u,v,w,x(0)) = % -7 (x(0)= %) B (x(0) - %) +x (1, ) =, x(rf)]+
| ! @-17)

+ I{(xTQx+uTRu)-—y2(wTW"w+vr V"v)}dt

© ou Xg est un vecteur donné, pour tout 4, v, w eLA0,tpet x(0) € #". L’équation (H-17) est la
formulation par le jeu quadratique linéaire du probléme de Iatténuation de la perturbation.
Puisque v=y—-C,x [’équation (II-17) est équivalente 4 :

L0 7051+ e

;I[{”Qx+u’" Ru—y2(w?' Wlw+(y-C, x)r ri(y-¢ x))}i”‘

(I-18)

I1-3.2. Approche de la solution :[27]

La stratégie du point chargé peut étre obtenue en résolvant les deux problémes
d’optimisations suivants :

m;n max nfv%x:z(oowi J(u,v,w,x(O))=J' | (H-19)
max m‘ch zméx muin J(u,v,w,x(O))= A | (11-20)

Les solutions des problémes (II-19) et (I1-20) produisent une stratégie du point chargé si:

»

J=J«
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. CHAPITRE I Synthése d'un régulateur par la théorie des jeux

L’ordre correspondant au premier probléme minimax définit par (II-19) joue un role
important dans la résolution du probléme & information partielle. De ce fait, la procédure de
- résolution du probléme minimax est arrangée de la maniére suivante ;

Premiérement, maximisation par rapport a la perturbation w et la condition initiale x(0) en
gardant u et v fixes, la fonction objective résultante est maximisée et minimisée par rapport a
v et u respectivement, pour déterminer par la suite la stratégie du point chargé du correcteur -
correspondant.

Maximisation par rapport @ w et x(0) :

Considérons la fonction cofit (objective), donnée par I’équation (II-18). Premiérement, on
maximise J par rapport 4 w et x(0)) pour un y donné et une stratégie ue U, pour lesquetles les
vanations de u et y sont nulles.

Soit J, = max m(bx J, la fonction colit résultante, .J; sera ensuite minimisée et maximisée
X

par rapport 4 u et y respectivement. Soit I’Hamiltonien /' donné par :[27]

1 " Ru—p? (W vt (y—C, 1) ¥ (-
H_Z{xTQx+u Ru yz(W w- W‘*‘(}’ sz) 4 (y sz))]+ (-21)
~y? F(A4x+B,u+ B, w)

En appliquant la procédure du calcul variationnel standard [27], on aboutit aux conditions
nécessaires pour I’existence d’un maximum qui sont les suivantes :

X

N - - ! ‘ '
A= ?H , A(t_f) =77 x(tf) (11-22)
A0y =" [x(0)- %] |

w=-WB 4 (11-23)

En substituant I’équation (11-23) dans (II-12), on aboutit au probléme des deux points 2

valeurs bornées suivant :

b potore) T M)
1J= -[—;—;Q+C§"V"C2J -4 _|-1+c§" vy (11-24)
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CHAPITRE I Synthése d'un régulateur par la théorie des jeux

avec

o i
x(0) =%, ~ P, 2(0}, ﬂ(tf)=—-;57zfx(tf)
L’équation (I1-24) peut étre résolue par la méthode de balayage en définissant :

x=x~-PA

Et en substituant (II-26) dans (X1-24) nous obtenons:

r. T T -f ] T A A~
| P=PAT=AP+P(CIVC,=—50 |P~B W B] |L=}~ AS~Byu-

—PC,"V*‘(y—Cz:‘c)—;{;PQ.f

Pour avoir I’égalité des deux membres de 1’équation (I1-27) on pose :
A ~ T -f A ] ~ ~ ~
f= Af+Bu+ PCTV (y—sz)-ry—zPQx, #0)=3%,
L ]
3 1
P= PA’"+AP—P(C§'V"'C2—-?—Q)P+B,WB,T, P(O)=P

Donc P est la solution de I’équation différentielle de RICCATI (E.D.R) (11-29).

A partir de (H;ZS) et (II-26), nous avons :

[ "
A(’f)=(“";?)”fl_]‘fip(’f)”f] "(‘f)

<=1 | o)

(11-25)

(11-26)

(11-27)

(-28)

(11-29)

(11-30)
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CHAPITRE 11 | Synthése d’un régulateur par la théorie des jeux

| 1 ! | -
OU NOUS Supposons que [1 —?P(tf):rf] est non singuli¢re. On peut alors calculer A1) a

partir de:

, 1
A={—A—P(——FQ+C§' v CZHT A+CIV(y-cC, £}+;{;Q£ (11-31)

En substituant x(0)=%,~ F,A (0) et w=~WB,” 1 dans la fonction colit, J, peut étre réécrite
de la maniére suivante :

-

1

1-2[ rf S;x tf +I{x Qi+ Ru-y (y C. 3) (y—Cz.i‘)}er (0-32)

¢
ou:

] 1T
S,=n, +;—,—:rf{P" (t,)—-;g-zrf] 7,  (pour plus de détails voir [27]).

L’ensemble de I’index de performance (11-32) et la contrainte dynamique (I1-28) forment le
jeu différentiel a informations partielles.
Sion pose : ¥ = y-C,X, I’équation (I1-28) devient :

t= A+ B,u+B, 0, #0)=%, (11-33)
ou:

—_ 1 —

A=A+7PQ et B=PCTy~!

Pindex de performance J; est changé en :

r 1
J£=;|- tf S b tf +I Qx“+uTRu+\’3TV"\‘:‘}d1J=J1(u,\'") (I-34)
4]
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* Solution du point chargé [27):

Les équations (I0-33) et (II-34) définissent le jeu quadratique linéaire a sommation zéro
standard a deux joueurs a savoir min, max; J,(u, %), pour lequel la stratégie du retour d’état

* )
optimal ¥ € Uet ¥V est donnée par :

u =-R'B] Sz (11-35)
o 1 . |
v =7C2 PSi (1-36)

ol S est une solution de I’E.D.R suivante :

. _ =7 1 —
S=-SA—ATS+S(32 R'B/ —]—;B, v BTJS—Q {1-37)
dans [0, £}, avec la condition finale S(1g)=S;

En remplagant u etV dans J; on obtient la valeur suivante de J;:
T u
J(u,v )= 3% S(0)%, (11-38)

Noteng x'(1),A(t), et (1) les trajectoires optimales de x, 4, et X respectivement..
x'(1),Z(t), et £ (1) sont les solutions de x, A, et £ avec u=u", et v="". En substituant (I-
35) et (II-36) dans (II-28) et (I-31) on aboutit aux équations suivantes :

A I Ak - al ] - ~®

x :(A+7Pij ~-B,R'B]S% +FPC{V 'C,PS% (11-39)
ro=£

- ] ! - T - ] 5y AW ] A

A= A+FPQ A+CIVIC, P ,1'+? 2 —FQx (11-40)
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] - ~. . .
avec A (tf) = -?Sf x (tf). £*(r) peut étre calculée indépendamment a partir de (11-39).
De plus,ona:

d(is J —(A+LP JT[—I—-S“‘] Lox 1-41
di\y? x 7’ o 7 X yzQx (II1-41)
En comparant (1I-41) et (II-40), on obtient :

A= ——;—;S ), re[o,tf] (11-42)

En remplagant (11-35) et (II-42) dans (I1-24) et (II-26) on obtient la trajectoire optimale x*(1)
etquiest:

x'(r):[]-&-}{,-PSJf'(t) . tef0,1,] (11-43)
. I
x (0)=(I+-;;P,, S(O))f,,

A partir de (II-13), (1I-35), (II-42) et (1I-43) , on obtient les trajectoires optlmales de v(t),
x(0), w(t) et qui sont : ‘

v'(r)={G'(r)+C2(£'(t)-x‘(t))}=0 , te[O,tf] ' (11-44)
x‘(0)={1+;1;as(0)}£,, (T1-45)
w' () = -—-WB’"Sf‘(:) . telo.t,] (I1-46)

: ; ‘ . -
En supposant que {1 +;—,—PS] est non singuliére sur 7 € [0,1 Jr] , I’équation (II-45) peut étre

réécrite de la maniére suivante :

()--—WBT]]x (1) . refo.,] | (11-47)
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avece |

-1
7= S(] +-;—2PS) : (I1-48) -

I a ét¢ démontré dans [27] que la stratégie optimale satisfaisant la condition du point chargé
donnée par (11-16) est la suivante :

u' =~R'Bl IT x,

. 1 r
w_=;~2-WB, T x,

v e (11-49)
1 ! |
x*(0) =[1-7—2P,, |
avec :
1 L
x,=|1-—PIT | %
]
%, = Ax+ Byu+—5 B, WBIIT x,+ MCIV(y-Cpx)
y (11-50)
I .
xc(()) = I—;—,—Pa I7(0) X,
ou:
1 -1
M:[I-?Pﬂjl P (11-51)
et /T défini par (11-46) satisfait |’équation différentielle de RICCATI: |
. 1
~[T=A"1 +HA-17[32 R B! ———TB,WB,TJ I+Q
4 (I1-52)

H(’f)""”f
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CHAPITRE 11 Synthése d’un régulateur par la théorie des jeux

et que pour X, =0, le probléme d’atténuation de perturbation posée par (II-15) est résolu
pour u=u"=—R"' Bl ITx,.

2-4 SYNTHESE D’UN COMPENSATEUR INVARIANT DANS LE TEMPS PAR LA
THEORIE DES JEUX :

Dans cette section, nous admettons que le systéme (I1-12), (II-13) et (TI-14) est un systéme
invariant dans le temps et que les matrices de pondérations dans (II-15) sont également
constantes, en particulier # et V sont des matrices identités.

On admet en plus que (4,B) et (4,Bysont des paires stabilisables et commandables
respectivement et que (C,,4) et (0;,4) sont detectables.

- Le probléme de Iatténuation de la perturbation pour ce systéme bien définit a été résolue
dans [9] (voir chapitre 1), basé sur deux équations algébriques de RICCATI (EAR). Tous les
compensateurs stabilisateurs qui peuvent étre construits satisfassent une norme 4, bornée.

On suppose qu’il existe deux matrices /7 et P, définies non négative et . positive
respectivement et satisfaisant aux deux E.A.R suivantes : '

— — ¥ o |
0=A"IT+17T A—H[B_, R Bf—?B, B}'JH+Q}' 0} (I1-53)
- = s = ! - :
0=AP+PA"- P(c;" C, —;—;Q}" Q,]P+ B, BT (11-54)
tel que ;
— 1 = ~ :
P'- ,,_2” >0 (11-55)

A partir du corollaire (voir Annexe B), la solution /7 (1) de I’équation différentielle de
RICCATI (11I-52) converge vers /T, si @ < IT, o0 IT est la solution deﬁme non négative
minimale de I’E.A.R (1I-53) (voir deﬁmtxon Annexe B). I

Quand 7, — og le compensateur décrit par (II-49), (I-50) et (1I-51) devient un compensateur
invariant dans le temps de la forme :

X =Ax. +By

u=C_ x, (I1-56)

ou:

— I "
A =A—B,R“B§H~MC§'C2+y—28,BfH
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et:

De plus si nous choisissons 7 et /7 comme étant les solutions définies non négative et
positive minimales, alors le correcteur (II-56) invariant dans le temps est équivalent au

correcteur H,, standard proposé par J. DOYLE et K. GLOVER dans [9] et explicité dans le

chapitre précédent.

Ainsi le systéme en boucle fermée devient :

" avec :

[B, 0 [Q, o}
7:.-1=|_0 Bcil’ Cl=|_

La fonction de transfert entre la perturbation W et z est donnée par :

T (S)=C,[S1-4,)"T,

'Proposition :[27]

Le systéme en boucle fermée (I-57) est stable et :

Tﬁz

sy

(Pour la démonstration voir référencee [27])

(II-57)

(I1-58)
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11-5 CONCLUSION :

Dans ce chapitre, nous avons présenté la technique de la théorie des jeux . Dans un
premier temps nous avons posé le probléme du jeu quadratique linéaire & information.
compléte qui consiste un trouver la stratégie de la commande et de la perturbation minimisant
un index de performance. Le probléme tel qu'il a été posé suggére la connaissance de tous les
états a tout instant et des conditions initiales. La stratégie de la commande a été trouvée a
travers la résolution d'une équation de RICCATI.

Dans un deuxiéme temps nous avons considéré le méme probléme mais cette fois ci avec
les conditions initiales inconnues et nous avons supposé que les états n’était pas toujours
disponibles. Le probléme consistait alors a trouver une stratégie qui en premier lieu
produirait se qu'on a appelé un point chargé et en second lieu minimiserait I’index de
performance et donc satisferait la propriété d’atténuation des perturbations, La so!utlon
s’opére a travers la résolution de deux équations de RICCATL

Enﬁn nous avons vu quc la synthése du correcteur issue de la théorie des jeux était
équivalent a celui issue de la commande H,, standard sous certaines conditions,

Dans le chapitre 4 venir nous allons utiliser les techniques exposées dans le but de
synthétiser une commande robuste appliquée a un robot manipulateur,
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- CHAPITRE Il - Commande H , non linéaire appliquée & un robot

II-1 INTRODUCTION :

Durant longtemps la technique dite " the computed torque " ou " le couple calculé " en
robotique €tait considéré comme des commandes peu robustes face 4 des incertitudes sur le
modéle dynamique du robot. Cette méthode qui consisté 4 compenser les non linéarités de
I'’équation dynamique du robot exigé la connaissance parfaite de ces paramétres, ce qui n'est
pas possible et qui pose probléme.

Dans ce chapitre nous allons voir que les techniques de la commande H, peuvent étre
utilisées pour justement pallier 4 ce genre d’inconvénients.

Dans cet esprit, le probléme de commande optimale par modéle de référence avec une
atténuation désirée des perturbations, (probléme de commande H. en robotique pour .
simplifier) est exposé. Cette commande a été proposée par BOR-SEN CHEN en 1994. Elle
peut parer 4 la fois aux perturbations externes et aux incertitudes paramétriques du probléme.

Dans l'approche qu'on expose pour atteindre une atténuation de la perturbation combinée,
le probléme H, va étre transformé en un probléme de commande optimale non-linéaire avec
une contrainte minimax. La théorie de jeux dynamiques est alors utilisée pour traiter le
probléme, qui implique la résolution d'une équation dite de BELLMAN-ISAACS. Ce qui
conduit a une condition suffisante pour la résolution de la commande par modéle de référence
- avec une atténuation désirée de la perturbation. Aussi, notre exposé nous permet de présenter
un nouveau modele de commande non-linéaire dans laquelle le probléme H, admet une
solution globale explicite en combinant la commande H,, non-linéaire par retour d'état et les

_ résultats des travaux de R. JOHANSSON dans [14].
-2 F ORMULATION DU PROBLEME AVEC LA PERFORMANCE H,, :

Avant de poser le probléme avec la performance H,, nous allons tout d ‘abord
donner les principaux résultats des travaux de JOHANSSON dans [14] concernant la
commande optimale quadratique par modéle de référence appliquée & un bras de robot
manipulateur. A partir de ces résultats, on formulera le probléme avec la performance H.,.

JOHANSSON pose dans [14] le probléme de la commande par modéle de référence dans
le cadre de la commande optimale quadratique. On se donnant un modéle de référence, il
dénve l'équation dynamique de I'erreur incluant le couple. A partir de cette représentation, il
pose le probléme suivant: quel est 'effort (forces) qui doit étre minimisé ? En calculant cet
effort, 'équation dynamique de l'erreur sera réécrite de sorte a faire ressortir cet effort puis
pose le probléme de la commande optimale quadratique.

IT1-2-1 Commande optimale quadratique par modéle de référence : [14]

Selon la représentation de DENAVIT-HARTENBERG, la configuration géométrique d'un
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CHAPITRE 111 Commande H, non linéaire appliquée & un robot

bras manipulateur & » degrés de liberté peut étre décrite par un ensemble de coordonnées
généralisées g € R". La méthode la plus systématique pour aboutir & I’équation dynamique du
mouvement reste celle de la théorie de Lagrange qui implique explicitement les expressions
de I'énergie cinétique £ et I'énergie potentielle Ep liées par I'équation dEULER-LAGRANGE
suivante : [25]

e -
o\oq) \oq)" " (1)

ol :

1(g.9) = Ec(q.4)- £,(g) @)

L(q,q‘) représente le Lagrangien du systéme et 7eR” représente les forces généralisées

correspondantes. Pour les systémes robotique, I'énergie cinétique Ec(q,q'r) est une fonction
quadratique du vecteur vitesse ¢ et est de la forme :

1
Eclq.4)=54" Mla)d (-3

Ainsi, I'équation dynamique du mouvement d'un tel systéme peut étre obtenue a partir de (II1-
2) pour aboutir & I’équation suivante:

M(q)i+C(g.9)g+Glg) =7 a4y

M (q) € N représente la matrice d'inertie, elle est symétrique et définie positive
(M(q) =M (g)> 0) , pour tout g € N”.

C (q .c}) représente la matrice des couples dues a l'accélération de CORIOLIS et aux forces
~ centrifuges.

G(q) représente le couple de la gravitation.

7. représente 1e vecteur des couples (forces) généralisé(e)s.
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CHAPITRE 1 Commande H , non linéaire appliquée & un robot

avec :

Clg.4)g = Mg.4)g ~§-§5(qf M(g)4) an-5)
- _3Ulg)
Glg)=— . (I1-6)

a. Objectif de la commande ;

La trajectoire de référence désirée qui est l'objectif de poursuite de la commande est
considérée comme une fonction bornée du temps en terme de position généralisée ¢, e I/ et
ses correspondantes vitesses et accélération ¢, et §, respectivement. Les variables 4, ,4, et g,
peuvent €tre convenablement garanties par un modéle de référence du type :

ér+Kr q.r'+ qur =Krr : (mJT)

Ou r est un signal de consigne borné. Le systéme dynamique (IXI-7) avec ses matrices
nxn, K, K,et K, doitétre stable.

b. Représentation d'état : ' ' —

La variable d'état de l'erreur de poursuite est définie comme suit :

7

ql_[4-4.] —
-2 s

Ainsi, le probléme de la poursuite de la position généralisée q est transformé en un probléme
de régulation de la variable d’état de lerreur X. En utilisant (III-7) et (111-4) l'équation
dynamique de l'erreur de poursuite est donnée par :

E:l:g} A(q.9)%+By (4.4, .9, g)+BM”™ ](q)r (I1-9)
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CHAPITRE I Commande H., non linéaire appliquée & un robot

]nxn onxn

A(q,g?)_= ["M_I (q)C(q.q') Onxn:‘

B,(4,.d,.4.9) = )

nxn

-0 M-f(q)(c('q)-»c(q.q)q,)}

¢. Quel est I'effort de 1a commande qui doit étre minimisé ? [14]

L'action naturelle est de minimiser la vitesse et l'erreur en position avec un minimum de
couple 4 appliquer et d'énergie 4 consommer,

L‘équation dEULER-LAGRANGE dans ou I'énergie potentielle est indépendante de la vitesse

d|(JE.| JF, 2F,
E[éqj P el (10

La vanation de I'énergie potentielle due a la gravitation est inévitable, et dailleurs elle peut
étre déterminée uniquement 4 partir du point de départ et le point d'arrivée. Dong, il n'y a pas -
lieu de minimiser l'effort due a I'énergie potentielle.

Soit le couple 7, (couple qui affecte 'énergie cinétique) donné par :

OE, _d [aE J FE,
o4 ) o9

. 18 .
= M(q)+#1l.4)4-3 5 {a" M(q)4) @E-11)

Pour étudier les propriétés de 7, on introduit la matrice N (q q) (Skew—Symmetnc) dont les
¢léments n , sont définis par les €léments m ; de M (g) comme suit:

(o”mﬂ o"‘mjk\ .
i3l >
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et:
1. 1 é
Ng.4)g=58rlg.d)4-375(4" M(g)d) (-13)
et donc 7, devient :
] .
7= M(q)§+58(q.4)4+ N(g.4)¢ @

Un résultat standard de la mécanique Lagrangienne est que le troisiéme terme de (III-14)
représente les forces du systéme qui ne travaillent pas. Le choix naturel de la variable de
- -commande a mintmiser est pour cette raison :

(M(q).-g-M(q,q))@ | - a-15)

Pour minimiser- les forces (couples) nécessaires, on introduit le choix de variables de -
commande dans une définition plus générale : : : '

= (q)T,i'+[§M(q.q)+N(q.q)]7}f an-16)

" )

Cla.4)

avec Z et 7 sont introduites par l'intermédiaire de la transformation d'état de ¥ suivante :

= —— =Tx_, — = . "17
’ (;,J (T g \0 L.)\g) e

ou 7 et T}, sont des matrices constantes qui seront 4 déterminées adéquatement.

Cette définition implique les forces (couples) affectant l'énergie cinétique (XII-11), la
trajectoire de référence (III-8) et la transformation d'état (II-17). Les termes impliquant
N(g.g) sont facultatifs.
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L'équation (II}-9) peut ainsi étre transformé de la maniére suivante:

= 4,(9.9)%+5,(q)u (m1-18)
avec: . ] A
Vol -M@) Cla.g) o0, ‘
. = 7;) nxn o -
Alg.d)=1 T e a-19)
. .](M(q)—I .
B(q)=17; ¥ (IT1-20)

| Le probleme de la commande optimale quadratique relatif 4 1’équation (III-18) est posé alors
comme suit :

. * . e . oy .
trouver la commande optimale » qui minimiserait le critére suivant :

J(u) = I“’L(:f,u)di (-21)
tel que:

L(%.u)= :?{.%*T(:)Qsc'(:)+—2{uf(r)Ru(:) ([I-23)

- Cecritére est connue sous 1’appellation d’index de performance .

Une fois la commande optimale »~ trouvée, le couple optimal 7~ correspondant est donné par:

HI-2-2 Formulation du probiéme avec Ia performance H,, :

La commande optimale par modéle de référence avec l'index de performance H, qui est
décrite dans le paragraphe précédent, ne garantit pas en général une grande robustesse face
aux incertitudes paramétriques et encore moins face aux perturbations externes. En pratique
les systeme robotique sont souvent sujet & des perturbations externes et i des incertitudes
paramétriques. Donc, il est treés significatif de considérer l'effet de ces deux perturbations.




CHAPITRE I Commande H ., non linéaire appliquée & un robot

Définition des incertitudes paramétrigues :

Les incertitudes paramétriques dites également incertitudes structurées permettent la
description la plus concréte relatives & des constantes physiques (masses, raideurs,
capacités......). Ces incertitudes sont:

A M incertitudes de M (g) dues aux incertitudes paramétriques des masses des articulations.
AC: incertitudes de C(q ,q) dues au changement de moment d'inertie de 4 M (g) et aux

frottements.
AG: perturbation de la force de gravitation due a ta configuration et a l'incertitudes de la
masse totale du manipulateur.

L' incertitude paramétrique des masses des articulations sera détaillée plus lom (Chapltre v:
- Application et Simulation).

Donc les matrices du modéle du robot (ITI-4), peuvent étre divisées en une partie nominale et
une autre partie perturbatrice:

M(g)= M,(q)+ 4 M(q) -
(7.4)+4C(g.9) - (-24)
g)+4G(q) ' '

)

L Q
T
\-..-'-

.

S’
9 I
= O

ou M,,(q).C,, (q,q').Ga (q) sont les matrices & paramétres nominaux, elles sont parfaitement

connues, alors que les paramétres de perturbations A M (q),AC (q ,q) ,AG(q) sont inconnues.
dautre part - certaines dynamiques non linéaires négligées (telles que les frottements)
peuvent étre considérées comme des perturbations par rapport aux entrées de commande.

‘En tenant compte de l'effet de ces perturbations, I'équation dynamique réelle du bras
manipulateur prend la forme suivante :

[M,(q) + a1(g)]d+[C,(9.9)+ aClg,4)|4+[G, () + 4G(g)) =2+ aur-25)

ou w représente une perturbation externe a énergie finie,

‘Maintenant, puisque les perturbations 4 M (¢),AC(q.4),4G(q) sont incertaines, le couple
(II-23) ne peut étre appliquée qu'uniquement avec les paramétres nominaux
Mg (q),Cg (q,g"),Ga (q) , et que .

o= My{)|d,~ 17 1,5 - T My(a)"(C(a.9) B 1,7 +4)]+C,0.4)+ G, (a)  am26)
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CHAPITRE 1 Commande H ., non linéaire appliquée & un robot

En posant :

&=~ aMlq)g+4C(q.4)+4G(g)-w) (I1-27)

qui représente la perturbation combinée des incertitudes paramétriques et la perturbation
externe w, I'équation (IXI-25) peut étre réécrite comme suit

My(9)i+C,lq.4)4+G,(g)=7+5 (111-28)

Avec le couple appliqué donné par (IT1-26) en terme de paramétres nominaux, on peut
. former la dynamique de l'erreur de poursuite perturbée (de » & ¥), en suivant les étapes de
dérivation du cas non perturbé décrit ci-dessus.

On aboutit 4 la forme suivante :

. o aAM9)Cla.) 0 ool Toen | [ L
$=7;{ "("3,_,°(q 9 o }’BHTF’LO [Mitla)ur g }Ma’(q)a (m-29)
1 i *12

nxn nxn

On définit un nouveau vecteur de perturbation : [6]

d=M,(q)T, M;'(g)5 (I0-30) -
-Et puisque :
[MJ '(g)0 }[T}}’ M;' (9){M,(4)T,, ;' (q) 5 }]z %‘,[’m] Md sy
Omm 0,,", Omm
_ alors, I’équation (I11-29) devient :
¥=4,(%,0)%+B,{¥,0)u+ B, (%,0)d . (-32)

ou:
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CHAPITRE II Commande H ,, non linéaire appliquée & un robot
SO -M,"(g)C(q.4) O, } C (IN1-33)
4=, [ T/ T T,
et:
r‘[n;n-] \
B{%.0)=1") ™" |M;'g) (II-34)

Remarque IlI-1 :

Dans les équation (111-33) et (11I-34), on a considéré que la matrice M, est fonction de X et .
de ¢ . Ceci est vrais car la trajectoire de référence g,(7) est définie par une fonction de ¢
uniquement. D'od :

M, (q) =M, (ff+q, (t)) = Mo(f-'t)
de méme :

. C,(4.4) = G (7 +4.(0.5 +4(0) = C,(%.1)
et

M,(q.9) = M, (7 +4,(0).5 +4(0) = M,(%.1)

En général, les paramétres de perturbation A M, AC,AG ainsi que la perturbation externe
w, ne peuvent pas a priori étre estimé précisément, la perturbation combinée est incertaine. Il
n'est pas facile de trouver une stratégie de commande pour annuler complétement cet effet, en
comparaison avec le cas non perturbé (III-18) on trouve un terme en plus d qui apparait dans
'équation de l'erreur perturbée (III-32), et donc une commande par modéle de référence
modifiée doit &tre appliquée en considérant atténuation de la perturbation. Un nouveau critére
de performance est proposé. Ce critére est le suivant: [6]

[

5(F (% (0)+4™ (1) Rul) e

XY, (111-35)
TEdT d(t)dr

avec la condition initiale ¥(0) =0

0 D

C 0
En posant zz{ :If +[ ]u, avec C et D des matrices de dimensions appropriées choisies
convenablement ¢t représentant les factorisations de CHOLESKY des matrices O et R, c'est &
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CHAPITRE I _ Commande H , non linéaire appliquée a un robot

dire Q = C'C et R = DD, on peut interpréter le critére (IN-35) comme étant le gain L; de la
perturbation d 4 la sortie contrdlée z définit pour le systéme non linéaire suivant : {31]

(111-36)

Par référence au probléme H,, standard présenté dans le chapitres I, on peut définir le
probléme de la commande optimale /., standard non linéaire dans les termes suivants:

Définition I1I-1 : [31]

Pour le systeme définit par (III-36) , trouver si elle existe, la plus petite valeur » 20 tel
que pour tout ¥ >y , il existe un retour d'état u" tel que le gain L; de 4 a z soit inférieur ou
égalea x ‘

Cette définition est quelque pev: différente & celle qui a été donnée pour le probléme H.,
standard linéaire. En effet dans cette derniére la stabilité interne du systéme était requise, c'est
a dire que le systtme en boucle fermée devait étre asymptotiquement stable. Or dans la
~définition ci-dess.us cette condition n’apparait pas en des termes directes, mais elle est
implicitement impliquée dans la condition que vérifie le gain L, et qui est dite propriété
atténuation, et qu'il est plus facile de considérer en premier lieu le probléme H,, sans’
conditions préalables sur la stabilité interne du systéme. [31]

Remarque I11-2 :

Nous avons utilisé dans définition I1I-1 le terme H,, . Ceci n'est pas tout a fait correcte, car
la norme H,, conceme les matrices de transfert, ce qui n'est pas le cas ici puisque on est dans
le domaine temporel. II serait plus juste d'utiliser le terme de gain L, qui caractérise les
systémes non linéaires.

La solution au probléme A, standard non linéaire a été traitée dans plusieurs travaux dont
ceux de A. ISIDORI et ASTOLFI dans [13], AJ. VAN DER SHAFT dans [30] et [31] et
tout récemment W. LIN et J.C. DOYLE dans [21] et WM. LIN dans [22]. Les solutions

proposées requierent la résolutions d'équations différentielles partlelles non linéaires qui sont
généralement difficiles a résoudre.
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CHAPITRE 11 Commande H , non linéaire appliquée a un robot

Pour contourner cet inconvénient, le probléme H,, non linéaire peut étre formulé comme
un probléme minimax, c'est a dire un jeu quadratique a deux joueurs, en I’occurrence u et d,
et poser le critere de performance (11I-35) de la maniére suivante:

T‘;‘(Yr(l‘) Q% (1) +u" (1) Rule)) dr

in_ . <y’ (I11-37)
u(ﬁleLz #0d .)eL2 T%drd(t)dt :
[

ol Ia trajectoire d'état X() débute par la condition initiale X(0) = 0. Si le critére (I1-37)
est vérifié par u~ et par d" on dira que " est la commande optimale et que d’ est le pire des
cas des perturbations. Dans ce cas, en synthétisant un retour d’état v = u pour le systéme en
boucle fermée, on a la garantie que Ieffet de la pire des perturbations 4 sur erreur de
poursuite et le signal de commande u est inférieure ou égale 4 y c’est a dire que :

|Z‘(’)",L2< , s
#0del, Ild(t)llL2 =7 | - 09

olu:
z (f)= N () + DJu () (I[[-Il59).

L'expression ci-dessus (11I-38) signifie que la norme H,, (norme L induite) de o 4 z° est

inférieure ou égale a v, a partir de ce raisonnement, on dira qu'on est en face d'un probléme

- d'atténuation de la perturbation par /H,, optimale pour la commande par modéle de référence

d'un robot manipulateur, pour simplifier on I’appellera commande par 4, non linéaire d'un
robot manipulateur,

Une fois la solution u” est trouvée pour un y donné, on peut calculer successivement de plus
petites valeurs de y jusqu'a l'obtention du niveau maximal (optimal) d'atténuation de la
perturbation.

1I-2-3 RESOLUTION DU PROBLEME H,,:

A partir de l'analyse faite dans la section ci-dessus, le probléme de la commande par -
modéle de référence avec une atténuation désirée des incertitudes paramétriques et de la
perturbation externe est formulée comme un probléme de commande H,, qui lui méme est
-équivalent & un jeu quadratique minimax. Dans cette section, il sera montré qu’avec un choix
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CHAPITRE I Commande H ., non linéaire appliguée & un robot

.adéquat d'une fonction (fonction d'énergie emmagasinée), le probléme de commande 4., du
robot manipulateur, peut étre globalement résolu en térme d'une formule explicite par _
I’intermédiaire de I'¢quation dite de BELLMAN-ISAACS de la théorie du jeu différentiel [6]

Aprés réarrangement de I'équation (IF1-37), le critére de performance devient comme suit : .

- - Lerinowtnad, L ~(0)
_ (’}u(} 1:031. GLZT(Ex (!)Qx(t)+2u (t)Ru(t)—-z}f drd(t)dt)so X(0)=0 (1-40)

On définmt la fonction coit :

). d06).0) = ] L(Z (), uls),d(s)) ds e

avec le Lagrangien de l'optimisation L(SE , u,d) donné par :

1 1 i
L(3c".u,d)='2-3E"er"+5uTRu—-2-y2de (0-42)

et en introduisant la fonction (% (r),¢) donnée par :

V(%)) =m(;)q rgﬁ.f(f(t),u,d,t) (1-43)

u

le critére de performance (1I1-37) est équivalent & :

min  maxJ(%(0),u,d,0)=V(%(0),0)<0, quand X(0)=0 (IT1-44)
() df)

Dong, a partir de l'analyse ci-dessus, on peut voir que la solution du probléme de commande
H 5 d'un robot manipulateur peut étre subdivisé en deux étapes et qui sont les suivantes

Etape 1 : Résoudre le probléme minimax

v(x(0),0)=min max J(%(0),u,d,0) (10-45)
| o) W) |
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CHAPITRE 111 Commande H , non linéaire appliquée & un robot

-~

11é a I'équation dynamique de l'erreur de poursuite perturbée (I11-32).

.Etape 2 : Trouver la condition pour laquelle l'inégalité suivante :
v(%(0),0)<0 (111-46)
soit vérifiée quand ¥(0) =0.

Pour clarifier notre présentation, nous commencerons par résoudre 'étape 1, c'est 4 dire
trouver la commande (minimale) " et le pire des cas de perturbation (maximale) 4" ainsi que
la valeur de la fonction minimax V associée. La résolution de la deuxiéme étape ne sera alors
qu'une conséquence directe des résultat de la premiére étape.

® Resolution du probléme minimax:

La résolution du probléme minimax (IXI-45) qui est équivalent au probléme minimax posé
par les équations (II-2), (1I-7) et (1I-8) du chapitre I, s’opére par I'application de I'équation
minimax de BELLMAN-ISAACS [6]. Sous I'hypothése que la fonction V existe et est
continuellement différentiable, le probléme de commande minimax (YMI-45) 1ié¢ a (1T1-32) est
résolu par la paire d'équilibre u", d” si et seulement si V(BE (¢) .t) satisfait I'équation minimax
de BELLMAN-ISAACS suivante : [6] [15]

=min maxH(%,u,d,1) | (111-48).
u.) d?.})[ : .
=H'(%,u",d" 1) (111-49)

ou H représente 'Hamiltonien, et en référence a la fonction coiit J, la fonction candidate V'
doit vérifier la contrainte finale suivante :

V(%(e0),00) =0 . (111-50)
La fonction candidate V' est choisit de la maniére suivante : [6]

v(z.1)= észf P(x,1)x (I1-51)

ol P(Sc" ,t) est une matrice symétrique définie positive pour tout ¥ et ¢,
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Commande H ., non linéaire appliquée & un robot

CHAPITRE 1

En utilisant la technique ” completing the squares * on a;

vz 1 . oP(F1)_
7 —P(x,t)x+2x °T X (111-52)
ce qui donne :
T
aviza)) . _, 1 _(opr(x,1) . |
i _=Tplx A3, LG < 3 |~ 5
[ 7 Jx R P(x,t)x+2‘=jx( el (111-53)
et 'Hamiltonien devient :
% lorne, 4 r I 20t 4, =t plw N3
H(x(t),u,d,t):—z—x QF+5u Ru—Zy*d d+% Pz, 0%+
1& (ar(x.1).)
+2§x[ 3% x,Ji’
(I1-54)
En substituant I'équation (I1I-32) dans (II1-54) nous aboutissons a :
l
—yidTd+

3:""Q3§+§u”Ru+3c“TP(Bc",t)BT(f,t)u—2
n = A
¥ p(x.) Br(rc,t)mrp(f,t)Af(f,t)ngiw[fg%ﬁi Js

=]

8o e

H(%(0),u,d,1)=

@ss)

La commande optimale z = »" pour laquelle H atteint sa valeur minimale, est obtenue par la
‘dérivée partielle par rapport a u

oH '

o= u R+ ¥ P(%,1) B,(%.1) (I11-56)

- JH .
. L'optimum est obtenu en posant aa = 0, ce qui donne :

u'=-R" B}‘(f,t)P(E.r)f

(IX1-57)
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CHAPITRE I Commande H ,, non linéaire appliquée & un robot

2

H
E¥) =R>0

Cet optimum est un minimum, en effet :

En faisant 1a méme chose par rapport 4 4 on obtient :

d" = —;2—3;" (%,0) P(%.0)% (I11-58)

" pour qui on obtient un maximum, en effet : ?dH =—y‘ <0

En posant :
G,(%.1)= BT (%,0) P(% ¢)% . (II-59)
et sachant que :
V(E.1) _ - a"P(Ec“,t)i
ot ot
L'équation (111-47) devient :
1_,0Px8) 1 . oo T ot AT o
—Exr 0£r )xzzx"QchTP( t)A,(x,t)—EGf(x t)TR G, (%, 1)+
(HI-60)
Fi - 13 N fﬁP Xt .
+2yzG,T(x t)TG,(x t)+5§xTL 5(3: ) ,}x
ou €ncore
T {P(%.1)« P(%,1) 4, (% 0) + 47 (%.0) P(%.1) -
P(x.1)B, (f,t)[R-f —;1;1]3;(35,:)10(:: r)+Q}3c' =0
(111-61)

La commande optimale " et le pire des cas de perturbations & correspondant sont :
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CHAPITRE Il : Commande H ,, non linéaire appliquée & un robot

W ()=-R"G/(%,0)=—R" BL (% 1) P(% 1) % (I1-62)
et
d'(f)= -.%G,(?r‘,t)= %B%" (7.0 P(% 1% | (I11-63)
Y y .

et a partir de 1'équation (ITI-61), on aboutit a I'équation non linéaire de RICCATI suivante :

P(E.0)+ P(%,0) 4, (%0} + A2 (%,0) P(% 1)
- P(%.1) B,.(sc",:)(R-f-}1—21)3;(3',:)1)(3,:)4-(2:0
| (I1-64)

On voit bien que la stratégie de commande donnée par les équations (ITI-62) et (111-63)
associées a l'équation de RICCATI (III-64) est celle qui a été proposée dans le chapitre
précédent.

En général, il n'est pas facile de résoudre I'équation de RICCATI non linéaire. Cependant, en
robotique l'équation (INI-64) peut étre simplifiée d'avantage en une équation algébrique
matricielle par un choix adéquat de la fonction P et en utilisant I'hypothése concemant la
matrice N (q ,q) (Skew Symmetric). £ est alors choisit de 1a maniére suivante : [6]

|5 (IT1-65)

ou X est une matrice constante symétrique définie positive, représentant la contrainte de la
source d'action autour de la position de référence donnée, puisque le terme contenant My(g)

représente 1'énergie cinétique. On peut interpréter la fonction candidate V(Sc“, t) comme-
I'énergie totale emmagasinée dans l'erreur d'état X dans le temps t.

11 faut trouver maintenant sous quelles conditions la fonction suggérée (I¥I-65) est une

solution de I'équation de RICCATI non linéaire (ITI-64). Considérons le 2°™ et le 3°™ terme
de l'équation de RICCATI non lin¢aire (XI-64), en utilisant I'hypothése suivante :

x" N{g,4)x=0  (m66)
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ou:
1.
N{q.4)=Cy(q.9)-5 M,{g.9)
on trouve ;
~ ~ : T ~ . Omm K rr"M(qu') Omm
P(%.0) 4 (%.0)+ 4] (2.0) P(x.0)=| +7;,L 0 o % e
(Voir Annexe C)
En posant
Ly |
BL(%,¢) P(%.)=B" T, ou B{O } (U11-68)

et en substituant (I1-67) et (II1-68) dans I'équation de RICCATI non linéaire (IN1-64), cette
derniére devient une équation algébrique de la forme :

0 K |
vo-1F B R - L1871, =0 (1-69)
K 0 "

Remarque I11-3 :

Lorsque Y — o0 (i.e pas de contraintes imposées sur latténuation de la perturbatxon d)
I'équation algébrique matricielle (ITI-69) tend vers :

0 K T V-I T
x 0[O~ BR'B'T,=0

qui est le résultat de la commande optimale H, considéré par JOHANSSON dans [14].

A partir de l'analyse faite ci-dessus, il s'en suit que la fonction candidate V' de (I11-51) est
. ) . - - ] . .
solution de I'équation (I1-47) avec ' =-R B ' I,X etd" = ?BT T,% siles matrices K et
7, satisfont I'équation algébrique (111-69). |
1l reste maintenant a vérifier que ¥ satisfait la condition finale (III-50) pour que le probléme

minimax (II1-45) soit résolu. Pour cela il suffit de prouver que 'V est une fonction de
LYAPOUNOV sous une certaine condition.
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CHAPITRE 111 Commande Hy, non linéaire appliquée & un robot

Preuve:

V(}’ ,t) est continue et puisque la matrice K>0 et Tj est non singuliére nous avons comme
conséquence directe que V(E ,t) >0 pourtout ¥ #0.

En prenant la dérivée de la fonction candidate ¥ par rapport au temps ¢ et pour # = u et d=d’,
nous obtenons :

dt ax * * ot
o
De (II-49) on a
ov(%.1) (. ) av(z.0Y .
Y S A RPE Jx
u.d
alors : ( )
dViX,t 1~T~]or -]2*7'
PP Qx—zu Ru+2yd d
]NT T -1 1 T g
=¥ O+ T BR -1 BT, (%<0
Si;
y*I>R (111-70)
dv(z.i)

- et puisque @ > 0, nous avons <0 pour tout [0 et donc V est une fonction de

dt

LYAPUNOYV. Sachant alors que rI_Jr';nmEt“( t) =0, et puisque V est continue nous avons:

lzm V V(‘lzm 7 )

Ce résultat nous permet de dire alors que V(% (0), 0) (m mﬁr x(O) ud 0) En effet:
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av(zs) (ov(z)Y )  ov(z.)
ar oz )Y YT o
u.d
=-L(%,4"d")
(s Lo o I, )
——(zx QX +5u” Ru 2y’d d

En intégrant I'équation ci-dessus membre par membre, nous obtenons :

TdV(SE,t)=V(3c“(oo),oo)—-V(3c'(0),0)
. U TP R LIy,
=-Z;(3 ?;ﬁz[g (t)'Qx(t)+2u (I)Ru(t)—zy d (t)d(t))dt

et comme ¥ (% (o0),00) = 0, nous obtenons :

( (0), 0 (n mﬁT(-g (Nex()+= uT(t)Ru(t)-——ysz(t)d(I)J
. -mm m?x 0) u,d, 0 |

Maintenant que L'étape 1 est achevée nous pouvons constater que la condition posée dans
I’étape 2 du probléme de la commande H,, du bras manipulateur est directement impliquée.
En effet :

ld'oupourx(O) =0 V( (0)0):-0.

En récapitulant, Ie probléme de la commande H,, d'un bras manipulateur est resolvable si:
1- I'équation algebnque (ITI-69) admet la paire de solution X >0 et 7, non singuliére.

2-y°I>R
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CHAPITRE III Commande H,, non linéaire appliquée & un robot

La commande optimale u'(t) et la pire des cas de perturbation d” sont donnés respectivement
par:

u=-R"B'"TL¥ et d'=

Ainsi 3 partir de (I11-23), le couple a appliquer correspondant qui garantit la performance H®
est donné par :

o= Mo{a)|d. - 77 126~ T M (0)”(Colg.9) B 1% +4)]+ G g.9) + G ().
'Remarque nl-4:

L'inégalité (11I-70) impose une contrainte sur le niveau d'atténuation de la perturbation y a
atteindre. Ceci est due a la pénalité sur l'effort de commande » qui apparait dans l'index de
performance (111-37). _

Cependant, lorsque R— 0 i.e que la pénalité commande  est faible, ¥ peut prendre de
plus petite valeurs que possible, mais ceci peu exiger une énergie de commande importante.

 Solution de I'équation algébrique matricielle (IT1-69) : [6]
Pour implémenter le moment 4 appliquer (XI-23), on doit trouver les matrices 7, et K

solutions de I'équation quasi-algébrique de RICCATI (I11-69).

Soit Q une matrice symétrique définie positive factorisée comme suit :

or o, QH} | |
= : =71
0 [Qf} 0o, -7

Avec cette factorisation (III-69) se fractionne en quatre équations qui sont les suivantes :
r | p-r 1 7 .
0 9-1 [R - ;2'1)7}1 =0 (1-72)

; .
K+Q};-J;§(R-’-71Jr”=0 o (I3-73)
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CHAPITRE 11 Commande H ,, non linéaire appliguée & un robot

4 1
K+0,-T [R ’~71]732 =0 (1-74)

o 4 | -
07 0,-13( ’-;,—;fjnﬁo | an-7s)

I
De (III-72) & (I11-75) la matrice (R" ~—}71 J doit étre définie positive, puisque les matrices .
070, et QZTQQ sont définies positives. Soit :

] -1
RIR, = (R" -~ -;—;IJ (1M1-76)

En substituant (IX1-76) dans (I1I-72) et (IXE-75), les sous-matrices T}, et T, et donc T,
peuvent étre obtenues comme suit :

T T
7y = [R}OQJ 31 ]Qz] -77)

Par substitution des valeurs de T, et T;; dans (III-73) et (ITI-74) respectivement, on aboutit
a la matrice symétrique K donnée par :

!
K=2(070,+0] 0)-c}+0,) S s

En résumé, la synthése de la commande H., d'un robot manipulateur peut étre congues par les
étapes suivantes ;

Algorithme de conception :
Etape 1 : Choisir le niveau désiré d'atténuation de la perturbation, y >0.
FEtape 2 : Sélectionner les matrices de pondération R et Q tel que R>0 et que

A (RY< ¥ et Q soit de la forme :

Q__{Q; o O

oL o Q;:f avec (Qf 0, +0; QJ) -(erz +.Q:2)> 0
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Etape 3 : Calculer la factorisation de CHOLESKY :

7 Y
R,T R, =[R—‘r —Ff]

pour avoir :

., =[Rf 0 K Q,]
’ 0 I

Etape 4 : Aboutir au moment appliqué correspondant :

r*= M,(q)[d, - 77 7,4 - T My (0) (G, (9.9) B 1, % +u7)] + G, (9.9)+ G, g)
ou : u=-R'"B'T%

En choisissant Q = af et R = A pour tout a réel positif et < %, avec choix de K toujours
définie positive, on aura 7/1 = 712 = p I, pour un certain réel p, 'expression du couple
appliquée devient :

r* = M,()[d, -7 - M;"(9)(Co{g.4)- B")(§+7)] +C,(q.4)+ G, g) -

Remarqué s :

La pondération R ou plus exactement S tel que R = Al est d'une importance capitale. C'est
elle qui en fait détermine le degrés d’atténuation des perturbations. En effet, en se fixant un
degrés d’atténuation 7, la solution au probléme H,, existe si B < 37, mais cela ne limite pas
pour autant le choix sur F et rien n’empéche de prendre des valeurs trés petites de f et
implicitement diminuer 3, de maniére a ce que B reste toujours inférieur 4 7 7, ce qui aura
pour effet ’amélioration de la qualité d'atténuation et surtout d'augmenter la valeur de la pire
- perturbation atténuable. Il est alors logique, lors de la synthése de la commande de considérer
tout d'abord £ puis lui faire correspondre un degrés d’atténuation ».
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I11-3 CONCLUSION :

II serait hatif de vouloir conclure maintenant sans avoir procéder a des simulations pour
tester l'efficacité de la commande, ce qui sera l'objet du quatriéme et dernier chapitre.
Néanmoins nous pouvons récapituler les principaux résultats. Tout d'abord concernant les
travaux de JOHANSSON dans {14]. Celui-ci pose le probléme de la commande d'un bras
manipulateur par modéle de référence en appliquant la commande H,, qui consiste a
minimiser l'erreur de poursuite et I'effort & appliquer. Ce dernier est soigneusement choisit
puisque il écarte l'effort due 4 I’énergie potenticlle. La stratégie de la commande qui serait
propose en utilisant la commande H, ne permettrait d'avoir de bon résultats que si le modéle
dynamique du robot est parfaitement connue, ce qui n'est pas le cas dans la réalité et que celui
-ci est souvent sujet 4 des incertitudes paramétriques et de perturbations externes. A partir de
- 1a nous avons proposé dutiliser les technique de H., pour palier justement & ce genre de
difficultés. Dans un premier temps, le probléme a ét¢ transformé en un probléme de A, non
linéaire, puis, dans un second temps en un probléme de contrainte minimax. Nous avons alors
aboutit & une condition suffisante pour l'existence de la solution au probléme minimax et
~ dong de la commande avec la performance H,, .

Le chapitre suivant achevera notre travail, puisque il s'agira de simulations concernant
I'application de la loi de commande (IXI-79) sur le robot manipulateur PUMA 560
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IV-1 INTRODUCTION :

Dans ce quatriéme et dernier volet nous allons appliquer la commande présentée dans le
chapitre précédent sur le bras de robot PUMA 560 de Puma Unimation Inc., et procéder a des
simulations qui nous permettront de juger de I’efficacité de cette commande.

La premiére partie de ce chapitre fera I’objet de la modélisation dynarhique du PUMA 560,
ou on a considéré uniquement les trois premiers degrés de libertés.

Dans la deuxiéme partie nous allons procéder a différentes simulations, présenter les
résultats de celles-ci, puis les interpréter.

IV-2 MODELISATION DYNAMIQUE :
La dynamique du robot est régit par des équations mathématiques issues des lois de la
physique Newtoniennes et Lagrangiennes . Deux approches essentielles nous permettent

d'aboutir & ce modéle mathématique et qui sont les approches d’Euler-Lagrange et Newton-
Euler, dans notre cas on s’intéresse uniquement a la premiére

Le modele ainsi obtenu nous permet de synthétiser une loi de commande et de simuler le
mouvement du manipulateur pour tester l'efficacité de cette commande .

IV-2-1 Approche d’Euler Lagrange :[2] [25]
L'approche d’Euler Lagrange associée a la représentation de [D-H] permet d'établir un
syst¢tme d'équations différentielles reliant les coordonnées généralisées aux forces

genéralisées, obtenant ainsi le modele dynamique du robot manipulateur

L’équation d’Euler-Lagrange est donnée par : [2] [25]

dloL] oL 02E,
g +—""=1 i=1....n V-1
ﬂﬁq,J dq, 94, V-

ol L est le Lagrangien qui s’exprime par :

L

Ec-E; - (av-2)
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' Ec : énergie cinétique totale de toutes les liaisons ;
Ep :énergie potentielle totale de toutes les liaisons ;
Ep : énergie de dissipation en cas de présence de frottement visqueux ;
T; :force généralisée a la /™ articulation;
n . nombre de degré de liberté ;
q; :coordonnée généralisée d’ordre i ;
g, :dérivée de la coordonnée généralisée.

a. Energie cinétique:

L’énergie cinétique est calculée par I’expression de la vitesse.

dr!
i _4n .
Vo = I : (Iv-3)
19 =g T'7 (AV-4)

ol r, est la coordonnée homogéne du point ( i ) exprimée dans le repére R, . Comme la
i

liaison n’est pas flexible, on a —2—’—- = () donc :

¥4Iy,

V) = . -5

avec 7, est la matrice de transformation homogéne. Sous une forme plus compacte, on peut
écrire | '

]
Vo = 2|Uy 4] (V-6
< |
et:
TN T s
U,= : -7
* y { 0 Jj2i (V=7

pour une liaison rotative on a :
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0 -1 0 0
I 0 0 0
2=0 0 00 (Iv-5)
lo 0 0 o]
et pour une liaison translationnelle :
l‘o 00 0
0 0 0 0 9
Q,—l 0 0 0 I (Iv-9)
"~ lo o o o
I’énergie cinétique de I’élément / dans la liaison i est :
! r :
dE,, = Evace(lﬁ V) dm (IV-10)
en développant I’expression précédante, on obtient :
dEq, = zrace(ZZU (! " dm U,iqqu (IV-11)
Jel kml
I’énergie cinétique de la liatson 7 est:
i
trace[ZZU J,ULg, q,,J | Iv-12)
Jul k=t
avec :
rjxfdm j-x, y,dm J-x, z,dm Ix, dm_
- Ixfdm 'nyzdm J‘Jﬁzidm .[y.rdm '
J = | ) (Iv-13)
jx, z,dm _[y, z,dm jz, dm _[zi dm
__[x, dm I y, dm Iz, dm _[ dm
L’énergie cinétique des actionneurs est définie par :
1
Fa=3 20,4 av-14)
fe
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ol I; caractérise un moment d’inertie dans le cas d’une rotation et une masse dans le cas
d’une translation de I’actionneur /. L’énergie cinétique totale sera ;

Ee= g+ E, av-15)
=i .
b. Energie potentielle:
Ey=Ym g rl == 2m g T . (IV-16)
© =t i=]

avec g’ = [g, g & l] exprimée dans le repére R, , dans notre cas :

g'=[0 0 —|g| (Iv-17)
ou g est Ja gravité.

Enfin, Iénergie de dissipation est donnée par :

ED.Z

LR

2fm 4 - (IV-18)
I=

.ot f,, le coefficient de frottement visqueux (i=/,n).

¢. Equation Dynamique :

D'aprés I'expression du lagrangien, L sera donné par :

i

I &G <& ‘
L=EZZZ”‘IC€(UJJ Ji Uif) 9.'1 fh"‘zmu 8T7§rf (IvV-19)

i=f j=l kel

Appliquant la formule d’Euler-Lagrange a la fonction Lagrangienne donnéc ci-dessus, on
~ obtient la force ou couple généralisé donné par :
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7, = ggrmce(uﬁ J,U%) §, +i5:2n-ace(Uw J,UT)

Application et Simulation

. Vi J .
_ qkq,—im.g Upri +fud
j=l k=l =] J=i

avec ;

TQ T T k< j<i
Uy = aTj“jr Q; k—tTj“j Qp ol Jsk<i

0 j<i<k

Ou encore sous une forme plus compacte :

J= Jel k=i

j=1,...
My(q)=k_n§w‘m‘ée(Uu J UZ) ;'=]

G,(q) = _imj gT Uﬂ rjj
J=i

H
o

Cij,,(q)z i trace(Uy,,J,U,f)

Tmmax{i,j.k )}

o
It
P

H, ( ‘h) = f, n 4
La forme matricielle est donnée par :

T(1)=M(q)§+C(q.4)4+G(q)+H(q).

(IV-20)

Iv-21)

=D Myf@) 0+ S0 Cal@)d, 0¥ Ca)+ Hid) i= o AV2D)

(Iv-23)

(IV-24)

(IV-25)

(Iv-26)

(Iv-27)

avec g € N, g e R",§ e N représentent respectivement les positions, les vitesses et les

accélérations articulaires et :
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Mf g) € R™": matrice symétﬁque définie positive des accélérations inertielles dans

I’élément M;; de cefte matrice est I’inertie de la /™ articulation sur la
™ articulation et vice versa ;

C(q.4)g € R" : vecteur de forces et/ou couples dus aux accélérations de coriolis et

centrifuge ;
G(g)e R : vecteur de forces et/ou couples dus aux forces de gravitation ;
H(g)en" : représente les frottements visqueux ;
t(t) € R"  :vecteur de forces et/ou couples;

Si de plus on introduit un vecteur de perturbation w(t) au niveau du vecteur couples (7 )
P’équation dynamique du robot devient:

wit)+1(t)= M(q)§+C(q,9)4+G(q)+H(§) (Iv-28)

IV-2-2 Modéle dynamique du robot PUMA 560 : [2] [5] [25]

Le calcul du modéle dynamique final a été obtenu en appliquant I'approche d'Euler-
~Lagrange.Dans ce qui suit nous allons donner directement l'expression de ce modéle, en
renvoyant tout lecteur soucieux du détails et de démonstrations & la référence [5]. Ce

manipulateur réalise 3 mouvements rotationnels, le premier suivant !’axe horizontal, le
second et le troisiéme suivant deux axes verticaux comme indiqué sur la figure ci-dessous
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Figure (IV-1)

- Le modéle dynamique est le suivant :

w(t)+t=(M(q)+ ME(q)) §+C(q.4)4+G(q)+H(G)+7,, (fv-29)

avece )
L+T,cl,+1,c2+1,¢,¢, Ios,+1s, I s,
M(q)= L5, +1, 5, IL+I,c, 1,405I,c,|  (1V-30)
Is,, | I, +051,¢, 1,

_(2(13 5,6+ 155655 )+
0 +1, (02323'*'32"'23))9"1‘*‘ [

. '*‘(215023)%4"3""(]5023)43
"'(16 ¢+ 523)‘?2'

(]3 €8+ 1,658, + J
Clq.q)= 0 I .G, —0571
(9.9) [4_0'51‘ (5,05 +C, Szg))é'; (—( 453)‘12 d; ( 433)‘13)
((12 Sy €3 +051,¢, cza)q;) ((0-514 Sa)qz) . 0
(av-31)
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st oo ]
G(q) = L-(m, L+05ml,)ge,—0.5m,1, gcﬂJ (Iv-32)
-05ml; ge,,
1 g,
H(q)= L, qu (Iv-33)
l.f:'" q.g
8
T = TzJ (IV-34)
by
ou:
¢ = cos ¢, =cos(q,+q,)
P= o (9) ¢ AT (V-35)
s, =sinfq,) s, = sin(q, +qj)
et: ‘
I=1,,+1,, +m2d,(d, +e) +mdl+1_,.
1= Iyy.? =1 s
I;= Ty +m3122.
le=m L.

I,=05m,l,d,

Io = 0.5myl(d, +e) +m,d,1,.
L=1,+ 1 +ml,
I=1_,

(IV-36)

La matrice ME représente les effets de 1’effecteur car ce demier posséde une masse non
négligeable. Pour le calcul de cette matrice on se contente de la méthode donnée par : f1]
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ME; = 1y +m d} + 1, +(1, — 1, +m 2)cd +m 12 & + 2m L1 ¢y,
ME,, =ml,d,s,;+md,ls,.

ME;; = m lyd, )5

ME, =T, +m(Z+E)+1,,+2m1l,c,

ME,y =1, +mil +m11c,

ME; =1 ,+mB+1,,.

(Iv-37)

I,; moments d’inertie des différents moteurs .
Teets Ly, 1z moments d’inertie totaux par rapport aux principaux axes de I’effecteur,

Le vecteur des couples additifs 7,. représente ’effet de la charge, il est calculé par la
matrice Jacobienne, cette demiére est la dérivée du vecteur position de I’effecteur.

| 5 |
J(q)=2L Iv-38
=5 (Iv-38)
~ En particulier, pour le robot PUMA 560, on a :

Jg)=[Jita) Jq) Ji(q)] (IV-39)

et:

Pz[ci(lzcz"'lsczs)_dzsf S!(lzcz"‘lsczs)*dzc.- _(lzsz"'“lsszs)]r ' (Iv-40)

d’ou la matrice Jacobienne :

—s,(12 8, +1, cz,)—dz o —c,(l, s, +1 sz,j c,(l Sy -I _
J(Q)=L c:(’z ¢+l Czs)"'dz S —S;(lz 83 +1, 323) =5 (l 5'23 | (Iv-41)
0 Lo +hey)  ~(hey) |
Le couple duala pbrtéc de la charge sera :
T =my J(q)[I(q) G+I(9,4) G+ ] - (Iv-42)
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avec g= [0 0 9.81]T et J(q.g) dérivée de la matrice Jacobienne obtenue a partir de la
différentiation par rapport au temps.

L’expression finale de I’équation dynamique (IV-29) inclue les incertitudes paramétriques
- au niveau des masses de chaque articulation, les frottements visqueux exprimés par le vecteur
H(g) et le vecteur de perturbation w(t). Cette expression peut se mettre sous la forme
suivante:

8 +7=(My(q)+ ME)(9))§+Co(4.4)4+Gylg)+ 1, (IV-43)

 de sorte que & représente la perturbation combinée due aux incertitudes paramétriques, 4 la
perturbation externe w(t) et aux frottements visqueux et M,(q), ME,(q),.C,(q.q ),
G,(q)7,_ représentent le modéle nominal du robot dont les paramétres sont donnés dans

I’annexe D.
IV-3 SIMULATION :

¥V-3-1 Trajectoire de référence :

Les trajectoires de référence 9,9, €t g, sont convenablement choisies par le modéle de
référence suivant:

g, +kq, +k,q,=kr

9] i =]
avec q,=4q,, q,(O):Iﬁ ; r=|n/3;
et

kv=03x3; k,p:[_'v‘x.i; kp=]3x3;
ce qui donne :
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q,,(t)=(2~n/6)cost+m /6
q,(t)=(2—-n/3)cost+n/3
q,(t)=(2-nm/6)cost+x /6

La periode de ces signaux est de 2, en robotique cet horizon représente une dynamique lente,
on se propose alors de diviser cette période par 3 pour exciter d’avantage la dynamique du
robot sur un horizon plus petit. On faisant le changement de variable ¢ = 3¢, ce qui donne:

g, (t')=(2-x/6)cos3t'+x /6
g, (t')=(2—n/3)cos3t'+nr /3
q,.(t')=(2—-n/6)cos3t'+m/6

~ Autre trajectoire qu’on va utiliser est la trajectoire cycloidale proposée pour le test de Leahvy
et qui est donnée par la fonction suivante :

A4
0)+~—(w.t—sin{a.t O0st<t
gu(1)={ IO * oy (1 sim(@.1) p i=123
qﬂ(tf) —
' 27
avec: aJ=-t—; A=q,(t,)-q,(0);
!

Le test de Leahvy suggére de déplacer les différentes articulations de la position
[-50°-135°135°] & la position [ 45 ° -85 ° 30 ° ] en 1.5 secondes [16]. Ce test est effectué
* sans charge.

IV-3-2 Spécification des incertitudes paramétriques, de la perturbation et des
frottements visqueux :

a. Spécification des incertitudes paramétriques du modéle :

Les incertitudes paramétriques du modéle concerne uniquement les masses des trois
articulations du robot manipulateur, tel que :
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m, =m, + 4m,, i=123

ou my, représente la masse nominale de chaque articulation et A m, incertitude. Cette
derni¢re peut étre écrite sous la forme:

dm =my¢ ou ceRet [gls]

Au niveau des simulations ¢ sera choisit soit comme paramétre fixe soit comme fonction
sinusoidale d’amplitude inférieure ou égale 4 1.

b. Spécification de la perturbation :

Les €léments w, (1), w,(t)et w,(t) du vecteur de perturbation externe w(¢;) sont de
signaux carrés de période 277 / 3 et sont de la forme:

2 0<t<xn/3 O0<t<x/3

0
wj(r)=w3(t)={0 n/3<t<2x/3 " wz(t)z{—z n/3<1<2m/3 "

¢. Specification des frottements visqueux :

En plus de la perturbation externe w(r), les frottements visqueux exprimés par le
vecteur /(g )sont rajoutés comme dynamique négligée au niveau du modéle et sont
~ considérés comme des perturbations. Les coefficients f,,’, /,,et f,, sont pris égaux 4 0.5.

IV-3-3 Simulation et interprétation des résultats :

L’ensemble des simulations qu’on va présenter ont été réalisées sur Pc munis d’un up Intel
Pentium 133 Mhz et en utilisant le langage de programmation Matlab 4.2 sous Win.95. Les
équations différentielles ont été résolues numériquement par la méthode de Runge-Kutta
classique d’ordre 4 a pas constant h=0.001. Les résultats de ces simulations sont donnés par
-les figures ci-dessous. Sur chaque figure est indiqué le type de test effectué et le degré
d’atténuation imposée. Ce demnier et en tenant compte de la remarque (IV-6) du chapitre.
précédent est spécifié uniquement par le choix de B. Pour alléger les figures nous avons
adopté les abréviations suivantes:
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sans charge — sc
avec charge — ac
avec charge lachée a I’instant t = 2.5 secondes — acl 2.5(s)
sans perturbation - sp
avec perturbation — ap
sans frottements visqueux -» sfv
‘avec frottements visqueux — afv
sans incertitudes paramétriques —> sip
avec incertitudes paramétriques fixes de x % —» aipfx
avec incertitude paramétriques sinusoidales d’amplitude de x % — aips x
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Trajectaire réelle
""" Tn]eﬂdndelifdmwy
120 — 1.20 — 50
i 1.00 — 40
9 — 0.30—'_ 30
_ __0.60 20
Eﬁwﬁ % 0.40 T 10
= <, 0.20 £ 0
0.00 -10
30— .20 -20
7 ' 0.40 | 30
N L U e e S L B B B B0 LI L I A B e
6 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 S5 6 ¢ 1 2 3 4 5 6
Tempa [secondes] Temps [secondes] Tempa [zecondes]
Position, Erreur en position et Commande de la premiere articulation
120 — 1.20 75
§ 1.00 — 60
901‘ D.so_j 435
_ 60— _ 0.60 ‘l‘:
E o] E" 0.40 — T o
2 : 3 0.20 - & s
0 — 0.00 — 30
B 5,20 — 45
30 — ] s
i -0.40:* 50
Bt e e s 1 TS T YT T
6 1 2 3 4 S5 6 6 1 2 3 4 5 6 ¢ 1 2 3 4 5 6
Temps [secondes] Temps [secondes] Temps [secondes]
Position, Erreur en position et Commande de la deuxiéme articulation
120 — 3.00 18 -
. 250 — 15
90 200 13
- - 1,50 '_lﬂ —
t oo 100 ] E 87
g LN g 5]
A - = 0.50 — 3 -
30— 0.00 — 0__
— -0.50’:| 3
0 lil].T—lllllll 'l‘ooll—lyl|l|lll'| '5 l|i|l[TII]I|
0 1 2 3 4 5 6 6 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 S5 6
Temps [secondes) . Temps [secondea} Temps fsecondes]

Position, Erreur en position et Commande de la troisieme articulation

Figure (IV-1a)
Réponses en boucle fermée sc, sip, sfv, sp,et pour = 0.5
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Trajoctoire réelle
...... Trajectoire de référence
120 — 0.32 50
4 0.26 — 40
-] . 0.4 — 26
£ 0 - 'Eno.as-: 5 10 -
by £ 0.02] £ 0
7 -0.04 —| 10 —
30 — .10 - -20 -]
] -0.16-: =3¢ — .
S N e e " L B B R L L It e
0 1 2 3 4 5 6 6 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
TFemps [secondes) Temps {secondes] : Temps [secondes]

Position, Erreur en position et Commande de la premiere articulation

120 0.58 80
o 0.46 60
. 0.34 40
— 601 ~— 0.22 20
- -1 » —ty
30 — gpo.w 2 0
= 0] . =.0.02 -20
- 014 : . w0
~30 0.26 60
I Lttt et e e L s e s o 1 A s B
6 I 2 3 4 5 & ¢ 1 2 3 4 5 & ¢ 1 2 3 4 5 6
Temps [secondes] Temps [secondes] Temps [secondes]
Position, Erreur en position et Commande de la deuxiéme articulation
120 0.44 — 18 —
B 0.36 - 14
940 — 0.28 | .
'E 3 5 0.20 _10—_
gxﬁﬂw 0.12 — ; 6 —
e - -
- _ = 004 2 —
30 0,04 - .
. 0,12 - 2]
0 lflllll]l[ll '0°20 lillllllllll '6 l][][]lgllll
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 S5 & 0 1 % 3 4 5 6
Temps [secondes} Temps [secondes] Tempn [secondes]

Position, Erreur en position et Commande de la troisiéme articulation

Figure (IV-1b)
Réponses en boucle fermée sc, sip, sfv, sp et pour § = 5.10™
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e Tnjoctolre réelle

n=nmen Trajectolre de référence
120 — 0.004 — 56 —
S 0.003 | 42 —
%01 0.002 — 28
E‘“ ) .Eo.om-ﬂ i-l;?
' 9,000 — 2
-7 ... — i 14 —
30 — -0.001—— 28 -
4 0,002 — 42
] B
R I e e s N Ut e B e e I B B Dt e e
0 1 2 '3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 S5 &
Temps {secondes] Temps [secondes) Temps [secondes]
Position, Erreur en position et Commande de la premiere articulation
120 0.008 - 80 —
9 0.006 — 60
) 0.004 —| 0
_ 60— _ — - 20 |
» 7 -gn 0,002 — T
— - - 0 —
4 S 0.000 &
- 0— A | _20,.,:
] 0.002 40
=30 — 20.004 — 60 ]
'60 T ] T [ T [ T [ T I T I .0'006 T | T T T I T [ T | T ' '80 T i T | T | T I T 1 T _l
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 ¢ ¢ 1 2 3 4 5 &
Temps [secondes] Temps |secondes] Temps [secondcal
Position, Erreur en position et Commande de ln deuxiéme articulation
120 — 06,005 — 20 —
- 0.004 — 15 |
90 —| 0.003 - 10 ]
— 1 = 0,002 — . — x ]
-%60‘- ' £ 0.001 E 57
) h & 90—
- E = 0,000 -_1 -
30 | 0,001 -] S5
. 0,002 — -10
S L L B L LAY DL A WA R L L L B B N
o 1 2 3 4 S 6 6 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
Fempa [secondes] Temps [secondes] Temps [secondes]

Position, Erreur en position et Commande de la troisiéme articulation

Figure (IV-Ic)
Réponses en boucle fermée sc, sip, sfv, sp et pour § = 5.10™
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: Trajectoire réelle
——~——— Trajectoire de référence
150 — 30
120 B
N 20 ]
¥ 90— ¥
1 T
360_ L= 7
4 10—
30 5
- E
olflll}'lillll 0 II]'JII;II'I] '40 l}llTrll!I!l
0 1 2 3 4 5 6 L 1 2 3 4 5 &6 6 1 2 3 4 S5 ¢
Temps [secondes] Temps [secondes) Temps {secondes)

Position, Erreur en position et Commande de la premiere articulation

2 90 —
=2 — 70—_
%] 0
— n 30":
sg-loj ' 10
5 -14 — &.-10
-18 — 30
- 50 —
22— -70 -
VT TTT T T I T T I I I B R O B
¢ @ 2 3 4 5 & 0 1 2 3 4 5 6 o 1 2 3 4 5 6
Temps {secondes) Tempa [secondes] Temps [secondes]

Position, Erreur en position et Commande de la deuxiéme articulation

30 16 —

2% 13 —

2 10 7

[ 0—11...,

Enls 2

= & 4

10 ,

5 2]
R I e T B S I I At e A L I Iy R e
0 1 2 3 4 5 6 6 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

Temps [secondes) Temps [secondes] Temps [secondes]

Position, Erreur en position et Commande de la troisieme articulation

Figure (IV-2a)

Réponses en boucle fermée sc, sip, afv, ap et pour B = 5.10™
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Application et Simulation

CHAPITRE IV

—— Trajectolre réelle
aenmw= Trajectoire de réfétence

120 —

'olplllyl;lll

0 1 2 3 4 5
Temps [secondes]

|
6

3.60 —
3.15 -
2.70 —

0.45 —
000 T T T T T T

0 1 2 3 4 S o6
Temps {secondes)

wl'l'lll‘f!ll

6 1 2 3 4 8 &
Temps {secondes]

Position, Erreur en position et Conunande de lu premiere articulation

120

[degréa)
¥
|

60 |1|| []

LI

I
0 1 2 3 4 5
Temps [secondes)

0.20
0.25
-0.70

Bt L B B B

0 1 2 3 4 5 6
Temps [secondes)

N.m]

80
60
40
20
0
=20
-40
-60
-$0

L LI L DL L
0 1 2 3 4 5 &
Tempa [secondes)

Position, Erreur en position et Commande de la deuxiéme articulation

-

0 LA LI D A L A I |

I
6 1 2 3 4 5
Temps [secondes)

T

1
6

3.60
315
2.70 -]
2.25 -]
1.80 —
1.35
0.90 —
0.45 —|
0‘00 T ] T I 1 I T l T

I
¢ 1 2 3 4 5
Temps [secondes)

e

[degréa)

T

]
6

20
16 —

12 —

B 3
Z 4
o

-4 —

'slli!![|[1|ll

¢ 1 2 3 4 5 6
Temps [secondes]

Position, Erreur en position et Commande de la troisiéme articulation

Figure (IV-2b)

Réponses en boucle fermée sc, sip, afv, ap et pour B = 5.10°%
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CHAPITRE IV

Application et Simulation

[ -

e Trajectoire réelle
- e=em= Trajecioire de référence
120 — ' 0.040 56 —
- 0.035 42 -
90— 0.030 28 -
- —0.025 _ 14
§w~ 0.020 B 0]
= =0.015 E-u:
30 — 0.010 .28 —
- 0.005 %2
S L e L s e s o B 56 T
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 6 1 2 3 4 8
Temps [secondes)] Temps [secondes] ’ Temps [secondes]
Position, Erreur en position et Conunande de la premiere articulation
120 0.007 80 —
% 0.001—: 60—:
£.005 -} 40 -
-8 ~=-0.011 — 20
&30 £-0.017 ] é 0
=, S0 - 20
: 0.029 | 40 -]
0 0,035 - -0
O T T Ml e B L B L B e
6 1 2 3 4 S5 6 6 1 2 3 4 S5 6 0 1 2 3 4 5 6
Temps [secondes] Temps [secondes) Temps fsecondes]
Position, Erreur en position et Commande de la deuxiéme articulation
120 — 0.038 -
- 0.033 —
20 0.028 -]
== =0.024 —
E;som Foors
= =0.014 -
30 — 0.009 —
. 0.005 —
0 T | 1 ] T | T I T l T ] 0'000 T ' T I T I T ]' H ] T | -ls T ] 1 I T | T I ¥ l L] |
0 1 2 3 ¢ S5 6 0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

Temps [secondes]

Temps [secondes)

Tempsa [secondes]

Position, Erreur en position et Commande de la troisiéme articulation

Figure (IV-2¢)

Réponses en boucle fermée sc, sip, afv, ap et pour § = 5.10™
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CHAPITRE 1V

Application et Simulation

Trajectolre réelle
«mv—m Trujectolre de référence
120 — 0,040 — 90 —
. 0,035 — 70 |
90 —| 0.030 — 56 ~|
— —=0.025 - 30—
2 w0 E 0]
ol 800.020—_ .10_—
2 Z0.015 - 10—
30 0.010 | -30 |
- 0,005 — 50
0 III[I[I[I]IfI! 0'“% 1'|I|I|I|I]1]_|'—F '70 T[l[l[l|||||l‘
0 1 2 3 4 5 6 1 01 2 3 4 %5 6 7 01 2 3 4 5 6 7
Temps [secondes] Temps [secondes] Temps [secondes)
Position, Erreur en position et Commande de la premiere articulation
120 — 0.008 105
%6 —| ©.000 75
6] ﬁ-o.oos 45
3 £.0.015 T 18
3530'— o =
kR E o -0.023 =18
* 0,030 45
-3"1 -0.038 75
B B e e i o B B B 108 —— T T
6 1 2 3 4 5 6 7 0 1L 2 3 4 85 6 7 0 1 2 3 4 5 & 7
Temps [secondes] Temps [secondes) Temps [secondes]
Position, Erreur en position et Commande de la deuxiéme articulation
120 — 0.04 — 34
. 0.04 28
- 22_
%0 0.03 16
- 0,03 | — 10 ]
§60- Lo.02 ] ZE.’ 4
= =8.02 — T2
] 8]
30 0.01 14
. 0.01 -20
R e B 0.00 T T T W TTTT T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7 6 1 2 3 4 5 6
1

Temps [secondes]

Temps [secondes)

Temps (secondes)

Position, Erreur en position et Commande de la troiviéme articulation

Figure (IV-3)

Réponses en boucle fermée acl a 2.(s), sip, afv, ap et pour § =5.1

0—04

82



CHAPITRE 1V Application et Simulation

— Tra, ire réelle
=~v=== Tralectoire de référence

120 5.20 — 85
-1 4.55 — 65
90 | 3.90 —| .
_— - 3,28 —
5] T2
60 | 2,60 -
] Z &
= ~1.95 —
30 — 1.30 -] -15
] 0.65 — -35
\ ]
0 11I|I|I|IIIII| 0'm I]I[Ilf[lii!ll 'ss’(lll%|l|lll|]—']
01 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 T 01 2 3 4 5 6 7
Temps [secondes] Temps [secondes) Tempn [secondes]
Position, Erreur en position et Commande de la premiere articulation
100
70 |
40 |
'E.' 10“:
£ 20
-850 —|
80 —
T | L e A B L O
01 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 S5 6 7
Temps [secondes] Temps [secondes] Temps [secondes)]
Position, Erreur en position et Commande de la deuxiéme articulation
9.50 — 40 —
8.10 .
6.70 327
75.30': 24 —
F 390 -
§ 250 216
2 110 .
-0.30 — 8__
=1.70 —| 0~
-3-10—: -
S L T B R M ST
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7 01 2 3 4 5 6 7
Tempa [secondes] Temps [secondes] Temps [sccondes]

Position, Erreur en position et Commande de la troisieme articulation

Figure (IV-4a)
Réponses en boucle acl 4 2.5(s), aips 25, afv, ap et pour p = 5.10"
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CHAPITRE 1V

Application et Simulation

Trajectoire réelle
wurerw Trajectolre de référence
120 — 0.65 — 90 —
. 0.55 —| 75 -]
] 0 ]
90 - 0.45 a5
— a = .35 — —_ 30 —
an . gn 0.25 | £.15 -
= = 015 0
30 0.05 — ;05 E
- -0.08 — -45 —]
0 LN I A A I B e £0.15 LI S A I N I 60 LA N I I R B
0 1 2 3 4 %5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 ¢ 7
Temps [secondes] Temps {secondes) Temps [secondes}
Position, Erreur en position et Commande de la premiere articalation
120 — 2.00 100 —
90 | 1.50 70 ~
. 1.00-: W T
— 60 — _ 0.50 -] 4
.§ - -1 g“ 0.00 - ‘E‘ 10 —
g . s -0.50 Z, g —
. et
30 — T ]
_ ) 200 — 80 ]
B e e e T e e S Uy o e e e e
0 1 2 3 4 5 6 7 6 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 % 6 7
Temps [secondes] Temps [seconden) Temps {secondes]
Position, Erreur en position et Commande de la deuxiéme articulation
120 — 0.90 — 3s
- 075 — 30
90 0.60 —] 25
» o .
‘Enw — g 0.30 g -
2 £ - £ 10
= = 0,15 s
30 | 0.00 o
- .15 — 5
0 I|l]![|||||||| '0'30 |||]],l]lil[l| “loi?!lll|||lillll
0 ! 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7 9 1 2 3 4 5 6 7
Temps [vecondes] Temps [secondes) Temps [secondes]

Position, Erreur en position et Commande de la troisiéme articulation

Figure (IV-4b)
Réponses en boucle fermée acl a 2.5(s), aips 25, afv, ap et pour § = 5.1

o
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CHAPITRE 1V Application et Simulation

Trajectoire réelle
...... ‘Trnjectoire de référence
120 — 0.065 — 95
- 0.055 —j ' 75 —
90 — 0.045 — 55—
- A — 0,035 — 35—
3 : ] =¥
% 60— 0.025 — 2 15~
= 20015/ |, -5 -
30— 0.008 — ' 25
. 0.005 — 45
0 1]IFI|I|1|I]T_1 '0'015 *|I|I|f[l||||| '65 |‘||'||I[l|i'!']"|
01 2 3 4 5 6 1 0 1 2 3 4 5 6 7 6 1 2 3 4 5 6 7
Temps [secondes] Temps [secondes] Temps [secondes]
Position, Erreur en position et Commande de la premiere articulation
120 0.204 — 100 -
90 — 0.151 — : 65 —
7 ' 0.098 — .
60 — i 30 -
T - F 0045 = J
5»30— £9-0.008 — z 57
=, 3 . = 7 T
. o_l -0.061—_ 40 -
. £.114 - s
~30 0167 78
I L e e e e e e e I s o
0 1 2 3 4 5 6 1 ¢ 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 85 6 7
Temps {secondes) ‘ Temps [secondes) Temps [secondes]
Position, Erreur en position et Commande de la deuxieme articulation
120 0,090 — 35
. 0.075 — 29 7
. 1 23_
90 | 0.060 173
T g 0045 = 11
50 60 — %0.030— 2 5
2 = 0.015 - ~1
- —7_
30 0. ] 133
~ . 0015 — .19 -
R A s S L o o A L e BorTTTIT I IO
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 1 0 1 2 3 4 5 6 7
Temps [secondes] Temps [secondes] Temps [secondes] :

Position, Erreur en position et Commande de la troisieme articulation

Figure (IV-4c)
Réponses en boucle fermée acl & 2.5(s), aips 25, afv, ap et pour p = 5.10°™
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-CHAPITRE IV Application et Simulation

[ ) ire réelle
===« Trajectoire de référence

120 — 6.56 — 85 -
- 534 — 65”:
— = 2,90 — .
g . z . "";25—
60 — 1.68 — : : -
. Z 5.
“i - = 0.46 — -
30 — £.76 — -15
_ 198 3 35 —
0 BT T T T s L L L I
¢ 01 2 3 4 5 6 7 01 2 3 4°'5 6 7
Temps [secondes} Temps [secondes]

Position, Erreur en position et Commande de la premiere articulation

30 120 —

22 ] 90 —

14 - 60

= 6 _ 30

%_2—_. ry 0—-—

210 - 30

.18 -] 60

-26-_- -90—_
A L L B B B B R B4 T -uoﬂ.]”.l.i,l.,q_
0 1 2 3 4 5 6 1 0 1 2 3 4 5 6 17 0 1 2 3 4 5 6 7

Tempa [secondes] . Temps [secondes] Femps [secondes]

Position, Erreur en position et Commande de la deuxiéme articulation

16 — 48 —

12 — 33_:

] 28 —

B 4 — E

E‘, B

4 : 18 —

2 0 &

-4 — s:

8 : 2]
B L B L A B e Rl LA B L L T o B I o L L B
0 1 2 3 4 5 6 7 ¢ 1 2 3 4 5 6 7 g 1 2 3 4 5 6 7

Temps [secondes) Tempsa [secondes] Temps [secondes]

Position, Erreur en position et Commande de la troisiéme articulation

Figure (IV-5a)}
Réponses en boucle fermée acl & 2.5(s), aips 50, afv, ap et pour p = 510"
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CHAPITRE IV

Application et Simulation

— Trajectoire réelle
------ Trajectoire de référence

120 —

90__

5

= -1

m_.

0 'Il]][rl|lllll
0 * 2 3 4 5 &

Temps [secondes]

]
7

0.92
0.70
0.48
0.26
0.04
<0.18

0,40
0.62

0

L AL LI A L B

1

T

T
2 3 4 5 6
Tempn [secondes]

!
7

B4 B B B B B
01 2 3 4 8
Tempa [secondes]

¥ T T

-

I
6

Position, Erreur en position et Commande de la premiere articulation

5.00 —
3,75 -
2.50 —
s 1.25
oo
125
2.50 —
375

5.00 |
0

!
1

I|[

LI LI A B
2 ) 4 5 6 17
Temps [secondes]

90 —

—
-120 TT?}IlI;IlI[I

1
0 1 2 3 4 5 6 7
Temps [secondes}

Position, Erreur en position et Commande de la deuxiéeme articulation

L S L B B BN O
o 1 2 3 4 5 6 7
Temps [secondes]
120 —
”—.
fo-
2
30_
R L B B B B R
0 1 2 3 4 5 6 7
Tempa [secondes)

Temps {secondes]

[N.m]
hoolBrREHX

-12

T T T T T T T

-y —

FTT T i TT T T IrTd
0 1 2 3 4 5 6
‘Femps [secondea]}

Position, Erreur en position et Commande de la troisieme articulation

Figure (IV-5b)

Réponses en boucle fermée acl & 2.5(s), aips 50, afv, ap et pour p = 5.10%
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Application et Simulation

CHAPITRE IV

——— Trajectolre réelle
---—== Trajectoire de référence

Tempn [secondes]

. Temps [secondes)

120 — 0.090 105 —
— o -
o 0,045 55
E i F 0.030 'E':'“‘:
- 60 50.015— S
3 = 0.000 - & 5-
i -0.015 - 20 -
% 0.030 -
. 0,045 - 457
o LN Lt I L s B O o | S L e 2 e
01 2 3 4 5 6 1 0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
Temps [secondes] Temps [secondes] Temps [secondes]
Position, Errear en position et Commande de la premiere articulation
120 0,42 — 96 —
_60— —-0.18—_ 32-:
- £ 0,06 T 0
30 - . ! -
g 2 0.06 — & 32 -
0 0,18 - 54—
-30 — 0.30 96 —
Bt L B 20 e s e e T o s e B e
6 1 2 3 4 S & 7 ¢ 1 2 3 4 5 6 1 0t 2 3 4 %5 6 7
Temps [secondes] Temps [secondes) Tempa {seconden]
Position, Erreur en position et Commande de la deuxiéme articulation
120 — 0,149 — 42 -
o 0,121 ~ 34—
9% — 0.093 26 —
- - = 0.065 18—
E;m— & 0.087 g 10
= . &
= = 0,009 — 2
30 — -0.019 — &
- -0.047 - 14 -
& e e N UL £ s e o A B B R I B B
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
L} | ]

Temps (secondes]

Position, Erreur en position et Commande de la troisiéme articulation

Figure (IV-5c)
Réponses en boucle fermée acl a 2.5(s), aips 50, afv, ap et pour § = 5_..1'0"M
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CHAPITRE 1V

Application et Simulation

——-= Trajectoelre réelle
~==--= Trajectoire de référence

120 —

0 LI LI R A R I B |

I
o 1 3 4 5 6
Temps [sccondes}

!
"

14—
3.6
58—

-8.0 P T T T T T T

¢ 1 2 3
Temps [secondes)

4 5 6

]
7

90 —

I[T|([l|||l|

I
0 1 2 3 4 5 6
Temps [secondes]

]
7

Position, Erreur en position et Commande de la premiere articulation

{degrés)

Temps [secandes]

45 —

[degrés]
&
4

-46 T

I
0 1 2 3 4 5
Tempn [secondes]

LIS It e o
6

!
1

13%
100
65
30
-5
-40
=75
-110

[N.m]

T T T T T

LA L L L
1 2 3 4 5
Temps {secondes)

- -

I
6

i
0

Position, Erreur en position et Commande de la deuxiéme articulation

-10 ™ T
0 1 2 3
_Temps [secondes]

7 T 1T

T
4 5 6

™
7

[degrés)

-18 Y

LA B
1 2 3 4 58
Temps [secondes)

|
0

-15 T

|i||=|IjFTlfl
0 1

|
2 3 4 5 6 7
Temps [secondes]

Position, Erreur en position et Commande de la troisiéme articulation

Figure (IV-6a)

Réponses en boucle fermée acl 4 2.5(s), aips 75, afv, ap et pour B = 5,10
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CHAPITRE 1V

Application et Simulation

—— Trajectolre réelle
------ Trajectoire de référence

120 — 118 — 100 —
. 0.90 80 —
9% 0.62 — 60 —
__— — 0.34 4
T 60 - s 0.06 ézo—_
= = 022 0
30 -] 0.50 ] 20
. 0.78 40 -
0 LI N A O L I -1-96q|{1|||1|||1|1| "60"]|||||[|‘l|11i
0 1 2 3 4 5 6 7 6 1 2 3 4 5 6 7 ¢ 1 2 3 4 5 6
Temps [secondes] Tempa [secondes) Tempn [secondes]
Position, Erreur en position et Commande de la premiere articulation
128 — 6.40 — 97 -
05 485 64 ]
62 330 31—
= = 175 -
B pon 205:
= =135 - o
- 2.90 ]
=37 4.45 101 —
T TTTT T T T T T ) 600 T ‘l“q'l'l'i'l'lflq
01 2 3 4 5 6 1 0 1 2 3 4 5 6 7 001 2 3 4 5 6 7
Temps [secondes] Temps [secondes) Temps [secondes]
Position, Erreur en position et Commande de la deuxiéme articulation
120 — 2.00 45 —
T 156 - 35—
90 — 1.16 —
- o 0.74 B
'Epﬁo— % 032 é_ 15 |
= = .10 5]
30 0,52 —
. 294 5
L L B B B B B R A T B T
0 1 2 3 4 5 6 7 6 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
.1 .1

Temps [secondes]

Temps [secondes]

Tempa |secondes)

Position, Erreur en position et Commande de la troisieme articulation

Figure (IV-6b)

Répohses en boucle fermée acl a 2.5(s), aips 75, afv, ap et pour = 5.1

0—03 :
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CHAPITRE IV

Application et Simulation

—Tra ire réelle
----- » Trajectoire de référence

120 — 0.118 — 110 —
- 0.090 — 35__
%0 —| 0.062 -1 60 -
" 7] = 0,034 — E
e 5 35
60 — 0.006 —| Z 30
= =-0.022 — 107
30+ -0.050 — -15
- -0.078 — ~40 —
R L e e e Ny A s e B L L B Y B
6 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7 01 2 3 4 % 6 17
Temps [secondes] Temps [secondes) Temps [secondes)
Position, Erreur en position et Commande de la premiere articulation
120 0.660 — 100 —
T 0.520 — 7
90 — — 60
] 0.380 - B
_ 60— __ 0.240 — 20 —
. ] 0,100 - 0 7
$3%7 0.040 £ 207
= 7 = - .
0— 0.180 —| -60 —
7 0.320 7
-30 — . -100 -
] 0,460 ~| 1
i e L L e e e e e e S £y e o o o e o B
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
Temps {secondes] Temps [secondes] Temps [secondes]
Position, Erreur en position et Commande de la deuxiéme articulation
120 — 0.196 — a5
- 0.160 — 37
90 —| 0.124—_ 29
- - g'g:: . 2
T 0052 <
%m— g i 13
2 < 0.016 =
-0.020 | :
3 — 0.056 — 3
]
T £.092 -llji
A L e 2 e A s e B 0 0 BN AL N B B B
0 1 2 3 4 5 6 17 0 1 2 3 4 5 6 7 01 2 3 4 5 6 7
Temps [secondes] Temps [secondes] Temps [secondes]

Position, Erreur en position et Commande de la troisieme articulation

Figure (IV-6¢)
Réponses en boucle fermée acl a 2.5(s), aips 75, afv, ap et pour § = 5,10
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Application et Simulation

CHAPITRE IV

—— Trajectolre réelle
------ Trajectoire de référence
120 - 0.075 95 —
. 0.064 75
90 — 0.053 55 —
- ' - 0.042 35—
Ensu— § 0.031 é 15 -
= = 0.020 5~
30 0.009 -25 —
- -0.002 45—
A e e e e e e e T 502 s o e I L B
0 2 3 4 5 6 7 ¢ 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
Tempa [secondes] Tempa [secondes) Temps [secondes]
Position, Erreur en position et Commande de la premiere articulation
120 0.258 - 98
%0 0.223 — 74
0.188 — 30
=% = 0.153 . 2
. > - g 2
30 0.118 — :
3 ) - & -2
0 0.083“"_' 46
0.048 -
30 1 70
0.013 — 94
B Lt e L o e TS . o o
0 t 2 3 4 5 6 7 ¢ 1 2 3 4 5 6 7 ¢ 1 2 3 4 5 6 7
Temps [secondes] Temps [secondeu]_ Temps [sccondes)
Position, Erreur en position et Commande de la deuxieme articulation
120 — 0.024 — 38
. . 0.016 — .
90 — 0.008 %
— - s 0,000 | _ 14 —
gnso L 000 - g
| 5-0.008 2
= . =.0.016 2
30 - -0.024 10—
4 0,032 -]
S L L e e e e o e TN~ e B |
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
F 3

Tempe {secondes] Temps [secondes]

Temps [secondea]

Position, Erreur en position et Commande de la troisieme articulation

Figure (IV-7a)

Réponses en boucle fermée acl A 2.5(s), aipf 25, afv, ap et pour § = 5.10™

92



CHAPITRE IV Application et Simulation

—— Trajectoire réelle
------ Trajectoire de référence

120 - ' 0.112 — 107 -
N 0.088 — 82 —
20 -1 0.064 — 57—
¥ T 0.040 — T 32—
60«» — rd -
3 3 0.016 — B 71—
30 — -0.008: -lﬁ'"_"
i -0.032 43 -
S I e e e L e I L B 2 L I B B B B M
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7 ¢ 1 2 3 4 5 6 7
Tempa [secondes] Temps [seconden] Temps [secondes]
Position, Erreur en position et Commande de la premiere articulation
120 ‘ 0.545 100 —
90 | ' 0,460 —| 75
] 0.375 — 307
=0 - 28
~g, 7 8 0,290 — T 04
m— =1 —
3 - 2 0.205 £ 25
0 0.120 - 507
30 - -75-‘_‘
f 0.038 -100 -]
B L e L 0 e e e O e A L L L S B L
0 1t 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7 0t 2 3 4 5 6 1
Tempa [secondes] Temps [secondes] Temps [secondes]
Position, Erreur en position et Commande de la deuxiéme articulation
120 — 0.020 42
i 0.005 36
90 — -0.010 i
] __-0.025
Emo E, 0040 Eiz
2 | 5 0.055 &
0.070 o
30+ 0.088 %
a 0.100 12
S e e e Lt B L L L R L L B LB L B A
0 1 2 3 4 5 6 7 01 2 3 4 5 6 7 01 2 3 4 5 6 7
Temps [secondes}) Temps [secondes] Temps [secondes]

Position, Erreur en position et Commande de la troisieme articulation

: Figure (IV-7 b)
Réponses en boucle fermée acl 2.5(s), aipf 50, afv, ap et pour § = 5.10"
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CHAPITRE IV Application et Simulation

—— Trajectoire réelle
------ Trajectoire de référence
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i 0.062 5
0.048 — 3
25 0.034 . i
T ¥ 0.020 - —_
- 1 X
En 0 : & 0.006 -] z s
2 =.-0.008 =
25 | -0.022 -3
) -0.036 -7
1 0.050 — 8]
WAt T 1 AT T T Rk LA B B B B
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
Temps [secondes) Temps [secondes] Temps [secondes]
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- -
;m N %0.072 —_‘ 'E--ls —_1
s | 3 0.054 £20 ~
& 0.036 -25 -
N 0.018 —| -30
20 T | T | ¥ | T ] o-ooo T | ¥ | T i T | "35 H [ T I H ] T —|
0 1 2 3 4 : 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
Tetaps [secondes] Temps {secondes] Temps [secondes]

Position, Erreur en position et Commande de la troisiéme articulation

Figure (IV-8a)
Réponses en boucle fermée sc, aipf 25, afv, ap et pour p = 5.10™ _
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CHAPITRE IV

Application et Simulation

——— Trajectoire réclle

------ Trajectoire de référence

50 0.073 — 7

4 0.058 — 5

25 | 0.043 3
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0 ¥ 2 3 4
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Position, Erreur en position et Commande de la premiere articulation

A0

0 1 2 3
Tempa {secondes|

!
4

0.124 —
2.071 —|
0.018 —

0,035 —|

E-0.088 ]

= 0141

0,194 —
0.247 -]
-0.300 —

0

L
1 2 3
Temps [secondes]

e e N B e

0 1 2 3 4
Temps [secondes]

Position, Erreur en position et Commande de la deuxiéme articulation

Temps [secondes]

0.160 .

0.144 |
0.128 -
0.112
% 0.096 —
£0.080
=.0.064 —
0.048
0,032 —
0.016 |

0.000
0

1 2 3
Temps [secondes]

-9

I I B R B I W

0 1 2 3 4
Temps {secondes]

Position, Erreur en position et Commande de la troisiéme articulation

Figure (IV-8 b)
Réponses en boucle fermée sc, aipf 50, afv, ap et pour § = 5.10°%
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CHAPITRE IV Application et Simulation

—— Trajectoire réelle
-===== Trajectoire de référence
50 — 0.076 — 9
] 0.062 5
0.048 - 3
5 0.034 1
T T 0.020 —
& o & 0.006 -] L !
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_-100 __8.024 3
% | B -0.045 g 15
< < -0.066 Z 5
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8,208 - i
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-140 1 17 7 WM BT T T T T T T
0 1 2 3 4 ¢ 1 2 3 4 0 1 2 3 4
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Position, Erreur en position et Commande de la deuxiéme articulation
140 — 8.10 - 0
i 0.09 - -4
0.08 5
110 | 007 8
= £0.06 | =12
%so —~ 0.05 216
= =.0.04 20 —
0.03 - 7
0 0.02 - 24
) 0.01 - -28
20 L R 00 S ———T—T T I R B B B B
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

Temps {secondes)

Temps [secondes)

Temps [secondes]

FPosition, Erreur en position et Commande de la troisiéme articulation

Figure (IV-9a)

Réponses en boucle fermée sc, aips 25, afv, ap et pour § =5.10™
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CHAPITRE 1V

Application et Simulation

——— Trajectoire réclle
------ Trajectoire de référence

R0 R A B

0 1 2 3
Temps {sccondes)

|
4

0.073
0.058 —
0043 -
0.028 ~
0.013 -
0.002
0,017
-0.032 -
-0.047 —

]

egris

(d

-.062 T T T T T T

0 1 2 3
Temps [secondes]

[N.mj

T l T | T | T |
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!
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L E S B

0 1 2 3
Temps [secondes}

T

|
4

Temps [secondes]

T T T
1 2 3 4
Temps [secondes]

Position, Erreur en position et Commande de la troisiéme articulation

Figure (IV-9b)

Réponses en boucle fermée se, aips 50, afv, ap et pour f§ = 5,10
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CHAPITRE 1V Application et Simulation

Interprétations des résultats :

Figures (IV-1a) & (IV-1¢) : en I’absence de perturbations et d’incertitude paramétriques,
on constate que la poursuite est assurée, elle d’autant plus meilleur que B est plus petit. Ceci |
s’explique par le fait que dans ce cas 1a précis on retombe dans l¢ cas de la commande A,
pour lequel la pondération de I'erreur X est d’autant plus importante que la pondération sur u
en diminuant 8, donc une meilleure poursuite.

Figures (IV-2a) & (IV-2c) : malgré Dintroduction des perturbations et de frottements
visqueux sur le systéme, on constate que, pour un choix optimal de £, le systéme est stable et
la poursuite est trés satisfaisante.

Figure (IV-3) : en plus des perturbations et des frottements, on fait subir au systéme un test
de variation brusque de la charge de 4 kg. a zéro. Nous constatons que la commande réagit a
cette brusque variation et que le systéme reste stable. A noter que ce test a été effectué pour
optimal égal a 0.0005. '

A travers les simulations des figures (IV-4) (a,b,c), (IV-5) (a,b,c), (IV-6) (a,b,c), pour
lesquelles le systéme est non seulement contraint aux tests cités auparavant, mais est aussi
sujet a des incertitudes paramétriques sinusoidales, générées sous forme de perturbations
internes au systéme, on constate que lorsque 3 — f3,, ,I’effet de cette perturbation combinée
est considérablement atténuée et la poursuite reste satisfaisante.

La simulation représentée par les figures (IV-7) (a,b), nous montre que la commande H,,
synthétisée est toujours robuste pour le f,, ( ie. poursuite satisfaisante, erreur stable
et bornée et les commandes sont lissent ), malgré 1’introduction d’incertitudes paramétriques
fixes de 25% & 50%. ' '

Les derniéres simulations représentées par les figures (IV-8) (a,b) et (IV-9) (a,b) sont
consacrées au test de LEAVHY , dont lequel on excite la dynamique du systeme pour une
trajectoire cycloidale sur un horizon de 1.5 seconde, & noter que le robot est a vide, mais est
toujours sujet & une perturbation, aux frottements visqueux et aux incertitudes paramétriques
sinusoidales (figures (XV-9) (a,b) 25 a 50%) et fixes (figures (IV-8) (a,b) 25 & 50%). On
constate une fois de plus que le systéme est stable et présente une poursuite quasi-parfaite ,
pour des commandes lissent et d’amplitudes réduites.

Remarque IV-1 :

Il est important de noter qu’a travers les différentes simulations présentées, I'erreur de
poursuite statique est non nulle, mais qu'elle reste bornée dans des proportions trés
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CHAPITRE IV : Application et Simulation

admissibles . On pourrait exiger que Perreur soit d’avantage plus petite par rapport aux
résultats présentés ci-dessus, cela est possible en faisant diminuer £ mais en contre partie, on
doit diminuer la période d’échantillonnage, ce qui demanderait un temps et des moyens de
calcul plus importants, donc un compromis : temps de calcul, performances exfgées doit étre
fait.

IV-4 CONCLUSION :

A travers les différentes simulations réalisées, nous pouvons conclure que la loi de '
commande synthétisée & partir des techniques de H,, non linéaire, présentée dans le chapitre
III est robuste et offre l'avantage de générer des commandes lisses. L'association de la
‘technique dite " the computed torque”, et de la commande H, non linéaire permet de palier
aux problémes souvent rencontrés dans ce genre de commandes, & savoir I’incertitude du
modele, mais aussi d'autres types de perturbations, notamment rupture d'informations,
mauvaise connaissance des conditions initiales, ou encore les bruits de mesures.
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CONCLUSION GENERALE

e
A

Que peut on conclure ? Tout d'abord de Fapplication. Nous avons vu & travers les résultats
des simulations que la loi de commande synthétisée est robuste face aux incertitudes
paramétriques du robot, des dynamiques négligées et des perturbations externes, On a
constaté que pour un choix optimal du degrés d’atténuation y l'effet de la perturbation
combinée est considérablement amoindrit. En perspective, et concernant I'application elle
méme, nous proposons d’étendre le probléme minimax qui a été posé pour résoudre le
probleme H., non linéaire, 3 un jeu différentiel 4 information incompléte & quatre joueurs, et
ceci dans le cas ou on ignore les conditions initiales et ol les états du systéme ne sont
accessibles.

De la commande H,, linéaire. Elle offre une garantie de stabilité et permet d'atteindre
différents objectifs 4 la fois. Elle minimise ‘ la sensibilité d'un systeme contre toute sortes de
perturbations en basses fréquences et offre une robustesse contre les perturbations hautes
fréquences. La commande H,, linéaire présenté dans le chapitre 1 fait I'objet de nombreuse
recherches, dans le but de trouver de nouvelles représentation d’état des régulateurs.

De la commande H, non linéaire. Au dela de l'approche utilisée pour la résolution du
probléme H, non linéaire, ce qui est important de retenir clest que & chaque fois qu'un
probléme de poursuite peut tre présenté sous forme d'une représentation d’état de l'erreur de
poursuite incluant la commande et un terme indépendant de la commande, celui-ci peut étre
considéré comme une perturbation sur le systéme et en specifiant la sortie & controler, la
techmque de la commande /., non linéaire peut &tre suggérée pour la résolution du probléme.
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ANNEXE

ANNEXE A

o)

I- Opérateur de RICCATI :

Considérons 1a matrice de transfert ci-dessous :

L

G =!~ J (A-1)
C 0

tel que A est stable de dimension nxn,
Soit Q, R deux matrices réelles, symétriques de dimension nxn,
Défimissons la matrice Hamiltonienne 2nx2n suivante :

A R

r 1 |
H ‘—"[ J : (A-2)
g 4

Admettons que H n'a pas de pdles sur I'axe imaginaire. Elle posséde forcément alors n valeurs
propres dans Re S < (f et n valeurs propres dans Re § > 0. Considérons mamtenant deux sous-
. espaces spectraux de dimension n X_(H)et X _(H) .Le premier correspond aux valeurs
propres dans Re S < 0 et le deuxiéme aux valeurs propres dans Re S > 0. En trouvant une base
pour X_ (H ) , puis, en ordonnant les vecteurs de gelle ¢i on obtient: '

X (H) =1 [X‘} : |
() =tm (A-3)

tel que X;, X, eR"™™. Siles deux sous-espaces:

[0
X (H), ]ml_ 1] (A-4)

sont complémentaires, on peut écrire X = X, X;'. X alors est un uniquement déterminé par
H, c'est a dire, H — X est une fonction, Elle est notée Ric ; X = Ric (H). On note dom (Ric),
le domaine des matrices Hamiltoniennes possédants deux propriétés : H n'a pas de valeurs

I
est appelée propnété de stabilité, la deuxiéme, propriété de la complémentarité.

0
propres sur l'axe imaginaire, et X _(H),]m{ } sont complémentaires. La premiére propriété
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ANNEXE

Les lemmes suivants concernent les propriétés de X et de H.
Lemme A-1 : |9]

Supposons que H edom(Ric) et X = Ric (H) alors :

a) X est symétrique.

b) X satisfait 'équation algébrique de RICCATI :

AX+XA+XRX-0 =0

¢) A+RX est stable.

Lemme A-2 : {9]

Supposons que F posséde pas de valeurs propres imaginaire, et R semi-définie positive ou
semi-définie négative, et (4,R) est stabilisable, alors H edom(Ric).

Lemme A-3 : |9]

Suppdsons que H est de la forme :

‘Avec (4,B) stabilisable et (C,4) détectable. Soit X le sous-espace nhon observable. Alors
H edom(Ric)et X = Ric (H) 20et Ker(X)c X. :

H- Norme H,:

Deéfinissons pour la matrice de transfert G (5} donnée par 4-/, avec 4 stable et pour r> 0,]a
matrice Hamiltonienne suivante :

A ~y? BB
H= (A-5)
-c'C L
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Lemme A-4 : |9]

Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) |Gl <y

b) H ne possede de valeurs propres sur l'axe imaginaire.
- ¢) Hedom(Ric).

d) H e dom(Ric)et Ric (H) 20,( Ric (H) >0 si (C, A) est observable).
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ANNEXE B

O

QUELQUES PROPRIETES DES EQUATIONS DE RICCATI :

Considérons I’équation différentielle de Riccati de la forme :

~X=A"X+XA-X"(BB -DDT)X+1 (B-1)

ou les matrices 4, B, Q et L sont des matrices variables dans le temps.
On admet que L et X, sont des matrices non négatives.

Soit x(1,Xp la solution de (B-1) si elle existe.

Lemme: [27)

Supposons que x{t, Xy existe sur [ip /], si Xy 20 (>0), alors x(t,Xjest définie non négative
© (positive) sur ftpt/. Si maintenant, nous considérons les matrices 4, B, D, L comme

constantes, alors 1’équation algébrique de Riccati associée a (B-1) est :

0=A"X+XA4-X"(BB"-DD")X+L (B-2)
Définition {27]

Une matrice symétrique définie non négative X, satisfaisant a I’équation (B-2) est dite, la
solution définie non négative minimale de (B-2) si pour toute autre solution symétrique

définie non négative X, de (B-2) ona X, < X,:

Corollaire :|27)

Supposons qu’il existe une matrice définie non négative X, satisfaisant & 'E.AR (B-2), si
0<X, < X ,alors : x(t.X) existe et O0<x(t,X, )< X, pour t < lr dailleurs, si
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0<X,<X,00 X, estla solution définie non négative minimale de (B-2), alors x(1,X) —
X quands —- x '
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ANNEXE C

O

Dérivation de I'équation (ITI-67) :

_PwﬂﬂﬂMwoo%,ﬁwﬂgw?Mwagua]%?h

En utilisant :

Cla.d)=Na.d)+ L 41lg.4)

2
nous avons.
[ N
4(3 ,)zy;:[-M (a)\ N (q.9)+5M(q.4)] 0, J];
iy Vi

donc :

. 1-
=ET{N(q.q)+5M(q q) o Ir
L k1 KT;'T,]
_T{ 0 0 1T
=Ll kry —kryr,lo?

7 BN(q.4)BT T,
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D'aprés I'hypothése (I1I-66) :

ou:
l.'[ﬂxl’l-|
P 00en )
d'ou :
T“[jj” ]}2:| - T_T__[T}I 0~|
“lo 1 o =g, 1]
0 01[7},010 0 TTT,, 7,1
r
& L'K Ty -KT;'T, u-[ T,z +KT7; -KT/T, n.u. I J
_[ 0 o Tz, TH}_FO oJ
"Ly -krin,le 1Lk o
Donc : '
e0]0 0 -5hla.d) o
Pl afea g opu 290l 0
et comme :
Az p(Ea)=(PlE) 4 (%) (P(%.0)=P"(%.0))
Nous avons:
' r
o o[ .1
A2 (% .0) P(% ,)zﬁK OUJ{@{IL M;(q.q) ZJTJ
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et donc :

p(r,z)A,,(f,z)m;(x,t)p(f,f){0 K]ng{‘f‘”(“’) "]Ta
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ANNEXE

ANNEXE D

o]

PARAMETRES PHYSIQUES DU PUMA 560 {1] |5]

e MASSES DES DIFFERENTES LIAISONS :

m,=1740kg m;=504kg m,=082kg
my=035kg m,=009kg m,=m,+m; +mg =126 kg.

¢ PARAMETRES GEOMETRIQUES :
dy=149.09 mm 1, =4318mm I, = 43307 mm.

¢ PARAMETRES D’INERTIE :

I, Tkgm'] !, lkgm'] Io Tkgm'] | 1, [kgm®)

- 350 10~ - 1.14

130 10° 524 107 539 10° 4.71

192 107 15.4 10 212 107 0.83
1.30 107 1.80 107 1.80 107 -
0.30 107 0.30 107 0.40 10~ -
6 1 004 10° 0.15 10~ 0.15 10~ -
4+5+6 1.64 10° 2.25 107 2.35 107 -
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Résumeé:

A travers cet exposé, nous avons posé [e probléme de la commande A, non
finéaire appliquée 4 un robot manipulateur en [occurrence le PLUMA s60 dont
le modéle dynamique est sujet A des incertitudes paramétriques et une
perturbation externe. Il a été montré que ce probléme est équivalent 4 unjeu
différentiel 4 information compléte i deux joueurs, dont {a solution passe par
la résolution de ["équation algébrique de RICCATI, la commande résultante
est robuste et procure des performances acceptables pour un choix optimal
positif du niveau d’atténuation désirée ¥ de la perturbation combinée.

Abstrace:

Within this project, we introduced A, non linear control problem applied on
robotics systems in other hands the PUMA 560 whose dynamic model is
under parametric uncertainties and external disturbance. It has been shown
that this problem is equivalent to a two players full information differential
game which can be resolved via the algebraic RICCATI equation.

The resulting control is robust and procure acceptable performances for an
positive optimal choice of the desired attenuation level 7of the combined
disturbance.
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