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Résumé

L’objectif de ce travail est de présenter les différentes méthodes de réduction de degré des
courbes de Bézier non rationnelles, en vue de I’échange de données entre différents systémes
de C.F.A:.O et en faisant une étude comparative de ces différentes méthodes. Ainsi, nous
proposons une méthode efficace permettant de calculer la courbe de Bézier de degreé minimale
approchant la courbe originale avec une précision donnée et temps de calcul optimal.

i
Mots clés : réduction de degré, approximation, courbe de Bézier, moindres carrés,
paramétrage oplimal, paramétrisation intrinséque, optimisation, polynéme de Tchybecheft,
interpolation, transfert de données, C.F.A.O.

| Abstract

i
'
i

The aim of this work is to present the differents methods of degree reduction of non rational
Bézier curves, in sight of the exchange between different systems of CAD/CAM and a
comparative study of these different methods. So, we suggest an efficient method who let’s to
compute the minimal degree of Bézier curve that approach the original curve with a given

accuracy .

Kepwords : degree reduction, approximation, Bézier curves, least squares, optimal
parametrization, intrinsic  parametrizetion, —optimization ,Ishybechev polynomials,
interpolation , data exchange, CAD/CAM.
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Etude compa'rative des méthodes de degré des courbes gauches.

Application a I'échange de données entre systémes.
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; i™ fonction de Bernstein non rationnelle de degré n.

B (1)

B (u,v)1 fonction de Bernstein'non rationnelle bi-variable.

c“ | continuité géométrique d’ordre a.

G (1) i**fonction de Bernstein rationnelle de degré n .

G (u,v) fonction de Bernstein rationnelle bi-variable .

NE(@D) fonction de base B-spline non rationnelle de d’ordre k.
N,.’f;*' (u,v) fonction de base B-spline non rationnelle bi-variable .
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t ! paramétre curviligne d*une courbe , généralement  €[0,1]
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Automobil-Industrie.

DXF
DES

Data exchange Format.
format des fichiers de CONVER.







introduction

ol sl 2 A Loyl
‘ BIBLIOTHEQUE — 2_- o)
Introduction Ecele Nationale Palytechnique

L’un des problémes essentiels rencontrés en C.F.A.O. (conception et fabrication assistée

par ordinateur ) est la communication et I’échange de donnces entre différents systémes de
C.F.A.O. Les systtmes de C.F.A.O. imposent souvent la modification du modele pour
I"adapter aux contraintes du sysiéme de réception notamment au niveau des formes libres
ot chaque modeleur géométrique défini ses propres limitations pour chaque type de
description. Ainsi, la réduction de degré des courbes et surfaces paramétriques est une
étape nécessaire dés que le degré maximal imposé par le modeleur cible est inférieur a
celui du modeleur émetteur.

Les systémes de C.A.O. (conception assistée par ordinateur ) des courbes et des surfaces
reposent sur plusieurs modeles mathématiques, Ces différents modeles (Bézier, B-spline,
Coons, NURBS,...) sont fondés sur des fonctions de base polynomiales différentes et par
conséquent tout transfert de données entre deux systémes de modéles différents nécessite
un changement de base d ’une part, D’autre part, la conception des courbes et des surfaces
4 I’aide des systémes de C.A.O. exige souvent des modéles polynomiaux de degré élevé.
Cela est justifié aisément par la flexibilité recherchée par 1’utilisateur dans la conception
des formes complexes et le respect des contraintes de conception géométrique, le calcul
des courbes définit par I'intersection de deux surfaces et des courbes d’offset... etc.
Putilisateur peut, en effet, agir sur la forme de la courbe sans modifisr ses caractéristiques

géométriques.

Compte tenu de la multiplicité des systémes et des fournisseurs, P’échange de données en
CF.A.O. recouvre en fait ’échange entre systémes hétérogénes et I’échange entre
différents logiciels applicatifs puisque chaque firme est souvent équipée en fonction de ses
besoins sans se préoccuper de la redondance des données ou des taches de ressaisie et de
I’archivage de données, car les versions successives d’un méme logiciel ou la nécessité de
remplacer un systéme pose le probleme de compatibilité. Il est donc plus rationnel de
songer 4 des formats standards d’échange de donnces. Aussi un standard d’échange
pleinement satisfaisant doit étre indépendant du matériel, du logiciel et du mode opératoire
de Pexéchtant. En outre, 11 doit étre évolutif pour assurer la pérennité des échanges. A ce
jour, divers standards d’échange de type IGES, SET, VDA, STEP, DXF sont normalisés et
sont trés souvent utilisées en pratique.
|

Dans le. contexte de notre étude, Iobjectif fixé se rapporte a la mise en ceuvre d’une
application 4 ’échange de données entre systemes de C.F.A.O. (programme mis en ceuvre,
et Autocad 14), basé sur une étude comparative des méthodes de réduction de degré des
courbes Ze Bézier non rationnelles qui nous permet de choisir une méthode optimale de
réduction de degré présentant des caractéristiques de précision et de rapidité requise.
Finalement a la base de cette étude comparative, nous proposons une méthode simple et
efficace adaptée au transfert de données entre systémes de bases et degrés différents.
Ainsi, nous allons structurer ce document en cing chapitres organisés de la maniére
suivante :

'
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Dans le chapitre 1, nous allons, de prime abord, présenter un apergu général des
fondements mathemanques et les caractéristiques géométriques des courbes et des surfaces
de Bézier ¢t B- -spline.

Dans le chapitre 2, nous allons présenter toutes les transformations nécessaires A la
conversion|par approximation des courbes de Bézier et B-spline, sous forme d’algorithmes
destinés 3 ’application, et & I’extension de la réduction de degré des modéles rationnels et
a la base B-spline.

Dans la premiére partie du chapitre 3, nous allons présenter le principe général de
conversion' par approximation, sous forme d’un organigramme. La deuxiéme partie est une
synthése bibliographique approfondie des principales méthodes de réduction de degré des
courbes de Bézier non rationnelles, ol sont présentés le principe et les algorithmes de
réduction ct de conversion par approximation. Ces différentes méthodes de réduction nous
conduxsentI a faire une étude comparative présentée dans la demiére partie, basé sur des
résultats pratiques, ainsi sur les structures algorithmiques, afin de choisir une méthode de
réduction optimale.

1

Dan:s le chapitre 4, nous allons introduire la notion de para métrage optimal qui est
souvent négligé par les autres méthodes de réduction, en assurant une meilleure
approximation par l’application d’un algorithme itérative de minimisation des écarts
normaux entre deux courbes, les résultats de cette méthode sont présentés dans la
cinquiéme partie de ce chapitre.

L’application & I’échange de données entre systémes de C.F.A.O. fait I’objet du
chapitre 5. Ce dernier explique en premiére étape, le processus de transmission de données
entre systémes via des fichiers neutre, ensuite nous présentons les principaux standards
d’échanges normalisés, ainsi leur architecture, performances et limitations. Par la suite,
nous adoptons le format DXF-R12 a notre application, et nous présentons [’architecture
générale du programme mis en ceuvre avec ces différents modules.

Une conclusion générale cléture notre étude en présentant 1’'intérét du paramétrage
sur les courbes et les surfaces en qualité d'approximation et temps de calcul, qui est
négligé par les autres méthodes de réduction, ainsi nous présentant quelques perspectives
d’extension de la méthode proposée qui peuvent étre envisagées dans des études
ultérieures.
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31.Courbes et surfaces : Modéles de Bézier et B-spline

1.1. Introduction

\

Le 'm1odé1e de données géométriques représente un ensemble de données
mathématiques caractérisant une forme dans I’espace . De nos jours , les systémes de
CFAO sont encore construit autour d’un modeleur essentieliement géométrique bien que
la tendance actuelie soit de proposer des modéles de produit 4 forte sémantique intégrant

ces caractensthues géométriques , mais aussi des caractéristiques technologiques(features
définissant des surfaces fonctionnelles) , de cotation ,de fabrication et administratives .
L’aspect modeleur géométrique n’est donc pas novateur , mais il reste le ceeur d’un modéle
produit dont il est nécessaire de connaitre ses spécificités .
De nombreux modéles mathématiques peuvent tenter de traduire la forme qu’on cherche a
concevoir . Ils caractérisent donc par :
leur richesse sémantique ;
le fait qu’ils modélisent la forme de fagon exacte ou approchée ;
le fait qu’il soient facilement crées et modifiés ( on parle d’opérateurs spec1ﬂques aun
modéle )
te fait qu’il soient plus ou moins adaptés & une application donnée ( visualisation ,usinage ,
cinématique ,dynamique , calcul de structures ..)
Cing grandes familles de modeleurs existent ; il sont cités dans un ordre croissaut de
richesse sémantique et dans !’ ordre historique d’apparition :
modeleurs 2D ; '
modeleurs filaires 3D ;
modeleurs surfaciques ;
modeleurs volumiques ;
modeleurs sous contraintes ;
Actuellement , tous les modeleurs geometnques utilisent en plus d’une représentation
volumique , un noyau surfacique destiné principalement 2 la définition géométrique des
formes libres dont on ne connait pas de formulation analytique . Le choix d’un modeéle de
représentation se pose dés qu’il s’ agit d’utiliser , sur un ordinateur , un enscmble de
données établies expérimentalement (scannérisation d’une surface & partir d’'une maquette
physique ) ou par calcul .

Les contramtes posées par la conception de formes libres nécessitent I'utilisation de
courbes et des surfaces parametnques dont la particularité est I'invariance sous des
transformation élémentaires .Qu’il s’agisse de la modélisation de données existantes sous
forme de points ou de ’expression d’un sens esthétique pour une forme , on peut citer les
contraintes suivantes :

le modéle doit appartenir 4 une classe de fonctions continues , suffisamment dérivables
pour autoriser une manipulation mathématique ;

le modéle doit étre facile 8 manipuler et 4 stocker dans un ordinateur ;

I’évaluation d’un point courant par ce modele doit se faire avec un nombre restreint

d’opérations ;
le modeleidou permettre de mettre au point des algorithmes d’intersection a colt faible ;
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la manipulation des paramétres du modéle par le biais d’une interface doit pouvoir se faire
de fagon intuitive ;
le modéle doit permettre de couvrir une grande variété de formes .

Parmi les formes qui satisfaisant les contraintes cités précédemment , les formes
polynomiales paramétriques , dont les fonctions de base fréquemment utilisées dans les
déférent systémes de CFAO sont Bernstein-Bézier , Schoenberg- B-spline , et Hermite —
Coons .Ces fonctions de base ont une grande importance sur e comportement géométrique
des courbes et des surfaces . :
pour ce présent travail on se limite aux deux modéles paramétriques les plus utiliser ,
Bézier et B-spline .
les paragraphes suivants donnent plus de détails sur les qualités géométriques de ces
modelés de courbes suivant leurs formes rationnelle et non rationnelle.

1.2. Courbes et surfaces de Bézier |

Une des techniques qui 4 été , et qui reste une des plus employées dans le monde et la

technique des courbes et suxfaces a poles . -

L’idée fondamentales de cette théorie est de décrire une courbe unlquement avec les

coordonneles de quelques points particuliers, appelés pdles de la courbe .L’équation d’un

point courant d’une courbe 4 pbles, obtenue a partir des coordonnées des poles , peut

s’écrire sobs une forme polynomiales , de degré (n-1) siil y a n poles .

Les caractéristiques de cette technique sont les suivantes :

- la deﬁmtlon de la courbe a pdles est unique et indépendante du repére dans lequel on se
depIac et le polyndme est invariant par transformation linéaire (ce qui permis
r ut1l1satn0n de cette technique pour la définition de piéces) ;

- lecalclil du polynomes est rapide ;

- l’mforr!nat:on en mémoire dans 1’ordinateur est compacte ;

- r extrapolatlon de la courbe est possible ;

- les défauts majeurs sont liés a P’aptitude 4 I’oscillations des courbes & pdles , que I'on
mmlmlfse en n’utilisons que des courbes de degré faibles .

1.2.1.Algorithme de De Casteljau

’algorithme décrit dans ce chapitre est probablement le plus fondamental dans le domaine
de la conception des courbes et des surfaces ,et est cependant étonnamment simple . son
principal initérét et de méler également la géométrie et l’algebre ‘une construction trés

intuitive méne 4 une puissante théorie
f

: |
1.2.1.1.Paraboles
Nous donnons une construction simple pour générer une parabole ;la généralisation ménera
ensuite naturellement aux courbes de Bézier . Soit b,,5,,5, trois points quelconques de

I’espace E* et soit e .
Construisons : b, (t) = (1-1}b, +1b,
Bl (f) = (1= 1), + tb,

by (1) = (1= )by (1) +1B) (1)
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B
r

(o]
4
et

Figure 1.1.parabole :construction pour i‘nterpolatian linéaire répétée.

Nous intégrant les deux premiéres équations dans la troisiéme ,nous obtenons :
B2(1) =(1=1)"b, +2t(1- )b, +1°b,
Ceci est exf)ression quadratique en t (I"indice supérieur caractérise le degré ),et donc B2 (1)

décrit une parabole lorsque t varie de ]— o +00[ nous notons cette parabole 4.
Cette construcﬁon consiste en une mterpolatlon linéaire répétée ;(figurl.1).
Pour ¢ &[0 ll] b*(t) est a I’intérieur du tnangle formé par 'b,,b,,b,, en particulier

b2(0) = b,,b*(1) = b,. |
Les rapponf de proportionnalité sont de la
forme : ratio(bo,b5,b,) = ratio(b, b .b,) = ratio(5},5},5}) = %1 5

Donc notre Iconstruction d’une parabole est affinement invariante parce que I’interpolation
linéaire par morceaux est affinement invariante (voir annexe A).

Nous remarquons également qu’une parabole est une courbe plane ,ce qui est du fait que
B2(1) est tca!ujours une combinaison barycentrique de trois points .

Nous pouvc%ns finalement établir a partir de la géométrie analytique un théoréme
étroitement lié 2 la construction de notre parabole . soit a,b,c trois points distincts sur une
parabole . sont la tangente en b, intersectant les tangentes en a et ¢, respectivement en e et f.
soit d l’mtersectlon des tangentes en a et ¢ . alors ratio(a,e,d)=ratio(e,b,f)=ratio(d,f,c).

Ce theoreme des trois tangentes décrit une propriété des paraboles ; I’algorithme de De
Casteljau peut étre vu comme I’équivalent constructif de ce théoréme .

1.2.1.2.Algqrithme de De Casteljau

La constructions d’une parabole vue ci-dessus peut étre généralisée pour engendrer une
courbe polynomiale d’un degre n arbitraire
L’algorithme de De Casteljau :
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I

L r=1
O =AEnE 0+ 70 { o
i t H
o eab(= ;b,. :
: Alors b; (¢) estle point de paramétre ¢ sur la courbe de Bézier 5" .
Le polygo?e P formé par les pdles b,,b,,.....,b, est appeler polygone de contrdle de la

courbe de Bézier.
Les coefficients intermédiaires b/ (r) peuvent étre commodément écrits sous forme d’un

Tableau triangulaire de points ,appeler schéma de De Casteljau :

g
B! B = bl(1) = (1-1)b, +1h,

o bzi b B2 —B(t) = (1- )b, +1b, > B2(£) = (1~ B (1) + 1B (1) = (1= 1)*B, + 2 (1~ 1)b, +1
b1 b, b b

1.2.2.Polynémes de Bernstein

|
= Les courbes de Bézier peuvent étre définit par un algorithme récursif et c’est de cette
maniére que De Casteljau les a d’abord développés. ils est également nécessaire ,cependant

d’en avoir une représentation explicite ,c’est a dire d’exprimer les courbes
- . De Bézier sous forme d’une formule non récursive plutdt qu’en terme d’algorithme.
Ceci facilitera considérablement le développement par la suite .

- - Nous exprimons les courbes de Bézier en terme de polynémes de Bernstein définit
" explicitement par :

By =()d.a-n", )
ou les coefficient du bindme sont donnés par
- nl
Sf 0<izn,

1l {n—i)!

(r)=
0 sinon.
Une de leur propriétés importantes est qu’ils satisfont la relation de récurrence suivante :
B'(H)=@1-0).8"")+1.B5 (1)

avec :
Bi(H=1

B'(tY=0  pour ig{o,...n}

les polyndmes B/ (7) possédent les propriétés importantes suivantes dans I’intervalle
{ C—[O,]] ‘

» Non négativité : les polyndmes B](1) 20, Vi 6[0,1], Vn, Vi c—:{O,..,n}_
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.o Panitionunité: D B"(N=1 wre[o]] @
' i=0
» Les Polyndmes de Bernstein dans la base canonique :
Dans l’espace P, qui est de dimension n+1,des polyndmes de degré <n+1,les

; polynomes {1 l"} constituent une b'ase appelé base canonique.
Les polynolmes de Bcrnstem peuvcnt §’écrit dans cette base :

B(1)= Z( D7) (" )t
1
- l par conséquent les polyndmes B,. (¢} ou n finie ,forme une base ,appelé base de
i Bernstein, des polyndmes de degré n.( B;'() partie génératrice de I'espace P,).
* Symétrie: B’ (1) =B, (1) V! e[o, 1]
¢ Extremum : B (¢) atteint exactement un seul maximum & 7 =i/n.:

. aflgB"(t) B/ (ifn)

_ 'd

i

[

l

!

|
B

!

|

Figure 1.2. polynémes de Bernstein de degré 5

v 1.2.3.courbes de Bézier non rationnelles

Une courbe de Bézier non rationnelle de degré n est définit par :
Pty = ZP B'() avec t e[O,l] 3)

ou B/ (1) ie {O ,n}la base de Bernstein ,et P, Poles formant le polygone de contréle de

la courbe.

Nombre de pbles =degré+1 ;

Nous sommes maintenant préts & voir pourquoi les polynémes de Bernstein sont
. importants pour le développement des courbes de Bézier .
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Les points/de De Casteljau intermédiaires & peuvent étre exprimé en terme de polyndémes
de Bernstein de degré r : '

, . Jjeyo,....r }
b ()= Zb,+,B 0 { {{
=0 iey0.n—r }
pourle casj r = n le point de De Casteljau correspondant le point sur la courbe de Bézier

non rationnelle : 5 () = b7 () = >b,.B(¢) (figure 1.3).
=0

figure 1.3.courbe de Bézier non rationnelle de degré 3, construite par 'algorithme de
De Casteljau . :

1.2.3,1 Dérivation d’une courbe de Bézier

la dérivée d’une courbe de Bézier non rationnelle est définit par :[Farin’92]

d ‘ n-1

PO =n.Y AP.B"\(1), AP, e®’ @3B.1)
Ci=0

AP, = P, — P, représente I’opérateur de différence.

la dérivée d une courbe de Bézier non rationnelle est donc une autre courbe de Bézier non
ratlonnelle ,appelé Hodographe d’ordre 1 de la courbe P(f) ,obtenue par I’application

d’opérateur différence sur le polygone de contrdle original .

1.2.3.2.Dérivées d’ordre supérieur
la dérivées d’ordre r d’une courbe de Bézier non rationnelle est définit pat :

P.B™ (1) .' (3.2)

avec:
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AP =P
AP =P, -P
AP =P,-2.P,~P

r.fr
d'ou AP =A"P, -AT'R = 2( j].(—l)"f.m
. s

la démonstration de (3.2) se fait par I’application successive de (3.1)
1.2.3.3 Propriétés des courbes de Bézier non rationnelles

Les courbes de Bézier non rationnelles possédent les propriétés géométriques suivantes :
« ' invariance affine :les combinaisons barycentriques sont invariantes par cartes
affines ,(2) donne la vérification de cette propriété ,donc une carte affine est
appliqué 4 la courbe si elle est appliqué aux poles .
e _ invariance par transformations affine du paramétre :Algébriquement cette
- propriété s’écrit
u-a

i}’,.B,."(g): 2133;(1)_0) t,u €[a,b)

» - Enveloppe convexe :elle est due a ce que pour / E[O,l] les polyndmes de

Bemstein sont positifs. Leur somme égale 4 1 selon (2),donc la courbe de
Bézier est toujours a I'intérieur du polygone convexe formé par les poles F,.

Interpolation des extrémités :ce si est une conséquence des identités et (2).
Br(0)=1 siestseulement [=0

B'()=1 siestseulement i=n
donc la courbe de Bézier passe par le premier et le dernier pdles en étant tangente
P'(0)=n(A - B)
Py =n.(P,~P)
o | Invariance par combinaisons barycentriques :la construction d’une courbe de
Bézier  partir d’un polygone de contrdle laisse invariantes les combinaisons
, barycentriques :pour & + =1 nous

avons : 3(a.b, + e, ) B)(0) = .38, B () + B2 ¢,B] ()

J=0 =0 =0

o

" ad polygone avec :

| . ‘ }
Anl.rtrement dit ,nous pouvons construire la moyenne pondéré de deux courbes, en
prenons la moyenne pondéré des pdles correspondantes ,puis calculons la courbe.

! Contrble pseudo-local :le polynéme de Bernstein B/ (¢) n’a qu’un maximum
i ,qu'il atteint en ¢ =i/n ,donc si nous déplacent un des pdles du polygone de
| contrdle ,alors toute la courbe est affecté par ce changement et principalement
* dans la région autour des points ou le paramétre prend la valeur ¢ = iln,
5 Propriété de symétrie :lorsque nous changeons t par (1-t)la courbe est parcourue
! dans le sens inverse
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| > BB = ZﬂﬂL
| 1=l
I
|
» Propri¢té de la diminution de la varlatlon :la courbe de Bézier n’a pas plus
d‘mter!sectlons avec un plan quelconque que le polygone de contrfle .(voir Annexe A).
¢ Propriété de I’hodographe : si I’hodographe d’ordre r d’une courbe P(r) de degré n

(r<n) ,jalors il existe une courbe c(r) de degré r équivalente 4 P(¢).

1.2.3.Courbes de Bézier rationnelles

L’idée principale du modéle rationnelle, est la projection d’une courbe de Bézier rior_n
rationncllt? définie dans I’espace des coordonnées homogénes (4D) dans ’espace (3D) .
Plus précisément nous associons un vecteur poids w; pour chaque pdles 2 et construire

des nouveaux poles dans (4D)définies par [Tran’97) [Farin’92]:
= {(w,,%w,..x,.,w,..y,.w,..z,.)"' =(w,,w,.P)  pour w, 20,
T 0,x,,3,,2)" = (0,P) : pour w, =0
Noté que pour w, =0 alors 2 estun péle (point de éontrc‘)le) a ’infini.
D’ou la fomule paramétrique correspondante 4 la courbe de Bézier dans [’espace

(4D)est : i

Py=2B.B®

Aprés projection dans (3D)nous obtenons la formule paramétrique d*une courbe de Bézier

. rationnelle :

Zw P.B"()
P(t) == pour w, %0 @)

Zwi'Pr

i=l

Si quelques w, sont négatifs,des singularités peuvent survenir ;nous utilisons par
conséquent que des w, non négatifs .
nous pouvons écrire P(t) sous la forme :

P() = Z PG _ : (5)
I=0
ou G'(f) = M—'avec w, >0
2w, B(1)

i=0 .
ou G (r) fonctions de Bernstein rationnelles , les poids w, sont utilisés comme des
i P i

parametres'de forme .
Si w, = 1pour tous i, nous obtenons la courbe de Bézier non rationnelle standard.

Si w, — w alors P(t) — P (polygone de contréle ),
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Figure 1.4.(a)polynémes rationnels de Bernstein de degré 5 avec (w,,..,w,) = (1,3,1,1,1,1)

. (b) polynémes rationnels de Bernstein de degré 5 avec

(Wy,...,ws)=(1,1,1,03,1,1)

i

Les propriétés analytiques des fonctions G;'(¢) sont :

Nox'1 négativité : les polyndmes G;(1)20, Vte[0l], vn, Vie{o,.,n}.

Partltlon unité : Z G'(t)y=1 Vte0]]
i=0
sw$ane-G"o)—cg (0 veelod].
Extfemum G/ (¢) atteint exactement un seul maximum & ¢ =i/n :
maxG (1) =G (i/n)

:e{tl) 1]

ﬁ@mmwﬁlmmwm=wm vt €[0,1]

Ces prqpﬁétés proviennent de la définition des fonctions G/ (¢) et des propriétés

analogue des propriétés B (7).

Comme pour les fonctions de base les propriétés des courbes de Bézier rationnelles
- sont semblables a celles des courbes non rationnelles :

invariance affine :les combinaisons barycentriques sont invariantes par cartes
affines ,donc une carte affine est appliqué a la courbe si elle est appliqué aux pdles .
invariance par transformations affine du paramétre :Algébriquement cette propriété
s*écrit

' u

> RGI()=) EGI () tuelab]
i=0 i=0 b—a
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I
. Enveloppe convexe :elle est due & ce que pour ¢ E[O 1] les fonctions de base G;(7)

sont positifs. Leur somme égale a 1 ,donc la courbe de Bézier est toujours a
Pintérieur du polygone convexe forme par les pSles P, .

« Interpolation des extrémités : la courbe de Bézier passe par le premier et le dernier
poles en étant tangente au polygone

P'(Q)=n(R -F)

P)=n(F,-F.,)

o Inyariance par combinaisons barycentriques :1a construction d’une courbe de

Bé21er & partir d’un polygone de contrdle laisse invariantes les combinaisons
barycentrlques ;pour @ + £ =1 nous

avece |

n

av%ms :Zo(a b, +pc ) Gl =a. Zb G7() +ﬂchG @)
' 3=

Autrement dit ,nous pouvons construlre la moyenne pondere de deux courbes, en

prenons la moyenne pondéré des poles correspondantes ,puis calculons la courbe

 Contrdle pseudo-local :le polyndme de Bernstein G'(f) n’a qu’un maximum ,qu’il
atteint en ¢ =i/n ,donc si nous déplacent un des p6les du polygone de controle
,alors toute la courbe est affecté par ce changement et principalement dans la
région autour des points ou le paramétre prend la valeur 7 =i/n.

Le polygone formé par les P, représente une approximation globale de la courbe.

e Propriété de symetne :lorsque nous changeonf t par (1-t)la courbe est parcourue
dans le sens inverse :

ZPG"(r) ZP Gr(1=1)

s Propriété de la diminution de la variation :la courbe de Bézier n’a pas plus
d’intersections avec un plan quelcongue que le polygone de contrdle .

o Propriété de Phodographe : si ’hodographe d’ordre r d’une courbe P(¢) de degrén
(r<n) est un point ,alors il existe une courbe c(?) de degré r équivalente a P(1).

¢ Sinous augmentons un w, ,la courbe est tirée vers le P, correspondant ,si nous
laissons tous les poids tendre vers I’infini au méme rythme , nous nous
n’approcherons pas le polygone de contrdle puisqu’un facteur commun (méme
grand) dans les poids importe peu ,et si w, décroit la courbe s’éloigne du Pole

P, ,alors on peut utiliser les w, comme des paramétre de forme.
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b)

wo=1 w,=1

Figure 1.5. courbes de Bézier rationnelles de degré 5 obtenues en appliquant différentes
valeurs (a) w, (B) w,.

1.2.4.8urfaces de Bézier non rationnelle

Une surface de Bézier non rationnelle de degré (m,n) est définie par :
S@u,v) =23 P,.B!(u).B"(v) ) (5)
i=0 J=0 ‘
4 ,
avec u,v € [0,1] paramétres curvilignes suivant les deux directions, et F; réseau de
contrdle de:la surfaces ,arrangées dans une matrice rectangulaire .
B/'(u), B]'(v) les polyndmes de Bernstein données par I’équation(1)

.‘. tu’.-—-p.-a'ar‘ ‘-‘)
"""""‘""’

Sigure 1.6.(a}surface de Bézier non rationnelles de degré 3 x 4 (b) surface de Bézier
ratiannelleﬂ de degré 3 x4 avec w,, =w,, =20,
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1.2.4.1.1ntlerpolation bilinéaire
soient byy,8,,,8, 5,8, quatre points distincts dans E* L’ensemble de tous les points
§ eE’de la forme ‘
i 1
S(u,v) =22, B! (u). B () (6)

=0 j=0

est appelé un paraboloide hyperbolique passant par les quatre points b, ;, Dans la forme

matricielle':

! beo by, 1-v
S(u,v)= [1 - u]. b b H oy (7
i 10 11

Puisque {6)est linéaire 4 la fois en u et en v et puisqu’elle interpole les points d’entrée,
La surface S est appelée Iinterpolant bilinéaire. ‘

Figure 1.7. interpolation bilinéaire : un paraboloide hyperbolique est définie par les
quatre points b,

1.2.4.2.Algorithme de De Casteljau Direct

les courbes de Bézier peuvent étre obtenues par application répétée de I’ interpolation
linéaire .Nous obtenons maintenons les surfaces par application répétée d’interpolation

bilinéaire ..
|

' nn
Données : ‘{b,.j} et O0=uv<l
5 =0

proiel prlel Iy,
b =11 I LY i, j+1 ‘
ebzed [b,-:-,%-;"‘ el 1N

r=1...,n

i, j=0,..n—r

et b’ = b, réseau (matrice)de controle .
Alors b5y ét le point de paramétre (x,v}sur l;a surface de Bézier ™"

Figure ci c;rmrre - algorithme de De Casteljau direct pour les surfuces : le point de la
surfuce estiobtenue par interpolution linéaire répétée
| |
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1.2.4.3.Approche produit tensoriel[Farin’92][Hoschelk’90]

définition rune surface est le lieu d'une courbe déplacée a travers l'espace en changeant
simultanément de forme.
Soit la courbe initiale une courbe de Bézier non rationnelle de degré m

b"(u)=.b.B"(w) avec ue[o]]
o i=0 ' .
ou chaque &, décrive une courbe de Bézier non rationnelle de degré n -
b =b(v)= Zb,., ;-Bi(v) avec ve[o]]
. Jj=0

nous pouvons maintenant combiner les deux équations et obtenir le point S(u,v) sur la
surface ™"

l m n !
Sl(u,v) =b™"(u,v) = Zﬂj % b, Bl (u).B} (v) (8)
I
’équation (8) est appelé surface-produit-tensoriel ,elle est également une surface de
Bézier non rationnelle définit par(5). '
de cette définition découle les propriétés des surfaces de Bézier non rationnelles :
 Invariance affine :I’algorithme de De Casteljau direct consiste en interpolation
bilinéajre répétées ,et éventuellement par la suite linéaire répétées .toutes ces
opérations sont affinement invariantes ,donc la composition I’est aussi. nous pouvons
¢galement dire que pour (8) soit une combinaison barycentrique (et par conséquent
afﬁnerrllent invariante),nous devons avoir :

| ] m
5 ; g.;B;" w).Bl(») =1 %)

Ceci est aisément vérifié algébriquement.

* Propriété d’enveloppe convexe : pour 0 <u,v <1 les termes B («). B} (v) sont non
négatifs .Alors ,en prenant en compte (8), (9) est une combinaison convexe.

» Courbes frontiéres :les courbes frontiéres S(0,v), S(1,v), S(w,0), 5(u,1) sont des courbes
de Bézier non rationnelle délimitant la surface, leurs polygones de contrble sont
données par les polygones frontiéres du réseau de contrdle .

!
|
|

1.-2.5.8urfaces de Bézier rationnelle

Une surface de Bézier rationnelle de degré (m ,n) est la projection d’une surface non
rationnelle de degré (mm,n) définie dans |’espace des coordonnées homogénes (4D) dans
I’espace (3D), apreés la projection dans 1’espace (3D) nous obtenons :

S{u,v) = ZZP,] R (u,v) avec 0<w,v < (10)

i=0 j=0
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B (u). B} (v).w;

m

> Z B™(u). BT (¥).w,,

r=0 =0

Les R Cu,v) sont les fonctions de base rationnelle bi-variable.
Les poids; w, 2 0 pour toutes les valeurs de i, j .

1.3.Courbes et surfaces de B-splines

L’idée fondamentale de la modélisation avec le modele B-spline , est de corriger les
défauts m;aj eurs des courbes a pdles simples ( tendance a I’oscillation des courbes a grand
nombre de poles , impossibilité de décrire un cercle ), tout en conservant les avantages .

|

|
1.3.1.fonfction de base B-spline

|
On adopté ici la définition récursive connue sous le nom de "algorithme de Cox-De Boor :
Soit le vecteur neeuds T = {to,...,ti i ,....,tm} donné par une séquence croissante de
nombres fée!s appelées nceuds . La i*™ fonction B-spline d’ordre k notée N (¢) est
définie par [Colm’99][De Boor *20]:

Posons ;
o 1 st St<t,, i=0,.,m-1
i)= .
i (1) 0 sinon
Nf()=a, N7+~ )N avee 1<k<m et i=0,.,m—k (11)
-1
- si t, <ty,, i=0,.,m—k
ti+k—l_—t:
avec o, =

0 sinon
Pour un vecteur nceuds T donné est , et k < m fixe, nous avons m—% +1 fonctions B-
splines de degré (k —1) d’ordre k définie dans I’intervalle [IH ,tm_m].
Pour les formes non uniformes et non-périodiques , le vecteur nceuds prends la forme

= a,a,a,a,..,a,t,,_,,...,t,,,_,,ﬂ,g,ﬁ,ﬁ,ﬁ,...,ﬂ ,en pratique ,et dans toutes les
LS S g :
k+1

k+1
applications a=90,8=1.
Les fonctions N/ (f) ont les propriétés importantes suivantes :[DeBoor’20]
e Nonnégativité : Nf (1) >0, ¢ <i<,,
. P:artition unité :z N,." (H=1 Vie [fo,fm] .n est le nombre total des fonctions B-

i=0
spling d’ordre % pour un vecteur nceuds donné(n dépend de k et m, n=m-k+l).

o Support local : NF (1) =0 sl t est & 'extériour de 'intervalle [i;_,,,.t,,i,k,i.l]
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* Si3d>0telque 1 =1, =d pour

!
i
i
i
]

e Dérivabilité : Toutes les dérivées des fonctions B-spline existent (par leur forme
polynO{niale ).pour un nceuds de multiplicité r elles sont (k —r ~1) continiment
dérivabie . )

» Extremum :Excepté la cas k=1 ,les fonctions B-spline ont un seul maximum,

Figurel 8. _
a)fonction de base B-spline  queddratique
“définle par le vecteur neids {0, 0. 0, 13,2 3.
1,4, 4
-_b)fonc‘:ion de buse B-spline cubique défine
" .par le vecteur nowdds {0, 0. 0. U, 14, 12, 3,
A R N 7 B - .
c)fonetion de base Bernstein cubigue ddfinue
par le vectenr naends {0, 0, 0, 0, 4 4.1, 1}

|
!

Le choix du vecteur nceuds T influe directement suyr la forme de la fonction définie par
1’équation (11).0n considére plusieurs types de vecteur noeuds .On suppose que k est fixé &
I’avance.

Alors T'= {to,...,tm} vecteur nceuds non périodique si le premier et le dernier nceuds ont
une multiplicité k+1,c’estadire : 1, =1, =...=¢, et {, , =1, ,.
Pour 7, = 0,7, =1. les vecteurs nceuds non périodique non uniforme ont la forme
suivante : i ‘

=.=1,

T=400....0,1,1, 0t 4, L1
|Jr+t kel
k<i<m-k+]1 alors T est un vecteur
nocuds L'miforme, sinon le vecteur est non'uniforme .
L’utilisatiqfll des vecteurs nceuds non uniforme répond 4 un contrdle, et modélisation
meilleure des formes que les vecteurs uniforme,

i
I
!
i
1
!
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L e i A

— . : ,
* S17 :I {0,0,...0,1,] .1} alors les fonctions de B-spline deviennent des fonctions de
Base de Bernstein : NS (4) = B! (1) voir figure(1.8.c)

1.3.2.Courbes B-spline non rationnelles

Soit donné le vecteur nceuds 7' = {tn ,....,t,,,}, correspondant & m—~ &k + 1 B-splines

N} (1) d’ordre & ,pour une valeur dek fixe (k <m ) ,nous avons également m— & +1
point de contréles F,,.., P, _,, définissons une courbe B-spline non rationnelle de degré k-

1
1 définie dans I’intervalle [t,fml,tm_m] par [Colm’99][Haden’95][Eck’95]:

|
}
i
1
{

NOE ”iﬂ.N,.* ® tef0]] | (12)

£, points de contrdle de la courbe, ou points de De Boor.

NF(#) :sont les fonctions de base B-spline de degré k définie par I’algorithme récursif de
De Boor donnée par ’équation  (11),

Noté que Le degré de la courbe est contrdlé par le degré des fonctions B-spline.
Algorithme de De Boor non rationnelle :[Farin’92]

Soit t € [t s tm] c [t,,_l ¥ S ] .avec L est le nombre potentiel de segments de courbe .

St tous les nceuds du domaine de définition [1‘,‘_1 ot ,_H,_l] sont simples L caractérise le
nombre d’intervalles du domaine de définition ,pour chaque multiplicité de nceuds dans le
domaine le nombre d’intervalles chute de un la somme de toutes les multiplicités de
nceuds du domaine est reliée a L par .

L+k-1 .
>r=L+1 (13)

i=k-1
ou 7, la multiplicité do nceud du domaine ¢, .

Définissons :
tp, — 1 1—1. p=1.  k-r
PPy=—""""L2— PP +—— P¥(f) Lavecd. - :

! () 'tifk-—p“ti—-l = () th—k—p_ti—l ' () IZI"k+P+1: vvvvvv ;I'*‘l
Bt P°())=P.

Alors ;
S(€) = P} (1) est la valeur de la courbe B-spline pour la valeur de paramétre t.

Dans notre description de I’algorithme de De Boor [Farin’92],nous n’avons pas renuméroté

la suite de Pmuds et les poles a chaque niveau ,puisque nous nous sommes intéressés que
par le résultat final  S(¢) =P () Bien sur, a chaque niveau p nous générons un
nouveau polygone de contrdle qui décrit la méme B-spline que le précédent polygone de
contrdle .En particulier ,pour p=1,nous obtenons I’algorithme d’insertion de nceuds de
Boehm,

La figure (1.9) montre un exemple. Nous pouvons également voir cette exemple comme un
cas d’insertion multiple de nceuds . dans ce contexte ,nous avons construit plusieurs
polygones qui décrivent la méme B-spline
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! .
p=1: les ordonnées de De Boor 7, P, B, P!, P,, P, correspondant a la séquence de
noeuds LY T8 P N N N N

p=2 :les ordonnées de De Boor F,, B!, P}, P}, P}, P,, P, correspondant 4 la séquence de
naeuds £y, 4,8, 0,0 L, 1 4 . '

23%2F»
p=3 : les ordonnées de De Boor F,,F', P}, P}, P}, P}, P, P, correspondant 4 la séquence
f
de nceuds 1,,¢,,1,,1,8,1,1,,1, 4, 1, .

|
|
|
!
|

I, 1 7, 7 7, 1 7,

Figure 1.9.4lgorithme de De Boor :exemple avec n=3, L=2

Casspécial : O=1, =1, =...=1,_, <1, =1, =..=1, =1
Ici 4 la fois 1,7, ont une multlpllclté k, pour ¢ E[O,l] , L’algorithme de De Boor pose

02%n

I=k-1et

L -1,
PHO = T pr gy SR

i+k-p i-1 l+k—p

puisque £ —12>i -k 2 0,nous avons t,.+,c_P =1,1,, =0 pour tous les i,k ;

Donc

PPWy=(1-0D.P5' +t. P p=1,.,k
C’est justement I’algorithme De Casteljau ,par conséquent nous pouvons conclure
plusteurs points important de ce cas spécial . -
Donc, si deux nceuds adjacents d’une suite de nceuds quelconque ont tous deux une
multiplicité k, la courbe B-spline correspondantes est courbe de Bézier entre ces deux
nceuds . Le polygone de contréle B-spline est le polygone de Bézier .
Pour une courbe B-spline sur un vecteur nceuds arbitraire ,nous pouvons toujours insérer
les nceuds en question dans la suite de nceuds j Jusqu 4 ce que chaque noeud soit de
multiplicité k.
Le polygone correspondant & cette suite de noeuds est le polygone de Bézier par morceaux
de la courbei. nous avons donc montré que lcs courbes B-splines sont polynomiales par

morceaux sur [IL N S 1]
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les

propriétés géométriques des courbes B-spline définie par I’équation(12) sont [De

Boor’20][Farin’93][GJ 98]:
- » Un e courbe B-spline est C*™" continiiment différentiable ,aux nceuds de

ies

multiplicité r, en particulier la courbe est k-1 fois continiment différentiable si tous
les nozuds sont simples(r=1)

e Précision Linéaire : si /() est la ligne droite de la forme / = a.f + b et si nous lisons
les valeurs des abscisses de Greville la B- sphne résultante reproduit la ligne
droite :

Zl(‘gk)Nrk )= l(t)

Lot

- k-1

»" Propriété de I’enveloppe convexe : chaque point de la courbe est dans I’enveloppe
convexe définie seulement par les & +1 poles les plus proches, c’est a dire si

abscisses de Greville sont données par : £, = , pour tout i.

t e[t, , :+1] et k—1<i<m—k+1 alors P(t)est dans I’enveloppe convexe
des pdles P_, ., F.

s Propriété de diminution de variation : la courbe n’est pas intersectée par une droite
en plus de points que le polygone de contréle .ce résultat 4 une démonstration trés
smple presente par [Lane&Reisenfeld’83] :nous pouvons insérer chaque nceud
Jusqu a avoir une rnulnphmte complete Ceci est un processus a diminution de
var1at1on de variation, puisque c’est une interpolation linéaire par morceaux. Une
f01s que tous les nceuds sont de multiplicité compléte ,le polygone de contrdle B-
splme est le polygone de Bézier par morceaux , pour lequel nous avons montré la
propriété de diminution de variation section (Annexe A).

o Comportement local : si on déplace un péle ,la courbe sera localement déformée, et
affecte la courbe dans k+1 intervalles .

. Phenomene commutateur : En se déplacent le long de la courbe de t=0,a t=1 les
fonctlons B-spline agissent comme un commutateur , d’un intervalle 4 ’autre . en
pas?sant par un nceud une fonction « s’éteint » une autre « s’allume».

o A lintérieur d’un intervalle non nul [t, ,t,.+,] toutes les dérivées existent , dans un

noe'ud de multiplicité r elle sont k-r fois continliment dérivable :
—S(r) k. Z NI
7 Lk —tu -t

e Le polygone formé par les poles P, représente une approxnmatlon linéaire par
mo.rceaux de la courbe .

e Invariance affine :une transformation affine est appliquée a la courbe si elle est
appliquée aux poles . :

e lLa muit:phcne (k+1) des nceuds extréme engendre ces conditions aux extrémités de
la |
courbe :
SO =F,50)=F,5'O)=(A-F7)/1,,,SW=k(F,=F_ )/ (1-1,,.)

¢ Type de Bézier : une courbe de B-spline sans nceuds internes est une courbe de
Bézier.

Exemple: si U= {0,0,0,0,l,l,l,l}Vecteur nceuds non uniformes non périodiques ct

k =4 ,nous obtenons une courbe de Bézier cubique (de degré3).
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1.3.3.Courbes de B-spline rationnelles (NURBS)

les B-splines rationnelles non uniforme [NURBS- NonUniform Rational B- splmes] font
partic de IGES[Initial Graphics Exchange Specification] de puis 1983, ils sont incorporées
4 un grand nombre de modeleur géométriques et dans certain cas dans les micros
processeur des stations graphiques évoluées.

Une courbe B-spline rationnelle 3D est la projection 2 travers I’origine d’une courbe B-
spline non:rationnelle 4D dans I’hyperplan w=1,elle est donc donnée par:[Farin’92]

[GJ 98]

Pour n+1 points de contrdle , la B-spline rationnelle non uniforme de vecteur neeuds non
uniforme T = {1, _1, } est définie ‘

S = Z P".N"(u). |

fad !
o P’ pomt de contrdle en cordonnées homogenes (4D)
NI foqctlons de base B-spline non ratlonnelle définie par I’algorithme récursive de

C0x-DeBoor (11).
la pro;ectxon en 3D en divisant par la coordonnee homogeéne,

ZW NED
S = , (14)

Zw,--N.-" Q)
=0
ou F, pointde contrdle en 3D.

nous pouvons écrire S(¢) sous la forme :

S@) = 2 P.Rf 3] (15)
R! (1)—.T—’-£Q-—avec w, >0
2w, RE(D)

l=°
ou Rf (I)fonctlons de base des courbes B-splines rationnelle .
avecnle nombre de pdles données par n=m~k
les propnet_es analytiques des fonctions R (f)sont :

e Non négativité : R () 20,Y1,ik
d n

e Partition unité : ) Rf (1) = 1,V¢ e[ro,rm]
. =0

». Support local : Rf (#).= Osi t est & Pextérieur de ’intervalle [z’,,_l ,t,,,_m].
» Dérivabilité : Toutes les dérivées des fonctions R () existent .pour un nceuds de
multiplicité r elle sont (k-r-1) continliment dénvable .
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» Les fonctions R' (f)sont une généralisation des fonctions non rationnclle B-spline ,et
des fonctions rationnelles et non rationnelle de Bernstein :si tous les w, =1 et

1= 0, 0L , Iealors RS (1) = Bf (1).

k-v-l k-r]

Un schéma peut servir a illustrer les relations d’inclusion entre ces divers modéles :

BR={Bézicr rationnelles}

BSR={B-splines rationnellcs }

F={Fractions rationnclles}f BSR={B-splines rationnclles)

PcF l BSP — BSR l5

BP — BR l

BR c BSR l

P ={Polynbmes } BSP={B-splines Polynomiales}

BP={Bézier polynomiales ]

BR={Modéle Bézier
rationnelles}

Les preuves de ces propriétés découlent de la définition des fonctions R* (¢)et des

propriétés'analogues des fonctions N/ ().

Une coui-b'e B-spline rationnelle est donnée par sa suite de noeuds T, sont polygone de
contrdle 3D, et sa séquence de poids w,>0,les points de contrdles P, sont les projections des

: 1
points de gontrc‘)les 4D P = [w, P, w,]'r.

Pour evaluer une B-spline rationnelle en une valeur de paramétre t ;nous pouvons appliquer
I algonthme de De Boor a la fois au numeérateur ,et au denommateur de (14) ,puis
ﬁnalement effectuer la division . Ceci correspond a I’évaluation de la courbe non

ratlonnelle 4D de points de contriles [w, wf] et a la projection du résultat dans

E? exactement comme le cas des courbes de Bézier .Ceci peut amener a des instabilités, et
nous donnons donc une version rationnelle de I’algorithme de De Boor plus stable , mais
demandant également plus de temps de calculs[Farin’93] :

Algorithme de De Boor ,rationnelle :

Soit 1 €ft, .t ] < [ter tinna]
L est donnée par I’équation (13)
Définissons

PP()=[Q=-af)wl P (D) +af wi PO/ W)
pour p=1,..k—r,et i=]-n+k+1..71+], 00

-1,

ri+k-p - t!-l
wi()=Q0-eP)wh +af wl

al =

Et posons P’ =Pet wl6 =w,

Alors S(1) = P (7) est le point sur la courbe B-spline pour la valeur de paramétre t. Icir
désigne la multiplicité de nceud ,dans le cas ou il faisait partie des nceuds . Sinon ,posons

r=0,
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L’insertion de nceuds est , comme dans le cas non rationnelle ,effectuée en n’exécutant
qu’une élape de ’algorithme de De Boor , ¢’est a dire en fixant p=1 dans I’algorithme ci-
dessus .Les sommets du polygone original P,_,,,..., £, sont remplacés par les

E(ll_z,...,]’,(l{ ;les poids respectifs sont les nombres wf’j,,_z, wﬁ'fl .

La courbe B-spline rationnelle ,étant polynomiale rationnelle par morceaux ,a une

représentation dé Bézier rationnelle par morceaux. Nous pouvons trouver le polygone de

Bézier et les poids associés pour chaque segment en insérant chaque noeud jusqu’a ce qu’il

soit de multiplicité k, c’est a dire en appliquant I’algorithme de De Boor 4 chaque noeud.
Les propriétés géométriques des courbes B-splines rationnelles définie par I’équation (14)

sont [Asma’99]: '

o Les conditions aux extrémités de la courbe sont :
S(Oy=P,=PF"I/w,,SO)=P,=F"/w,

SO =(B".(A-F N/ (We.t1)

S =(FL(B = L) (we.(1-1,,..))

e Invariance affine :une transformation affine est appliqué 4 la courbe si elle est appliqué
aux points de controles.
+ Enveloppe convexe locale :1a courbes est contenue dans I’enveloppe convexe des

points de contrdles , ¢’est a dire si ¢ e[t 1, ] et k-1<i<m-k+1 alors

i2%i+]
P(t)est dans ’enveloppe convexe des poles P, .. F.
. le polygone formé par les points Je contrSles F, représente une approximation

linéaire par morceaux de la courbe .

. Comportement local : si on déplace un des pdles , la courbe sera localement déformée
est affecte la courbe dans les k+1 intervalles . ‘

. Phenolmene commutateur : En se déplagant le long d’une courbe de t=0, a t=1 les
fonctmns B-spline agissent comme un commutateur , d’un intervalles a un autre ,en
passa t par un nceud une fonction « s’ éteint » une autre « s’allume » .

e AT 1nﬁer1eur de Pintervalle non nul [t,, Lo M] toutes les dérivées existent, dans un

nceud de multiplicité r elle sont k-1-1 fois dérivable .

. Propnete de diminution de variation : Aucun plan n’a plus d’intersections avec la
courbe qu’avec le polygone de contrdle .

o Type de Bézier : une courbe B-spline rationnelle sans nceuds internes est une courbe
de Bezxer rationnelle .les courbes B-spline rationnelle sont une généralisation des
courbes de Bézier rationnelles et non rationnelles.

o Les pmds w, affectent la courbe localement.

» Pour une valeur de t fixée ,f € [0 l] ,si le poids w, croit, la courbe tend vers le point
de controle P, ,Si w, décroit la courbe s’éloigne du pdle F, .(figure 1.10.a ,b)

o Précision Linéaire : L'effet de rapprochement —éloignement sur la courbe peut étre
quantifié avec précision .Pour k —1<i <n ,on note par S{w, ](z) une courbe parmi

une famille paramétrique des courbes B-spline générées par lesw, variant entre
0<w, <o 80it / e[ i .+1] .Alors pour toutes les valeurs des w,le paint S[w, ](7) et
lié par un segment passant par £, S[w,](f)quand w, —> oo alors quand les w, variant
Jle point S[w, )(z) balaye le segment passant par F, .
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; 'l | ‘ w=l

.\'V}=|. ' wl;_;l

Figure 1.10.Courbes B-spline rationnelle cubiques

1.3.4.surfaces B-spline non rationnelles
Une surface B-spline de degré (¥, — L&, —1),d’ordre (k,,%,),donné par deux vecteurs

neeuds U = {ua,....,u,,,“ },V = {vo,...,v,,,' } de différent longueurs possible ,et de

(m, =k, +1yx(m,—k, +1)pbles est définie par :
m,—k, m,~k,

S = 3. 3 NE@.N>0).E | - 16)

pour {(u,v) E[7"1:,‘—1 :”m,—k,n] X [Vk,-L =vm,-k,+1]

Nf(u),N f (v) sont les fonctions de Base B-spline données par I’algorithme récursif (11)
Approche produit tensoriel [Hoschek’93]: |

Comme le cas des surfaces de Bézier produit-tensoriel ,une surface B-spline produit-

tensoriel ,peut construit comme suit :
Soit la courbe initiale une courbe de B-spline non rationnelle de degré (k, ~1) :

=k,

_ P)= S P.NH@) avec uelu, 4.
i=0

ou chaque P, décrive une courbe B-spline non rationnelle de degré (&, —1) :
— ! m,—k,
B =P@)= LB, NFE) avee Ve[v, ,Vnol
o .

! - . ’ . . -
nous pouvons maintenant combiner les deux équations et obtenir le point S{x,v) surla

surface P™ ko
mu_ku '"V—kl

S(u,vy = Potom b yy= 3 PR NM@.NFO) (17)

i=0  j=0 _ '
I’équation (17) est appelé surface B-spline produit-tensoriel ,elle est €également une
surface de B-spline non rationnelle définit par(16). :
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- En particulier pour (u, v) E[O 1] [O ]] alors S(0,v),S(1,v), 8(u,0), S(u,1) sont les quatre
courbes délimitant la surfaces  S(u,v) .

les (m, — k, +1) x (m, — k, + 1) produits de fonctions N (u). N +(v),de I'équation (16)
: sont appelés fonctions de Base B-spline bi-variable de degré (k, - Lk, -1).
" Ces fonctions ont les propriétés analytiques suivantes [Colm’99]f Asma’99] :
* Non négativité : Nf*(u). N (v) 2 0,pour toutes les valeurs de ] k ok uv .

" 4' my =k, m, =k,
v Paritionunité: . > Nf(u).N*(¥) =1 tout couple pour (u v) €[0,1] x[0,1].
] ’ =0 j=0
. » Support local : N (). N}" (v)=0si (u,v) e[u,,"_,,umu_kuﬂ ] X [vk,—l ="m,—k.+1]-
1 * Dérivabilité ; & I'intérieur des rectangles formés par U,V lignes nodales ,toutes les
i dérivées partielles de N, (u). N} (v)existent .au nceud u(noeud v) elle est

k,—r-1 (k,—r—1)fois continiment dérivable suivant la direction u(direction

] v) ,ou r est la multiplicité du nceud .
Les propriétés des surfaces B-splines non rationnelles sont :

¢ Invariance affine . )
= * Enveloppe convexe :si (u,v) e[wk“_l Mkt ] X [vk,—livm,—k,d-l ],alors S(u,Vv) est dans
- P'enveloppe convexe formée par le réseau des péles (m, — k,+D)x(m, -k, +1).
l i ¢ Approximation local : le déplacemen:t d’un pdle F; n’affecte la surface que dans

: I
(m,y) € [uk,——l L ] x [Vk,—: > Vi, +1 ]avcc
| !
i=H0,..m, ~k, +1}, j={0,..,m, ~ k, +1}
! .
LI (z“t', viestk, —r— l(k,, -r- 1) fois continiment dérivable suivant la direction u

(direction v) pour nceud suivant u (suivant v) de multiplicité r.
« Tyge de Bézier : une surface B-spline non rationnelle sans nceuds internes est une
surface de Bézier non rationnelles .

Exemple : pour deux vecteurs nceuds non uniformes non périodiques U = {0 0,0,0,1,1,1 1} et

v ={0,0,0, 0 LLL1} ,et les deux d’ordre 4,n0us obtenons une surfaces de Bézier (bi-
cubique) non rationnelle de degré (3,3).
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Figure 1.11. surface B-spline non rationnelle de degré (2 x 3), les vecteurs neeuds
sont : U ={0,0,0,1/3,2/3,L1,1},¥ = {0,0,0,0,1,1,1}

1.3.5. surfaces B-spline rationnelles
Une surface B-spline rationnelle de degré (k, —1,%, —1),d’ordre (k,,k,), est définit dans

’espace (3D)par : '
=k, m,~k, .

S@vy= X, 2R @v).B, avee () €[ty sty | X [PhtrVin ] (18)
=0 j=0 :

ou £ sont les points de contrdles de la surfaces .

et Rfw* (u,v)sont les fonctions de Base rationnelles B-spline bi-variables données par :

NF=@).Nyv).w,

- pkk _
‘ R; "(u,v) = ty—ky my—ky

2 2NF@NFO)w,

r=0

les fonctions K™ (u,v)ont les propriétés analytiques suivantes :

e Non négativité : Rf«® (u,v) 2 0 pour toutes les valeurs de i,j,

(u) v) é [uk.—] 2 um“— utl ] X [vk,—l * vrra,—k;-l-l]
: =k, m,—k,
e Partition unité : Z Z R,'_‘;"" (u,v) = 1pour tout couple (u,v) & [0,1] X [0,1]
=0 j=0
. Supporit local : Rf* (u,v) = 0si (u,v) eié[u,,“_1 T ] X [vk',] ,vmv_kvﬂ]..

+ Dérivabilité . a Pintérieur des rectangles formés par U,V lignes nodales ,toutes les

dérivées partielles de R** (u,v) existent .au nceud u(neeud v) elle est
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k,—r—1. (k,—r-1)fois continiment dérivable suivant la direction u{direction v} ,our

est L maltiplicité du nocdud .

* Lus fonctions / ’_‘;"" (u,v) sont une généralisation des fonctions de base B-spline non
. rationpelles , ¢’est & dire %% (u,v) = N (u). N} (v) si tout les w, =1,

Les propriétés géométriques des surfaces B-splines rationnelles sont  celles des surfaces

B-spline non rationnelles :

» Les quatre pdles extrémes du réseau de contrdles coincident avec les quatre points
extrémes de la surfaces .de plus ,les dérivées partielles par rapport 4 u ,v coincident
avec les dérivées des points de la courbe.

¢ Invariance affine . ‘

* Enveloppe convexe :identique au cas non rationnelle .

o Approximation local : identique au cas non rationnelle .

o Su,vyestk, —r- l(kv -r- 1) fois continliment dérivable suivant la direction u
(direction v) pour nceud suivant u (suivant v) de multiplicité r.

e une surface de B-spline rationnelle sans neeuds interne est une surface de Bézier
rationnelle . les surfaces de B-spline rationnelle sont une généralisation des surfaces B-
splineinon rationnelle et des surfaces de Bézier rationnelles et non rationnelles .

| ¢ les pojds w,sont des paramétre de fomjie . il affecte la surface localement et ont un
i effet de rapprochement ~€éloignement qui peut étre quantifié.

Figure 1.12. surfaces B-spline rationnelle
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2. Algorithmique des transformations

2.1. Transformations dans le modéle de Bézier :

Nous présentons dans cette partie les méthodes de transformation du polygone
caractéristique des courbes de Bézier qui seront utilisées dans la conversion par
approximation des courbes .

2.1.1. Subdivision
Cette procédure permet de partager une courbe de bézier de degré n en deux courbes de
Bézier de méme degré en un point défini to.

2.1.1.1. Subdivision des courbes non rationnelles :

Une courbe de Bézier C(t) de degré n définie par ses {ntl)pdles[ F,, ....., P Peut étre
subdivisée 4 1, en deux courbes de bézier R(1) et Q(t) toutes les deux de degré n et ayant le
point commun R([)=Q(t)=C(t). En utilisant le.polygone [ F,, ....., £,] et 'algorithme de
récurrence:: [Bensalah 90], {Farouki & Neef 90]

En posant! GO=k (19)
O =0-0.CT (0.5
Les deux polygones [ R, ....., R Jet[O,, ....., O, ] seront:

R 2 Cy(t,) i=0,...... A
| =R,
: —Cl=R,
c —»C =R,
i — () - C; =R,
Exemple pour n=4  C? - C? - C'=R, =0,
; -G, —C =0,
: .
' e ~Cl =0,
. - C; =0
_ ‘ . Cg = Q4
0 =Cri(1) i0,........n

Les Ci(t,) seront calculés en utilisant I’équation de récurrence (19)
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Ry=P,

i

Figure 2. 1. courbe de Bézier non rationnelle P(t) de degré 5 subdivisé en deux courbes
R@®) et Q) de méme degré

2.1.1.2. Subdivision des courbes rationnelles

Une courbe de Bézier rationnelle C(t) de degré n définie par ses (n+1) pdles

[Po....... ,P.] chargés respectivement par les poids (w,, ....... , W, ) peut étre subdivisée a to
en deux courbes de Bézier rationnelles R(£)=Q(0)=C(to). En utilisant le polygone
[Foueeno , P 1les charges (w,, ....... ,w) et algorithme de récurrence (21) : [Bensalah
‘90].
L’équation des charges s’éerit w; (1) = wa.B}’. (),
j=0
Avec w () =Q-D).w @O +1L.w (1) (20)
L’algorithme de récurrence pour les courbes de Bézier rationnelles §”€écrit alors
, W) g Wi () e
G (t)=(1’“t)-'“1""—_-ci (t)'*"“""'"'"""'-cm () (21)
w (1) Wl (1)

avec C'(1)=F, ; w'(t)=w,
Le polygone [Ry,...... ,Ra] et ses charges (a,,....., <, ) de la courbe R(1), et le polygone
[Qo,....,Qu] et ses charges (5,,....... ,B,) seront déterminés récursivement par
R =Ci(t,), et a, =w,(1,) i=0,...... ,n
O =Cri(t,). et §; =w" (1,) i=0,..... n
Les C2(t,) seront calculés par I’équation (21) et les wy (t,) par I’équation (20).
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w=1.5

w,=0.5

Figure 2.2, courbe de Bézier rationnelle de degré 5 (de poids w,) subdivisé en deux
courbes rationnelles de méme degré (de poids o et f3,)

2,1.2, Elévation de degré

La procédure d’élévation de degré permet d’augmenter le nombre de pdles d”une courbes.
Les courbes initiales et finale sont identiques mais de degrés différents.

2.1.2.1 Elévation de degré des courbes non rationnelles

Soit une courbe C(t) de degré n définie par ses (n+1) pdles P; (i=0,......... ,n). La courbe Q(t)
de degré (n+1) est défini par ses (n+2) pdles Q; (=0,.....,n+1) déterminés par la formule
récurrente suivante [Bensalah ‘90), [Pieg! & Tiller '94][Asma’99].

Q=(01-a)P +a,.F_ (22)

avec a;=i/(n+1) (i=0,....... ntd)

il s’en suit que Qo=Pg et Qu+1=P,. En utilisant les nouveaux pdles Q;, on peut €lever encore
le degré de nt+2 en appliquant une nouvelle fois I’algorithme.

L’algonthme d’élévation de degré de ntp s’ écrit alors de la maniére suivante

(i=0 .
Q,—-P, ;
g=1......
Qn+j_ n+j+l; '
(k—n+J- veen, d pas 1)
| Q, =0ty Oy (1= 0,
Fin !

Une des qualité les plus importantes de cet algorithme est que les o; dépendent seulement
du degré. Ils peuvent par conséquent étre calculés une seule fois et enregistrés dans le

fichier. |
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P=Q,

Figure 2.3.Courbe de Bézier non rationnelle de degré 3 élevée au degré 5

2.1.2.2 Elévation de degré des courbes rationnelles

t
Soit une courbe C(t) de degré n définie par ses (n+1) pdles P; (i=0,.........,n). chargé par les
poids w; (i=0,......,n).La courbe Q(t) de degré (n+1) est défini par ses (n+2) pdles Q;
(7=0,.....,n+1) chargés par les poids Bj(i=O0,........ ,o+1) déterminés par :[Bensalah ‘90],
[Piegl & Tiller'94]. :

n+1-7y |
0 = Ci]—l( ) ) ;1=0,.....,nt+l (23)
+1-1
B =w,.‘_](1~—+—1—’) Si=0,..0t1 (24)
n

Les C3(¢) seront calculés pour I’équation (21) et les w? (#,) par I’équation (20).
L’élévation de degré a I’ordre supérieur se fait par application répétée de cet algorithme.

2.1.3 Réduction de degré

la réduction de degré d’une courbe de Bézier se fait en diminuant le nombre de pdle de la
courbe initiale. I.a courbe obtenue est une approximation de la courbe traitée.

2.1.3.1 Réduction de degré des courbes non rationnelles

Si une courbe de Bézier C(t) de degré (n+1) défini par ses (n+2) poles Pi (i=0,........ ,n), est
mathématiquement identique & une courbe Q(t) de degré n défini par ses (n+1) poles Q;



|
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(j=0......,n) alors la propriété de I’hodographe est vérifiée. Les pdles Qj peuvent étre
calculés par la résolution inverse de I’équation de I’élévation de degré (22). Cette
résolution peut se faire de deux fagons (25) et (26) selon que la résolution commence par
Qo ou par Qy: [Farin ‘83),{Forrest ‘72] :

R =Q1+B).P -B.R, (25)
avec fBi=i/tn+1-1) (i=0,....... )

=(+7,).F -7:.5; (26)

avec y; =1/Bi=m+1-i) /i (i=n,......., 0)

Si la propriété de ’hodographe n’est pas vérifiée alors (25) et (26) donnent deux polygones
R; et §; différents.

Une premiére approximation a été proposé par Farin [Farin ‘83] et consiste a prendre pour
la courbe redulte Q(t) la moyenne pondérée des deux polygones R et S :

0, == R+—S i=0,....n (27)

=¥

L’application successive de cette méthode produit une réduction du degré n au degré m<n,
par une réduction d’un degré & chaque étape. Les erreurs d’approximation s’ajoutent a
chaque étape.

Q
Polygone | X
I."I // \\ ¢
- // '/ —\\
b ‘ y / ) )
s /‘4’/ \:\\\
\\\R /4 %,
Pamss P=Q, P=Q

Figure 2.4.b. Courbe
précédente de degré 3 réduite par la
méthode du polygone moyen.

Figure 2. 4 a. Courbe de Bézier non rationnelle
de degré 3 réduite au degré 2 par les deux
methodes polygone 1 et 2.
|
2.1.3.2 Rgductlon de degre des courbes rationnelles
| .
En repren:ant le méme raisonnement que pour les courbes non rationnelles, les équations
(23) et (2?) peuvent &tre résolues de deux maniére : [Farin *92]
i=0,....,n |

| .
1 W
Re-El M p Zm L g, (28.8)
n+l—-i . n+l—i

2 i
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o n+1 I : 20 b
T W, . 28
“ontl-i op+l-i (29.6)
1=n,...,0
n+l w, B n+l-i
S, =——P-—— 75 28.b
] Y By ! ( )
n+1 n+l-1
-1 i —oW i ﬁ. (29‘3)

Les Ri et les Si sont les pdles recherchés chargés respectivement par les poids o et B .
L’approximation de Farin pour le cas rationnel devient

n—i o . .0
O, = B (¢ "E-_'Si (30.2)
n oM H B
n—if i
H=—a -—.p5 (30.b)

2,

Figure 2.5. Courbe de Bézier rationnelle de degré 6 réduite au degré 5 par la méthode
diu  polygone moyen W = {1,11,08,05,08,12,1};Wr = {1,1304,0516,0.516,1304,1}

2.1.4 Raccordement des courbes

Le raccordement de deux courbes de Bézier en un points donné consiste a rassembler les
deux courbe en ce point en respectant une continuité géométrique désirée.

2.1.4.1 Raccordement des courbes non rationnelles

Le raccordement de deux courbes non rationnelles de Bézier R(t) et S(t) de méme ordre, au
point R(1)=S(0), pose autant de contraintes que I’ordre de continuité géometrique C
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(d’ordre k) entre deux courbes R(t) définie par le polygone (Ry,......,Ry) et S(t) définie par
le polygone (Se,....Su), 1l suflit de satisfaire les (k-+1) conditions :

4] ro-[4] 5o *
7 R(z)i = S(O):— ..... Jk<n €)Y

Sachant que les k premiéres dérivées de R(t) au point t=1 dépendent de ses (k+1) derniers
poles, et que les k premiéres dérivées de S(t) dépendent de ses (k+1) derniers pdles, il
suffit seulément de calculer les (k+1) premlers p6les de S(t) en continuité des (k+1)
derniers poles de R(t), les autres poles n’ont pas d’influence sur la continuité C* désirée.
Les pdles Si seront alors calculés par

S, =R, (2);i=0,....k. (32)

11 s’agit d’une extrapolation de R(t) pour le point S(1) donc t=2.

Si les deux courbes R(t) et S(t) ne sont pas de méme degré, par I’élévation du degré de la
plus faible.

Si k=n les deux courbes R(t) et S(t), sont la subdivision d’une autre courbe C(t) d’apres le
principe méme de la subdivision. ‘

11.1.4.2 Raccordement des courbes rationnelles

Pour raccorder une courbe rationnelles de Bézier R(t) définie par ses pdles Ri, et poids ai &
une courbe rationneltle de Bézier S(t) de méme ordre, définie par ses poles Si chargés par
les poids Bi, au pont R(1)=S(0), en respectant une continuité géométrique d’ordre k, il suffit
de calculer les (k+1) premiers pdles de S(t) et leurs charges par

Pour 1=0,......k

e | (33.2)

n-i

/32- =a,, (2) (33.b)

2.2 Transformations dans le modéle B-spline

Pour permetire le passage a la réduction de degré des courbes B-spline, nous aurons besoin
des transformations du polygone et du vecteur nodal. Nous présentons ici les méthodes
mdlspensable a cette application,

2.2.1 Insertion de noeuds

Cette procédure permet d’ajouter un nouveau nceud dans le vecteur nodal d’une courbe B-
spline, et donc d’élever le degré de la courbe.

2.2.1.1 Insertion de nceuds pour les courbes non rationnelles
Soit une courbe B-spline non rationnelle C(t) de degré p définie par :
Cty=2 P.NP() 0=r<]

i=0

ou P; sc)nt{ des pdles de la courbe et N7(7) sont des fonctions de base de B-spline de degré

p définies, par I’équation (6) et le vecteur neeuds (non périodique) t{te,.....,.Ln}. Le nombre
de nceudsi le degré, et le nombre de poles sont liés par la relation : m=n+p+1.
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Soit x, <.....< x,une séquence de nceuds A insérer dans I'intervalle [t., tJc’est a dire

1, <x,etx, <t,. Les nccuds de multiplicité k seront insérer k fois (la multiplicité ne doit
pas dépasser (n-1).

Pour insérer ces nceuds les poles Pa.p,........ , Py doivent étre connus. Le nouveau vecteur
nceuds sera : U={uy,....., Umesc), €t les nouveaux pdles seront Q; déterminés par
I’algorithme suivant '

Pour simplifier I"algorithme, les nceuds seront toujours notés #, et les poles Pj.[Boesm &
Prautzch)

Algorithme 1

i=b+p-1 ;I=b+st+p-r

pour j=b, b-1,...,a

(*) Pl-pZPi-p
st x; <1, eti>a
alors tl=ti
i=i-; 1=l-1
'\ allera (*)
sinon pour k=1,2,.....p
b=t —x;
si f<0
alors Pl-p*}k-l=Pl-p+k
sinon 8=/, —ti )
Piprci= B-Pipic1t (1-B).Pipwc
Fin pour -
; ti=x; ;1=1-1 E
Fin pour |

L algorithme s’arrétera lorsque tous les nceuds x; seront insérés, pendant que les pdles de
la partie gauche restent inchangés, |

P, Ps":Qc.

|
i
I
|
I
i
1
|
t
\
1
{
1
|

Fingre 2.6. Insertion de neeud 0.5 pour une courbe B-spline non rationnelle avec
! T ={0,0,0,0,02,08,,1,1,1}
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2.2.1.2 Insertion de nceuds pour les courbes rationnelles

Soit une courbe B-spline rationnelle C(t) de degré p définie par :

B | |

| o
iN,” 0).w,. P, |

- C = o !

‘ Z N (t) W, '

| ouP sont les pbles, w,les poids et Niy(t) sont les fonctions de base B-spline de degre p

définies par le vecteur noeuds (non penodlque) t={to,....tm} -
Soit x, <.|..<x,une séquence de nceuds a insérer dans I’intervalle [ta, to].

Dans le cas rationnel I’algorithme 1 précédent devient [Boesm & Prautzch ‘85)
l’algorithnie 2

P algonthme 2
i=b+p-1 l—b+s+p-r

pour j=b, b-1,.
(*) Pl-p::':Pi-p
Wip=Wi-p
si x; < {, eti>a
alors tl=ti
i=i-l ; 1=1-1
i aller a (*)
sinon pour k=1,2,....,p
i ﬁ = t e %
si f<0

- alors Wipre1=Wip+k
Prpik1=Pipk '
. Sinon ﬂ“u‘ﬂ/(r]..k'—ti—ﬁk)
Wiptket= B Wiprett (1-8). Wipsk
Pipikei= (B.Prpikat (1-B) Prpsic)/ Wiprk

Fin pour
t=x; ;I=1-1
Fin pour '
Fin
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Q

P=Q,

Figure 2.7. Insertion de naeud 0.8 pour une courbe B-spline rationnelle de degré 3 avec
7 ={0,0,0,0,02,06,1,1,1,1} et W={1,13,07,0.7,1.3,1}; Wi ={1,13,07,07,115,115,1}

2.2.2 Suppression de nceuds

Cette procédure permet de supprimer un nceud du vecteur nodal d’une courbe B-
spline, la courbe devient alors de degré immédiatement inférieur. La suppression de nceuds
est une transformation par approximation.

2.2.2.1 Suppression de neeuds pour les courbes non rationnelles

La suppression de nceuds est considérée comme étant le processus inverse de
I’insertion de nceuds. L’ insertion étant une transformation exacte. C’est a dire que la
courbe obtenue est exactement similaire a la courbe initiale, mais la suppression de nceuds
produit en général une approximation de la courbe initiale. Un nceuds inséré peut étre
supprimé en retrouvant exactement la courbe initiale (nceuds surabondant).

Pour faciliter I’explication nous prenons un exemple spécifique : considérons une
courbe P (les podles de courbe initiale sont P7,....... P
Pour suppnmer le nieeud t=t16 il faut et il sufﬁt que la courbe soit de continuité géométrique
Cctat,c est adire:

Pj=a,.P} +(1~a;).P, avecos= (t-tg)/(t7-t3) (34)
s1 encore Ia seconde dérivée est aussi contmue en ce point le nceud peut alors étre supprimé
une seconde fois, les conditions suivantes sont alors nécessaires et suffisantes :

P =a,. P2+(1 o,).P?, P =a, P} +(1-a,). P} : (35)
11,
= : =12 36
a; "t:;]r—:Ti,l » ( )
p3 peut étre tiré a partir des équations (37)
profirdze) R proBlne) B 37)
2 F a2 ’ 2 1_a3

. \ . . . .
Finalement pour que le nceud soit supprimable une tierce fois il faut respecter les

conditions suivantes :

|
|
|
|

i
1
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Prea PP+0-a)P;, Pl=a, PP +(1-a).Phet Pl =a, P +(l-a)F;

' t—t,
@ =", i=123 | (38)
twp+3 ta’
de la premxere et troisiéme équation (38) nous avons

P} —1(1—al).P°3 , P —(l—ag).P._.‘3 :

P3 —_ ; . P — - 39
: 2 A 1-a, 1 39)
l
i
en remplacent dans la deuxiéme équation de (39) . les formules générale sont :
. R° T(1-e). Bl .
P = . r-p<=i<=Q2r-p-s-1/2 (40)
| i o
(-« | ' _
Pl = + )-Fy Qr-p-s+2)<=j<=r-s . (41)
1-a;
i
|
a, = l'—; t,
tk+p+1 tk

ot t=t, est'le nceud de multiplicité s 4 supprimer et <5< p, avec f #£,,,. Pour supprimer

le nceud t=tr plusieurs fois alors a chaque étape supprimer le nceud, s et r seront
décrémentés et les numeéros exposant des poles sont incréments ;
I’algorithme 3 suivant permet de supprimer k fois un nceud t. [Pregl & Tiller '94]

Algorlthrﬁe 3

a=r-p+1 |

b=r-s-1 |

- PourlI=1,2,...... k
a=a-1
b=b+1
i=a
j=b

Tant que (j-i>1-1) faire
a, =(—1)/(typn —1)
aj"‘(t j-—l+l)/(tj+p+1 Ij—l+l)
R.‘:(P,"‘——(l a).PL)/ «
Bl =(F"-a, B/ (-a)
Fin faire

Fin pour
Fin
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39

Pn.':QS

—3

Figure 2.8. Suppression de neeud 0.4 pour une courbe B-spline non rationnelle de
degré4 ,Avec T = {0,0,0,0,0,02,04,06,08,1,1,1,1,1}

2.2,2.2, Suppression de nceuds pour les courbes rationnelles
Dans le cas des courbes rationnelles les formules générales deviennent
r-psisQr-p-s-1/2:
0
W' = W, ““‘(1"' o)W, et P = R ~(1- al;)-Eil
a, Q,.w;

(2.0-p-s+2)/2<j<r-s :

0 : 1 [ 1
=28 o pr o B 2 D (“2)
1-a; (1-a;).w,
| -t . - . .
avec: a, = ik’ ; ce qui conduit a I’algorithme 4 suivant
tk+ ptl L ’ ‘
Algorithme 4 |
! !
a=1!'-p+1 ,‘
b=f-s-1 ;
Pourl=12,......k !
a=a-1 :
b=b+1
i=a
=b

Tant que (j-i>1-1) faire
a; = (t_tf)/(ti+P+l _t:‘)
o, = (7 "'r,'-n-i)/(t;'+p+1 _tj»Hl)
wi} = (W:_t -(1- a;)-w;‘ful)/ &,
! P".—:(EH—(]mai)_ﬂii)/(a’,wf)

wh=(wi'—a,w, )/ (1-a))
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Pl —a, P~ a,).w))
i=i+]
i=j-1
Fin faire
Fin pour
Fin

P=Q,

P=Q,

3

‘ P
P=Q, Q, Pl

' t

Ft@rvure 2.9. Suppression de naeud 0.5 pour une courbe B-spline rationnelle de
B 7 ={0,0,0,0,0,02,05,06,081,1,1,1,1} et W= {1,1.2,0.8,1.3,0.7,1.3,08,1.2,1};
degréd ,Avec

{

i Ws={1,1.2,0.72,1.648,1.6,0.8,1.2,1}
| .

I

2.2.3. Subdlwsmn et algorithme d’Oslo
L alg,onthme d ‘Oslo [Bensalah ‘90] représente une généralisation de I’insertion et de la

subdmsxon il peut servira:

- mserer un nceud et retrouver le nouveau polygone caractéristique,

- . subdiviser une courbe B- sphne en deux courbes B-spline au point u=u,,

- déterminer la valeur paramétrique d’intersection de deux courbes B-spline différentes,

- conveitir une courbe B-spline en courbes de Bézier,
- produire un algorithme de contournage B-spline.

2.2.3.1. Subdivision des courbes non rationnelles

Soit la courbe de base des fonctions B-spline N/*(#) de degré (k-1) définie par :

La fonction C(t)=z p,. N'* (t) associée du vecteur nceuds X={Xo,...... , Kn+ke1}
i=0 :

On désire additionner des nocuds supplémentaires Y=[Y},.....,Y1].

En posant m=n+1 la nouvelle répartition sera Z={Zy,...... Ltk FX Y, répartie en ordre
non décroissant.
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Si N;,(t) sont les fonctions de base de B-spline sur cette nouvelle répartition, la courbe C(t)
peut &tre écrite sous la forme (43) avec les inconnues Q; :

Cit)= z Q,. N} (2) associée du vecteur nceuds Z=[Zo,...... Zmik ] (43)

i=0 )

Le probléme consiste & calculer les poles Q; en fonction des Py, de k, n, m XetZ.

La méthode utilisée pour résoudre ce probléme est basée sur le calcul récurent. Les poles

Qi peuvent étre &crits sous forme d’une combinaison linéaire des P; (44).

0, =ﬁ|3a.-_;,0).a - (44)

1

e

On peut monter que
., ()= N‘u (Zj)

.0
a,(j)= A{i.é (z,m)

Les relations pour k>2 ne sont pas si simple, mais la relation entre les N, J() etles
N (1) est donnée par

Pour tout t :

NI.,k = Zai,kU)'Nik (1 (45)
avee : o, () = (Xpne = X[ Xoeroes Xt | 2, 0) (46)
o o,0=0-apIl¢-2.) (47)

s1 t>g;
o _
et (t-a), = {o 0 ailleurs

aj est un nceud de [Z;,......Zsx[, et [Xi,..... Xind Py () est 1a dfférence divisée

équivalente .
On peut aussi avoir une relation de récurrence entre les a,, (1) :

Supposons que Xin>X; et que vient de I’ équation (46) .

Or a,,(j)=18 X; S Z, < X,,, et &;,(j) = 0 ailleurs
De plus pour & 22 et pour tout i,j

275 (= (Zj+k-l - Xi)'ﬂl.k-l (N+(Xie - Zj+k-1)'ﬁl+!.x~l () - (48)
_. ai.kU)/(Xs+k_Xf) si Xy > X, '
avec Bl = 0 ailleurs (49)

Les Qi peuvent étre déterminés pour les valeurs de t définies par les deux algorithmes
suivants : [Bensalh ‘90},[Sablonniére ‘87-11[Asma’99]
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i
|
| Algorithmef 5
Pour k>1 etij,s sont tel que : .
Ktz dpernnnn JXarkr et Zi+1,. . 2tk
i Avec X, , <.€X <X, <..SX .,
| X;<Z; <X,
a(s,1)=1
$2=5
Pour r=1,2,..... ,k-1
B=0
ZiZier
I Pouri=sy,s:+1,....,8
di=Zi-X;
dy= Xjtr-Z; ‘
| B=ali,ry/(d +d;)

| a(i ~1,r+1)=d, f+p,

: B=d.p

. Finpour -

f a(s:r + 1) = ﬂ]

i s, =5 -1

Fin pour

Fin pour
Fin '

Les
Q; peuvent &tre calculés par 1’algorithme 6 suivant sachant que :

0,= ¥ a,@).F etk js, Xiainsi que Zi définis suivant I'algorithme 5 [Bensalh
‘ i=5—k+]

‘90),[Sablonniére ‘87-1][Asma’99] .

Algorithme 6
52=S—k+1
Pour i=s2,8:+1,....,8
P;1=P;
Fin pour
Pourr=1,2,....,k-1
S9- S2-1
ke=k-r
Zi=Zisie
Pour i=s,s-1,...., 52
d1=Zj—Xj
. do= Xj+kr'zj
Py =(dy Pida Py )/ (ditd2)
Fin'pour
Fin pour ‘
: Qj:Ps,k

Fin
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|
|
(di+d2)>0 tant que X,<X;+1 [Bensalh ‘90][Asma’99].

Figure 2.10. Subdivision d’une courbe B-spline de degré 3 au point (=0.5 avec '
T ={0,0,0,0,03,0611,1,1} et T1 = {0,0,0,0,0.6,1,1,1,1,} et T2 = {0,0,0,0,0.2,1,1,1,1}

2.2.3.2 subdivision des courbes rationnelles

Soit la courbe rationnelle B-spline C(t) & base Nik(t) :
2 W BN (@)
Clr) =42 dans X=[X,.....,Xu+k-1] (50)
Zwi'N'i,k ® ‘
i=0 :

et Y=[Y1,.....,Y1}, le vecteur nceuds supplémentaire a rajouter. En posant m=n+1, la
nouvelle répartition sera Z=[Zy,...... Zmik1]=X Y, répartie en ordre non décroissant. La

courbe C(t) peut s’ écrire sous la forme suivante :

> o BNA()
C(f) = 2% dans Z=[Za,. .. ... Za)- (51)
2.0, B.N{ (D)

Avec N;(t) les fonctions de base B-spline sur cette nouvelle répartition et les (i, o;les

pdles et les poids inconnus & déterminer.
L’algorithme 6 peut étre généralisé par I’algorithme 7 suivant :

Aprés utilisation de ’algorithme 5 les Q;, eto; peuvent étre calculés par I’algorithme 7

suivant sachant que ¢, = (e, ()P o , o= > a,, (t)wetkjsXi ainsi que Zi

' i=s—k+] ! ims-k+l
définis suivant I’algorithme 5 [dsma 99]).

!
i
!
[
E
!
f
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Algorithme 7
s7=s-k+1
Pour i=s,s2+1,....,8

P;1=P;
Wii=wi
Fin pour
Pourr=1,2,.... k-1
Sa= Sz-l
k=k-r
ijz_iﬂq-
Pouri=s,s-1,...., sz
di=Z;-X;
dr= Xj+iZ
Pic1=(d1.Pirtd2 Pisy )/(ditdr)
Wirn1=(d1. Wi s +Hda. Wis1 /(d1+d2)
Fin.pour
Fin pour ‘
Q=Psx
o, =W,
Fin
(d,+d2)>0 tant que X;<X;41 [Asma 99} .

!
Figure 2. 111. courbe B-spline rationnelle de degré 3 subdivisé en deux courbes ¢ =0.5
Avec i

!
7={0,0,000,02,06,08 11,11} et 71 = £0,0,0,0,04,1,1,11};T2 = {0,0,0,0,0.2,0.6,1,1,1,1}

W = {1,1.2:,0.8,1,0.8,1.2, 11 = {1,12,087,092,002), W2 = {092,093,093,08,1.2}

I
§
J
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2.3. Changement de base :
Nous développons dans celle partie les algorithmes permettant le passage du
modéle de Bézier au modéle B-spline et inversement.
2.3.1. B-spl:ine —Bézier
!

: Déterm;ination de la forme Bézier d’une courbe B-spline .

2.3.1.1. Le polygone local de Bézier d’une courbe B-spline :
!

|
Soit,la courbe B-spline de degré k ; pour't [ti,t+1] le i-éme morceau de la courbe

peut étre représenté par :

2,
C@y= 2 RN | (52)
i=l-k
Ce l-iéme morceau est une courbe de Bézier de degré k dont les pdles peuvent étre calculés
en utilisant les algorithmes 42.a et 42.b suivants :
Onpose |
Po =P pourl-k<isl et

pourOSr‘sk, I<jgk-retl+ji+r-k<i<]

t, -t
a=-—l—l"}“ o (53a)

STy i T

Pi=a P +(-a)F

4

pour0< j<k 1<r<k-l etl+j+r-k<is<i

B= til_‘.-__ (53b)

!
Pl = BB +(1-B).PL

i+kHl-jr  ti

Les pbles de la I-iéme courbe de Bézier seront :

Q=PF}_; pour j=0,1,.....k (34)
Alors les k+1 pbles Qi; (5=0,1,......k) de la courbe de Bézier locale (55) sont identique 2 la
I-iéme portion de la courbe B-spling définie par son support local (52) :

0,() = gg,,.- BF (@) (55)

Les deux algorithmes (53a) et {(53b) doivent fonctionner simultanément. Tous les
polygones locaux de Bézier de toute la courbe B-spline peuvent donc étre calculeés.

2.3.1.1 Les polygones de Bézier d’une courbe B-spline :

La courbe B-spline d définie par ses ples Pi (i=0,....,n), son ordre k, et son vecteur nceuds
T={10,....,tm} est un ensemble de courbes de Bézier de degré k, On peut démonter qu’en
assignant la multiplicité (k-1) 4 tous les nceuds internes, et en calculant tous les nouveaux
poles par I'algorithme suivant, on retrouve les pdles des courbes locales de Bézier
équivalentes : [4sma 99} [Eck &Lasser'92].
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|
1
|
|
|
|
|
|
[

Pour {<tj¢;=tg. Iyerans s (<t tm
Si'ti+y est de multlphcxte s<k-1
' Calculer A y(tl+1) par I’ Algorithme 1 avec p= k—l -5
. Augmenter la valeur de m par p
Pour j>1 augmenter les indices des Pi par p
Pour i=1,.....,p remplacer
' Les ti+; par ti+)
‘Les Prp+i par App+i

Figure 2.12.Courbe B-spline non rationnelle de degré 3 transformée en 3 courbes de
Bézier non rationnelles de degré3 avee T = {0,0,0,0,0.3,0.7,1,1,1,1}

2.3.2. Bézier - B-spline

Détermination de la forme B-spline d’une ou de plusieurs courbe de Bézier.

2.3.2.1 Polygone B-spline d’une courbe de Bézier

A

Soit la courbe de Bézier C(t) de degré n, définie par ses (n+1) pdles pi(i=0,.....,n), d’aprés
Ia propriété ( § 1.3,1) des fonctions de base B-spline, la courbe B-spline définie par le

2.3.2.2. Pplygone B-spline des courbes locales de Bézier :

i
Considérons un ensemble Q de courbes de Bézier de degré m raccordées avec Ja continuité
C™ s les poles P; de la courbe B-spline englobant toutes ces courbes peuvent étre calculés

a parur dés polygones de ’ensemble Q.
Soit Q= {Ql OseeosQiimae e Q 0,----Qjm}» l& vecteur nceuds est calculé en assignant une

multiplicité (m+1) au premier et au dernier noeuds, et en mettant des intervalles
proportionnelles aux vateurs limites du paramétre t de chaque courbe de
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Bézier par rapport a la somme des intervalles. Pour chaque polygone local, Pilocaux sont
calculés par (45.a) et (45.b) ;[Asma’99]

En posant £y =0, ., pourl-m<i<let

PS=PF pourl-ms<is<l et

pour 0<k<m l<jsm-k etl+j+k-m<i<l

t,.. -t ‘

o= i T ) (56a)
tl+1 tl

P"—aP"J1+(1 a)P"‘U]

pourOS]Sm,lskSm -j,etl+j+k-m<i<l
t1+k'fi

p=tr—t - - (56b)
L -

Py =B R +(1-p).F5]

Les pdles de la courbe B-spline seront : -

B_; =P’ pourj=0,1,....,m (57)

I

_1J

-L’algorlthme donne ainsi les pdles de la courbe B-spline englobant les courbes de Bézier

définies par I’ensemble Q.

f
i

|
2.3.3 Algorithme WM »
!

A partir de la subdivision définie, les pdles de la courbe B-spline non uniforme se

détermment comme suit : [Meyer ‘87) i

.Considérons 1 e[ iy ,“]et i e[p,np 1] de I’algorithme de Boor nous avons la formule de

la B- splmﬁ locale :
C@) = Z]P NI (@)

_1—_p
et comme l’arc de Bézier dans I’intervalle [t;,tir1] peut s’écrire :

s t
C(t) C[t ] §Q”B [IM—I:‘]

ou

L. I . s .-
Qj.i sont les pdles de I’arc de Bézier
C’(t)=Ch(t) ou un point extrémité de Cy(t)
de ces deux expressions nous obtenons :

i I
J=i-p i
Sion conn;ut la decompos1t10n d’une B-spline non uniforme dans la base de Bernstein de
degré p sur I'intervalle [ti,tin1] :

.:P Pl r— ti
Ni,p (Z) = 2¢k,p.j'Bk { -1
i+l i

La courbe B spline done 8’exprime !

i+1
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m)nZQIJ B"( ik J

jev {ia -4

. J t—t
cry=3y @k‘P_I.PI.Bf(_..t 4 J
i+} i

J=f k=0 R
Comme les fonctions de Bernstein B? (¢) (ke[0,p] forment une base de I’espace vectoriel

de dimension p+1 des polyndmes de degré p, les pdles B-spline P; peuvent alors étre
calculés par la résolution du systéme linéaire suivant :

qukprpj Qk,p=0 pourk=0, ..... ,p

J=i-p

Ce systéme peut aussi s’ écrire sous la forme matricielle :

{%u}{ } {Q“}

Pour je[i-p;i], ke[0,p] et ie[p,np-1]

ol {qa,‘_ Y }:est la matrice de transformation de représentation B-spline en représentation
Bézier,

{P;} sont les pdles de la courbe B-spline pour ¢ e[r, , tm]

{Qk.i} les poles de P’arc de Bézier dans l’mterva!]e [ti,tie1]
Ce qui peut s’écrire ;

Popi-p Popi-pst - - - Popi F, Ob.i
wl,p.l-p '¢l.p,f—p+l oo Q’l.p.l P{-,gl ! Ql,i
. i . . _
I - -
Prpi-p Prpi-pn - - - Pr.ps PJ Q" 4
|
_¢p.p.i—p '(Dp.p.i—pﬂ e P JL R - _Qp.f _

p étant le degré

jeli-p;il, ke[0,p] et ie[p,np-1}.
La solution est :

-1
(7= o) {00}
Les formulzes de récurrence sur les fonctions Bernstein et sur les fonctions B-spline
permettent d’¢établir une formule de récurrence pour calcul des coefficients {gv,,' ’. j} dela

suivante : [Meyer’87].

3
ki ( ti—tj )+ (thp-tl_riﬂJ
Prpi = TV Preetpr | T VT Prmrpmrgety T
! Pi ] I, 1 PN g —
l
p~k i / _tj Livpe L
+ Py, -1.'[ Y Opmgn| T T
P { NG, ! Livpt ~ ¥y

(58)
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Dans tous les intervalles [ti,tis1], 7 e[p,n—l] s CH)=C’(1).

En effet'pour ¢ € [t,,,t,,p_ll, sur tous les intervalles [t;,ti+1], en utilisant I’algorithme WM,
nous pouv@ns calculer p+1 pdles B-spline jPi.,,,..'...,P;. alors les pbles B-spline, qui sont
définis daniﬂs les intervalles voisins [ti,ti+1], et :[tm,tm], i e[ p,n— l]), ont p pdles communs,

Successivement, nous pouvons complétement définir tous les pbles de cefte
re’présentat?on B-spline non uniforme, et obtenir le polygone P

L’algorithme WN nous propose un systéme linéaire entre le polygone de Bézier et le
polygone B-spline local. En résolvant ce systéme, nous pouvons résoudre le probléme
consistant {3 représenter une ligne composée par un ensemble d’arcs de Bézier. Cet
algorithmelest également valable pour le probléme de surface. Il sagit 13 d’une méthode
locale dang la mesure ot elle traite le probléme trongon par trongon. La base Bernstein et la
base B-spline. Ces coefficients sont déterminés suivant une procédure récurrente.
L'algorithme WM est une méthode globale, facile 4 implémenter et & utiliser.
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3. Les principales méthodes de réduction de degré

des courbes de Bézier non rationnelles .

Problématique

La plupart des systemes CAD(computer aided design) pour la modélisation des courbes et
s de différent fonctions de base et

des surfaces utilisent une représentation paramétrique

maximum de degré possible , en vu de leur donner d’avantage plus de variance de forme
,par conséquent on 3 besoin de communication et d’échange de données entre différent
systéme ,pour cela on utilisepf des méthodes effective de conversion par approximation des
courbes et des surfaces ,6n combinan ‘la réduction de degré avec la subdivision .

Dans le processus de conversion par approximation Perreur d’approximation di a la
réduction de degré est inévitable, donc en doit minimiser cette erreur tout en respectant
certaines propriétes géométriques des courbes et des surfaces ,comme répondre a un ordre
de continuité géométriques en respectant plusieurs tolérances spécifiques & I’application
(position ,tangente ,courbure , torsion,..).

Si on subdivise la courbe de degré n en deux courbes de degré n, qu’on réduit au degré m
(m<n) voulu , erreur d’approxirmration est d’autant plus petite que le nombre de
subdivision est grand , I’utilisation de I’algorithme de subdivision permet de respecter la
tolérance de position en le combinons 3 la réduction de degré . Ce qui donne un ensemble
‘de portions de courbes réduites. Cette idée est la base de toutes les méthodes de conversion
actuelles, appelées aussi sub-réduction. |

Nous présenterons dans ce chapitre les différentes méthodes des conversions par
approximation, :

Faisons des approximation raisonnables de facon & surmonter les contraintes rencontrés
dans le processus de transinission de données entre systemes de CF.A O (CAD.CAM).

3.1.Principe général de conversion par approximation :

le principe général de la conversion par approximation est donné par I’organigramme (Fig

3.1
Une courbe y(t) de degré n de pbles (points de contrdles ) P, sera convertit en respectant un

ordre de continuité k, par réduction de degré en courbe de degré n de pbles , ,puis on

|
subdivise la courbe par I’algorithme de De Casteljau en deux courbes de méme degré m
lorsque la distance maximale entre la courbe convertie et la courbe mére nc respecte pas la
tolérance requise . Chacune des deux courbes subira la méme chose & nouveau jusqu’a la

converlsion de toutes la courbes mére et fin de subdivision.

i
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v

Entrées / |

!
f
E
E

Poles P, de la courbe de degré n

Ordre de continuité k —

Tolérance de position imposé &

Subdivision

Subdiviser la courbe en deux courbes de méme
Degré n.

Réduction

;X

Calcul des nouveaux péles O,
De la courbe réduite de degré m<n

—~

calcul

D_,. = max[y(t) - x(t)|

max

Point de subdivision

ourbes converties y(t} de degré m<n

Figure.3.1. ;organigramme de conversion par approximation
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3.2. Méthodes et Algorithmique de réduction.

3.2.1.Méthode de Forrest

En inversant I’algorithme de I’élévation de degré, Forrest a proposé un algorithme de
réduction {Forrest’72][Forrest ‘90], la méthodes présenté ici est celle de Piegl et Tiller basé
sur les fondement de Forrest.[Asma’99].

3.2.1.1.Algorithme de réduction

soit une courbe P(t) de degré n définie par ces n+1 points de contrbles P a réduire en une

courbe Q(t) de degré n définie par ses n points de contrdles @, .

la réduction de degré d’une courbe de Bézier non rationnelle proposée dans le paragraphe
2.1.3.1 donne deux solutions généralement différentes R(t) (17.a) produisent une bonne
approximation au voisinage de t=0 et S(t) (17.b) produisent une bonne approximation au
voisinage de t=1.

L’approximation proposée par forrest consiste a prendre pour la courbe réduite Q(t) les
(0/2) premiers points de contrdles de la courbe R(t) et les (n/2 )derniers points de controles
de la courbe S(t).

Selon que n est pair ou impair, L algorithme de Forrest s”’écrit

Pour n pair :

Pour i=0,...(n-2)/2

Qr = Rr’

Fin pour
Pour i=(n+2)/2,...,n-1

Q; = Sa'
Fin pour -
Fin

Q, f P=Q,

[ PI f

] .

| P5

@

P
P ) Q,
P‘ . _'l
Q. ’
P=Q,

Figure 3.1.a. Courbe de Bézier de degré 6 réduite au degré 5
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L’HOO'*
L3500+
12007
0,900

0,600+

| : |
+ !
1

Figure 3.1.b. Erreur de position sur la courbe précédente

|
i

Figure 3.1.c. Variation de courbure , courbe précédente et sa courbe réduite
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L’erreur d(%, cette approximation est calculée’par [Piegl &Tiller ‘95]

1 P(t) - Q'(f) |= (':m).rz (t)'|:}:’(n+l)»’2 _%'(Q(;n-l)fl - Q(M-l)l!j|

il est intéressant de noter que I’erreur maximale est obtenue a t=1/2 (figure 3.1.b) puisque

n

| . . .
la fonction|de base du milieu By,,,,(f) atteint sa valeur maximale a t=1/2.

Pour n impair :

Pour i=0,..\,,(n-3)/2
Q, =R
Fin pour !
Pour i=(n+1)/2,...,n-1
Qt = “'S'f
Fin pour
Q(n-l)l! =:(R(n-l)f2 +§ n—l)fz)/2
Fin |

L’erreur dé cette approximation est calculée par [Piegl &Tiller ‘95]

' 1 n-1 i n
| P(’) - Ql(t) l = E (1 - -Z_H)I( B(n-l)rz (1) - B(m-l)lz (’) )( R(.‘-,—t)rz - S(m-:yz) )I
ncter que cette fonction s’annule & t=1/2, puisque B 1y2 (1 2) = B(,,1y, (1/ 2) 1l est

évident 4 cause de la symétrie des polyndmes de Bernstein ,et que ’erreur posséde deux
pics (figur¢ 3.2.b) calculés par I’équation quadratique suivante :

2

D

En considérant la formule précédente de I’erreur , nous constatons que :

o Cette erreur a un contrdle paramétrique de I’erreur . le maximum géomeétrique n’est pas
nécessairement atteint a la méme valeur paramétrique t.

» L’erreur est connue précisément le long de la courbe , ce qui évite de calculer I"erreur
en chaque point de la courbe,

e L’erreur maximale est poussée vers le milieu de la courbe ,

o La courbe initiale et la courbe réduite ont une continuité d’ordre (n-1)/2 aux extrémités
, ce qui est une propriété trés importante & considérer lors de lors d’une réduction de
degré.

L’application successive de cette méthode produit une réduction du degré n au degré m<n,

par une réduction de degré & chaque étape . les erreurs d’approximation s’ajoutent a

chaque étape . Ce qui nous conduit a ’algorithme FOR suivant :

On considére la courbe P(t) de degré n  réduire en Q(t) de degré m<n

Algorithme FOR

Domnées ; £ (i=0,...,n)polygone de contrdle de la courbe de degré n
k ordre de réduction
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Pour i=0,..,n
W,=F,
Fin pour
Pour =12,k
R, =W,
S =W,
Pour i=1,2..,n-1

B =il(n-1)

Ri =(1+ﬂi)-W; _ﬂi"Ri—l

W,=R,
Fin pour
Pour i=n-1,n-2,.,1
vi={n-i)/i

Sy :(1+}’i)-pVi —¥:-5;

W, =S§,
Fin pour
n=n-1
Fin pour
Si (n-k) est pair alors
Pour i=0,..,({n-k)/2)-1
Q;" =R,
Fin pouf
Pour i=({n-k)/2)+1),..,(n-k)
Q, =S,
Fin pour
Sinon {(n-k) impair
Pour i=0,1,..,(n-k-1)/2
O =K
Fin pour .
Pour i=(n-’k-3 )2,...n-k, pas 1
0 =5

Fin pour '

|
Q(n—k+l):'2 T (R(nw-kﬂ)lz + S(n-k+1)fz) /2

Fin Si

Résultats | O, (i=0,1,..,n-k) polygone de contrdles de la courbe de degré (n-k)

Fin
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i
!
|
i
a

P,=Q;

Figure 3.2.a. Courbe de Bézier c?e degré 9 réduite au degré 8

|

1,800

1.400 +

1,200

i,000+

g.8001

0. 600

Q,400

0.2001

Q.000

Figure 3.2.b. Erreur de position de la courbe précédente
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|
{ t
i
!

'
'

al. 080

: “/jLJL- .
Figure 3.2.c. Variation de courbure courbe précédente et sa courbe précédente

3.2.1.2.Algorithme de conversion par épproxima_tion :
I’algorithme FOR présenté dans la paragraphe précédent, produit une bonne approximation

en imposant une continuité maximale C"™™"” aux extrémités de la courbe . En associant 3
cette méthode de réduction 1’algorithme de subdivision (11} nous obtenons 1’algorithme de
conversion par approximation CONVER-FOR permettant de respecter une tolérance.
L’algorithme de subdivision qui sera utilisé dans toutes les méthodes de conversion par
approximation, est I’algorithme SUB suivant :

Algorithme SUB

Données : P, (i=0,...,n)polygone de contrdle de la courbe de degré n
t, abscisse curviligne du point de subdivision

pour i=0,1,..n
P (1g)=F,
Fin pour
Pour j=1,2,;..n
Pour i=0,1,..,nj
Pty y=(1=1,). B (1) + 4. B2 (1)
Fin pour
Fin pour
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Pour i=0,1,. ,n
Qj:PE(to); C,‘ZP;IH(IO)
Fin pour ‘
Résultats : 0,,C, (i=0,1,..,n) deux courbes de degré n

Fin

Algorithme CONV-FOR
Données : P’ (i=0,...,n)polygone de contrdle de la courbe de degré n
k ordre de réduction
&, : tolérance de position
N :nombre de pas
nl1=0 ;n2=0
pour j=0,1,...nl
FOR (P!, k— Q)
T=0,E_, =0
Tant que (t<1) faire
=+ (1/N) ; d=[Q(1) - P/ (1)
Sid>E jlalors E  =d
Fin faire
St E_ > éo alors
SUB (P’ ,f, =1/2-> P0,P1)
Nl1=nl+2 ] N=N div 2
Pour i=0,1}..,n
})in]«d = POI,
P" =R1;
Fin pour !
Sinon faire
Pour j=0,1;..,n-k
Q,‘n2 — Qf j‘
Fin pour
n2=n2+1 .
Fin Si i
Fin pour ! ‘
Résultats : Q7 (i=0,1,..,0-k)(j=0,1,..n2-1)
n2 :nombre des courbes de degré (n-k)
Fin '
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F:gure 3.3.a. courbe de degré 16 réduite en 5 courbes de degré 6

(e,=001letk=10)

M
v /ﬂ\ | , \1 \ A
comar 0 / \ e

Figu're‘3.3. b. erreur de position le long de la courbe de degré 16
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1

1.89E=-Q-r A

aeek 1 1L

iy VY
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M—-}/‘\i

1
T

0.000 }

Figure 3.3.c. Variation de Uerreur sur la courbure

Interprétations des figures : la figure 3.1.a.représente une courbe de Bézier non
rationnelle de degré 6(n pair) réduite au degré 5 ,la figure 3.1.b.montre que I’erreur de
position le long de la courbe réduite est continue, nulle aux extrémités, est posséde un
maximum a t=0.5(au milieu). la continuité des courbures des deux courbes est assuré
(figure 3.1.c), dans le cas ou n est impair figure 3.2.a. la figure 3.2.b,montre que [’erreur
de position est continue le long de la courbe réduite ainsi elle est syméirique au milieu de
la courbe avec un minimum a t=0 la figure 3.2.c représente la variation de courbes des
deux courbes nous constatons que la variation de courbure est nulle aux extrémités .

La figure 3.3.a. représente une courbe de Bézier non rationnelle de degré 16 réduite en 5
courbe de degré 6 par ’algorithme CONV-FOR avec ¢, = 00let k=10. La Figure3.3.b
représente la variation de I’erreur de position le long de la courbe ,montre que la tolérance
fixée est respectée , et que les courbes obtenues sont continues au point commun , tandis
que la figure 3.3.c. exprime la variation de courbure .

1
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3.2.2 .Méthode de Bensalah

3.2.2.1. Algorithme de réduction

la réduction utilisée dans cette méthode n’est autre que la méthode présentée au paragraphe
précédent qui donne deux solutions possibles R{t) ( polygone 1 (17.2)) et S(t} (polygone

2 (17.b)) . Dans le cas général les deux courbes sont différentes , mais donnent chacune
une bonne approximation 4 son début ( figure 3.4) . La meilleure approximation est celle
donnée par Q(t) ( polygone moyen (18) ) qui est une moyenne pondérée des deux ( figure
3.5) . Ces trois solutions reprenons sous la forme suivante [Farin ‘93].

Algoritllhlc BENI :

Données : R (i=0,...,n)polygone de contréle de la courbe de degré n
'k ordre de réduction

Pour =1,2,. k
R, =R
Pour =1,2..,n-1
B =il(n-1i)
Ri=(+f).P~B.R, |
P, =R, :
Fin pour: ‘
n=n-1 ,
Fin pour | ' ;
Résultats : R, (i=0,1,..,n-k) polygone de contrdles de la courbe de degré (n-k)
Fin :

Algorithmé BEN2
Données : £ (i=0,...,n)polygone de contrSle de la courbe de degré n

k ordre de réduction

Pour =1,2i_ k
Spa=F, |
Pour i=n-1,n-2,.,,1
v, =n-0D1i
Sia=Q+y).H — ;-5
PES,
Finipour
n=n-1
Finpour | :

Résuhats : S, (i=0,1,..,n-k) polygone de contrdles de la courbe de degré (n-k}
Fin X

i

}



Chapitre 3
Les principales méthodes de réduction de degré des courbes de Bézier non rationnelles

62

Algorithme BENm

4‘
i Données : P, (i=0,...,n)polygone de contrdle de la courbe de degré n

E k ordre de réduction }r
|

BENl(P,If - R)

BEN2(P,k— §) :
Pouri=0,1,..,n-k :
n}—k i S ‘

—i
Q= e 'R‘+n—k"

Fin pour

Résultats :|Q, (i=0,1,...,n-k) polygone de la courbe de degré (n-k)
Fin

Pz Rz . SZ PJ 83

\
\
|
|
|
i
l
!
i
\'
|

P=R,

Figure 3.4. courbe de degré 5 réduite au degré 4 par BEN1 et BEN2

P, & p

P0=Q0 P5=Q+

Figure 3.5. courbe de degré 5 précédente réduite au degré 4 par BENm
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|
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|
3.2.2.2. A:Igorithme de conversion par approximation

Les deux s!olutions de I’algorithme de réduction de degré des courbes de Bézier ne sont pas
trés efficaces pour toutes la courbe , mais le sont quand méme pour une partie , donc en
partant d’une courbe P(t) de degré n on peut faire une réduction du degré puis au point ou
on atteint la tolérance on subdivise en deux courbes la premiére de degré (n-k) et I'autre de
degré n puis on fait 1a méme chose a la deuxiéme courbes et ainsi de suite , jusqu’a la fin
de la courbe . Ce raisonnement et la base du fonctionnement de I’algorithme CONV-BEN.
Nous remarquons que pour chaque itération on trouve deux subdivisions , une au début de
la courbe ét par 1a méthode du polygone 1, 'autre 4 la fin de la courbe et par le polygone 2
, la méthode du polygone moyen n’est pas utilisée sachant qu’elle ne conserve pas les

tangentes aux limites.

Alors que les deux autres la conservent mais seulement d’un coté d’ou la partie
d’ajustement des tangentes en fin de I’algorithme permettant d’ajuster les deux derniers
pbles des polygones 1 et les deux premiers du polygone 2. [Asma’99]

Algorithme CONV-BEN

Données : B, (i=0,...,n)polygone de contrdle de la courbe de degré n

k :ordre de réduction
g, ‘tolérance de position

N : nombre de pas .

(*) BEN1 (P,k — Q)
s=0,d=\P, -0,
St (d > g, ) alors

=y

tant que (|P(f) - O(f)| < &,) faire
t=1+ (%V)

Fixé faire
{,=1- (%V) ; s=5t1
SUB (0,7, — 00,01) ; SUB(P,t, — P0,P1)
Pour i=0,1,..,n-k
. Q; =00,
- Fin pour
v Pouri=0,1,..,n
! P =Pl
+ Fin pour
N=N-(1/t) -
BﬂNz(P k- Q) N
s=(;); d=|P, -0,
Si(d > g,) alors

i
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t= 1/N '

Tant que (]P(l -1)-Q(1- t)\ < &, ) faire
t=t+(1/N)

Fin faire

b=1-t+(1/N)s=s+1

SUB (Q,¢, = ©0,01)
SUB(P,t, - PO, P1)
| Pour i=0,1,..,n'k
| Q' =01,
Fin pour
Pour i=0,1,..,n
F, = PO,
Fin pour
N=N-(1#)
Sinon aller & (**)
Sinon aller a (**)
Aller a (*)
(") st |
+ Pouri=0,1,..,n-k ‘
; g’ =0
Fin pour < _
Ajustements des tangentes des O/
Résultats : Q7 (i=0,1,..,n-k)(j=1,2,..,8)
s : nombre de courbes de degré (n-k).
Fin

Pour la parltie ajustement des tangentes I’auteur préconise |’algorithme BENm qui réparti
I’erreur de tangence le long de la courbe .

Figure 3.6.a. Courbe de degré 10 réduite en 8 courbes de degré 6 par
Valgorithme(CONV-BEN), ¢, = 001



" Les principales méthodes de réduction de degré des courbes de Bézier non rationnelles

Chapitre 3

65

7
1
[
|
I
|
[
|
i
!
|
|
|

\

|

|

i

1.4E-41+ g
1.ZE~4T
1.0E-44
9. 0E-5-

6. DE-!P]'

4.0E-37
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Figure 3.6.b. Erreur de position sur la courbe précédente

1.8E-94+ AT
1,3E=-3T
1.RE-S
9. 0B~6
s.08-51

3.0E-61T

Figure 3.6.c.

Variation de Uerreur sur la tangente
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F, igti;re 3.6.d Variation de Uerreur sur la courbure aprés ajustement

|

Interprétations des figures - nous constatons que la continuité de position (figure 3.6.b),

ainsi la continuité de tangentes est respectés garces a I’ajustement des tangentes (figure

3.6.c), mai$ la méthode de Bensalah ne respecte pas la continuité de la courbure la figure
3.6.d . montre la discontinuité de courbure.
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3.2.3.Mét;hode de Hoschek
i
Introducltion

la méthode introduite dans cette partie, est une méthode effective pour la conversion
par approicimation des courbes et des surfaces, cette méthode utilisent principalement
fhoscheck90] : :
e Transformation du paramétre (parametnsauon)
» Techniques d’optimisation non linéaire.
De cet algorithme découle deux applications[Hoscheck&wissel’88] :
s Subdiviser une courbe de degré n donnée en une ou plusieurs courbe de degré m<n
(réduction de degré ) en respectant une tolérance de position fixée o.
e Transformer autant que possible une courbe de degré N-en une courbe de degré
M>N(élévation de degré) en respectant une tolérance de position fixée eo.
L'idée essentielle de cet algorithme est d’utiliser la paramétrisation comme nouveau
paramétre :la forme d’une courbe passant par un ensemble des points changera ,si on
change les valeurs du parameétre t durant le processus d’approximations .

3.2.3.1.Paramétrisation intrinséque

le but de la paramétrisation est de trouver une bonne répartition des paramétres ¢, , ou
(u;,v,) respectivement sur les pomts P,,P,,. ,permettant une approximation optimale
d’une courbe ou d’une surface .

3.2.3.1.1. Approximation optimale des courbes.

Soit donné un ensemble N+1 de points P (i=0 & N ),/a Paramétrisation permet d’affecter
un paramétre {coefficient) t/ & chaque point. I’approximation de ces points par une courbe
de Bézicr non rationnelle donne{Hoschek’88] :

Y(t)=ibjB;'(t) (tel, Ie[a,b]) et n<N)

J‘nO;
H
Avec B/ (1) fonction de base de Bernstein, et b, les points de contrélé de la courbe  Y(t). -

L’approximation est optimal si la distance minimal entre les points Pi est la courbe
approximé Y(t} est minimiser,ce qui revient a la résolution du probléme suivant ;

N

ZminlY(() - P I‘—) min avec tel

i=0

Ce probléme de minimisation non linéaire peut étre réduit A un processus linéaire en
introduisant 1’erreur vectorielle : .

i .
D, 5 £ -Y() . 3.1

ce qui revient & minimiser la somme :
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D= i(p, —Y(1,))* > min | | (3.2)

i=0

la méthode des moindres carrées permet d’écrire :
|

D " (3.3)

@, 7 | : '
généralement cette erreur vectorielle n’est pas orthogonal & I’approximation Y(t) la
résolution|est linéaire , mais la distance entre les points P: et leur approximation

[
n’est pas minimiser .figure.3.7.

|
l
|

| , .
Figure.3.7. Paramétrisation des points données Pi figure.3.8. Projection de
Et Perreur vectorielle Di. Derreur vectorielle Di

Pour une optimisation optimal il devient nécessaire de corriger la paramétrisation ,en
faisant une approximation en plus sur cefte distance .

Pour cela il faut construire un nouveau paramétre 7, pour avoir une nouvelle erreur
vectorielle D, qui converge 4 la normale de la courbe approximé Y(t),pour cela il faut
remplacer la courbe en chaque point Y(t,) par la tangente (approximation linéaire de Y(1)
au voisinage de Y(t,),puis projeter I’erreur vectorielle D, sur la tangente et obtenir

Les valeurs Ac, comme mesure du changement du paramétre t, qui converge vers la
perpendiculaire de Prsur Y(t,).(figure3.8)

Ac, doit étre mesuré en respectant la longueur de la courbe et celle de Iintervalle Ie[a,b]}

dans notre cas en prend a=0,b=1,¢et la longueur de la courbe L est approximé par la
longueur du polygone obtenu par les points Pi. Ce qui donne la correction du parameétre t,

suivante
b-a Y'@)
avec Ac; =D, x7—
H @)
la correction (4) est admissible si V(7)) - B|<|¥(1,)~ A,
la position du point g, (figure 2) dela perpendiculaire & Y(t) passant par P: ,dans ce cas t,

(3.4)

£ =t +Ac x

, sinon la correction sera dépassé

. Ac/
sera seulement corrigé par 5 -
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La méthode des momdres carrées (3.3) est de nouveau appliqué en utilisant les valeurs
obtenues en %fi's Cette étape est répétée jusqu’a ce que erreur veclorielle D soit
orthogonale 4 la courbe Y(t) en respectant une tolérance de position fixe.

Cette méthode converge localement avec des conditions similaires comme ’algorithme de
Newton pour I’évaluation des zéros. La vitesse de convergence augmente si Y(t) est

approximé par des cercles oscillatoires au lieu des tangentes.
L’algorithme de la paramétrisation intrinséque s’écnt [Hoschek’88] :

Algorithme HOS-PAR

Données Pi i=0,N .
Déterminer Y(t) de degré n <N par la méthode des moindres carrées en appliquant
ﬁ’équation(B).
Intervalle’ du parameétre t, €l, I€[0,1] .
Etape 0 : choisir les valeurs du paramétre t, ,en prends un paramétre équidistant t, =i/N,
=0,N.
Limite L=4,erreur imposé &;.
J=0
Etapel : calculer i ; (longueur du polygone £
Etape? :déterminer Y(t) la courbe approximé par la méthode des moindres carrées (en
respectant (3-)) (3.3) i
Etape 3 pour =0,1,.....,.N i
Elape 4 : Calcul«*r Ac, s !
1 '
b=

: ~ a
Etape5 : Calculer L=t +Ac x

Calculer ID,.’ =
Caleuler |D}=[r()-2|;
Si D, =D, allera Iétape 6.

Sinon Ac; = Ac% aller a I’étape 5.

Etape6: | Calcul D, x¥'(1,)
Liape alculer g, = arccostT————"7 ;
% D} x|r(r,)|
Etape7: Calculer = max (@) ;
‘ J=J+1;
Ll
Si |7 —a| <& stop;
Sinon I

Si (J<L) aller a I’étape 2 ;
S;top .
3.2.3.1.2.Approximation optimal des surfaces
pour Papproximation optimal des surfaces définit par (N+1) x (M+1) points P, (réseau de
contrble)et (u,,v,) paraméires correspondant , la surface d’approximation prend sa

représentation paramétrique :



| S | POV, — [N, [ R,
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H
i
|
|
|
|
-4

T

g m
Y(u,v) = 3 2. BY(u)Bf (Wb, avec u [0,1},v €[0,1],N>n,M>m

jE0 k=0
ou B} (u), B (v) représente les fonctions de base de Bernstein donné par I’équation (1)
parla méthlodes des moindres carrées ,avec I'introduction de I’erreur vectorielle
Di;: =F, - Y(u,v;)
par la suite; en minimise la somme :
|

N M N M '
D=ZZ(DH¢)2 =ZZ(P&_Y(quk))2 (3.5)
i=0 k=0 =0 k=0 .
en générale cette erreur vectorielle n’est pas orthogonal & la surface d’approximation ,donc
(5) ne permet pas de minimiser la distance minimale entre les points £, est la surface
approximé .
d’ou la nécessité de corriger la paramétrisation pour que Ierreur vectorielle converge vers
la normale de la surface Y{u,v) ,pour cela en projetant ’erreur vectorielle D, sur le plan
tangent au point Y (u,,v,),et obtenir Ac,,Ad, comme des correction des paramétre
(u,,v,) (figure.3.9)
Ac,,Ad, est mesuré en respectant la longueur compléte de ligne de paramétre
u, = const,v, = const . respectivement , et la longueur de I'intervalle correspondant.
Si u estlalongueur de la ligne de paramétre u, = const .
£t v est la longueur de la ligne de paramétre v, = const.

Alors lés correction sont donné par :
b-a

i, =u, + Ac; X

- (3.6)

Y, =v, +Ad, x

aveld
Ac, = D, xpeli¥e) | | (3.7.2)
|}: (u,,v, )l
RACAN] | (3.7b)

Ad, =D, %
R AR |

Y (4, v, )
uYy =—7—-"
S/ 1§
ZAURD)
=T 4, |
avec les nouveaux paramétres obtenue par (3.6) ,la méthode des moindres carrées permet
d’écrire :
D
&by _
ces Glapes sont répété jusqu’a ce que I'erreur vectorielle soient approximativement

orthogonale & la surface approximé,(6n respectant une tolérance de posltion €).
Cette méthode de paramétrisation des surfaces est I’extension de la paramétrisation
Optimal des courbes présenté dans la section précédente .

i
!
!
!
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Figure 3.9.Projection de Uerreur vectorielle sur le plan tangent a la surface
¥(u,v) au point Y(uivi).

3.2.3.1.3.Perspective de la méthode
La méthode d’approximation dite paramétrisation intrinséque introduite dans ce chapitre,

appliquées aux courbes et surfaces peuvent étre appliquée pour I’approximation optimal
des volumes paramétriques ,définit par des fonctions de bases trivariable .

!

F .
3.2.3.2.R¢duction de degré

l

Si on utlllse la paramétrisation comme but principal, on oubliera les conditions entre les
courbes q li sont invariantes pour la paramétrisation. Ces condition sont trés connues sous
le nom de continuité géométrique d’ordre k de deux courbes.
Deux courpes P et Q ont une continuité géométrique d’ordre k si les conditions suivantes
sont venﬁé‘,es pour le point commun entre P et Q.[Hoschek & Wissel’88],{Hoschek ‘88]
k=1- P =4.0 :

k=2— Pi” = A2.Q" + 4,.Q'(aveclacondition k =1)
k=3—> ﬁ"' = /’Lf.Q"’ +3.4,.4,.0"+A,.Q'(aveclesconditions k=1, k=2) (3.7)
k=4—> Pi"” =30 +6.2.24,.0"+B.A +4.2.4).0"+1,.0'

(avecles cc;mditions k=1273)

pour un choix arbitraire des paramétres A ces conditions peuvent étre développées en
utilisant la géométrie différentielle introduite par W.Boehm (voir Annexe B).

Le modéle utlhse pour le développement de 1’algorithme est le modéle de Bézier.

Alors la courbe P de degré n, et la courbe Q de degré m<n sont données
par (reprcsgntatlon paramétrique) : '

P=P0=3R.B® t<[0] 6Y)

D=0

Q=0()=2.0.B"(r) 7e[0]] (3.9)

el
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|
Les conditions de continuité dans le modéle de Bézier des courbes P et Q, sont obtenue en
injectons les équations (3.8) et(3.9) dans (3.7) ,avec les conditions aux limites : P(0)=Q(0)
et P(1)=0Q(1) nous obtenons :

k=1
0, %5
0, =P +4(P-PR) (3.10.2)
0,=P,
B 'qu:Pn"'J”l-_(Pn"P—l)
k=2
| Q, =P, +2.0.(B,~P)+4.(P~P)
Oz = '*'ﬂ: (P, P )+ (P,-PF.) : (3.10.b)
ol _m.(n-1)

achy n(m-1)

avec (59.a)
pour k=3 et k=4 (voir Annexe B)

3.2,.3.21. L’erreur d’approximation due a dkréduction de degré

I’approximation global ,d’une courbe de Bézier P de degré n, par une courbe de Bézier Q

= de degré m<n est optimale si I’erreur vectorielle est minimiser.
L’ erreur du position est mesuré a (s+1) points P, d’unc courbe P de degré n (s>n, par

- exemple q=2.n) , en prend un paramétres curviligne équidistant 7, = -’;,(} =0,..,5)

I .
- P, =P(t,)= P(f) (.11)
(ne pas confondre entre les points P,de la courbe P de paramétre 7, et le polygone de

contrdle P de nt+1 points de contrdles )
Si on insére les valeurs du paramétre ¢, dans Q, alors I'erreur vectorielle devienne :

D, =P, -0, (3.12)
ce qui revi:ent i minimiser la somme :
— 5 I
. D= ZODJT. | (3.13)
J:
—- pour les différents conditions de continuité , I’erreur vectorielle est déterminé par (avec les

conditions (10.a) et (10.b)) :
continuitéid’ ordre 1 : k=1 et m=3
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Dj = R_,' _1‘ (Pl - PO)A‘IBIE‘(IJ) - (P—l - P”).;t!.st(tJ-)

avee

R, = P~ P,.(B: + B})(t,) - F,.(B} + BI(t,)

par conséquent on obtient une somme d’erreurs linéaires , dans ce cas on utilise la méthode

des moindres carrées afin de minimiser la somme totale D par les conditions :

D_, L_, - 3.14
Ces conditions conduisent 3 un systéme linéaire en A, et en g mais le résultat dépend de
la paramétrisation des points 7,. Il faut donc résoudre le systéme linéaire obtenu a partir
de (3.14) et insérer la solution avec (3.10.a) dans (3.9}, on obtient alors la premiére
apprommzmon de la courbe Q(t) .
Generalement Perreur vectorielle donné par I’équation (3.12) n’est pas orthogonale 2
r apprommation Q(t) , mais seule la somme D donné par (3.13) conduit a une
approximation optimale . Donc , on doit changer la paramétrisation des points P, pour

avoir une mellleure approximation en utilisant la paramétrisation intrinséque précédente.
Sachant gjie la projection Ac;, est normé par u (approximation de 1a longueur de la courbe

P(t) par la|longueur de son polygone formé par les points F;.

On peut e aluer I’erreur de position maximale & :

= Max|P(1,) - O()) |
dala courbe P donnée et la courbe Q(t) obtenue pour quelques valeurs du parametre 7, .

Les ¢, sont choisis suivant :
1. Les valeurs du paramétre corrigé #, des points P, =P()).

|
2. Enincrémentant les valeurs ¢ entre /et {,,, en respectant 1 . le nombre de

param%tret dépend de la distance £, P,
Cette approche respecte I’erreur D, qui est ’approximation de la distance entre les points
correspondants aux courbes P(t)-et Q(t) , quand la procédure de la paramétrisation donne
I’approximation de I’erreur normale 4 la courbe Q(t) au point Q(7,) .
I A ( &, tolérance fixée) , la procédure s'arréte .
Sinon on'subdivise la courbe P(t) 2 t =2, (7,est le paramétre curviligne au point ou S est

maximale ) .Et on répéte la procédure pour les deux courbes obtenues P1(t) et P2(1).
Si & < g, , la procédure s’arréte pour la courbe considérée . )
Sinon la courbe sera subdivisée elle aussi de la méme maniére.

Continuité d’ordre 2 : k=2, m=5




'
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D, =R, ~(P~-P).(A.B 1))+ 4.5,
(P, - P)2 .o, Bi(t,)
— (P = P (4 B+ 15 BS (1 a
-(Fa _Pn—l)-_nulz-wl-B:(tj)
avec
R, = P, - P,.(Bi + B} + B)(t,)
_ P (B +B+B1,)

par conséquent la somme totale D = ZD‘,2 . devient une fonction non linéaire , pour cela
! j=0
on utilise des méthodes d’optimisation des systémes non linéaire(qu’on_va voir par la suite)

de la méme fagon comme le cas (k=1) :

On évaluons Perreur de position maximale a :

5= MadD | = M| P(t,) - 0C1, )

dala courtiae P donnée et la courbe Q(t) obtenue pour quelques valeurs du parametre £;.

Les 7, sont choisis suivant :

1. Les valeurs du paramétre corrigé 7, des points P, = P(t,).

2. En incrémentant les valeurs ¢, entre et 1, en respectant 1 .le nombre de
paramétret, dépend de la distance P;P,,.

Cette approche respecte erreur D, qui est I’approximation de la distance entre les points

correspondants aux courbes P(t) et Q(t), quand la procédure de la paramétrisation donne
I’approximation de I’erreur normale a la courbe Q(t) au point Q(#;) .

| :
Si & <&, ( &, tolérance fixée) , la procédure s'arréte .
Sinon onisubdivise la courbe P(t)a t =1, (#,estle paramétre curviligne au point ou & est
maximale;) .Et on répéte la procédure pour les deux courbes obtenues P1(t) et P2(t).

Si & <, , la procédure s’arréte pour la courbe considérée .

Sinon la courbe sera subdivisée elle aussi de la méme maniére.
Dans le cfs k=3 et k=4 ( voir Annexe B)
En génér lle k>1, la somme D devient une fonction non linéaire en A et g par conséquent
on utilise ides méthodes non linéaire .
La généralisation de cet algorithme pour une continuité d’ordre k=3,m=7et k=4,m=9 peut
se faire en respectant les 3 ou 4 conditions dans (3.7).

3.2.3.2.2.Algorithrﬁe de réduction

|

|
Algorithfne HOS

i . .

| Données ' s+1 nombre de points P, (=0,..,s) de la courbe ,avec §=2.1
Pi (i=0,...,n)polygone de controle de la courbe P(t) .

I
¢ . ’

f L=4 ; tolérance impose€ : &, .
T

i

i



: chapitre 3
Les principales méthodes de réduction de degré des courbes de Bézier non rationnelles

73

m :degré de la courbe approximé
conditions de continuité :m=2.k+1

Pour j=0,1,..;s
J .

==,
s
P = P(I{ %
Fin pour |

r=1 |
|
calculer p ;|(longueur du polygone F; ).

Pour j=0!1,....,.N

Calculer  Ac; ;

2) Calculer 7, =1, +Ac; x

D,|=

Calculer

) Ac, .
Sinon Ac,= % aller a (2).
& = Max(D,)

|
f
|
!
i
t
I
l
l
|
|
il
!
|
1
{
i

(1) Si D, 2 g alors
=1
Fin pour
r=r+1 ;

St g =g, alors

Si (r<L) alors aller 2 (1) ;
FinSi
FinSi

i
:

P
+

E
b

(1) Calfculer A, u (i =12,..,k) par un algorithme de résolution non linéaire .
' Calculer les points de contrdles O, (7 = 0,1,..m)

b—a

Y(tj) - PJl :
Calculer  |B,|=[r@) -7,
Si D2 ﬁj alors aller a (3) -

2>

Résultats : les points de contrdles O, =0,1,..,m)

g, erreur d’approximation
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o P‘
P=Q, Py Q

P=Q,

Figure 3.9.a. courbe de Bézier de degré 7 réduite au degré 5

2.800-

2.400+

2.000+

1,600+

1.a004

a.a00-1+

0.400-1

0,000
8.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 a.9

(
!
f
i

Figure3.9.b. Variation de Uerreur d ‘approximation

L
'
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0,020

0.0D0 -

-0.0201

-0.040

! -0.060 ; T T T T 1

Figure 3.9.c. Co#rbure des deux courbes

3.2.3.2.3.Algorithme de conversion par approximation

I’algorithme de conversion (ou subdivision/réduction) est conditionné par la tolérance de
position &, puisque les autres conditions de continuité sont respectées . la méthode consiste
a réduire la courbe initiale puis vérifier I’erreur maximale entre celle ci et la courbe

obtenue . Si
Perreur est inférieur & la tolérance imposé &, Jla procédure s’arréte sinon la courbe sera

. . | .
subdiviserien deux courbes sur lesquelles le processus s’appliquera.
' .
B
|

Algorithme CONV-HOS

Données ::s—i-l nombre de points P, (7=0,..,s) de la courbe P ,avec s=2.n
f P’ (i=0,....,npolygone de contrdle de la courbe PY) .
! k :ordre de continuité .
' &, tolérance de position
nl=0 ;n2=0 ; '
Pour j=0,1,...,nl
HOS(s, P’ )k, & —> 0. &)



: chapitre 3’
Les principales méthodes de réduction de degré des courbes de Bézier non rationnelles

|
Si! & > &,alors
SPB (P — PO, P1)
nl=nl+2
Pouri=0,1,..,n
]_)fn]-l - Poi;j;:nl = P,
Fin pour
Sinon faire
Pour j=0,1,...,n-k

inz — Qi
| Fin pour
n2=n2+1
FinSi
Fin pour

Résultats : 0} (i=0,1,..,0-K)(=0,2,.n2-1)
n2 ‘nombre de courbes de degré (m=2.k+1)

i
i
[
[
|
|
|
|
|
i

Figure 3.10.a. Courbe de Bézier de degré 8 réduite en 4 courbe de degré 7(k=3) par
Palgorithme CONV-HOS avec &, = 001.
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Figure 3.10.b. Variation de Uerreur del ‘approximation pour la courbe convertie.

e
a.0E-3
3.PE~%T
3. ue-:w-ﬁ
?.SE=-51
2.0E-5
1.3€-3
0.08-6¢

6. oE-$+

o.000

Q.0E=-71 AK

8.0E-TT

& . OE~Pr

4. 0E-T4

2 .0E-7

Figure 3.10.c. Variation de Uerreur sur courbure pour la courbe précédente.
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|

|
Interprétations des figures : la méthode de Hoschek assure la continuité imposé, la figure
3.9.areprésente une courbe de Bézier non rationnelle de degré 7 réduite au degré Spar
l’algorithmie de HOS, la variation de I’erreur d'approximation montré par la figure 3.9.b.
continue lelong de la courbe , et nulle aux extrémités ainsi elle posséde deux maximum .
La variation des deux courbures et montré par la figure 3.9.c . qui montre la continuité
De courbure de 1a courbe réduite , et la variation de courbures aux extrémités est nulle, La
figure 3.10.2.montre une courbe de Bézier non rationnelle de degré 8 réduite en 4 courbes
de degré7 par I’application de I’algorithme de CONV-HOS , les figures 3.10.b,c montrent

Je respect de continuité de tangente ainsi la courbure .
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3.2.4.Méthode de Watkins et Worsey

la méthode présenté ici est basé sur les techniques d’approximation minimax , en utilisant
comme résultat centrale dans le domaine d’approximation ,le théoréme de I’ alternataon
pour permettre le développement détaillde de I’ analyse d’erreur .[Watkins & Worsey’88)
en combinons I’ algonthme de subdivision avec Palgorithme de réduction, ’erreur
d’approximation commise lors de la réduction est réduite .

on montre que pour une courbe P(t) de degré n, il est possible de déterminer & priori le
nombre de subdivision avant de faire I’approximation par un polyndme de degré moindre
en respectant une tolérance donnée .

I’algorithme proposé par Watkins et Worsey pour la réduction de degré des courbes de
Bézier non rationnelles se résume par les trois étapes suivantes :

Exprimer la courbe dans la base de Tchebycheff

Tronquer le terme de plus haut degré .

Reconvemr la courbe dans la base de Bézwr —~Bemstein .

3.2.4. 1Polynomes de Tchebycheff .
Définition : les polyndmes de Tchebycheff de degré n ,sont des polynémes orthogonales
définie par : ;

Ty(x)=1 Ti(x)=x '
avec la relation de récurrence :
T,(0) =2.x.T,.,(x) = T, (x)
ces polynomes satisfont a la relation remarquable suivante :

T (cos@) =cos(n.6) (3.14)

avec un paramétre qui varie de [~ 1,1] .

T30 00 Tgx)

Sigure3.11. polynomes de Tchebycheff de degré5

alors les pdlynﬁmes de Tchebycheff se sont des polyndmes orthogonaux , donc pour tout
polyndmes de degré <=n, peuvent s’écrire sous forme d’une combinaison linéaire :

P,,(X)=ia,--i'}(x) , (3.15)

f=0
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La plusi ‘portante propriété dans notre contexte est la propriété de minimax, a partir de
I’équation |(3.14) tout polyndme P(t) de degré <= n peut étre écrit comme une combinaison
linéaire de; 7, (x) .. ‘

Si nous trjnquons le terme 7, (x)de cette somme, nous obtenons un polynéme de

degré <= 1 - 1

n-1
P.()=2a.T()
i§=0 .
P (N 1?. propriété que tous les polyndmes de degré <=n - 1 le maximum de la
différence]?absolue :
E, = MAX(P,(t)- P,.,())
f

est minimum sur l'intervalle [-1, 1].de plus E, =

a,|est le maximum de la différence
absolue duI coefficient du polyndme de Tchebysheff '
c’est a dire que si nous voulons remplacer un polynéme de degré n avec un autre
polyndme' de degré n-1, alors le moyen de minimiser l'erreur maximale est de convertir le
polyndme 'dans la base de Tchebysheff et de tronquer le terme de plus haut degré des
polyndmes de Tchebysheff.

Théoréme de Uinternation :

Si V un sous —espace vectoriel de dimension n de C[a,b] vérifiant Ia condition de Haar ,
‘n-1

Une condition nécessaire et suffisante pour que Le polyndme P,_ (x) =D a,.x" soitla
. . i=0

meilleure approximation polynomiale ,suivaﬁt la norme uniforme de f € C'[a,b] ,sila
fonction d’erreur r(x) = f(x) - P,_ (x) satisfait & la condition suivante [Watkins &

Worsey’88][Pierre’72] ,
r(xi): _r(xi+1) = i"r”r i= 0,..,71""1
ou

A<x, <..<x,<b
et
I =max )

Condition de Haar : on dira que le sous espace vectoriel V vérifie la condition de Haar si
tout élément g €V admet au plus n-1 zéros dans S(S compact compose d’au moins n

points ).

3.2.4.2 Algorithme de réduction

Nous utilisons le théoréme de ’alternation pour la constriction d’une meitleure
approximation du polyndme de degré n par un polynéme de degré (n-1) dans Vintervalle

[-1,1] .
Considérons le polyndme P,(x) de degré n ,exprimer dans la base de Tchebysheff :
P(x)=2a, B(x)

i=0

(3.16.8)
oti 7} (x)est le polyndme de Tchebysheff de degré i donnée par !

T(y,)=(-1* (k=0,.i) ou y, =coslk.z/i)
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7 étant de degré i . d’apres I’équation (8) et Pour x e[— 1,1] ,1lous pouvons écrire ;
Tl=1 Vi

Lx)y= cos(i. ar cos(x)) = I
n-1

on considérons le polynéme de degré n-1 donnée par : Q, , () = Z a,. T,
i=0

st on considére que le polyndme O, , (x) est la meilleure approximation de degré n-1 de

P (x) alors I’erreur 1(x) est donnée par :
r(x) = Pn(x) - Qn—l(x) =a,. T::(x)

donc Hr(x)" =
Alors O

Pintervalle [- 1,1]d*aprés le théoréme de I’alternation .

an
(x) est la meilleure approximation polynomiale de degré n-1 de P, (x} dans

n-1

Si I'intervalle considéré est un intervalle [a,5] inclus dans[- 1,1}, alors les polyndmes
transformés de Tchebysheff sont :

T ) R Y

si I’intervalle est [0,1] , comme le cas des courbes de Bézier , les polyndmes transformés de
Tchebysheff s”écrirons sous la forme suivante :

T {x)=1(2.x-1) x ]0,1]

dans ce qui va suivre nous utilisons les polyndmes transformés de Tchebysheff.

11 important de noter qu’en général , O, , (x) ne respecte pas la continuité aux
extrémités par rapport & P, (x). Puisque la courbe sera subdivisé , on peut forcer donc les
points extrémes pour maintenir une continuité d’ordre 0 aux extrémités. Ce qui est
particuliérement simple dans le cas des courbes de Bézier , il suffit simplement de changer
le premier et le dernier poles (points de contrdles). Aprés cette modification la courbe

obtenue n’est pas la meilleure approximation dans la norme uniforme( appelé aussi norme
de Tchebysheff).

b—a

Algorithme W ‘

Données :?’i(ixo,l,..,n) points de contrbles @e la courbe de degré n
k : ordre de la réduction ‘

Pour i‘—*O,l",..,n -
V,i+D=Fh @
Fin pour ! ‘
Pouri=1,2..n
V()= ol
po irj=1,2,..,n
Kr)=KJ0+(Em~ﬂﬁhJGU)
Fin pour
Fin pour
m=n-k

Pour i=1,2;. . m+]

t
1
|
|
|
|
ry
|
|
|

1
|
i
|
I
|
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V,(i)=0

Pour j=1,2;. ,m+l

V, @)= V(:)+(I“’ Lo )y Vo0
Fin pour

Fin pour

Pouri=1,2,..,m-1
Qi = Vp (’ + 1)
Fin pour

Q, = F,

Qm = Pﬂ

résultats :QJ (7=0,1,..,n) courbe réduite de degré m=n-k

Fin
Pour reduu‘e une courbe P(x) de degré n en une courbe Q(x) de degré m=n-k , il suffit
d’apphquer k fois l’algonthme WW.

Figure 3.12.a. Courbe de degré 6 réduite au degré 5 par la méthode de Watkins et
Worsey |
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- b
~

0.080-
a.04a

0,026

Figure 3.13.c. Variation de Uerreur sur la tangente

3.2.4.3.Algorithme de conversion par approximation
dans cette se!,ction , on se propose de déterminer I’erreur commise dans le processus de
réduction ainsi que pour Pinterpolation forcée . On décrira alors un nouveau algorithme de
subdivision/réduction (conversion),résultant de cette méthode . Des résultats ont été
présentés montrant comment et quand doit on subdiviser ou essayer de réduire .En
particulier , on montre que pour une courbe P(x) de degré n , il est possible de déterminer a
priori combien de fois doit on subdiviser P(x) avant de faire 1’approximation par un
polyndme dlé degré moindre en respectant une tolérance donnée. Donc, il n’est pas
nécessaire d’essayer de réduire ou de contrdler la linéarité apres chaque subdivision .

On suppose que I’erreur commise pour de la réduction d’une courbe P(x) est &
Alors , puisque 1’erreur est donnée par a, .7, (x) et les valeurs extrémales de 7, (x)sont

1 ;
4 t=0 et t=1, I’erreur maximale (en valeur absolue) est certainement atteinte aux extrémités.

Si la courbe réduite est O(x) et la courbe réduite avec interpolation forcée Q(x) ,alors on

peut calculer “P - Q]| par 'inégalité suivante :

lp-di<|p-d+lo-9] (3.16)

la fonction Q — O peut étre écrite sous forme d’une courbe de Bézier dont tous les
coefficients sont nuls excepte le premier et le dernier ,qui prennent la valeur + &. Donc
d’aprés la propriétés de I’enveloppe convexe des courbes de Bézier :

lo-dl=r @17
les inégalités (3.16)et (3.17) impliquent que si 'erreur due & la réduction seule est &.
Alors Perreur due a la réduction avec interpolation forcée est inférieur ou égalea 2.¢.
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{
Ce qui montre exactement comment I’erreur de réduction diminue avec les subdivisions

au milieu de Pintervalle en question . Ce qui nous permet de réduire seulement quand ¢’est
nécessaire , plutdt qu’aprés chaque subdivision .
Soit P(x) donnée par le polynémes transformées de Tchebycheff par

. T} (x)

pour x e[a:,b], pour x e[a, (a+b)/ 2] P(x) est donnée par :
P(x)=2.8.5(x)
i=0

ou f} (x)= 1]; (2.x + b) les polyndmes transformées de Tchebycheff définies dans
Pintervalle[a, (a+5) /2] , donc

P()=3 a1 ()= 2 5.1 (2.x +5)

f=0

tion de degré dans I'intervalle [a,5],

I’erreur de réduction dans [a,(a +5)/2].
Nous désirons d’avoir une relation entre les coefficients a, et 8, alors les polyndmes

T de degré i, exprimés dans la base monomiale :

i

P (x) Zai Z}’ﬂ: = ﬂj"ZYl‘k'(z'x_a)k

i=0 k=0

3

égalisons les coefficients de terme x".
AV oun X" =BV n 2 X"
d’ou

1 '
ﬂn = “2';‘ .CZ,;,

le résultat ;est similaire dans I'intervalle [(a +b)/2, b] .

T 1.
D’on Perreur due a la réduction diminue par multiplication au facteur o chaque

1
2,,_,). a, .Donc pour

obtenir une approximation de degré (n-1) 4 une courbe de degré n en respectant une
tolérance £ Donnée , le nombre de subdivision s nécessaire est :

()
S>-I Og, e

1
ces remltatL conduisent au schéma de conversxon par approximation
(subdlVlblOﬂfl'édUCtiOﬂ)SUlV&m pour I'obtention des courbes de degré d ,approximation
d’une courbe de degré n en respectant une tolérance £ : [Watkins & Worsey’88][Asma

‘99]

subdivision , ce qui donne aprés s subdivision une erreur égale é.(
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Algorithme CONV-WW

Données : £ (i=0,1,..,n) points de contriles de la courbe de degré n

k: ordre de la réduction
&, tolérance de position

m=n
a=1,b=1,c=1
Pour i=0,1,..,n

R'=F,

‘ Fin Pour

Pour r=1,2,...k
Pour f=a,a+1,..,b
Pour i=0,1,..,m
S, =R/
Fin pour
Caculer a

1 }' [k.amJ
s=—.
T 108 2.€,
pourd= 1,2, ,ns
1,=1/(ns-d+2)

SUB(S, 'zo - 00,01) .

Pour j=0,1,..,m
L S=01,
Fin pour
C=c+1;
WW(Q0, 1-50)
Pout j=0,1,..,m-1
R T o
Fin pour
Fin pour
a=a+1 ; b=c ;m=m-1;
Fin pour
=0 .
pour i=a,a+],..,.b
f=f+1;
pour]j=0, 1,..,m
Of =R,
Fin pour
Finpour '
nb=b-a ;

résultats : Q; (j=0,1,..,m)et (i=1,2,.,ab) nb ;nombre de'courbe do degré m=n-k

Fin ;.

t
|
|
I
|
!
l
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Figure 3.13.a. Courbe de degré 8 réduite en deux courbes de degré 6 par 'algorithme
CONV-WW .

€

8.0E-31

&+ DE~3-1

4, 0E-31t

2.08=37T

Figure 3.13.b. Variation de Verreur de position

I
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At

2.4E-34
R.LE-3T
1.06-3¢
1.3E-34
1.2E~34
9. OE— 4

&, DE- %

Figure 3.13.c. Variation de lerreur sur la tangente

Interprétations des figures :la figure la figure 3.12.a.représente une courbe de Bézier
non rationnetle de degré 6 réduite en courbe Q(t) de degré 5 et mais en évidence la
continuité de position aux extrémités , par contre la figure 3.12.b. montre la discontinuité

de la tangente aux extrémités.
la figure 3,13.a. représente une courbe de Bézier non rationnelle P(t) de degré 8 réduite

par I’algorithme CONV-WW en deux courbes de degré 6 avec &, =001 ,I’erreur de

position est nulle aux extrémités (figure3.13.b),par contre la figure 3.13.c monire que la
continuité hux extrémités n’est pas respecté, I’approximation obtenue 4 un comportement

symétrique: figure 3.13.c.

@

3.2.4.4.Conversion de base

Puisque la;'conversion de bases polynomiales est une transformation linéaire la conversion
de base entre les formes de Bernstein et Tchebycheff peut se présenter sous la forme d’un

produit ma;triciel .
Pour convertir un vecteur ¥, & coefficients de Bézier en un vecteur V. a coefficients de la

base de Bézier 4 la base de Tchebycheff , on utilise I'équation suivante -V, =V,. Tons - Doar -
1 fam d £arit - = -1 rpl
Pour la conversion inverse on écrit : V, =V, . Trr . Ty,

ou 7}, est la matrice qui converti les coefficients de la base de Bézier a la base monomiale
, T, estla matrice qui convertit les coefficient de la base monomiale & la base de

Tchebycheff, Ty, Ty sont leurs matrices inverses respectives .
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1
Les matrices 7,,, et T, sont connues explicitement , la matrice 7,;; peut étre calculée
par une relation récursive pour les polyndmes transformés de TcehebychelT
1}, st aussi déterminer explicitement Heureusement , les matrices impliquant les
polyndmes de Tchebycheff ne dépendent pas du degré de la courbe , et par conséquent on
n’a besoin de les calculer qu’une seul fois.[Watkins & Worsey’88]
les matrices impliquant les base dépendent du degré de la courbe .
on doit alors les calculer séparément pour chaque degré . En pratique , il est préférable de
calculer ces matrices pour quelques degrés prédéterminés et calculer les produits
Toe-Lret .

T} .T;) une seule fois pour chaque degré et enregistrer les résultats dans fichier . Donc
set algorithme de réduction nécessite seulement deux produits matriciels et ne nécessite pas
d’évaluation de courbes. On donne les matrices dans le cas générale d’une courbe de degré
n; '
toutes les matrices sont données pour une muitiplication a gauche des vecteurs .

7

M -

(T ) - (_1)i+j SN Sl pour i=12,....n+1
oy Tl -y j=Li+1...,n+1
nt
it.(n—1)!
toutes les autres composantes sont nulles .

avec C' = est le coefficient binomiale .

-1,
T ©

; ) i=12,..,n+1
(i), =CLl 1€y s pour Jeldtlomtl

toutes les autres composantes sont nulles .
Y P

; | 1 1
(‘Gbﬂ)u =1, (TMT)ZI ='§’ (TMT)zz EE

(Tm),,- = C>* /2% pour { ,

(7, MT)#, =C" /2% pour {j 5

Toutes les autres composantes sont nulles .

%
|

J
(1), =0 (Ta), =-1 (), =2 |
(T-l )u =4 (’A;})j—l,j—l - 2‘(T1\;1]")s-1,j - (Tr\;il");,-_z,j pour j<i

(T")Ej =0 pour j>i

|
|
!
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Toutes les autres composantes sont nulles.

Quelques produits matriciels 7,7, et 7.5, pour quelques valeurs de n sont donnés
en (Annexe P)C

Remarques :il est intéressant de considérer les effets de cette conversion de base sur la
précision du processus de réduction de degré , particuliérement les résultats Je Farouki et
Rajan d’une part ont démontré que les bases de Bernstein conviennent la mieux
numériquement que les base de puissance . C’est & dire qu’elles augmentent la stabilité de
I’algorithme , puisque le conditionnement de ces bases est meilleure . D’autre part Farouki
A aussi montré que les bases de Tchebycheff sont numériquement mieux conditionnées
que les bases de Bernstein . Donc si on améliore la conversion de bases entre les bases de
Bernstein et Tchebycheff , du point vue de précision et stabilité , alors aucune perte de
précision i’ affectera I'algorithme de réduction .

Les ¢léments des matrices de conversion peuvent étre déterminés avec exactitude
analytiquement , et seront convertis a virgule flottante par une simple division .Par
conséquent , le nombre d’opérations 4 virgule flottantes est modestement réduit.

f
!
'

b

.
|
:
{
i
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3.2.5.Méthode de Eck

Forrest, a proposé de combiner deux formules d’extrapolation (28.a)(28.b)dérivons de
I’équation d’élévation de degré (22), en prenons la moiti¢ gauche des pdles a partir de R
(polygonel)qui produit une bonne approximation au voisinage de F, ,et la moitié droite a

partir de S (polygone2) , qui produit une bonne approximation au voisinage de £, .
Pour construire une meilleure approximation , on étend la construction de Forrest par

I’introduction en plus , des degrés de liberté appelés facteurs de pondération 4, qui

rassemblent-les coefficient R et S, entre eux . Pour plus de détail en utilise la formule

d’interpolation linéaire suivante :

O =(1-A,)R +4,.8 (i=0..,1n-1) (3.18)

pour définir les nouveaux pdles O, (i=0,..,n-1)

n-1 .
les facteurs {Ai n}‘ , sont déterminés par :
i

A, :2"2-“&(2'"_) (t=0,.,n-1) ‘ (3.19)
| pAvY,
de plus I’erreur d’approximation est donnée par :
d(P,0) = o“-“. A"P,| (3.20)
remarques '

s Si A"P =0 alors les facteurs 4 , peuvent étre choisis arbitrairement puisque

R = Spourtoutl
¢ Onal<i,<,<.<4,,<

Un autre av]mtage de la formule (3. 19) est que les facteurs 4 , ne dépendent pas des pdles
P

i '
Dongc ce schéma peut étre interprété dans le cas de la réduction de degré des courbes de
Bézier . _
Puisque seules les interpolations lin¢aires et itérations d’extrapolation sont utilisées .
On peut noter que P(t) et Q(t) ne coincident pas aux extrémités puisque 4;, = 0 et
Aprn 20 | '

Pour des apf)lications pratiques en CFAO ce comportement est indésirable . On va voir

dans le paragraphe suivant comment modifier le schéma .

{ -
3.2.5.1.Réduction de degré et continuité géometrique

|
Dans I’algorithme de Watkins & Worsey la continuité C° aux extrémités est obtenue en
changeant le premier et le dernier péle de Q(t) pour que I’interpolation soit valable Dans
notre cas cefte correction est simplement obtenue en définissant A,, = Oet 4,_,, =
Et les autres facteurs sont toujours déterminés par I’ équation (3.19).
Il est évident que I’inconvénient est que la propriété de meilleure approximation est
perdue.



Chapitre 3 93
Les principales méthodes de réduction de degré des courbes de Bézier non rationnelles

" Ce probléme peut étre maitrisé grace aux polynémes de Tchebycheff contraints 7, ().

Ce qui permet de déterminer la meilleure approximation forcée pour une continuité
C“"aux deux extremltes 7
Ces polynolmes uniques 7, , (7) de degré m ayant a solution a t=-1 respectivement a t=1,

et sont d’égale oscillation ayant m-2, « -1 valeurs extrémales +1 dans 'intervalle
[— 1,1] qui est une caractéristique de la propriété de la meilleure approximation forcée.
Ncéanmoins,, les formules explicites de 7, _ () pour @ 20 ne sont pas connues a

l’exceptionﬁ de:
T,o()=T.(0) et T,, (1) = T, (t. cosi) (3.21)

Dongc, ces polyndmes doivent étre détermmés numériquement par I’intermédiaire de

. I’algorithme « type Remes » [Eck’93], qui est une méthode standard du calcul de la

meilleure approximation . Sans entrer dans les détails , on suppose pour la suite gue
’expression en terme de Bernstein est :

Tm,a N= Zci,m,a -BIM(ITHJ , E[_ 1,1] (3.22)

En calculons numériquement les coefficients ¢, ,. Ces coefficients non nuls sont alternés

, c’est a dire :
Cima = Coima =0, (=01, a-1) (3.23)
Donc, puisque T, , est d’égale oscillation, les signes des coefficients non nuls sont
alternees , c’est & d1re :

Cme = (=0 1e. |, G=a,a+],. m-a) (3.24)

Le calcul des nouveaux coefﬁciems précédants ne change pas le principe . Il suffit
simpiement de modifier la formule(3.18) par :

0= (1= A )R+ A g S0 (=01, n=1) (3.25)

-1

les facteurs {/’l,_,,_ﬂr }:=o sont déterminés par :

0 (=01..,a-1)
Aina = y— Z( ] Cina (=a,a+l,. ,n-a-1) (3.26)
l” a (i=n-a,.,n-1)
ou .
Yna =’§[n-)'.|cf.n.a
jeaNJ

De plus , en utilisant le facteur de turbulence s, , = 2"/, , I’erreur d’approximation

est donnée par : d(P,0) =s,, 2" |A"P)|

(3.27)
Remarques :
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Le facteur de turbulence s,, 21 est introduit pour représenter la qualité de la

. g _] - . - ’ \J
continuité C“”" en relation avec "approximation non forcée ot s, , = 1.
Ona0=4,, =.=4 <A, u << A <4 =,z 4

" u=l.nu t, U net-)nu (R RIN n b

=],

Le cas n = 2.a(exclu dans le théoréme {Eck’93] ) n’est pas intéressant puisqu’il
représente simplement le schéma d’interpolation d’Hermite (construction de Forrest)

Dans la pratique on ne calcule 4, , et y,, qu’une seule fois pour chaque combinaisons de

net a 21 (la solution pour & = 0 est donnée dans (3.19) . Alors les résultats obtenu pour

n-}
{;t,m }i_o et s, ,doivent étre enregistrées dans fichier . Pour une application on les

rappelle et on calcule les nouveaux coefficients par (3.25) ,{Eck’93]

i a
0 1 2 3
0 0.00003 0 0 0
1 0.00369 0.00287 0.03609 0
2 0.05923 0.05526 0.03609 0
3 0.30362 0.30011 0.28136 0.23083
4 0.69638 0.69989 0.71864 0.76917
5 0.94077 0.94474 0.96391 1
6 0.99631 0.99713 1 1
7 0.99997 1 1 1
Tableau 1|: les facteurs 4, . pour a =0,1,2,3
n o
0 1 2 3
1 1
2 1
3 1 1.5397
4 1 1.3726
5 1 1.2852 4,5795
6 1 1.2313 3.3886
7 1 1.1946 2.7858 15,2332
8 1 1.1680 2.4235 9.8126

Tableau 2 : quelques facteurs s, ,

LI

application k fois successive de ce processus nous donne la réduction du degré n au

degré n-k . Ce qui nous conduit a I’algorithme suivant :

Algorithme ECK

DRonndes ; P, (i50,1,.,n) péles de la courbe de degré n
k ; ordre de la réduction
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. a ordre de continuité

m=n
Pour i=0,1...,n

Fin pour

Pour j=1,2,. .k
BEN1 (Q,1— R)
BEN2 (1> 8 )
Lecture (4;,,,)

Pouri=0,1,..,m-1

Qi = (l - ;Li,m.a ) }21 + lf.m,a 'Si
Fin pour
=m-1
Fin pour
Résultats © O, (i=0,1,..,m) courbe de degré m=n-k
Fin

Pi=Q,

Figure 3.14.a. Courbe de Bézier de degré 8 réduite au degré 7par Palgorithme de ECK
en respectq‘nt la continuité de courbure (o =3)

1
| v
i T
;
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0.3004
0.240+

0,160

0.2+

0,080

L)

0. 040+

0. 000 } ; i t t } i t

0.0 a.: 0.2 ©.3 0.4 0.9 0.6 0.7 o.a

Figure 3.14.b. Variation de I’erreur de position

0.0404

0,020

0.000+

-0.0%0~

=0. 040

-0.0&0 } } } ¢ t t { t

Figure 3.14.c. Variation des courbures
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3.2.5.2. algorithme de conversion par approximation

Maintenant , on peut soulever la question sur le schéma de réduction de degré en respectant
une tolérance de position & fixée au préalable . a priori "erreur estimée (3.20) est utile
combinée a I’observation suivante : si on subdivise la fonction f de degré n ns-fois aux
valeurs équidistantes de I’abscisse curviligne ¢, =i/ (ns+1) (i=1,2,..,ns) , alors lesn

différences de pdles sur chacun des ns+1 segmenfs de courbe est %m +1)" fois la

différence ‘'originale A" P, de la fonction P(t).
Donc , pour satisfaire la tolérance fixée ¢, on doit d’abord subdiviser Q(t) ns-fois 4 #; et

réduire en suite les segments de courbe obtenus . de préférence pour @ 2 1 pour réaliser
un ordre de continuité voulu . le nombre de subdivisions ns obtenu a partir de (3.27) est

1
1(2s,, AR, % |
ns=|— | ——— (3.28)
4 &

Evidement , ns=0 veut dire qu’il n’est pas nécessaire de subdiviser por respecter la
tolérance donnée .
Briévement , on reprend le probléme de la réduction du degré n au m<n . Une solution peut
étre obtenue en appliquant successivement la méthode décrite ici, pour une réduction d’un
degré a chaque €tape .
Ce qui falt*‘ que la fonction obtenue Q(t) n st pas réellement une meilleure approximation a
notre sens de minimisation de d(P,Q) . Mais dans le cas particulier o « =0 , une autre
distance est toujours minimisée. Il s’agit de la norme au sens des moindres carrées
pondérée :
i

(ro-o0) )"

[t (3.29)

T (-1

puisque les polyndmes de Tchebycheff sont orthogonaux d’aprés cette norme pondérée . de
plus on déduit & partir de cette propriété que P()-Q(t) posséde m+1 solutions ( zéros) , ce
qui veut dire que P(t) et Q(t) sont proches I’'une de I’autre .

on ne veut valider ces segments dans le casou a >0

Néanmoins , des expériences pratiques ont montré que cette approximation est satisfaisante
dans la majorité des cas . On peut déterminer I’erreur d(P,Q) en rassemblant toutes les
erreurs commises & chaque étape.

Finalement , si on veut respecter une tolérance ¢ fixée , on doit satisfaire une tolérance de

7(11 -m) 4 chaque réduction comme précédemment en subdivisant k-fois si nécessaire .

Ce qui nous conduit 4 I’algorithme de conversion suivant :JEck’93]

Algorithme CONV-ECK

Données : P, (i=0,1,..,n) pdles de la courbe de degré n
" K : ordre de la réduction
a ordre de continuité
&, tolérance de position
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m=n ,a=1, b=1, ¢=1
Pour i=0,1,..n

R =P
Fin pour '
Pourr=1,2,..k

Pour =a,a+1,..,b

. Pouri=0,1,.,m

| S, = R«'f :

Fin pour ‘
|- Lecture (4 ,q.5..)

Calculer A™F,
-
1 [2.k.sm.a.|A"’Po]J4'
ns=|— :

4 &

Pour d= 1,2,..,ns

b = %ns -d+2)
- SUB (S,¢, - (00,01)
Pour j=0,1,.m
S, =01,
Fin pour
c=ct+1
ECK (Q0,,a — Q)
Pour j=0,1,..,m-1
Ri =0,
Fin pour
Fin pour
c=c+1
ECK(S,L,a— Q)
Pour j=0,1,..,m-1
R; =0,
Fin pour

Fin pour
A=a+1,b=c,m=m-1
Fin pour
=0
Pour i=a,atl,..,b
f=f+1
Pour j=0,1,..,m
0] -
Fin pour
Fin pour
nb =b-a
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Résultats : Qj. (=0,1,..,m)et (i=1,2,..,nb) nb courbe de degré m=n-k
Fin

Figure 3.15.a. Courbe de Bézier de degré 8 réduite en deux
courbes de degré 7 par I’algorithme CONV-ECK

6 . QE~41

4. DE=-34

. 0E~ 4

L3

y 1 Il Il Il } 4
0.000 T T T T LS 1 1 } t t {

Figure 3.15.b. Variation de Perreur de position
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2.1e-34+ AX
1.86-5+

4. JE=J

:.:25-5-- {\

1+ Figure 3.15.c. Variation de Perreur sur la courbure
1 :
i :
I |

Interprétations des figures - la figure 3. 14.%1. représente une courbe de Bézier de degré 8
réduite au degré 7 par I’algorithme de ECK , tout en respectant la continuité de position
ainsi la continuité de tangente (figures 3.14.b,c). la figure 3.15.a montre une courbe de
 Bézier nor}_frationnelle de degré 8 réduite en deux courbes de degré 7 par I’algorithme

CONV-ECK avec a =3et¢g, =001 ,1approximation obtenue est uniforme
symétrigue), représenté par la variation de l'erreur de position sur la figure 3.15.b,, la
continuité de courbure est vérifier par la figure 3.15.c.

|
i
!
|
a
!
i
!
[
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3.3.Analyse comparative des méthodes de conversion

3.3.1.Etude critique

La réduction de degré étant une approx:matlon par conséquent nous devons prendre en
considération dans notre €tude critique les critéres s’y affairant qui sont la nature , la norme et
[*erreur d’approximation, sont négliger les caractéristiques algorithmiques prmmpales dont le
temps de calcul , espace mémoire nécessaire pour le fonctionnement de ’algorithme ainsi
que la facilité d’implémentation . pour notre application la continuité géométrique et le
nombre de courbes obtenues sont d’une importance primordiale . Compte tenu de ces critéres

, une premlere étude critique des méthodes presentees donne les appréciations suivantes :

I
1

|
. Algorithme de Bensalah :la réduction a été considérée comme le processus inverse de
. I’élévation de degre deus solutions sont alors possibles selon que ’on commence par définir

le premier ou le dernier péle ; I’auteur combine ces deux solutions par une moyenne pondérée
qui oblige la solutlon a passer par les pdles extrémes , ce qui donne une continuité d’ordre O .
nous rernarquons alors qu’aucune notion de mellleure approx1mat10n n’est utilisée, et qu’on
ne peut ex1gera un ordre de continuité géométrique , ce qui est un inconvénient de taille .
L’algorithme generale a Pavantage d’étre facile a implémenter rapide d’exécution mais pour
des réductions de degré n>2 , le nombre de courbes réduites est relativement important. Pour

la continuité d’ordre C' un raccordement des tangentes est indispensable.

Algorithme de Forrest : I'algorithme de Forrést est facile 4 implémenter et posséde un temps
de calcul trés intéressant dil a I’absence de notions d’approximation .

Une continuité maximale est respectée aux extrémités de la courbe puisqu’on prend les (n-
1)/2 premiers poles du polygone 1 et les (n-1)/2 derniers pdles du polygone 2 . Cette

Grande exigence en continuité géométrique rétrécit le champ de I’approximation ce qui donne
une erreur trés élevée induisant un nombre de courbes réduites trés élevé.

Algorithme de Hoschek :1’approximation utilisée dans cet algorithme est la méthode des
moindres carrés enrichie par une paramétrisation intrinséque donnant une erreur
d’approximation tres intéressante . Malheureusement cet algorithme fait appel 3 des méthodes
de résolution de systéme non linéaires , qui engendrent un temps de calcul trés lourd
Néanmoins , les résultats pratiques sont satisfaisants , comparés a ceux de la méthode de
Bensalah du point de vue continuité et nombre de segments obtenus principalement dans le
cas ou (n-m)/2 , n représentant le degré de la courbe initiale . C’est une méthode qui donne un
lien entre I’ordre de continuité k & respecter et le degré des courbes réduites 4 obtenir

m=2 k+1. L’inconvénient majeur reste donc le temps de calcul.

Algorithme de Eck : la méthode de Eck se Base sur la notion de la meilleure approximation
qui sera perdue par la suite & cause de I’ordre de continuité qu’on se propose de respecter ,
mais se probléme est maitriser grice d une transformation des polynémes de Tchebycheff
appelés alors contraints . cette méthode se base sur la réduction par les polygones moyens
dans la quelle ’auteur introduit les facteurs de pondérations A, ( pour une continuité

ina

d’ordre @ — 1 :C*™") qui est dépendant de ’ordre de continuité & respecter nécessitant un
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|

|
algorithme de calcul externe trés complexe. Gréce i cette combinaison et 4 Ia subdivision , on
arnve a respecter une tolérance fixée pour un ordre de continuité voulu .

|
Algorithme de Watkins et Worsey : en basons sur la technique d’approximation dite
minimax nous retrouvons dans 1’algorithme de Watkins et Worsey une notion trés importante
concernant la meilleure approximation , utilisant la norme d’approximation donnée par le
théoréme de I’alternation , Malheureusement un probléme de continuité aux extrémités se
pose . pour remédier 4 cela les auteurs suggérent de changer directement les pdles extrémes
obtenus donnant une approximation dite forcée qui fait perdre la notion de la meilleure
approximation , donnant aussi une continuité de position . ’algorithme global est d’une
facilité d’implémentation , mais nécessite des matrices de passage de la base de Bernstein a
la base de Tchebycheff et inversement qui doivent étre calculées par un algorithmes externe
les résultats pratiques obtenues par I’auteur donnent une erreur d’approximation et un nombre
de segment corrects.

3.3.2.Comparaisons analytique

Nous remarquons aprés analyse mathématique parmi ces méthodes que la notion de la
meilleure approximation n’est pas encore respectée , puisqu’elle se trouve 4 chaque fois
perdue, ce qui fait que le probléme de meilleure réduction de degré reste toujours posé.

En CFAO, La continuité géométrique est une caractéristique trés importante qui est donc
indispensable dans les approximations de réduction de degré en vue de I’échange de données
entre systéme . A priori la méthode de Bensalah , Forrest ainsi que celle de Watkins et
Worsey ne répondant pas & ce critére sont & éviter .

Une raison qui €limine ces trois méthodes est qu’elle sont inclues dans la méthode de Eck , si
on réduit dans I’algorithme de Eck les A, , =i/n , ¢’est & dire & =0 on retombe dans

I’algorithme de Bensalah , de méme si on choisit la valeur maximale pour « (m/2) suivant
le nombre de péles a obtenir aprés réduction , on retombe sur I’algorithme de forrest ; et
finalement si on prend o =1 ce qui réduit les 4, _ aux %, on retrouve I"algorithme de de

Watkins et Worsey . Finalement , il ne reste a comparer objectivement que les algorithmes de
Hoschek et de Eck .

L’avantage principal de 1’algorithme de Hoschek est I'utilisation de la paramétrisation
intrinséque des courbes afin de minimiser |’erreur vectoriel au sens des moindres carrées .

les inconvénients de I’algorithme de Hoschek sont I'utilisation d’une méthode numérique non
linéaire qui risque d’alourdir I’ erreur ainsi que le temps de calcul , un notre inconvénient est
que I'algorithme nécessite de calculer P'interpolation de la courbe a chaque modification du
paramétrage .

Les inconvénient de I’algorithme de Eck se retrouvent pratiquement dans tous les autres
algorithmes . C’est que les avantages de I'algorithme ne sont justifiés que par des résultats
pratiques vu I’absence de notion de meilleure approximation , et principalement aucune
notion mathématique ne peut dire que I’erreur est minimale , ce qui maintient encore posé le
probléme de la meilieure réduction de degré par approximation.

Analytiquement nous pouvons conclure que la méthode de Eck trouvera une utilisation plus
large que celle de Hoschek . les résultats pratiques sont plus significatifs que les justifications
analytiques et algorithmiques du fait de I’absence de notion de meilleure approximation , il est
donc indispensable de compléter cette étude par une comparaison expérimentale.
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3.3.3.comparaison expérimental

Pour la méthode de Eck nous ne pouvons faire de comparaison sur la qualité de
I’approximation car nous disposons que des coefficients A, , , et donc on ne peut appliquer la

méthode que pour réduire du degré 8 au degré 7 avec a =0,1,2,3.

Les temps de calcul pour la méthode de Hoschek sont minimiser au maximum puisque nous
considérons que la paramétrisation converge 4 la premiére itération et pour la résolution du
systéme d’équation non linéaire la méthode de Newton converge a la troisiéme itération .

Des tests ont été faits dans [Asma’99] , en implémentant les algorithmes dans
Penvironnement d’un logiciel de C.F.A.O (CONVER de L’IGM de I'université de
Boumerdés) ce qui peut donner en temps de calcul des résultats légérement supérieurs aux
algorithmes programmés seuls .
. Compte tenu des épreuves les plus fréquentes a subir dans la réduction de degré nous avons
choisi les tests relatifs aux manipulations les plus rencontrées .
Les tests sont appliquées sur une machine P.C.486/DX2 66 MHz avec un copossesseur
mathématique . En fonction de 1la méthode le ternps CPU est calculer aprés exécution d’un
nombre défini de fois I"algorithme .
Compte tenu des résultats pratiques de ces methodes nous pouvons tirer les conclusions
suivantes
- Les méthodes de Forrest et Bensalah ayant le méme temps de calcul sont les plus rapxdes .
- La méthode de Hoschek produit pour une méme continuité la meilleure approximation
parmi toutes les méthodes présentées ;
- L’approximation de Forrest donne |’erreur la plus élevée ;
= L’algorithme de Hoschek donne le temps le plus élevé bien que 1’on ait supposé que la
paramétrisation converge a la premiére itération et que le temps de résolution du systéme
non linéaire soit minimal ;
- La methode de Watkins et Worsey donne un temps de calcul intéressant et une bonne
: approxnnatlon
'~ Letemps de calcul de la méthode de Eck est encore plus intéressant que celui de
I’ algonthme de watkins et Worsey ;
, i
Sachant que I’erreur d’approximation décroit avec la contrainte de continuité ,
I"approximation de Watkins et Worsey ne peut étre jugée intéressante puisqu’elle ne respecte
que la continuité minimale . Contrairement la méthode de Forrest respecte la continuité
maximale et donc évidemment 1’erreur d’approximation la plus élevé ( et quelquefois
intolérable ) . I erreur est encore répandant au critére de la continuité géométrique seront
rejetés . }
Par consequentj la méthode de Hoschek demeure la méthode la plus adéquate pour I’échange
de données entre systémes .
|

Ce qui est résufné par le tableau comparatif suivant :

|
I
!
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Méthodes/ | |Bensalah | Forrest Watkins et | Eck Hoschek
Critéres | Worsey
Nombre de 1 |TrésElevé | Elevé Réduit Réduit Réduit
courbe ,
obtenue ‘
Temps de Trés Elevé | Trescourt | Court Court Tres Elevé
calcul
Critéres Erreur de Erreur de Erreur de Erreur de Erreur de
imposables position &, |position g, |position g, position &, position &g,
ordre de ordre de
continuité C continuité
kK(m=2 k+1)
Continuité Continuité | Continuité |Continuité de | Assure la Assure la
de position |[maximale position continuité continuité
et de imposée C imposée k.
tangente L , -
Passage a L’algorithme | L’algorithme | Nécessite un [ Nécessite un | Possible en
d’autres ne permet ne permet algorithme de |algorithme de |modifiant la
modeéles pas le pas le passage du passage du base de
passage passage a modele voulu | modéle voulu a | Bernstein par la
d’autres d’autres a la base de la base de base du modele
modeles modéles Tchebycheff | Tchebycheff §voulu
Amélioration {On peut On peut L’amélioratio |Détermination | Possibilité de
possibles prévoir une |prévoirune |nde cet intrinséque des | déterminer le
amélioration |amélioration [algorithme coefficients de |nombre de
de - |de nous conduit | la moyenne courbes a
~ |lalgorithme {I’algorithme |simplementa |[pondérée obtenir avant de
! |defagonad |defagona |l’algorithme commencer la
* {réduire le réduire le de Eck méthode
nombres de |nombres de
courbe courbe

3.3.4.Conclusion

La méthode de Bensalah a 1’avantage d’avoir un temps de calcul trés réduit, et une facilité
remarquable pour le passage aux surfaces de Bézier non rationnelles, mais produit une erreur
trés élevée, et donc un nombre de courbes réduites trés grand, sans pour cela respecter de
continuité géométrique au-deld de ’ordre 1.
La continuité géométrique maximale étant respectée automatiquement dans 1’algorithme de
Forrest, induit une erreur d’approximation trés élevée produisant un nombre de courbe réduite
élevé. Le pasSage aux surfaces et facile 2 implémenter.
L’inconvénient majeur de I’algorithme de Watkins et Worsey est la continuité géométrique
qui n’est resp;ecté qu’a I’ordre 0. Cette méthode est basée sur un développent mathématiques
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Intéressunt, qui fait que la méthode est d’une rapidité appréciable, grice i la détermination du
nombre de courbes nécessaire pour respecter une tolérance fixée,

Le temps de calcul dans la méthode de Eck est intéressant pour une méthode respectant un
ordre de continuité désiré. Cette approximation fait appel & un algorithme spécifique
complexe pour la détermination des constantes de la moyenne pondérée. Pour manque de
valeurs de ces coefficients, les tests sont limités pour les réductions du degré 8 au degré 7.
Bien que la méthode de Hoschek utilise une méthode de résolution d’équations non linéaire
dont les équations nécessitent un grand effort . de calcul, elle est jugée satisfaisantes
~puisqu’elle répond & toutes les exigences d'un transfert entre systémes. Elle utilise une
parametnsatlon intrinséque et assure la contmulté désirée. Son temps de calcul est trés élevé,

mais on s¢ prbpos d’approcher une étude pour fe réduire,
i : |
! i

! i

i
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4.Méthode proposée

4.1.Introduction

La réduction de degré est souvent nécessaire lors de la conversion des modéles de courbe
et surface en vue de I’échange de données entre différents systémes ..

Nous proposons une méthode permettant de calculer la courbe de Bézier de degré minimal
approchant la courbe originale avec une précision donnée. Cette méthode basée sur la
minimisation progressive des écarts entre les courbes a I'avantage de modifier le
paramétrage de fagon transparente et de respecter les contraintes de continuité trés
facitement. Nous présentons pour finir une introduction a l'extension du procédé aux
surfaces| GJA’99].

Une premiére solution consiste a inverser le procédé d'augmentation du degré
{Forrest’88]. Les résultats obtenus sont donc directement liés au réseau de pOles de la
courbe d'origine et peuvent étre différents selon le sens de parcours du réseau.

De plus certaines conditions essentielles telles que les continuités ne sont pas toujours
respectees.

La solution pour palier & ces problémes est alors d'utiliser une combinaison des différents
résultats, ,

De nombreuses études portent sur ce type de méthodes et ont permis d'améliorer
considérablement leurs performances [Eck93] [Eck95] [PBY96] [WW88] [GBBY6]
[LacSS][H(j)schek’SS]. La seconde possibilité est d'interpoler un certain nombre de points
de la forme d'origine par une forme paramétrique du degré désiré Pour cela, il faut dans un
premier temps extraire les points interpoler et ensuite leur attribuer une valeur de
paramétre. Cette opération de paramétrage est habituellement le point critique du procéde
d‘interpola?ion notamment & cause de la difficulté & définir un critére de qualité mais dans
le cas de la réduction de degré il est possible de donner une définition simple du
paramétrag‘e optimal : « Pour une sélection de points donnée, le paramétrage optimal est le
p_aramétrage qui permet d'interpoler la forme la plus proche de la forme d'origine »
Pratiquement, la méthode communément employée est 'approximation au sens des
moindres carrés d'un grand nombre de points en utilisant le paramétrage d'origine. Dans les
deux cas, lés résultats ne sont pas toujours acceptables et 'optimum est rarement atteint.
Cependant le second type de méthode semble plus intéressant a étudier, d'abord parce que
les calculs utilisent naturellement les caractéristiques intrinséques de la courbe, ensuite car
il pose clairement la question du paramétrage trop souvent sous estimée. Cette €tude se
limitera donc a la

réduction de degré des courbes et surfaces de Bézier par l'interpolation. Dans une premiére
partie nous développerons une réflexion sur les critéres les plus importants en ce basant sur
le cas des courbes planes. Nous proposerons ensuite une méthode permettant de calculer
ces critéres dans le cas général des courbes. Enfin, nous présenterons quelques résultats
obtenus en utilisant une généralisation de la méthode aux courbes et surlaces.
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4.2.Criteres influants sur I'interpolation de courbes de Bézier pour la

réduction de degré.
4.2.1 Analyse des caractéristiques de la courbe et choix des points a interpoler

La premiére étape est d'extraire de la courbe d'origine les points & interpoler. Dans le cas
d'une résolution-par approximation du type moindres carrés le nombre de points n'a que
peu d'importance théorique, il est donc aisé de choisir beaucoup de points. Le choix
devient par contre plus difficile dans le cas de l'interpolation car le nombre de points est

directement lié au degré que l'on souhaite obtenir.
De plus il n'est pas rare d'obtenir, & paramétrage équivalent, des résultats différents selon

les points interpolés. La fagon la plus simple d'opérer est une répartition régulicre des

points le long de la courbe d'origine (figure.4.3). Une autre possibilité est d'étudier les
caracteristiques intrinséques de la courbe et d'utiliser des points particuliers de la courbe.
Cette seconde proposition permet aussi de calculer une estimation du degré minimal

nécessaire pour interpoler la courbe.
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_ Figure.4.3.8élection : répartition réguliére

_ Par exempl'e I’étude de la variation de courbe (fig.4.2) dans le cas de la courbe plane
(fig4.1) indique trois pics de courbures. La courbe ne pourra étre interpolée précisément
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quavec une courbe de degré supérieur ou égal & quatre et les points correspondants aux
pics de courbure sur la courbe pourront étre utilisés pour l'interpolation. H est supposé que
toutes les variations
de courbure et de torsion sont pertinentes, ce qui n'est pas toujours exact, If sera alors

- nécessaire de 'lisser' les variations de la courbure. Dans le cas général des courbes, il faudra
aussi tenir compte des variations de 1a torsion.

- 4.2.2. Le paramétrage
Le probléme du paramétrage est trop souvent négligé dans les méthodes de réduction de
degré, fréquemment on utilise le paramétrage d'origine qui est considéré 4 tort comme
o suffisant. C'est notamment le cas des méthodes basées sur l'inversion du procédé
d'augmentation de degré {cet algorithme ne modifie pas le paramétrage de la courbe).
. Pour analysgr le paramétrage d'une courbe nous utilisons un outil graphique : Soit f{s) =1,
la fonction appelée 'loi de paramétrage' qui retourne le paramétre d'un point de la courbe en
fonction de son abscisse curviligne. Le tracé de cette fonction permet de visualiser et
. . d'étudier aisément les différentes formes de paramétrage. Le paramétrage lindaire f{s) = s
' (aussi appelé 'par longueur de corde' ) est utilisé comme référence. Dans un premier temps,
" nous allons étudier la pertinence de I'emploi du paramétrage d'origine. Nous.évoquerons
ensuite les différentes formes de paramétrage.connues.

4.2.2.1 Le paramétrage d'origine :

Une premiér}e expérience montre deux courbes identiques de degrés différents et leurs lois
de paramétrage. Les différences sont visiblement importantes ce qui va 4 I'encontre des
méthodes qﬁi utilisent les caractéristiques géométriques de la courbe pour déterminer le

- paramétrage.
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Sigure.4.4.degré8 figure.4.5. Paramétrage
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Une seconde expérience montre une réduction de degré sur une courbe de Bézier (fig.8)
par la méthode de Eck (fig.4.10). L'algorithme de Eck calcul la meilleure approximation au

sens des moindres carrés en minimisant la distance
:(1’)" dt pourtant les résultats obtenu est perfectible est

n—

d2(¥Y, - Y _
une rapide modxﬁcatlon manuelle des poles donne le résultats (figure 4.12) qui est
{

visiblement bien meilleure qualité .
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Figure.4.9.paramétruge d’origine

Figure 4. 8. courbe d’origine
Pour etudxer les modifications apportées a la courbe de Eck, nous comparons les deux
courbes obtenues aprés la réduction de degré et la courbe d'origine.
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figure.4.11. Paramétrage de Eck

4.10.Méthode de Eck

Figure.

Figure 4.12. Modification manuelle

figure.4.13. Paramétrage manuelle
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La lot de paramétrage n'a pas évolué dans le cas de la méthode de Eck (figure 4.11) alors
qu'elle varie significativement lorsque nous modifions les pdles manuellement (figure
4.13) ce qui est cohérent avec notre premiére expérience. De toute évidence, le
paramétrage d'origine n'est pas une bonne solution et un reparamétrage s'aveére nécessaire.

4.2.2.2 Comparaisons de différents paramétrages

La problématique du paramétrage a été longuement étudiée et les propositions nombreuses.
Hormis les schémas les plus simples (uniforme, linéaire), nous citerons les propositions de
Lee [Lee’84] et Foley.
Lee propose une variation centripéte du paramétre alors que Foley propose une méthode
qui tient compte des variations de courbures en ralentissant la progression du paramétrage
lorsque la courbure est forte. Ces propositions fournissent que rarement des résultats
acceptables car elles ne tiennent pas compte du degré de la courbe 3 interpoler. Dans une
¢tude précédente [JBA’95], nous proposions d'approcher la loi de paramétrage optimale
par une courbe. Ces paramétrages 'paraboliques’ et ‘cubiques’ sont calculés en fonction des
conditions aux limites de la courbe. La démarche est intéressante, mais la méthode utilisée
était lourde en calcul et finalement limitée a des lois de paramétrage de degré 3, ce qui est
insuffisant. Une autre méthode, proposée par [Hoschek’88], mérite un peu d'attention.
Hoschek introduit une décomposition de 'erreur entre un point a interpoler et son
équivalent sur la courbe en
erreur normale et tangentielle.
L'erreur tangentielle Ac, est alors interprétée comme une erreur de paramétrage qui peut
Etre : -
minimisée par approximations successives. Cette méthode nccessite de calculer
l'interpolation de la courbe & chaque modification du paramétrage.

i ;
4.2.3 Conclusions

r

Tout d'abokrd, nous constatons que le paramétrage d'une méme courbe varie selon le degré
et , ; L

que le parafmétrage d'origine ne peut donc pas étre considéré comme une bonne
approximation du paramétrage optimal. Il est nécessaire de recalculer le paramétrage d'une
courbe lors de la réduction de degré. Lors d'une étude précédente [Wah99], nous avons
remarqué c*ue le paramétrage obtenu en construisant manuellement la courbe était la
meilleure qpproximation du paramétrage optimal, les résultats obtenus avec ce-paramét{age
'manuel’ étaient de loin les plus précis. De plus nous avons constaté que le choix des points
a interpolei:' n'avait plus d'influence dés lors que l'on utilisait un bon paramétrage. Enfin, il
est notable'que les différentes formes de paramétrage existantes n'arrivent pas a approcher
le paramétrage optimal. La définition du paramétrage optimal proposée en introduction
doit étre modifié en conséquence : « Pour un degré définit, on qualifie d'optimal le

paramétrage qui permet d'interpoler la forme la plus proche de la forme d'origine. ».

4.3 .Recherche d'un paramétrage optimal

4.3.1 Principe
Nous avons vu que la meilleure approximation du paramétrage optimal était obtenue en
construisant manuellement une courbe du degré désiré. Pour simuler cette construction,
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nous utilisons une méthode itérative de minimisation des écarts normaux entre deux
courbes. Une premiére courbe est grossiérement construite puis les écarts sont
progressivement réduits par modification de son réseau de pdles.

4.3.2 Définition et recherche de I'écart entre deux courbes 'proches’
L'écart normal entre les deux courbes est définit en un certain nombre de points de mesure

|
{Pt,. } sélectionnés sur la courbe de référence.
!

¥ 7l

Soit Tty latangente 2 la courbe an point de

paramétre £
L& paramétre 1 est calculé tel que

PrY(t)LT(t)
La distance edt glors
o1 it o)

On recherche sur la courbe 4 modifier les points dont la normale passe par un point de
mesure.

On obtient ainsi une mesure de l'écart selon la normale & la courbe indépendante du
paramétrage.

'4.3.3 Minimisation de I'écart par modification du réseau de pdles

Pour minimiser les écarts, nous utilisons une méthode itérative basée sur le déplacement
des pdles.

Pour une courbe de Bézier non rationnelle , le déplacement d'un pole influe sur la quasi-
totalité de la courbe. Mais cette influence est variable et une courbe réagira le plus

- . . X i
fortement & un déplacement de I'un de ses péles £, au voisinage du parametre 7, = ;(n=

degré de la courbe). Le processus de minimisation d'un écart en un point de parametre /;

devra donc modifier tous les pdles en tenant compte de l'influence relative de chacun en cet
endroit de la courbe, Pour cela nous utilisons le coefficient de Bernstein B/ (1) qui atteint
sont maximum
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lorsque 1=~ le déplacement de chacun de ces pdles pour minimiser un éeart £, sera done
''n

OF; = ¢,.B(t;)Pour réduire lerreur globale entre les deux courbes, une premiére

possibilité est de minimiser les écarts maximums, le déplacement de chaque pole P. sera

alors 8P, = ) max(éP;) = Z[max( B (t, )] |

Cette minimisation est plus chére en calcul et converge lentement vers une solution stable.
Une seconde solution est de minimiser I'ensemble des écarts de la courbe, le déplacement

de chaque pole P, est alors oF, = Zé‘ Z[s Bl'(1; )]

i
Cette solution est plus rapide mais aussi pl}ls instable et l'on est souvent obligé de recourir.
aux techniques de relaxation pour converger.

Le paramc’i:tre !, associé a un €cart est recailculé a chaque itération, le paramétrage évolue

done de m:aniére continue. '

434 Algarlthme !

L'algorltl'une utilise comme paramétres d'entré un ensemble de points {Pt j} extraits de la

courbe de| référence et une courbe définie par un réseau de pole {P}} .Le nombre de
points Pt \n'est pas limité.

J
|

P;

Courbe d’origine
Py

Processus de minimisation des écarts normeaux,
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Algorithme

Pour chagque point Pt

Rechercher le point Y (¢, )de la courbe de paramétre ¢ et dont la normale pusse par le
point Pt

Calculer l'écart ¢, entreY(t,) et Pi,

Pour chaque pdle P,

&, = 6.B({,)
Déplacer les pbles : {P,} = {P} + {6?}

Vérifier la convergence .

4.4 .Réduction de courbes et surfaces

La méthode construit, en plus du paramétrage optimal, une courbe dont la précision est
égale ou meilleure a celle obtenue apreés interpolation. 1l est donc inutile de calculer
l'interpolation et elle sera utilisée directement comme méthode de réduction de degré. Ceci
évitera de se soucier du paramétrage qui évoluera sans aucune intervention pour
s'approcher du paramétrage optimal. Nous proposons une série de compléments permettant
d'adapter l'algorithme 4 cette nouvelle utilisation.

4.4.1, Recherche du degré minimal par élévation de degré

Le plus souvent, le probléme de la réduction de degré est abordé de fagon descendante c'est
4 dire que le degré est réduit successivement et que le processus de réduction est utilise
plusieurs fois dans son intégralité. En procédant ainsi, il n'y a aucune garantie qu'ill n'est
pas de meilleure solution. Il peut pourtant étre primordial de trouver le degré minimal car
cela permet d'alléger considérablement la taille des modéles ainsi que les calculs. Nous
proposons une méthode moins conventionnelle qui §'adapte mieux a notre procédé pour
calculer la courbe de degré minimal. Le calcul est initialisé avec une courbe du degré le
plus faible possible. Le degré de cette courbe peut étre choisi aprés analyse des
caractéristiques de la courbe ou, pour plus de sireté, fixé au seuil minimal de 3 qui permet
d'assurer la continuité de tangente. Si la précision de 'approximation est inférieure & ce qui

est souhaite, il suffit

alors d'augmenter le degré et de relancer un nouveau calcul de minimisation. En procedant
ainsi nous avons la certitude d'obtenir la courbe du degré le plus faible correspondant 4
notre attente. De plus les résultats précédents sont réutilisés ce qui évite de recommencer
les calculs dans leur intégralité.

L exempl‘[e suivant montre les différentes étapes de la réduction de degre maximale d'une
courbe de Bézier non rationnelle de degré 10 (figure 4.14) avec une précision relative
inférieure au milliéme. La courbe initiale est calculée 4 l'aide de la méthode de Eck (figure
4.15). La courbe (figure 4.16) est l'approximation obtenue aprés application de I'algorithme
de minimisation des écarts, la précision étant insuffisante, la courbe est €levée en degré.
Une nouvelle application de l'algorithme donne alors le résultat (figure 4.17). Les figures
(18)(19)(20)(21) montrent I'évolution de la loi de paramétrage a chaque étape.
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Figure 4.16.Degré 3
Précision0.0055

Figure 4.17.Degré4
Précision0.0009
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4.4.2 Respect des tangentes aux extrémités

Pour respecter la cohérence du modéle, les contraintes de continuité doivent le plus
souvent étre respectées. Il est facile de modifier l'algorithme de maniére a imposer les
tangentes aux extrémités.

Pour cela, il suffit de projeter systématiquement les poles P,et P,_, sur les tangentes aprés

chaque itération . Cette contrainte n’est pas sans effet sur le paramétrage . L’exemple
suivant montre un cas ou le respect des tangentes réduit fortement la précision de calcul .
L’étude de variations de la courbure nous indique que le degré minimal pour cette courbe
est 4. La courbe (figure 4.23), obtenue en respectant les tangentes aux extrémités, n'est pas
suffisamment précise. On peut remarquer un écart important vers l'une de ces extrémités.
En relachant la contrainte, on obtient la courbe (figure 4.24) qui est bien plus précise.
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Figure 4.22. Degré 7 initial figured .23. Degre .4.continuité
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Figure 4.24.Degré. 4.continuité G°
4.5.Résultats
4.5.1.courbe

L'exemple suivant montre une courbe tridimensionnelle de degré 9 (figure 4.25).
L'utilisation de la méthode avec 25 points de mesure et le respect des tangentes donne la
courbe (figure 4.28) qui est une approximation de (figure 4.25) avec une erreur relative
moyenne de 0,00245. La courbe (figure 4.31) représente 'évolution de l'erreur normale
entre les deux courbes. On peut remarquer que la courbe d'erreur ondule presque
réguliérement et que l'erreur maximale est proche de l'erreur moyenne (0,0042/0,0025). En
fait les irrégularités que I'on peut voir sont amplifies par le respect des contraintes de
tangence.
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Figure 4.27. Paramétrage
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Figure 4.30. Paraméitrage . Figure 4.31.écart
4.5.2.Surface

— L'extension de i'algorithme de base aux surfaces de Bézier non rationnelle repose sur les
mémes principes. Le déplacement de chaque pdle est alors calculé par

8By =2 2, B (). By ()
Les calculs dans le cas de surfaces sont bien plus importants, aussi il est important de

soigner la précision de la surface initiale. Cet exemple est tiré dune surface B-spline |
(figure 4.32) de degré 3*3, définie par un réseau de 23*23 péles (figure 4.33).
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Figure 4.33. Poles
Figure 4.35. Ecarts

Figure 4,37 Ecarts
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4.6.Com;1$araison analytique

La méthode proposée est une méthode effective de réduction de degré des courbes et des
surfaces e+ vue de I’échange de données entre systémes, qui 4 I’avantage d’étre plus
rapide a celle des méthodes de conversion par approximation cité au chapitre précédents,
car le processus de conversion par approximation nécessite plus temps de calcul qui
dépend des courbes obtenue aprés un nombre fini de subdivision, I’algorithme présenté est
facile 4 implémenter mais reste le probléme de continuité qui est limité & I'ordre un
{continuité de tangente) .

4.7. Conclusion

Nous avors pu constater qu'il existait un paramétrage optimal permettant de calculer la
meilleure approximation pour un degré définit. En cherchant & approcher ce paramétrage
optimal, n:ous avons développé une méthode simple basée sur la minimisation progressive
des écarts entre deux courbes par la modification du réseau de pdles. En réalité il s'agit
d'une interpolation itérative ot le paramétrage des points est modifié lors de chaque
itération. Finalement la qualité des résultats est telle'qu'il n'est pas nécessaire dutiliser le
paramétrage optimal puisque 'on dispose déja de la courbe modifiée par l'algorithme de
minimisation des écarts. Quelques perfectionnements ont alors 6té proposés pour tenir
compte de contraintes propres 4 'échange de données telles que la recherche du degré
minimal et le respect des contraintes de continuité. Enfin, nous avons vu que la
transposition au cas des surfaces

était aisée mais il faudra fournir une surface initiale la plus proche possible de la surface
d'origine pour que le procédé soit utilisable car les calculs sont beaucoup plus lourds que
pour les courbes. ,

Enfin, la nature méme du procédé laisse entrevoir d'autres utilisations comme

~ l'approximation de courbes et surfaces & partir d'un nuage de points avec une évaluation

automatique du paramétrage ou la transformation de surfaces quelconques en surfaces de
Bézier.
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5.Application a I'échange de données entre systemes de CFAO.

5.1.problématique

Les systémes de CFAO ont commencé a se répandre dans l'industrie automobile dans les
années 70. A ce jour, tout le monde ou presque, s'accorde 2 reconnaitre que la CFAQ est
beaucoup plus qu'un systéme électronique de dessin.

Tl existe actuellement un nombre important de systémes de CFAO, chacun faisant ressortir
sa spécifié, Le choix d'un systéme CFAO obéit a des raisons stratégiques, économiques et
technologiques qui varient d'une entreprise a l'autre.

Les systéme de CAO stockent différemment leurs données et ont des concepts de
modclisation différents. Il en résulte des problémes d'échange de données. Ceci induit des
cofits a prendre en compte dans tous les projets qui mettent en ceuvre des échanges de
données CAO entre systéme hétérogene.

’5.2.Transmisgion de données

P’un des objectifs essentiels du systéme proposé concerne le transfert de données d’un
logiciel (systéme de CFAQ)A un autre de fagon a ce qu’elles soient regues dans la forme
définie par le logiciel émetteur. Une premiére solution revient a développer des
programmes d’interfaces spécifiques pour faire communiquer les systémes deux a deux .
Ce peut &tre une solution si cela résulte d’un accord entre deux constructeurs ayant une
clientéle commune . Cette méthode devient vite coliteuses dés lors que le nombre de
logiciels augmente : N systémes & interfacer demandant 2.N(N-1) traducteurs . De plus il
faut prendre en compte les problémes de développement et de maintenance informatique
des programmes en fonction de la normalisation et du logiciel auquel il se rapportent .

une deuxiéme solution consiste & définir un fichier intermédiaire standarisé ( fichier neutre)
dans lequel le systéme émetteur écrit et ou e systéme récepteur vient de lire.

Le fichier neutre a un format et une définition selon la norme qu’il utilise . Dans ce cas , N
systémes 4 interfacer demanderont 2.N traducteurs .

Pour lire et écrire un fichier neutre , il faut que le logiciel soit doté de deux traducteurs . Un
postprocesseur capable de lire le format d’un fichier neutre et de le traduire dans le

« dialectey de la base de donnée du systéme , et un préprocesseur capable de créer un
fichier néutre & partir de cette méme base se données .

Systemel 44— Sysiéme? o Systémel Systéme2

Systéme3 —P Systemed

Systeme3 Systéme4

|
|
!
|
J Figure 5.1. Modes de transfert de données
i
I
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5.3.1les principaux standards d’échanges

5.3.1.IGES
!
IGES, a ét:é la premiére tentative réelle de définition d'un standard d'échanges de données.
Elle est devcnue une norme ANSI (Y14.26M) en 1981. IGES (International Graphics
Exchange Specification)est actuellement la norme la plus utilisée pour le transfert des
données eJ) CFAOQ. IGES se veut d'un usage trés général pouvant s'adapter a de multiples
applicatloqs pouvant d'écrire I'essentiel des caractéristiques géométriques et physiques
d'objets manufacturés. Des améliorations y sont continuellement apportées pour ajouter de
nouvelles entitées en liaison avec I'évolution des logiciels. Un des inconvénients est la
taille des fichiers crées. Ses avantages, consistent en une grande diversité de
fonctionnalités, d'oti un minimum de perte d'informations dans la plupart des applications.

5.3.1.1. Architecture

|

Un fichier IGES est un fichier séquentiel au format ASCII constitué d'enregistrements de

80 caracteres de longueur. Il est structuré en cinq sections.

» START SECTION. Contient des commentaires qui peuvent étre imprimeés en clair.

¢ GLOBAL SECTION. Contient les informations générales sur le fichier (date de
création, référence du fichier et du systéme émetteur, format des variables, échelle,

unités), parameétres valides pour I'ensemble du fichier (épaisseur, type de traits).

¢ DIRECTORY ENTRY SECTION. Chaque entité y est définie par deux

enregistrements de quatre-vingt caractéres chacun. Chaque enregistrement est
subdivisé en dix champs de huit caractéres. Chaque champ contient une information
sur Ja nature, les attributs de I'entité ou un pointeur sur un enregistrement de la section
"parameter data" ou de la section "directory entry".

» PARAMETER DATA SECTION. Chaque enregistrement de cette section contient,
selon le type d'entité, des caractéristiques géométriques (coordonnées, angles,
coefficients de matrices, etc...), des pointeurs sur d'autres enregistrements définissant
des listes de propriétés ou d'autres entités.

» TERMINATE SECTION. Cet enregistrement unique indique la fin du fichier. Il donne
le nombre d'enregistrements de chaque section.

Pour I'ensemble des sections, un numéro de séquence permet l'utilisation de pointeurs entre
les enregistrements des sections "direcrory entry" et "parameter data”. Ce numéro figure a
la fin de chaque enregistrement. Les colonnes 1 a 72 contiennent les données de
I'enregistrement, la colonne 73 indique la section de I'enregistrement, les colonnes 74 a 80
contiennent le numéro de séquence. 3
5.3.1.2 performances et limitations N

ne transfére que des surfaces.

ne transfére pas les informations sur les connexités.

traite les géométries filaire, surfaciques 2D et 3D.

traite le dessin technique.

traite la modélisation par éléments finis.

traite la schématique fluide et tuyauterie,

traite la schématique électrique.

Génére des fichiers ASCII (lignes de 80 caractéres maxi).

PO No R W
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53.2.VDA

VDA (Verband Der Automobilindusrie) recouvre des travaux pour I'échange de données
dans le monde de 'automobile allemande. 1l est ainsi plus spécifiquement dédié a I'échange
de surfaces.

VDA-FS (Flichen Schnittstelle) représente la norme d'origine (DIN 66301) - courbes et
surfaces, VDA-IS (Iges Subset) est un sous ensemble de IGES. Nous nous intéressons plus
particuliérement a la norme VDA-FS.

C'est 'une des interfaces les plus facile 3 utiliser. VDA-FS contient seulement les données '
de surface. Par exemple, les matrices de transformation et les points sont définis, les
géométries 2D et les dimensions ne le sont pas. En limitant I'étendue des données aux
surfaces, VDA-FS peut éviter beaucoup de problémes liée aux échanges. Par exemple, la
source majeure de problémes avec des données transféré est le texte et la cotation. VDA-
FS ne soutient pas I'une ou l'autre de ces entités, le probléme est donc soigneusement évité.
LE VDA-FS est similaire dans le concept a IGES. Les deux interfaces crées des fichiers
textes ASCII qui contiennent l'information (les formules mathématiques) des données
CAO. Cependant, I'étendue des informations incluses est trés limitée. Par exemple, tandis
que I'information géométrique est incluse, l'information telle que la couche ou la couleur
ne l'est pas.

5.3.2.1.Architecture

Le format des données entre VDA et IGES est trés différent. IGES est unc norme trés
rigidement définie et trés encombrante. Le VDA-FS est quand  lui trés libre. La norme
contient trés peu des régles pour définir les entités

Il y a deux sections dans un fichier VDA-FS:

» HEADER. Elle contient l'information sur 'envoyeur (nom, numéro de téléphone, etc. ),
le récepteur (entreprise, individu, etc.) et sur la piéce (nom de projet, date d'entrée en
vigueur, etc. ). Cette information ressemble étroitement l'information contenu dans
global section de IGES. .

¢ PART INFORMATION. Les entités sont toutes définies de la méme fagon:

- Nom.
- Type d'entité.

. Type d'entité Géométrique
. POINT point

| PSET séquence de points
MDI séquence de vecteur i
CIRCLE cercle / Arc ;
I CURVE Courbe

SURF Surface

CONS Courbe de surface
FACE frontiére de surface

TOP Topologie
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entités non-Géométrique
HEADER téte de fichier

$$ Commentaire

'BEGINSET début de set
ENDSET f{in de set

‘GROUP groupe

!TMAT Matrice de transformation
i TLIST Liste de Transformation
END FIN

- Paramétre.

L'information de paramétre est libre. It peut prendre autant de ligne qu'il a
besoin. Les paramétres individuels sont séparés par des virgules.

5.3.3.SET

SET (Stanfdard d'Echange et de Transfert). SET est une norme AFNOR (Z68-3 00). Elie a
été développe initialement par I'Aérospatial en 1983. Les principes sur lesquels repose son
architecture sont : le fichier le plus compact possible pour une transmission rapide, une
structure suffisamment simple pour diminuer les cofits de développements et faciliter la
maintenance.

5.2.3.1. Architecture

Un fichier SET est un fichier séquenticl dont les enregistrements sont formés d'une suite de
codes ASCII. 11 est structuré sous forme d'ensembles pouvant contenir des sous-ensembles
disjoints.
Chaque ensemble ou sous-ensemble est formé de blocs. Ceux-ci définissent une
information de fagon globale. Chaque bloc contient des sous-blacs qui décrivent avec
précision une partie de l'information contenue dans le bloc auquel ils appartiennent.
Un fichier SET pourra donc avoir {'architecture suivante :
¢ Bloc début de SET
e Bloc début d'ensemble n° séquence 1
» suite de L blocs

Bloc début de sous-ensemble n® séquence L +2
¢ suite de N blocs '
« Bloc fin de sous-ensemble n° séquence L+ N +3
+ suite de M blocs
e Bloc fin d'ensemble n° ségquence L + N+ M + 4
¢ Bloc finde SET
Les blocs sont numérotés dans un ordre chronologique (numéro de séquence). Il peut-étre
fait référence 4 tout moment & un bloc donné 4 I'aide d'un pointeur. Les données contenues
dans les blocs sont de nature et d'un format équivalents & celles du FORTRAN. Les
caractéres d'en-téte d'informations utilisés sont :
@ pour les blocs
# pour les sous-blocs
| pour les pointeurs sur d'auires blocs
. pour les parameétres
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Le dictionnaire des paramétres contient les spécifications des attributs de définition et de
représenta‘ion des entités décrites dans les blocs et les sous-blocs. Chaque paramétre est
repéré par un numéro dont la signification et les valeurs possibles sont décrites dans la
norme AFNOR.

I

5.3.3.2.peffonnonces et limitations

traite les géométries filaires, surfaciques 2D et 3D.

trajte les géomeétries volumiques CSG (Constructive Solid Geometry) et B-Rep
(Boundary Representation).

traite le dessin technique.

traite les données scientifiques.

traite les éléments finis : modélisation et analyse.

traite la schématique électrique.

normalisé (Z68-300) en aoiit 85 puis mis & jour en juin 89.

.[\)o—-l

Nonhk W

5.3.4.STEP

STEP(Standard for the Exchange of Product Model Data ) & pour but de fédérer 'ensemble
des approches, avec des objectifs plus larges que le simple échange de données : en effet,
STEP cherche 4 fournir un mécanisme pour représenter toutes les données associées a un
produit, en tenant compte de la totalité de son cycle de vie.

STEP est organisé en trois couches :

La couche logique : elle doit contenir le modéle conceptuel des données du produit. décrit
3 partir d'un langage de définition des données (EXPRESS). Un tel modéle comprend :

- les données "fondamentales" ; définition, décomposition, structure ...,

- les données géométriques et topologiques,

- cession des représentations : liaison avec un modeleur géométrique ...,

- structure : gestion nomenclature ...,

- caractéristiques de formes....

- tolérancements ...

La couche phvsique : c'est le niveau mise en ceuvre, avec un format neutre de fichier
d'échanges. le SGBD et l'interface programmation.

La couche application : elle définit des protocoles d'application dépendant du domaine.
Parmi les protocoles en cours dc définition, on trouve un protocole pour le dessin, un
protocole pour l'analyse par éléments finis ...

L'initiative AIT (Advanced Infonnation Technology in Design & Manufacturing) regroupe
les principales entreprises européennes des secteurs aéronautique, automobile et
informatique. Elle a pour but de développer des méthodes, des systémes et des outils
intégrés pour utiliser pleinement et efficacement les technologies de 'information dans la
production et l'organisation industrieltes. Elle s'appuie notamment sur STEP et renforce
son essort.

STEP est toujours en cours de définition et représente le standard de l'avenir.
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5.4.DXF

DXF(Drawing Exchange File ) est un format d’échange en ASCII, a partir de sa définition
par Autodesk comme format de fichier pour Autocad . 11 est devenue un standard .

5.4.1.Architecture

chaque fichier DXF (& partir de R12) comporte 3 parties dont la premiére désignée par
HEADER représente I’en téte qui comporte I’état et le type du logiciel ayant crée le
fichier, on trouvera la version de format et Vinitialisation des variables externes du logiciel
notamment les types de traits , couleurs , dimension de la fenétre de travail , nombre de
couche , le style et les dimensions des caractéres , etc., la seconde partie désignée par
TABLES définie les fenétres , et tous les paramétres format 2 activer ( comme le type de
trait ,d’écriture , etc.), la troisiéme partie comporte les entités géométriques du dessin .
dans la partie BLOCKS sont alors définies les types d’entités , dans la quatri¢éme partie
appelé ENTITEES sont données les caractéristiques définissant entiérement I’entité .

ce qui donne la structure globale suivante

Sections Sub-sections objets Groupes
EN TETE
variables
Groupes
LISTES Groupes
TYPE
Entrées .
Groupes
| COUCHE
! : ‘ Entrées
; ' Groupes
: STYLE
| ; Entrées |
! Groupes
|
| .
BLOCKS
Entitées
| Groupes
|
ENTITEES ,
‘1 Entitées

Groupes
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FIN !
Chaque fichier DXF commence par les caractéres suivant

0 I

SECTION
2 " {début de fichier et de section}
Chainel - {chaine de caractére définissant la section . Peut prendre les affectations :

HEADER ,TABLES,BLOCKS, et ENTITIES}

Et se termine par

0 .

EOF  {fin de fichier}
Chaque section se termine par

0

ENDSEC

Pour la définition des entitées , la chainel prend I'affectation ENTITEES et sera suivie de
0

chaine2 {chaine de caractéres définissant I’entité. Peut prendre les affectations :
POINT,LINE CIRCLE ARC POLYLIGNE,...}

a la fin de la définition de chaque entité on trouve

SEQEND

Pour définir une courbe B- splme uniforme non rationnelle , on affecte POLYLIGNE i la
chaine2 qui sera suivie de

8 {valeur de début de groupe suivie de la largeur du trait }

66 { définition du type de trait }

10 ~ {suivi de la valeur de la coordonnée suivant X du premier point }

20 . {suivi de la valeur de la coordonnée suivant Y du premier point }

30 ' {suivi de la valeur de la coordonnée suivant Z du premier point }

70 {suivie de « 4 » pour définir le type polyligne , de « 8 » pour un point , ou de
« 16 » pour un poles }

75 {suivi du degré quand il ’agit d’une courbe ou de la valeur 0 quand il s *agit
d’un polygone }

0 {fin de groupe }

suivi immédiatement par les points et les pdles de la courbe définis comme suit
VERTEX :

8

10 |
20 !
30 :
70 !
0

1
l

suivi de « 8 » pour les pomts et de « 16 » pour les pdles

5.5.Application
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Le format DXF-R14 est le plus appropri¢ pour un échange de données ,imais dans le but de
faire une application large pour ’échange de données entre Autocad , ConverCurves(
application autonome ), nous avons opté le format neutre DXF-R12 commun aux deux

logiciels . Ce qui permis de réaliser un pré-processeur limité aux courbes(extensibles aux
surfaces ) permettant de transformer le format DXF-R12 en format DES du logiciel
ConverCurves , ainsi qu’un post-processeur limité aux courbes (extensibles aux surfaces)
permetant de transformer le format DES en format DXF-R12 . nous obtenons ainsi la

structure de changement de format ci-dessous {fig.5.2)

DES

DXF

Préproc

Base de
données

1

Postproc

DES

& DXF

Figure 5.2.8tructure de changement de format pour ConverCurves

Qui permet de réaliser la transmission selon le schéma directeur ci-dessous (figure 5.3)

:
|
H
!
!
i
|
]
I
i
|

h

Postprocesseur

1

———GONVER-CURVES )«—'

Préprocesseur

F -\

DXF

A 4

Préprocesseur

Postprocesseur

-‘——-——bC AUTOCAD )—-——

I

Figure 5.3. Pssibilités de transfert de données a l'aide du systéme élaboré
CONVER-CURVES

1
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Dans le but d’une transmission de données entre AUTOCAD <« CONVER-CURVES, on
peut transmettre une courbe de depré 25 exécutée par exemple sous CONVER-CURVES,
qui supporte des courbes plus de 40 degrés ,vers AUTOCAD en utilisant le module de
conversion par approximation , sachant que logiciel AUTOCAD ne supporte pas les
courbes B-spline et Bézier de degré supérieure a 5.
Les possibilités de passage AUTOCAD « CONVER—CURVES pour les courbes est
possible dans les deux sens, les transformations suivantes (Tableau 5) sont alors possibles

CONVER-CURVES

TRANSFORMATION

AUTOCAD

Bézier de degré >2

Réduction de degré , conversion par
approximation .

Bézier de degré 3

B-spline de degré>2

Réduction de degré , conversion par
approximation.

B-spline de degré 3

B-spline non uniforme
de degré>2

Insertion de nceuds .
Suppression de nceuds

B-spline uniforme de
degré 3

B-spline ou Bézier de
degré >2

Réduction de degré .
Conversion par approximation.
Insertion de noeuds .
Suppression de nceuds .
Subdivision.

Transformation de base

B-spline ou Bézier
transformée de degré 3

Tableau 5. Transformation possibles pour un transfert de données .
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5. 6.Programme mis en ceuvre

5.6.1. OpénGL : Présentation
1) Qu'est-ce qu'OpenGL ?

OpenGL est une librairie graphique 3D trés évoluée et totalement portable offrant de
nombreuses ressources aux programmeurs cherchant a e]aborer un moteur 3D (pour les

jeux par exemples).

2) OpenGL et Direct 3D

Voici quelques comparaisons choisies a tout hasard entre les deux produits de

Microsoft , OpenGL et Direct 3D :

OpenGL est totalement portable et peut -
tourner sous tous les systémes
d'exploitations dignes de ce nom

Direct3D ne tourne que sous Windows .

OpenGL est 10 fois plus rapide que
Direct3D .

Direct3D est 10 fois plus lent que OpenGL .

OpenGL fournit des outils de rendu tres
évolué (mapping d'environnement, effets
atmosphériques...}

Les fonctions de Direct3D sont trés primitives
(pour preuve, Direct3D ne fournit le mapping
environnemental qu'a partir de la version 7.0,

contre 1.0 pour OpenGL)

OpenGL est d'une utilisation trés simple et
intuitive, basée sur un systéme de
primitives, donc trés pratique pour le
programmeur

Direct3D est exagérément orienté objet, avec
des pointeurs dans tous les sens, et est donc une
torture pour le programmeur

OpenGL est tout a fait stable .

Direct3D est instable .

OpenGL est disponible partout, gratuit, et

dispose d'une bonne documentation |
!

pour programmer avec Direct3D, il faut
télécharger le SDK, qui fait quand méme
125Mo, ou bien l'acheter

¢l OpanL cst le seul vrai bon standard en matiére de 3D, puisqu'il permet des effets
complcxes et d'une grande facilité pour le programmeur , ¢’est pourquoi nous avons choisir

de programimer avec OpenGL avec Visuel C++ .

|
|
I
|
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5.6.1.2, :OpenGL : Principe

1) OpenGL : Le pourquoi du comment de la portabilité

En fait, si OpenGL est 100% portable avec tous les systémes d'exploitation, c'est tout
simplement parce que ce n'est pas lui qui se charge de l'affichage. Ca peut peut-€tre
sembler bizarre pour une librairie graphique, mais en fait non. Et c'est aussi la raison pour
laquellé OpenGL est obligé de s'appuyer sur un systéme d'exploitation ayant une interface
graphique. En fait, OpenGL sert d'intermédiaire entre le programme et le systeme
d'exploitation, en triturant et traduisant les informations données par le programme et en
les envoyant au systéme d'exploitation. Plus précisément, expliquons le boulot & faire par
le programmeur pour initialiser OpenGL : tout d'abord, il doit initialiser un environnement
graphique dans le systéme d'exploitation (c'est-4-dire une fenétre, dans le cas de
Windows). Cette fenétre sera définie de maniére unique par un Device Context, une sorte
de handle qui permet au programme d'accéder a cette fenétre et de lui faire subir toutes les
opérations d'affichage possible (affichage de pixels, etc...). Ensuite, le travail sera
d'associer a ce Device Context un Rendering Context, qui va permettre & OpenGL de
s'adresser & la fenétre pour lui envoyer ses ordres de dessin. Avec un schéma ca ira mieux :

programmme — OpenGl — Rendering Context — Device Context — Affichage

Géré par le programme Géré par 1'0S
Voila pourquoi OpenGL est si portable : il se contente de mixer les infos et de les balancer
3 1'OS. A Iui ensuite de les afficher. La seule contrainte pour I'OS est donc de pouvoir
dialoguer avec OpenGL. Ceci est par exemple possible sous Windows grice au driver
openg!32.dll disponible dés installation et qui s'occupe de la traduction des données
OpengGL en données compréhensible pour la carte vidéo. Et c'est la qu'intervient
l'accélération matérielle. Car OpenGL est désormais accéléré matériellement par quasiment
toutes les cartes 3D actuelles. Pour obtenir donc que vos programmes OpenGL soient
accélérés par votre carte 3D, il suffit de remplacer l'opengl32.dll de base, qui fait du rendu
software, par un opengl32.dll traduisant les données OpenGL en données directement
compréhensible par la carte 3D, c'est-a-dire en clair installer les drivers de votre carte 3D.
Mais ce mode de fonctionnement impose intrinséquement une contrainte pour le
programmeur : il doit d'abord initialiser l'affichage a travers 1'08S (c'est-a-dire créer une
fenétre pour récupérer un Device Context) pour initialiser OpenGL. Et ca c'est encore pas
trop lourd sous Windows. Heureusement, il existe une librairie, nommée GLUT, qui
permet de faire tout ca sans se préoccuper de I'OS, ce qui rend le code 100% portable. Pour
ma part, je trouve cette librairie pas trés pratique, surtout lorsqu'on est en train de
développer. De plus, comme nous allons voir uniquement la programmation sous
Windows, la création de la fenétre ne devrait pas étre trop dure.
2) OpenGL : les bases
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OpenGL lest axé selon un principe de primitives : chaque objet est composé d’éléments
basiques comme les sommets, les faces, etc..., appelés primitives. Pour créer un objet, il
suffit donc de lui indiquer toutes ses primitives. Par exemple, une face carrée sera générée
de cette fagon :

glBegin(GL_QUADS),
glVertex31{1.0,1 .0,0.0);
glVertex3£(0.0,1.0,0.0);
glVertex3f(0.0,0.0,0.0);
glVertex3f(1.0,0.0,0.0);
glEnd(); :

|
i
5.6.1.3. OpenGL: R\écapitulatiOn

Nous pouvons dire qu’OpenGL est carrément portable est rapide, que 1'on crée des objets a
partir de feurs primitives, et qu'un gros un programme dessinant en OpenGL se structure a
peu prés comme ¢a

Création d'une fenétre

Récupération d'un Device Context pour cette fenétre
Récupération d'un Rendering Context pour ce Device Context
Initialisation d'OpenGL 4 l'aide de ce Rendering Context

o o ¢ ©

+ Création d'objets a partir de primitives simples
» Affichage des objets

e Libération du Rendering Context
s Libération du Device Context
» Fermeture du programme

5.6.2.Les différents modules du systéme élaboré

le programme élaboré se constitue d’une interface graphique en deuy.dimensions,, Réalisé
i I’aide des fonctions OpenGL .

le programme et une application sous Windows , réalisé a I'aide du langage de
programmation C++ .

on a unc souplesse de manipulation , car on peut dessiner un courbe de Bézier de degre
quelconque |, avee différent transformation :subdivision ,réduction( avee les méthodes
présentés), élévation de degré .

aux niveaux d’entrée et sortie VO , I’application permet de charger ou bien de stoker des
fichiers de format DXF . ’
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les différents modules constituant le systéme proposé sont présenté comme suit :

5.6.2.1.Module de construction de courbes

Saisie des pdles

Chargement des p0les a travers un
fichier DXF

l<

Application de I’algorithme de
Decasteljau aux p6les pour le
calcul des points de la courbe .

Création de la courbe de Bézier .

Ecriturg des fichiers XDATA |
] (DXF) /
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5.6.2.2.Module de réduction

Lecture du vecteur caracténistique de la courbe a réduire
r

:

Réduction du polygone

!

Obtention d’un nouveau vecteur réduit

A 4

Construction de la courbe réduite

Y

Fichier XDATA(DXF)

i
1

S.6.2.3.Module de conversion

N degré , Pipéles,
Tc tolérance imposé

Réduction de la courbe , et obtenir
les nouveau Pi

Courbe de
Bézier
réduite

Subdivision 4 N/2
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Conclusion

Ce travail nous a amené a établir une synthése bibliographique trés approfondie. Les
fondements mathématiques des courbes et surfaces de Bézier et B-spline sont présentées de
fagon claire avec les différentes approches analytiques ainsi les algorithmes de base
concernant leur construction. :

] '

Les différentes méthodes de réduction de degré des courbes de Bézier non rationnelles
sont présentées en détail, en exposant pour chacune d’elle d’abord le principe général suivi
des algotithmes correspondants sous forme de procédures tr¢s simple et préte a une
implémentation adaptée au langage courant de programmation.

A la lumiére de cette étude comparative effectuée sous forme algérithmique et
expérimeintale, nous avons conclu d’une part que le probléme de la meilleuré approximation
demeure jtoujours posée, d’autre part les résultats obtenus de notre étude montre que la
méthode de réduction de degré des courbes de Bézier non rationnelles proposée par Bensalah
a ’avantage d’étre rapide et présente une facilité de transformation remarquable pour le
passage & la réduction de degré des surfaces de Bézier non rationnelles, mais produit une
erreur trés élevée et un nombre de courbe réduite trés grand, sans assurer la continuité au-dela
de ’ocdre un, a I’opposé de algorithme de Forrest qui assure la continuité géométrique

maximale aux extrémilés.

Cependant cette méthode de réduction induit une erreur d’approximation trés élevée qui
donne par conséquent un nombre de courbe réduite tres élevée. L’inconvénient majeur de la
troisitme méthode présentée par Watkins et Worsey réside au niveau de la continuité
géométrique qui n’est assurée qu’a l'ordre zéro, et le temps de calcul est tout méme

raisonnable.

En se basant sur la notion de meilleure approximation inspirée du théoréme de
I’alternation, la méthode de Eck & été développé dans ce sens pour donnée une meilleure
approximation ainsi une continuité géométrique maximale, & cause de la contrainte de la
continuité géométrique qui n’est pas respectée aux extrémités, I’auteur intervient sur la
modification des pbles extrémes d’ou la notion de meilleure approximation est perdue, mais
cette méthode reste la plus rapide, assurant une continuité géométrique imposée pour une
erreur de position minimale, toutefois cette méthode nécessite une approximation en plus qui
fait intervenir un algorithme spécifique pour le calcul des coefficients de pondération qui
déterminent les nouveaux pdles de la courbe réduite.

L’approximation utilisée par la méthode de Hoschek est une approximation au sens des
moindres carrées, en se basant sur la technique de Paramétrisation intrinseque qui donne une
bonne approximation de la courbe réduite, |’algorithme de réduction de degré nous améne a la
résolution d’un systéme d’équations non linéaire dont la résolution nécessite un grand temps
de caleul. [’avantage de cette méthode réside dans la possibilité qu’elle offre d*assurer un
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ordre de conlmune géométrique imposé a prlon par Putilisateur ¢t la facilité de passage aux
surfaces et d autres modéles rationnels.

Les resultats de cette étude montrent'que les méthodes de réduction de degré des
courbes de Be21er non rationnelles comportent encore des imperfections qu’il est possible
d’amellorern ce qui nous a conduit & proposer une méthode simple est efficace basé sur la
minimisation des écarts normaux entre deux courbes (I’une est la courbe originale et ’autre
est la courbe réduite en utilisant algorithme de Eck qui donne une premicre approximation
dela courbeT), afin d’approcher du paramétrage optimal.

L’avaxlltage de cette méthode réside dans le temps de calcul ainsi la précision obtenue
aprés I’ apphcatlon du processus de minimisation, car cette méthode n’utilise pas le pnnclpe
de conversion par approx1mat10n dont le temps de calcul dépend de I’erreur commise lors
d’une reductlon de degré, ainsi le nombre de courbes obtenues aprés chaque subdivision qui
sont & leurs tours réduites.

L mconvement de cette méthode réside dans la continuité péométrique, par conséquent
on peut env1sager une étude ultérieure en mettant en considération la continuité géométrigue
ainsi le degré de réduction maximal pour la réduction de degré des courbes de Bézier et B-
spline rationnelles et non rationnelles en vue de I’échange de données entre systémes de
CFAOQ.

Les algorithmes présentés dans ce travail peuvent étre combinés et généralisés a des
applications pratique en C.F.A.O,, telles que le passage d’une forme de Bézier de degré éleveé
& une forme B-spline de degré faible, passage d’une forme B-spline non uniforme 4 une forme
uniforme et inversement...., ¢e qui constituera une richesse des fonctionnalités des logiciels
industriels au niveau de la flexibilité de conception de formes et la communication entre
systémes basés sur des standards d’échange plus performants et normalisés.
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Annexe A

l
!
I
A. N0J|;ions de base !

' |
1. Espalce affine :

espacF dans leque! nous décrivons notre objet ne possede pas un systéme de
coordoqnees privilégié —nous avons & le définir nous méme. Notre intérét et dans I’objet et
non dans sa relation a quelques systémes de coordonnées arbitraire ;les méthodes que nous
develog;erons doivent donc étre mdependantes du choix partlcuher d’un systéme de
coordonnées .
Les éléments de espace affine E* peuvent seulement étre soustrait le résultat de cette
opération est un vecteur . ils ne peuvent pas étre additionnés . cette opération n’est pas
définit pour des points (mais elle définit pour des vecteurs).

2. Poinlts et vecteurs

bien quele les points et les vecteurs soient tout décrit comme des triplet de nombres réels
,nous msmtons ici sur la distinction clair entre ces deus notions :pour chague couple de
points a,b il existe un vecteur v unique allant de a a b .il est calculer par soustraction des
coordonnees :

v=a-b, abeE® veR’
d’un autre coté ,étant donné un vecteur v ,il y a une infinité de couples a,b tels que v=b-a.
car si a,b un de ces couples et w est un vecteur arbitraire ,alors atw, b+w est un autre de
ces couples puisque v=(b+w)-(a+w) également .

3 .Enveloppe convexe

3.1Combinaison convexe
définition : Ce sont des combinaison barycentriques ou les coefficients ¢; des points sont

non seulement égale 3 1,mais sont également tous positifs ,une combinaison convexe
de points est toujours a I’intérieur de ces points .

3.2Enveloppe convexe
définition :c’est ’ensemble qui est formé par toutes les combinaisons convexe d’un
ensemble de points.

4.Cartes affines

la plupart des transformations qui sont utilisées pour modifier la position ou I’échelle d’un
objet dans le graphismes informatiques ou dans un environnement de CAO sont appelées
des cartes affines .

deﬁm’tién_: une carte ¢ qui applique E’ sur lui méme est appelé carte affine si elle laisse
les combinaisons barycentriques invariantes.

: _ . 3
Alors si x—Za}.aj, x,a; €E

Et si ‘cﬁ est une carte affine ,alors
J: ¢x=2aj¢nj; ¢x>¢a;‘ EE3

avec gx=Ax+v veR(vectenr) A(matrice)
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S.interpolation linéaire par morceaux

soit b,,0,,...,b, € E* formant un polygone B . un polygone consiste en une suite de
segments de droite , chacun étant généré par I'interpolation entre deux points 4,5, .il est
par conséquent également appelé P'interpolant linéaire par morceau P¢ aux points b,. Si
les points &, sont sur une courbe ¢, alors B est dite un interpolant linéaire par morceau de

¢, et nous écrivons
B=Péc
Une des propriétés importantes de I’interpolation linéaire par morceaux est I’invariance
affine . . ' :
Une autre propriété est la propriété de diminution de variation : considérons une courbe
continue ¢ et un interpolant linéaire par morceaux PZ ¢, et également un plan arbitraire .
Soit crms(c) le nombre d’intersection que;c a avec ce plan et soit crois( P£ ¢} le nombre
d’intersections que I’interpolant linéaire par morceaux a avec ce plan :
Alors nous avons toujours |
| i

crois( P4 c) < crois(c) |
cette pr(?priété découle d’une simple obse:rvation : considérons deux points .5 ,,. Le
segment de droite qui les réunit ne peut traversé un plan donné qu’en un point au plus,
tandis qlile le segment de courbe ¢ qui les relie peut traverser le méme plan en un nombre
arbitrairement grand de points . cette propriété de diminution de variation est illustrée
figure . 1.

plan

bl
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Anﬁexe B

B.1.continuité géomeétrique des courbes

Cependant, au lieu de regarder la continuité d'une paramétrisation spécifique (continuité
. p ’ |

paramétrique) nous devons regarder la continuité de la forme de la courbe qui est
indépendante d’une reparaméirisation donnée . Donc nous disons que deux courbes

.. . . . po k . P,
joignent avec une continuité géométrique G*, si les deux courbes sont paramétriquement
continues sous la reparamétrisation.

1
Dans d’autres mots, deux courbent F et G sont G* continliment & un paramétre s s’il
existe une reparamétrisation ¢ (4 laquelle conserve l'orientation donné de la courbe) tel

que F(gzjﬁ(u)) et G(u)sont C* contindmentas.

on utilisons la régle des dérivées composées ,il est vu facilement que la continuité
géométrique G* est équivalent aux S, contraintes suivantes :

G'(s) = . F'(s) |
G"(s)=BL.F"(s)+ B . F'(s)
G"(s)= [ F"(s)+3.8.5.F'(s)+ B,.F'(s)

B B FU()

G (s) = - :
,Z;Z, LN L L (kD

nedo +orkip=k
ou
B. = gﬁ“‘)(s) el f§, >0 puisque ¢ préserve une orientation donnée, les paramétres £ sont
des parametres de forme .
B.2.Théoréme d’approximation de Weierstrass

Voici une version de ce théoréme dans le contexte des courbes paramétres,

Soit C une courbe continue définie sur [0,1]

Pour n fixé, nous pouvons échantillonner C pour les valeurs de paramétre i/n. Les points
C(i/n) peuvent maintenant étre interprétés comme le polygone de Bézier d’une courbe
polynomiale X, :

X,=Y C(ﬂ B (1)

. i=0
On dit que X, est Papproximation de Bernstein-Bézier de degré n a C.
Si nous augmentons la densité de nos échantillons ¢’est a dire, si nous augmentons n, nous
pouvons alors former une suite d’approximation X, X+, ... Le théoréme d’approximation
de Weierstrass affirme que cette suite de polyndmes converge vers la courbe C, c’est a dire

que :

| lim X, () =C()

N—b+02 .

Ce théoréme qui permet d’approcher tne courbe donnée par des polyndmes est cependant
difficile 3 appliquer dans la pratique car pour avoir une bonne approximation, il faut
I .

!
!
;
|



SN

Annexe B

h

choisir n autour des milliers ou méme des millions pour certaines fonctions. L’intérét de ce
théoréme est donc d’une nature plus théorique. Il montre que chaque courbe peut-étre
approchée d’une maniére arbitrairement proche d’une courbe polynomiale.
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k=3 > _ _ (59.c)
Q3 =P0 +(P3 -Pg).le-mz
m- |

m
+(P, -P,).[}é{.(--z.mz +3.0]. m—Z) +A%.0,. (3 6. }}1"“"5)

:‘:«(Pl P, ) As.
Qm—; =P, +(Pn-3 "Pn—z)-“rmz
+{Ppz = Pasy)-| 1] (—Zm ‘+3co1 "’"1)+p.’m (3—6_:3-]
' nw2 n-1/ 1 W2 . 1'm_2 | I B -maz
-l

2:i+(l?,,_l ~P,)-B3-

+3. A A m, el

| + 3.0 H,.0,. —
k=4, (59.4)
Q=P+ (P, =B )AY. 0y +(Py = P). {M g + X 250 + AW
#(By = P {A Bago + A3 500 + A1 Do + 2. by +A2.45.by50

+ ll'Az‘bHO +ll'l3'b101} +(P‘ - Po).lq,

Qm7-&=
: P, +{P,,-4-Pn-3) p.: o, + (pn_a._ n-z) {u'l‘ a_w+}.t?.am +pf.1.h.aq,}
i A+ (Poz = Po). {}41 a-zoo"'P-l B30 Do + 13 oo T K- Dang
i Ty bm-f-u, K3 bml} ( T A T
jm.(n=-1) n?.(n—1).(n=2) _mi(n-D.(n=2)(n-3)
avec ——-———cuz"—" 2 y Wy = =5 -
n.(m~-1) n?.(m-1.(m=~2) n’.(m=1).(m-2).(m~3)
mi 1 m-—1 __m-1
-6:71“1“='3“3~ o= (420w 2 =6 5 e
_ 1 (m—1)?
b —BT 16. —3 0.0 +15 -2).(m-3)'m1
|m-1 m-1] . (m=1° 2
= — -_— — ""8 ""36. .
b 12.im_2.0), 24'm—3 W, ~8w, (m—2).(m—3) )
l m-1 m-~1 (m-1)? )
= . - 24. +12.
Do = 1. (6'”2 3 2 T Y m-2).(m=3)
[ray ) —
@D _ b, 218 ot 2,

| 1 m-1  (m-l m=-1
by, = 12, ml[m _m=l___ (m-b J et by =4~

i
— ' — .
Do = (m 2).(m-3)’ @=-2).(m-3)" ' m-3
|
i m-— 2 m- m-3 (m ~2).(m=-3)
i
|



Annexe C

C. Quelques valeurs des matrices de changement de base

n=2:

n=3: :

n=5;

Bézier - Tchebycheff d’aprés Watkins et Worsey

. 3 4 1) . 11 Y

T',E,,‘,,.'rm'=E 2 0 2|et T Tae=[-1 0 1

34 1 L1 -3 1
10 =15 6 -1} . 3 3.3 3
3 1l -3 -6 3} ° Cql-3 -1 13

Tai. Ty = — t T T ==
BM IMF T 2916 3 -6 -3 S heTm=31 3 s -5 3
10 s 6 1) -3 15 -15 3

: |

35 -56 28 -8 1

- 20 ~16 -16 16, —4| .

Tow- s =—==[18 0 -24 0 6fet
20 16 ~16 -16 —4

35 56 28 8 1

(6 6 6 6
-6 -3 0 -3
6 -6 -10 -6
-6 21 0 -21
6 ~42 70 -42 6

oo O Oy

| 126 =210 120 -45 10 -1)
} 70 -70 —40 65 30 S
. ;szl_ 60 -20 =80 30 20 -10
BMLOMT T g1a| 60 ©20 -80 -30 20 10
o 70 70 —40 ~65- -30 =S
126 210 120 45 10 1)

et

s s 5 5 5 8

W |
I
W
[
)
~
t
-~
1
i
L)
Wh

\=5 45 -105 105 -45 &



