- .

f
-

O 1

{\J_U_UTJUUUUU\JUUUUU\)UUUUU—UUUU_l’-uUUUUUULJU\JUU‘UUL)UUUUU‘U_U_U—" Q

Lf'

REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
v

Ministére de I'enseignement supérieur
et de la recherche scientifique

ECOLE NATIONALE POLYTECHNIQUE

- )
ﬂ / oz ssasad dzhgh Ao yad
— e
— \IIBU =HEQUE i

e e Ecele Nationale Polytechnigue

DEPARTEMENT DE GENIE MECANIQUE

" Mémoire de fin d’étude en vue de I'obtention du
Dipléme d’Ingénieur d’Etat en Génie Mécanique

R

THEME

N

INE uwmcff' DE UEMPILEMENT DES COUCHES

SURLE COMPORTEMENT MECINIOUE DES

STBATIFIES
Présenté par. o Promoteur
Monsieur HADJ-A. DJOUDER | M® N.AMOR |3
Membres du jury

i

Pr S. RECHAK (président)
Mr BELKACIMI (examinateur)
M N. AMOR '

_:LMJL’LO_QIM_-( WG sWaWaWaNawaN NN N NN N N VAW NAWAWAWAN AT W WA U N | AN N N N N N N W N NN A WA WA WA W

Promotion : 2000

mﬂmmmml (CRSEVAVEVEUACRY UL RV RV YRV AV VRV EAVAGAY, LWJ‘ VA AN ST U U U T U
o

LT L O

LN N NN NN AN AN N NN AN NN NN AN NN AN NN NN Lﬂ_ﬂ_ﬂ_ﬂ_



G T T T

Al

VoL

AR AR

1S

-

AT T T ST

SAVE

— .
b VaiulaVa¥als

r
R
B
§
{
H
.
i
Al
i
|
I
|-

WANSRARARE

PP T

INFLUENCE DE EEMBILEMENT DES COUCHES;

Présenté pav. ‘ Promoteur

Monsieur HADJ-A. DJOUDER - | M N.AMOR

1

.

d :
IR R R R N A Y R R YRR NN VA SN NI RN S E N RN

REPUBLIQUL ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE

Ministére de I'enseignement supérieur
et de la recherche scientifique

ECOLE NATIONALE POLYTECHNIQUE

| > :
v, IS PO | Lib gl i juud
. — CIBLIOTHEQUE — i__: <o)

bt Ecels Hationale Polytechnigua:

e | D vy | I NS
T enle Fntohnlr NnlsfAnRoinon

DEPARTEMENT DE GENIE MECANIQUE

_Jq|_1

7

Mémoire de fin d’étude en vue de 'obtention du :
Dipléme ad’'Ingénieur d’Etat en Génie Mécanique 3
. !

ol

THEME

SUR; LE GCOMPORTEMENT MECANIQUE DES;
STRATIFIES

WaWaWaNA WA WA NANANANA N NN AR WA WA NN,

SIRYE
—_ = L

R

Membres du jury

Pr S. RECHAK (président)
Mr BELKACEMI (examinateur)
M N. AMOR

AN WA WA N NN A WA WA WA

R

Promotion : 2000

¢
.
v
:
r

NN AN AN AR RN A AN A R N A AN A N AN AR A AR A N A A N AN A R A N AN A N AN AN AN A N AR AN A N A R AN AN AT A NSNS FA N A RAN

UL LT L T U e

DATARARANE




,—4ﬁ
|
el :a.IL.:.J! RIS P
RIBLIOTHEQUE — i igadl
|Ecale ﬁaticrfale Pefytechnique

oAl—add e SL_IVE ol WG a3 3 ) "‘b-)" e P e U RYNY
' SIS & bt e L8 ) C‘ Al 2ol T 28 11 s yul) 2SS
.o@bsxo,as,ﬁua,rfﬂyul;uﬂ_bujmwa@L:Jlal,.juq |

et Y Ll Weni] s 20yl Y550 p L i 1

Résumé : . . !
L’objet primaire de cc travail consiste a éludier influence de
I"orientation des fibres sur les propriétés mécaniques d’un matériau
composite constitué d’unc scule couche, ¢’est aldire un monocouche, cn
se basant sur la théorie classique des stratifiés. Dans une seconde étape,
une varicté de stratifiés constitués de plusicur?&;‘ouchcs ct soumis a un
effort de traction & &1¢ considérée afin de voir quet est le stratifié le plus
résistant en utilisant le critére de repture adéquat.

ivlot clés : !
monocouche, multicouche, orthotrope, traction, rupture,

Abstract : ’ .
The first object of this work consists to study the influcnce of the
fibre orientation on the mechanical proprietics of a composite materials
constituted of onc layer, relaying on the laminaé classical theory.
At an sccond stage, a variety of laminac/containining many layers
and subjected to a tensile effort has been cons:id%:rcd in order to predict
which is'the stronger laminate using an appropriate rupture critcrion.
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[A]  sous-matrice 3x3 relative a la loi de comportement des multicouches : (A.B,B,D)

‘:4‘ [B]  sous-matrice 3x3 relative a fa loi du comportement des multicouches (A,B,B,C)
5. {D]  sous-matrice 3x3 relative a la loi du comportement des multicouches (A,B,B,D)
) E module de Young en traction
£ e épaisseur
e G module de cisaillement
h hauteur
k n® de la couche
Ky, Ky, Kxy courbures de la surface moyenne géométrique
. My, My élément de réduction, moment de flexion
5 Myy  élément de réduction, moment de torsion
i n nombre total des couches
Ny, Ny élément de réduction, charges normale
Ti Nyy  élément de réduction, charges de cisaillement :
- [0] matrice de rigidité en configuration tridimensionnelte, du monocouche suivant les axes
‘ d’orthotropie
ﬁ_ [0] matrice de rigidité du monocouche hors axes d’orthotropie
Sij coefficient de souplesse
Ci coefTicient de rigidité
S contrainte a rupture de cisaillement

[Te] matrice de passage relative aux contraintes
(T.] matrice de passage relative aux déformations

u déplacement suivant I’axe des x

Ug déplacement du plan moyen géométrique suivant ’axe des x

v déplacement suivant ’axe des y

Vo déplacement du plan moyen géométrique suivant [’axe des v

w déplacement suivant ’axe des =

X contrainte  rupture en traction du monocouche suivant ’axe L

Xc  contrainte a rupture en compression du monocouche suivant ’axe L
Y, contrainte a rupture en traction du monocouche suivant axe T

Yc  contrainte a rupture en compression du monocouche suivant 'axe T
Z; ordonnée : par rapport au plan moyen géométrique de la plaque

a.B,0 angles formés par I'inclinaison de la direction L du monocouche avec ’axe des x

£, Evy,E11,E1 déformations normales
¢ %, ¢ déformations normales du plan moyen géométrique
£xv,£1: déformations angulaires ou de cisailtement

e %, déformation angulaire ou de cisaillement du plan moyen géométrique

v coefficient Poisson
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INTRODUCTION

Dans un sens large, le mot « composite » signifie « constitué de deux ou plusieurs
parties différentes ». En fait, Pappellation matérian composite ou composite est utilisé dans
un sens plus restrictif. Nous en donnons la définition géncrale suivante

Un matériau composite est constitué de I’assemblage de deux matériaux de natures
différentes, se complétant et permettant d’aboutir a un matériau dont ’ensemble des
performances est supérieur & celui des composants pris séparément.

Suivant leur architecture, on peut distinguer deux types importants de composites : les
stratifiés et les sandwiches.

Les stratifiés qui sont ’objet de notre étude sont constitués de couches successives
(appelées parfois plis).

Une terminologie particuliére s’est révélée nécessaire afin d’éviter un certain nombre
de confusions® ainsi monocouche désigne une couche unique (isotrope ou orthotrope)
renforcée de fagon unidirectionnelle et possédant, de ce fait deux axes de symétrie
perpendiculaires dont I'un a la méme direction que le renfort. Un multicouche est constitué
de plusieurs monocouches supposées parfaitement liés les uns aux autres et orientés de fagon

quelconque.

L’orientation des couches influe sur le comportement mécanique des stratifiés, cette
influence sera 1’objet de ce travail.

Définitions :

- Muatérian orthotrope :

« Matérian dlastique présentant en tout point deux symétries de comportement mécanique

chacune par rapport & un plan, les deux plans étant orthogonaux. »

Muatériau anisotrope :

« Meaiériau dont la relation du comportement dépend de la direction envisagee »

Matériau hétérogene :

« Matériau dont la relation du comportement dépend du point étudié. »
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1. INTRODUCTION : -

Chapitre 1 généralité sur les stratifiés

Ce chapitre est consacré entiérement & I’étude du comportement élastique du
multicouche. Une définition assez générale consisterait a énoncer qu’un multicouche ou un
- stratifié est constitué d’un nombre quelconque, supérieur a un, de couches ayant un
comportement (isotrope ou amnisotrope) et des caractéristiques élastiques différentes. Le

stratifié consideré est constitu¢ de quatre couches comme indiqué sur Fig.I.1 est un exemple

type. .

AZ

450 / -
> "/ 45°

77/
~ / \\\ -

Fig 1.1 stratifié & quatre couches

Le multicouche ainsi obtenu, doit étre considéré comme une plaque anisotrope et
hétérogene et I’étude de son comportement devient beaucoup plus, un probléme de caleul de
structure qu’un probléme d’étude du comportement d’un matériau [5].

2. CONVENTION DE SIGNE ET DEFINITION :
L’élément de dimension dx, dy et dz sera repéré par rapport au triedre de référence

Ox, Oy ,0z comme mentionné a la figure 1.2



Chapitre I généralité sur les stratifiés

Z dy
> dz
b4
T Y

dx
J

N0

\,L
X
Fig 1.2 élément de stratifié
De plus, 1l est nécessaire de repérer la position des couches de constitution les unes par

rapport aux autres ; en fait, ce repérage est effectué par rapport au plan xOy, plan de symétrie

de Ia plaque suivant son épaisseur.

Iy &7

n i
.z y Plan moyen
e/2 / "B géométrique
e / '
' 72
I
| / : Fig.I.3.a repérage du plan moyen géométrique
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A
Z
A T n
________ z
n-1 sl
ef2
e 0 * A >
___________ ¥ 4)
e/2 S PRy YA
Y | T Zy
— '

Fig 1.3.b repérage des couches

Ce plan médian, dénommé plan moyen géométrique(P.M.G) est illustré en 1.3.a par
OABC. La figure 1.3.b montre comment est effectué le repérage des couches :

- leur numérotation s’effectue du bas vers le haut, c’est & dire dans le sens des z

-groissant: — oo oo s e - =
- les intercouches sont numérotés a partir de la face inférieure dans le méme sens
Z0,Z1,Z2 e eennene Za1, Zn , Iordonnée de la partie inférieure de chaque couche étant
comptée algébriquement & partir du plan xOy confondu avec le PMG. |

Tl s’ensuit que I"épaisseur de le couche k, est obtenue en effectuant la différence
ex=Z-2k-1,bien entendu, les coordonnées zc prennent des valeurs négatives pour des

plans situés en dessous du plan xOy.
3. CHAMP DES DEPLACEMENTS :
3.1 Expressions générales :

L’hypothése de base de la théorie générale des plaques réside dans ’expression des

déplacements en tout point M d’une plaque, de coordonnees (x,y,2).

_4-



Chapitre 1 généralité sur les stratifiés

Celle ci est représentée sous forme de polyndomes d’ordre 3 en z dont les coefficients
dépendent de (x, y) : [2]

u(s,y,2) = u(%,Y,0) + 2 0x (5y) + 2° Wx (%) + 2° b (XY)

V(%,y,2) = V(%,y,0) + 2 0y (5y) + 2 Wy (1) + 2 dy (%) (1)

Wx.y,2) = Wis,y,0) + 2 02 (x,y) + 2 v (x.y)

Cette forme permet de prendre en compte le gauchissement de la section droite des
plaques, lors de la déformation. Dans le cas de problemes de dynamique, le facteur temps doit
gtre introduit dans les relations précédentes. |

Le déplacement d’un point quelconque M(x,y,z) est donc développé, suivant (1.1), en
série de la variable z a coefficient en (x,y), a partir du point de référence Mo(x,y,0) du plan
movyen {O,X,y).

Le champ de déplacement du point My sera noté par la suite suivant la notation :

uo = u(x,y,0) = uo (X,y)
vo = v(x,y,0) = vo (X.¥) _ (12)
wo = w(x,y,0) = wo (X.y)
3.2 Déformation d’une normale :
Cherchons la déformée d’une normale A au plan de la plaque, définie par (x =a,y =b)
( Fig14 ). Tout point M appartenant a la normale AB a pour coordonnees (a,b.z) et son
déplacement s’écrit d’aprés (1.1) :
u(a,b,z) = u(a,b,0) +z gx (x,y) + 2Z° W (a,b) + 2’ dx (a,b)
v(ab,z) = v(a,b,0) + z @y (a,b) + 2 vy (a,b) + 2’ dy (a,b) (13)

w(asb;2) =w(ab:0)+ pr{ab) +2ly(abh)

L’équation de la déformée de la normale AB s’écrit donc, avec des notations
évidentes, sous la forme polynomiale en z :
u(a,b,z) = A, + B,z +Cy Z2+D, 2
v(ab,z) =A,+B,z+C, 2" +D, Z° (L4)
w(a,b,z) = Ay + By z ‘+Cw 7 '
Lors de la déformation de la plaque, la normale AB subit donc
¢ une translation sans déformation suivant A'B', composé d’une translation

[As = u(a ,b,0) , Ay = v(a,b,0) ] dans le plan (O,x,y) et d’une translation
[ Aw = w(a,b,0} ] suivant I’axe 52 it

+ puis une déformation suivant A"B", exprimée par les termes en z et dont la forme

dépend du degré z. Dans le cas général, la courbe obtenue est une courbe gauche.
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Le champ des déplacements (I.1) prend donc en compte un gauchissement éventuel

des normales lors de la déformation de la plaque [4].

Bf

Fig.1.4 Déformée d’une normale AB au plan moyen avec gauchissement

3.3 Schéma du premier degré :
Les refations de (I.1) se réduisent au schéma du premier degre sous la forme suivante :

U(X,y,Z) U(X,Y,O) +z (px (X7Y)
V(X,y,Z) = V(X:'Y:O) tz (p}’ (X:-Y) (IS)
Aw(xaysz) = W(X,Y,O)
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Chapitre . _ généralité sur les stratifiés

Dans un schéma du premier degré, la déformée d’une normale AB, est donnée par :
u(a,b,z)= A, + B,z |
v(a,b,z) = A, + B, (16)
w(a,b,z) = A

‘F A’! ﬂ
A I c
R
C 44
ol o v T
________ - [P — - [l”
B T
—p»{ 7.0*B
Uo
g
») (b)

Fig.1.5 Déformation dans le cas d’un schéma du  premier degré,
sans le cisaillement transverse

La déformée A"B" reste un segment de droite. D"ou la propriété :

Les points situés sur une normale au plan moyen (Oxy) avant déformation, restent sur
un segment de droite au cours de la déformation.

Dans le cas ou il n’a pas de cisaillement transverse [4], les anglés ne changent pas
lors de la déformation et la déformée de AB reste normale & la déformée du plan moyen
(Fig.1.6). Dans ce cas, la déformée en H, pourra étre caractérisée par :

+ les déplacements du point H : déplacement dans le plan (Oxy) :

[ u(a,b,0) = Ay, v(a,b,0) = A, ] et déplacement transverse : [w(a,b,0)= A, ];

-

+ les rotations 0, et O, autour des directions j et j .

Dans la pratique, il est plus usuel de caractériser la rotation par les angles By et By (fig 1.4)

reliés a B, et O, par -
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By=0y et fy=-0 1.7

Dans le cas ot un schéma du premier degré ne permettrait pas d’approcher
convenablement un probléme donné, il sera alors nécessaire de passer au 2" ordre ou encore

au 3™ ordre.

7 A

W

v
—
e
-~

Fig.1.6 Caractérisation de la déformée en un point en absence de cisaillement transverse

4. CHAMPS DES DEFORMATIONS :

4.1 Expressions générales :

Le champ des déformations se déduit du champ des déplacements (1.1}, soit

u un O, G/ s
Exx === =——ZI ?9‘_'_23 :/‘+.‘."3 fj
XX X X X
N Voo Oy Gy s
Ew=r=—"7+C fp>+:z _!‘/"-1-23 Eé‘
&y oy y cy y
W
w=——=@X,y)+22Y/, (x,y) (1.8)
Cz
a ov
Po=2Ew=—+—
&y oz
& X oy (% oy ox & X



LA

[ X

| S

=P LE SR

s o

Gt E L

L )

Lo Loy }

Lo BN

L

vénéralité sur les stratifiés -

Chapitre 1
oW (u
}/.\z =2Ew= = -
Nz L
uo O L Gy
= |42 S 2y | 2 _? ~ 4+ 3¢
ox X X
(1.9
ow o v
}’)‘1:283'1:7"4“\—
oy 0z

N 3 (P Y/
:(C_\W +q0,-]+ :((fp + 21;/,-J+ :’(( ?/ +3¢,‘)
3y oy oy

Ces expressions montrent que la troncature utilisée dans les expressions (1.1) du

déplacement est consistante, dans le sens que les déformations en cisaillement transverse

résultant des déplacements dans le plan sont du méme ordre en z que les déformations

déterminées par le déplacement transverse w.

4.2 Schéma du premier degré :

Dans le cas d’un schéma du premier degré, le champ des déformations se déduit

simplement des relations suivantes :

- - -
(U (o [&R 153
_ L =09

N — - -

X OX ‘X
- -~ -
cvo ave oQPy
Eyw=—_—=—+I7
&y oy y
- -
oW (wo
En = - = - = 0
(2r4 (Z

(1.10)

- - - -~ - -
(Al oV {110 Vo {0« Oy
pom2pg 20 D (P o) (00: 00
(8.4

d Gz \dy X oy

oW Cu _ Cwo

}&zzla‘u: —+t—— = +§Dx
X CZ (804
n oW v Ewo
%2:-831=—+—\—: = —{—(/)\

gy ¢z oy

5. CHAMP DES CONTRAINTES :

5.1 Expression générale :

1’état des contraintes en un point M du stratifié s’exprime en fonction du champ des

déformations par la refation (1.10). Si le point M appartient & la couche k du stratifié, le champ

des contraintes s’écrit donc :
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T xx [Ch Cao Cu O 0 Cis E xx
o ' C: Cn Cu O 0 Csx Evw
0w Csi Cun Cun 0. 0 Cse Ew
= (L.11)
O v 0 0 0 Cu Ca 0 }’w
Oz 0 0 0 Cu Cs 0 Yoz

| O sy ] Cs Cx Ci 0 4] Ca&_k Yo |

& L

ou C;; sont les coeflicients de rigidite de la couche k.

Dans le cas général, le champ des déformations est donné par les expressions (1.9). La
théorie des plaques a pour objectif de simplifier le probléme a trois dimensions (x,y,z) en un
probléme a deux dimensions (x,y) . La réduction du probléme est obtenue par intégration des
contraintes suivant ’épaisseur. Cette intégration conduit a introduire les résultantes et

moments qut seront calculer par la suite [5].

5.2 Théorie simplifiée des plaques :
L.a théorie élémentaire des plaques fait I’hypothése que les contraintes normales G,
sont négligeables dans le volume de la plaque par rapport aux autres composantes Oyx , Oyy

et 6y . Cette hypothese est étendue a la théorie des stratifiés, soit

Gn=0 (1.12)

Avec I"hypothése précédente, la relation (1.12) contraintes-déformations s’écrit :

(o] [Ch Ca C3 0 0 Ci| [&x]
O sy Ce2 Cn Cn O 0 Cou||€w
0 - Cs Cu Cu O 0 Cul| |E= 113)
T v 0 0 0 Cu Cs O Yz
1 O xz 0 0 0 Cu Css O Yae
| O x |, _Clﬁ Cwx Ci O 0 Csﬁw* | W |

Cette relation peut étre réécrite en séparant les contraintes et déformations de

cisaillement transverse suivant ;

-10-
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(O« | [Ch Cir Cis Ciel O 0 ] [ex]
Oy Ci: Cnn Cs Cw! 0O 0 Cw
0 Ch Ci Cu Ciuw E 0 0 E s
- ! (I.14)
G| |G Lo Lo G O 0 4]0
T s 0O 0 0 0 E Cu Cas Yae
ox], | 0 0 0 0 1 Cu Css IR

L’état des contraintes .y, Oy, O,y €t des déformations ey, €y, £, , Yy correspond a
’état de contraintes planes. Les contraintes dans une couche k s’expriment a 'aide des

coeflicients de rigidité (;; suivant :

—O.ul [Qn Qi Qu i 0] [&n]
T Qu Q2 Qx! 0 O £
Ow| = Qi Qx Qw i 0 0 Py (1.15)
Oul |0 0 0 1Ca Cullp

O], L0 0 0 : Co Css ], L K

avec !

]
Ep =S —— (CIJ Exx T+ C23 Evy + CJ(» Y.\'}')
i3

Les coeflicients (3 de la matrice de rigidité réduite de la couche k seront introduits

aprés. Par la suite, ils seront notés suivant des notations Q. La discontinuité de la matrice de

rigidité, d’une couche a I’autre implique la discontinuité des contraintes, au passage d’une

couche a "autre [4].

6. RESULTANTES ET MOMENTS :
6.1 Résultante en membrane :

Le champ des résultantes en membrane, noté N(x,y), est défini par :
b,
N(x,y) = jaK(M)dz (1.16)
b
P4

ou ok (M) est la matrice des contraintes en membrane Gy ,Gyy ,Gxy dans la couche k, soit :

Nx h2 (9259
Nxy)=| Ny |= [|ow]| dz (117)
N.w J?;! U\\

- N k
Ny, Ny et Ny sont les résultantes, par unité de longueur, respectivement des contraintes
normales {suivant x et suivant y) et des contraintes de cisaillement, dans le plan (x,y). Elles

sont schématisées symboliquement sur la figure (1.7),

- 11 -
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>y

% X

N

Fig.1.7 Schématisation des résultantes en membrane des actions exercées sur un
élément de stratifie

1I faut bien noter que ces résultantes sont relatives & 'unité de longueur de section

droite du stratitié. Ceci signifie que, par exemple, la résultante de I’action exercée sur un

¢lément de surface normal a la direction i. et de longueur dy (Fig. 1.7) est 1a superposition de :

— La résultante normale dR« = Nxdy (118)

— La résultante de cisailleme nt dRx = Ny dy
La discontinuité des contraintes en passant d’une couche a I"autre conduit & réécrire la
relation (1.17) sous la forme :

Na S Oxx
NeGy)=| Ny [=3 [ o | dz : (1.19)

k=l
Nx)’ he - 1| Gay ‘

6.2 Résultant en flexion :

Le champ des Moments de flexion et de torsion noté Me(x,y) est définis par :
%2

M(x,y) = [ox (M) zdz (1.20)
_h’
22

ol 6y (M) est la matrice des contraintes en membrane Gy ,Gyy ,Gyy dans la couche k, soit :
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A,[.\' g.lﬁ\'-}
n l
A/]I(_\ﬂ,-‘r) = A’I". = ;J.”. } = ()’”_ ¥ (12 1)
M, o

My et M, sont les moments de flexion et M,, représente le moment de torsion.
Ils sont schématisés sur la figure suivante :

vh

7 -,

MY, v

Fig 1.8 Schématisation des moments de flexion et de torsion
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Chapitre 11 comportement élastique d’un matériau composite orthotrope

1. LOI DE HOOKE POUR UN COMPOSITE ORTHOTROPE :

I.1 Composite orthotrope :

Les stratifiés sont constitués de couches de matériaux composites unidirectionnels ou
de composite a base de tissu. Ces couches possédent trois plans de symétrie orthogonaux
deux a deux, et se comportent de point de vue élastigue comme un matériau orthotrope. La
direction paralléle aux fibres sera notée par 1 (ou L),c’est Ja direction chaine et celle
perpendiculaire aux fibres (direction trame) est notée par 2 (ou T}.

La direction orthogonale au plan de la couche sera également notée par 3 (ouT").

(2,7T) Sensitrame
, )A

GlRar Tl |

SRS by

Sens chaine

Sl W ke

L o
(1, L)

Fig.11.1 matériau composite orthotrope

1.2 Matrices de rigidité ¢t de souplesse :
Les matrices de rigidité Cjj et de souplesse S décrivent le comportement élastique

d’un matériau composite orthotrope. La loi de Hooke s’écrit suivant I'une des formes

_ matricielles :
(on] [Ch C: Cs 0 0 01[&]
_ g Ci Cn Cxn 0 0 ||é&:
s _ Cis Cu Cwu 0 0 £3 (L1
a4 0 0 0 Cua O 0 Fol
- Ts 0 0 0 Cs O Es
os] [0 0 0 0 0 Cej|é&s]

i ou
5 . - 14 -
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& Su S S 0 0
A Sz S Ss» 0 0
€| |Ss S» Ss 0 0
el [0 0 0 Su 0
£ 0 0 0 0 Ss
&) L0 0 0 0 O

0][o]
0 T2
0119 (11.2)
0 (o)
0 (eX)
Ses | | O

Le comportement élastique d’un matériau composite orthotrape est donc caractérisé

par 9 coefficients indépendants :

Ci,Ci2,Ci,C0,Cn,Cs,Ch,Cs5,Co6 ou

Su1,Si2, 53,82, S, Sa3, Sus, Sss, See

L.es matrices de rigidité et de souplesse étant inverses 1’'une de |’autre, nous avons :

SH SH - Sii

Cns=
AS
sz = 533 Sll - Slz.‘
AS
Carm SnSa- S,zz
AS
Cus= L Cu= 1
S Sss

avec |

AS = 81152585 -SuS}, - SuS;,

SuSn-8u28n

Ca=
AS
Cos = S8 -Si8a
AS
(11.3)
C = Si2Siz—-SusSn
AS
CM = ""I“"
Ses

- SuS), +281:8u8n

Les relations inverses donnant les coefficients de souplesse, en fonction des

coefficients de rigidité sont obtenus en intervertissant les réles de Cj et S;;.

Le composite unidirectionnel est un cas particulier de matériau orthotrope dit

orthotrope de révolution, pour lequel

1
{Ca=0Cyz ; C44=;(C22-Cn) ; Ca=Can2 ; Css=0Cg}

(11.4)

{(S13=S12 ; Sss=2(822—-S23) ; S33=S22 ; Sss=85¢}

-]5-
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2 Modules de 'ingénieur :

Les modules usuels de I'ingénieur (module d’Young, coefficients de Poisson, modules
de cisaillement) s’expriment simplement en fonction des coefficients de souplesse.

le calcul des modules de I'ingénieur est représenté dans I’annexe B

Conclusion :

L.a relation d’€élasticité (11.2) s’écrit, en introduisant les modules de I’ingénieur, sous la

forme ;
LI L L N
&Y Es Ea o]
(e |- 'I':" Lo Lfi O 0 o0 '
i %2 =2 ()
2 Vii Vs } i
s |"s BB 00 e
- B BB (IL5)
&4 0 0 0 S o 0 {|o¢
&s " 1 s
0 0 0 0 — 0
L& G | 76
0 0 0 0 0 !
L Gz

I.e comportement élastique d’un maténau composite orthotrope peut étre décrit par les

9 modules tndépendants :
-3 modules de Young : Ey | Ez, B3 (B, Er, Ep).
-3 coetlicients de Poisson : vy2, viy, vas (vir, v, v ).
-3 modules de cisaillement : Gi2, Gi3, Go3 (Gir, G, Grr )

Les trois autres coefficients de Poisson sont déterminés a I’aide de la relation (B.12)

(voir annexe B).

3. Expression des constantes de rigidité et de souplesse en fonction des
modules de I'ingénieur :
3.1 Constantes de souplesse :

LLes expressions des constantes de souplesse s’obtiennent a partir des expressions

établies précédemment, soit :

- 16 -
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] 12 Vi

Su=— SIIE—L Sy = —
E Ei £

Su=—  Su=-12  gy=l (11.6)
E: £ Es

1 1

Sh=—0 Qoo = — Ses = L

Gn Gu G

3.2 Constanies de rigidité :

Les expressions des constantes de rigidité, en fonction des modules de I'ingénieur

s’obtiennent & partir des relations (11.3) et (B.10) (voir annexe B}, soit :

1—vavn Va4 ravn o viz+vave
Chze——— Co= =

E:Es; A E:EsA EiEsA .

Vi+vynva Yo+ voeva 1 -vizvn

Cn= = Cao=——
E:E;A EiE: A EitEsA

(1.7

va4+vieva Vot vavn | —vizvn

Cu= =— Cao=—————
EiEsA Eilz A EiE: A

Cu=G0Gn , Cu=Gu ; Ceo = Gz

avee !

L —viva—vava—vavo - 2vavim

A= -
B Es

3.3 Restriction sur les coefficients d’élasticité :

Si une seule contrainte, suivant un axe principal, est appliquée au matériau, la

déformation suivant cette direction est de méme signe que la contrainte. Il en résulte que :
Si1, 522,533, 844,555,866 >0 (11.8)
ou en terme des modules de I’ingénieur :

Ei,E2,E;,G,Gi,Gi2>0 (1L9)

-i7-
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De méme, si on impose au matériau une seule déformation suivant un axe principal, la

contrainte qui en résulte dans cette direction a le méme signe que la déformation imposée. Il
en résulte que ;

Ci,Ca2,Ch3,Ch,Css,Ca6>0

(11.10)
compte tenu de (11.9) :
l—vay vz, I=viyvyy, 1= v v >0 (I1.11)
et
I= w3 var— va3 iz — Vi vis = 2 v vaaviy > 0 (11.12)

Puisque la matrice S est définie positivement (déterminant positif), le travail

thermodynamique étant positif. Cette méme propriété associée aux relations (B.13),(voir
annexe B) implique également :

| stl < +/822 83
| Sis | <SS (1.13)

| Si I < +Suln

En utilisant les relations de symétrie (B.12),(voir annexe B), les conditions (I1.11)
peuvent s’écrire

v ! < JE/E | vie | < JEVE:
Ivar| < JEsfE:

V23 | < E:/Es (I1.14)
I\’xal(,}Et/Es |l'31[<,/E3/E1

En reportant les relations de symétrie dans la condition (11.12), nous obtenons :

Er E: Es
2vavave<l- vl —— vl — vl =<l
k2

, 1 .15
YEOVE (I.15)

L.es deux dernieres conditions peuvent étre regroupées pour obtenir :

.18 -



Chanpitre 11 comportement élastique d’un matériau composite orthoirope
E [ I I z
Z} o s S :
(l - vh—|l1=1 ——:—-) - 1’211’-—_-1- + l'.m’nJTI >0 (11.16)
ks “Ea I:: Ea

la condition précédente peut étre réarrangée de maniére a obtenir des bornes sur le

coefficient de Poisson vy, :

Ve .
E . 42 ™ .2 -
=jvavng z+ l-vfz-[:—! 1—111132 _lf.
E: E: Er Ea

(11.17)

— —

1 [ %
E E: ) EsY? f:z
—| Va2 Vu—-z-—-(l—-v;2 le (I—]’I‘!‘ ._.1) .E_
L Es B "y E|

4. COMPORTEMENT ANISOTROPE A DEUX DIMENSIONS :

4.1 Plaque orthotrope rapportée i ses axes principaux :

Pour une plaque orthotrope d’épaisseur e dont les axes principaux (L,T) sont

confondus avec les axes de référence (x,y), la matrice de rigidité réduite s’écrit :

Q, Q, 0
[Q] =10, Q, 0
0 0 Qg

avee !

Er
= Ei : , = u;E/(] -l ]
Q” [l - l.’|2-|- P‘.) ‘ Ql- l v El'

Q, = __;QII , Qu=0G1r

(11.18)

ou les coefficients de rigidité sont données par:

-

e mpeall iAo
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o
AHZQHE DH:‘-QH——;
- 2
] ej
An=0ne D= Qi —
12
4 An=Qne Dn=0Qn—
12
- Bij=0
E Aw=~Aw=0 Die=Dw=0
CJ
% Ace = Qoo e Do = Qu(. -]_';
Avec:
e'.'
g Di = Aj —
o 12

L’équation constitutive de la plaque s’écrit donc :

Ns Au A 0 0 0 0 {;‘f‘
Ny Ar A 0 0 0 0 g?‘,
Nuw 0 0 Aws 0 0 0 }/",
= A (11.19)
M 0 0 O Do D O Kx
My 0 0 0 De Dz 0|k,
(Mo [0 0 0 0 0 Dulsy]

Comme dans le cas d’'un matériau isotrope, les résultantes en membrane ne dépendent

que des déformations en membrane et les moments ne dépendent que des courbures.

4.2 Plaque orthotrope non rapportée i ses axes principaux :
Dans le cas ou les axes principaux de la couche orthotrope ne coincideraient pas avec les axes

de référence des contraintes (voir Fig 11.2), la matrice de rigidité réduite s’écrit :

_ 911 §|z §15
- Q= 9;2 912 91(» (11.20)
] Qe Qe Qu

= 20-

B
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)'].T A

~ '.M.L

Fig 11.2 Rotation des axes de référence par rapport aux axes principaux

Déterminons les relations reliant les coefficients Q, aux coefficients Qj. Adoptons

comme notation des axes principaux (x;, yi) au lieu de (L, T) pour faciliter I’écriture

matricielle, on aura :

[a1]={Q]{&] (I1.21)

On exprime les relations contraintes-déformations dans un systéme d’axes (x,y) faisant

un angle 6 avec les axes principaux (x;,y1} de la manicre suivante :

[0x1=0[Q 1[e&] (1.22)
avec

[o<] = [T4] ‘o] (11.23)

ou :
[Ta] est la matrice de passage du repére (x3,y1,21) au repere (x,y,21). Elle est définie comme

suit :

[e]
L]
v
-
2
(2]
w

[To]=| & ¢ —2es (11.24)

—s¢c s¢ ¢ -8
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avec :
c = cosl)
s = sin{}

(o ]={Q} =]

comme :

Oon aura .

lo+]=[T]" [Ql[e]

et puisque :

&)= [To]les]

on obtiendra :

los]=[To]"* [Q][r-]le ]

Par identification entre (I1.28 ) et (I1.26 ) on aura :

13)=[r-]" [Q][r]

Finalement :

F\)u =Quc' +2(Qiz+ Qu)s’ ¢’ +Qus?,

612 = {(Qu+Qn+4Qe)s’ ¢+ Qu(s* +¢*)

Q2 =Qus* +2(Quz + 2Qw) s’ ¢ + Qu ¢*

6!6 =(Qu-Qu~2Qu)sc’ +(Qu+ sz +20Qe)s’ ¢.
626 =(Qu~Qu-2Q)s’ ¢+ (Qrz— Q2 +2Qes) s .

612 ={(Qu+Qn-2Qu-2Qu)s’ ¢’ + Qs (s* +¢*)

Cas particuliers :

(11.25)

(11.26)

(11.27)

(11.28)

(11.29)

(11.30)
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Pour 6 = 0°

Pour 6 = 90° [Q

Q, Q, 0
[Ql=[Q]={Q, Q, © (11.31)
O 0 Q.
Qp Q, O
1=|Q, Q, © (IL.32)
1o o o ‘

4.2.1 Variation des modules technologiques en fonction de I’angle 0 :

Les modules technologiques sont les constantes pratiques qu’utilise usuellement un

ingénieur pour

décrire le comportement mécanique d’un matériau. Ces modules sont

déterminés dans des essais particuliers; ils varient suivant 1’angle 8. Leurs nouvelles

expressions sont données par :

4 4
4 4
1
E. Er GLT"'“Z——LE
\ \ Er J
p
4 4
S v 1
=Y |2+ et
E0) B B | _vo
T— 4
A R | E———

: 2 2
Gy )=1/]4c’s’ —1—+L+2VLT +(c >
| E. Er Er Grr

Ey

Cas particuliers :

Pour 8 = 0°

ﬁoi({3 )= %(c“ + 54)— czsz(i L L]

(Fx=F.
Ey=Er

4Gy = Gor
Yn_vn

Ey ET

Il

-23.

(1.34)
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(Fy = Ey
Ey=FEuL
Pour0=90° (G, =Gur (11.35)
Voo 4
L Er

Les formulations des modules technologiques en fonction de angle 6 permettent une

programmation plus lucide que utilisation de la matrice [Q].
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1 CHAMP DES DEFORMATIONS :
L.T Hypothéses de la théorie classique des stratifiés :

La théorie classique des stratifiés utilise un schéma de déplacement du premier degré.
Elle fait ensuite une hypothése supplémentaire qui consiste & négliger le cisaillement

transverse. Dans ce schéma, les déformations en cisaillement transverse sont nulles, soit

Yo = 0 et Yve™ 0 (]H])
Cette hypothese implique d’aprés (1.9) :
Cwo
40"(",){) == i
(111.2)
{(Wo
Py{x,y) = ——
. y
Le champ des déplacements s’écrit alors:
u(x,y,z) =u(x,y) -z ('fvn (x,y)
X
' Wa
v(x,y,2z) = vo(x,y) - z—~(x,y) (1M.3)
cy

w(X,y,2) = wo (X, y)
La déformée de la normale au plan moyen (Oxy) est alors un segment de droite 4 la

déformée du plan moyen (paragraphe 1.1.2 et Fig.1.2)

1.2 Expression du champ des déformations :

Le champ des déformations s’¢crit, d’aprés (1.9) en tenant compte de (111.2) ;

Qw Fwo
L xx — - =z 3
X X
- -2
Vo " Wo
Ew=—I—"7
oy oy
¢ u=0 (11L.4)
- - 2
wo Ove) Cowo
VWSt e D
oy X oxX Oy
Y xz — 0
Vg = 0
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{——

Le tenseur des déformations en un point M est :
Ex cw O
eM)=lec ey O ‘ (111.5)
0 0 0
et la matrice des déformations se réduit a trois composantes non nulles :
€
e (M)y=le » (111.6)
€«
Le champ des déformations est la superposition

¢ des deformations en membrane ;

. 0 {1l
X F'\
{) {Vo
E m(hd)z € = -/ (HI?)
3 cy
- (uo . vo
e
Xy - -
’ |y x ]
¢ des déformations en flexion :
i . q
[ , 7 W
£ P
o
. r " Wo
g rf((M)=|e =| —1—— (111.8)
W ey
e ! 5 Fwo
Xy & STy
- - X Oy |

[.es déformations en flexion et torsion s’expriment suivant la relation
er{m) =z k(x,y) (111.9)

En posant :

Kx E"(

K(x,y)={ Ky t=) ———— (1110}

1Y

r
1

Ky n2

La matrice x(x,y) est appelée matrice des courbures de la plaque sollicité en
flexion.

Les angles de rotation de la déformée du plan moyen au point H(x,y,0) s’expriment en

SR e T

fonction du déplacement transversal wy(x,y) de ce point par :

-26 -
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Wo : T
} x =—— suivant la direction j
Y (IL11)

Vo . . . N
0 y=-—— suivant la direction
X

Le champ de déplacement, s’écrit alors :
U(A\',Y:Z) = Uon (X:Y) - G_\'
v(x,y,2) = va (x,y) - z O, (H1.12)

wix,y,z) = wq (x,y)

en fin, le champ des déformations s’écrit

£ (M) = g, (M) + £¢ (M) (111.13)
ou :
C T
E =xx € X% LS
e wl=lc" |+ K (111.14)
W
£ = ¢ 0 l\\\
L
avec :
. ”,, - {'fm(x,y) . ”_ _ (LVO(X,)') }’Q, _ r.:uo +r,;ﬂ
Noex » y Xy oy X
. - - (I11.15)
0w " wa ¢ Wo
Ke = ———(x,9) K=~ () Ke=-2-—-(xy)
OX cy OX Gy
Sous forme abrégée, te champ des déformations s’écrit donc
£ (M) =€ (x,y,2) = €, (X,y) + Zx(X,y) (111.16)

Les fonctions Ew (X,y) et k(x,y) ne dépendent que des coordonnées (x,y) du point H du

plan moyen du stratifie.

2 CHAMP DES CONTRAINTES :
2.1 Forme du champ des contraintes :

Le champ des contraintes est obtenu a I"aide de la relation (1.15). Nous obtenons, pour

la couche k :
Cuw™ QII Exx T Q]2 8_\3' + QIG Y.\'y
Gy =Quz €+ Qu Eyy + Q26 Vay

G.\‘_\' = Ql() Exx T QZG 8}'_\' + Q(-G Y.\'}' (IH 17)
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cx-\' = 0
l.e tenscur de contrainte en M est donc de la forme :
Oxw G 0
ocM)=tocw Ow 0 (I11.18)
0 0 0
Le champ des contraintes se réduit aux seules contraintes en membrane : Gyy , Cyy €t Oxy .
2.2 Expression des contraintes :

Les relations (111.17) montrent que les contraintes dans la couche k s’expriment

suivant :
O €
O w :[Qk] € w : (111.19)
o €
Avec :
Qun Qi Qu

[Q1]= Qi Qn Qo
Qe Qn Qw

Ou [Q,] est la matrice de rigidité réduite de la couche K et dont les termes sont

exprimés en fonction des modules par les relation (11.18). En tenant compte de (11.14), les

contraintes dans la couche k s’expriment par:

O Qu Qi Qs [|® On Qu Qul|| X
ow| =|Q: Qu Qufle? |+2|Q: Qn Qul|«, (111.20)
Ean Qs Qi Qs |1 :’_ Qe Qi Qes Ky
ou
Ok (M) = Ok (x,y,2) = Ok Ea (X,y) + 2 Qu K(x,y) am2n

Ok (M) représente la matrice des contraintes dans la couche k ; hy.y € 2z € he. La matrice de

rigidité réduite Qi varie d’une couche a P'autre. 1l en résulte donc une discontinuité du champ

des contraintes entre les couches successive.

3 EXPRESSION DES RESULTANTES ET MOMENTS :

3.1 Résultantes en membrane ;
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L’expression (1.17) associée a la relation (111.20) ou (I11.21) conduit & I’expression des

résultantes en membrane, Nous obtenons :

n h
N(x,y) = ZL:I [Ql e wlx,y)+2zQ, :\'(x,y)]dz
k=177

N(x,y) = Z[Ql € m(X, y)J'I::_ldz] + Z[Qu a(x, y)_‘.lll‘:‘z dz}
k=L - k=) )

N(x, y) = [Z(m o ) QK:I € nlX,y)+ ['l“ ]Z(hi -hi, )Qk:lx(x,y)
< k=l

k=1

Soit:
N(x,y) = A gu(x,y) + B x (x,y) (111.22)
En introduisant les matrices :
n
[A]l=>"(h, -h, o] (111.23)
K=l
avec :
n
Aijj= Z(hL = h, ) (Qa)y,
k=1
n
]
[B]= g S0 -hinR] (111.24)
avec :

] i ,
Bij :E}‘Zﬂ (h: —I]L,)(Q‘])K

L’expression développée des résultantes s’écrit donc :

N, A An A E?uc Bu Biz B || ¥s

N, |=| Az An Aslle | |+|Br Bz Bus||x, (111.25)
N A A Al 0 Bis Bx B K.

Ces équations montre que dans le cas d’un stratifié, les résultantes en membrane (N,
Ny et Ny) ne sont pas seulement fonction des déformations en membrane,( comme dans le cas
des plaques homogénes), mais sont également fonctions des courbures en flexion et en torsion

(kx, Ky, Kxy).
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(Kx, Ky, Kxy).

3.2 Résultantes en flexion :

Les moments de flexion et de torsion s'obtiennent en introduisant

expression (I11.21) dans Pexpression (1.21)

soit :

noch
M, (x,y) = }Z Jhm [zQK e w(x,y)+2" Q. x(x, y)]dz

M, (x,y) = Z[ZQK & (X, y) jl"’:Idz]; Z{QR w(x, y)Ll:izz dz] (111.26)
k=l i k=1 )
1 n
M, (x,y) =B-Z(hf - hi_,)QL} e w(X,y)+ E > (h) -hi, )Qk:lx(x, y)
& k=l k=l
M(x,y) = [B] entx,y) + [P] x(x,y) (111.27)
avee |
n
Dﬁ:%g;(h:—h;J(Q@L (111.28)

L’expression développée des moments s’écrit sous la forme :

M= Biu B B ‘32‘ Din Diz Dis|| ¥

M |=[Biz Bz B 81, +| Dz D2 D] &, (11.29)
Mas Bis Bx Bes|lo° Die Do Das ||

Les moment de flexion et de torsion sont donc fonction des courbures en flexion et en

torsion, mais sont aussi fonction des déformation en membrane.

3.3 Equation constitutive :

Nel [An Ae Aw B8, B, B,lc? |
Ny An An Aw B, B, B, |lc}

Nol |[Ay Ax A« B, B, (111.30)

M B, B, B, Du Dz Dus||x,
My B,, B,, B, Du: Dz Dxl||x,
My | | By, By By D Dx De | Ky
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d’une maniére simplifiée :

N A B¢

”m

v, |ZlB ple (I1L.31)

[4] est la matrice de rigidité en membrane
[D] est 1a matrice de rigidité en flexion
[B] est la matrice de couplage membrane-flexion
Divers couplage peuvent étre observés et mis en évidence.
+ Le couplage traction cisaillement résulte des termes A , Az
+ Lecouplage membrane flexion résulte des termes By By, et Ba;
+ Lecouplage membrane torsion résulte des termes By4,B1
+ Le couplage flexion torsion résulte des termes D;(}, Dag.

Ces couplages peuvent étre simplifiés ou encore éliminés suivant la nature de I’empilement

des couches du stratifi¢, ces simplifications seront I’objet du chapitre suivant
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Chapitre 1V Ewde de quelques formes de la matrice de rigidité

L’empilement des couches (nature des couches, orientation, séquence
d’empilement) conditionnent la structure de la matrice de rigidité. Ce chapitre sera consacré a
I"étude de cas particuliers de stratifiés pour lesquels la matrice de rigidité a une forme
simplifice. L’étude sera ensuite effectuée en suivant un nombre croissant de complexité. La
réalisation des stratifiés est faite a partir des couches qui ont les méme caractéristiques,
(méme constituants, méme configuration géométrique, méme épaisseurs), Mais des
orientations différentes, de leurs axes principaux par rapport aux axes de référence du stratifié.
Une attention particuliére sera donc porter sur ce type de matériau.

Dans ce chapitre nous allons présenter les matrices de rigidité, pour différents types de

stratifiés.

1 CAS D’UN MONOCOUCHE :
L1 Couche orthotrope rapportée i ses axes principaux :
Etant donnée une couche orthotrope, d’épaisseur e et dont les axes principaux sont

confondus avec les axes de référence. La matrice de rigidité s’écrit :

Qu Qu 0
Qu: Qn O
0 O Qr'r(»
5, o8 .
0O, = —1,-:..)11 = T."...)n! On = v Un O =0y (IV.1)
1- s':“,. - T
N

ou :
E.: le module de Young longitudinal ;
Er:le module de Young transversal ;
vir: le coefficient de Poisson ;

G le module de cisaillement.

l4l=lole [p]=l0)= [B]=[o]

L’équation constitutive de la plaque s’écrit

3
¢
12
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(Ne] [An A 0 0 o0 o]
Ne| |Az Az 0 0 0 0 |ley
N\y 0 0 Ava 0 0 0 N 0‘
= b (IV.2)
M 0 0 O Du Du 0 |k,
M, 0 0 0 Di Da 0 K,
“M.\\'_‘ L 0 0 O 0 0 DM_ A“",

1.2 Couche orthotrope non rapportée a ses axes principaux :

la matrice de rigidité réduite s’écrit :

Q, Q, Q,
o]=|a, o, a. | (v.3)
Q. Qu Q. '
ou
0= [P loTr-]
avec :
cos’d -sin‘@ 2sinfkcosé
[To]=] sin6 cos’d - 2sinfkosd (1V.4)

-sinfcosf  sinfeosf  cos’O -sin’é

A, =0, B, =0 D, =0, - (1v.5)
.’équation constitutive de la plaque s’écrit |
(N [An A A, O 0 e ]
Ny Az An Ax O 0 0 |le S}.
No | |Ag As Aw 0 0 0|y o (IV.6)
Mx 0 0 0 Du Di Dsl|l K,
M, 0 0 0 Diz D2 Danj|x,
| Myy | 0 0 0 D Dn DK,

nous constatons I’absence de couplage membrane-flexion/torsion,

nous observons P’existence de couplage traction-cisaillement, ainsi couplage flexion-torsion.
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F'{‘: 2 CAS D’UN STRATIFIE OU M ULTICOUCHE:

4

}‘\

]

On montre dans cette partie que dans la-plupart des problémes traités analytiquement,
les termes de la matrice de rigidité deviennent les coefficients d’équation différentielle aux
dérivées partielles. L’ordre et la forme de ces équations sont en partie liés au nombre

d’éléments non nuls de cette matrice. 1l est donc particuliérement instructif de montrer

AR [ = -

comment, et dans quelles hmites, par une disposition intelligente des couches on peut annuler

le plus grand nombre. de ces éléments.

b

Un stratifié. est dit symétrique si le plan moyen est plan de symétrie

kA a

Deux couches symétriques ont :

-la méme épaisseur ;

e TR

-la méme matrice de rigidité réduite ;

-de cotes opposées.

e a

Il en résulte que les coefficients Bj; sont nuls,

Un stratifié est dit équilibré s’il comporte autant de couches orientées suivant la

fais £ 7]

direction +0 que de couches orientées suivant la direction -0.

-

2.1 Multicouche équilibré, symétrique :

=1

: Un stratifié équilibré-symétrique est caractérisé par un nombre pair de, de méme

nature, ayant la méme épaisseur et les couches de cotes opposées de méme orientation.

R R — 2=tel2
E e/s o
..................... ri=teld
i els -
| Yoo Z7=0
e/d -
! ....................... 71=-e/4
efs o
. v ..................... z“—-efz

Fig. IV.1 stratifié équilibré-symétrique

T

mn‘
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La matrice de rigidité est de ta forme :

Ns
Ny
Nay
M.
My
My

(A An
A An
0 0
0 0
0 0
G 0

0
0

Avo

0
0
0

0

0

0
Dn
D2

Di6

D
D
Dss

On remarque qu’il n’y a que le couplage flexion-torsion.

2.2 Multicouche non équilibré, symétrique :

(V.7

1l est caractérisé par un nombre impair de couches de méme nature, méme épaisseur

et les couches de cotes opposée de méme orientation.

L.a matrice de rigidité est de la forme :

N« |
Ny
Nay
M.
My
M.y

Fig.IV.2 stratifié non équilibré-symétrique

Aun  An
A Axn
Azﬁ A!!
0 0
0 0
0

Az
An
Ass

(1V.8)

1l existe deux couplages : traction-cisaillement et flexion-torsion.
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2.3 Multicouche équilibré, non symétrique (antisymétrique):

Les stratifiés symétriques sont utilisés afin d’éliminer le couplage entre membrane et
flexion, par contre, certaines applications nécessitent Iutilisation de stratifiés non
symétriques. Par exemple, le couplage membrane-flexion est nécessaire dans la conception de
turbine a ailettes ayant un profil gauche. Egalement, dans le cas ot une meilleure rigidité en
cisaillement est recherchée, il est nécessaire d’avoir des couches possédant différentes
orientations.

Un stratifié antisymétrique est constitué de couches en nombre pair dont la répartition
des épaisseurs est symétrnique et celle des orientations des axes antisymétriques par rapport au

plan moyen. Deux couches de cotes symétriques ont donc :

*

des cotes opposées

¢ la méme épaisseur ;

¢ des orientations 8 et - O par rapport aux axes de référence du stratifié.

Z=+el2
+a
e/2
........... z]-—_—-"
-(X
e/2
Zp—e/2

Fig.IV.3 stratifi¢ équilibré-non symétrique

La matrice de rigidité est de la forme :

[N.] [An A: 0 0 0 B,|[e%]
Ny Anr An 0 0 0 By
Ny 0 0 A« B, B, 0 v} (V.9
M. 0 0 B, Du Dn 0

M, 0 0 B, Dz Dz 0

Mw| [By By O 0 0 Des||x

On remarque qu’il existe uniquement le couplage membrane-torsion.
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2.4 Multicouche non équilibré et non symétrique :
Les couches de nombre impair sont de méme nature et ont la méme épaisseur.

Deux couches symétriques ont des orientations différentes.

# ................ =t
+0 3
e/3
e . ’ Zz=+e/6
o gﬁ, N T N )
. N Z1=-e/6
i I e/3 Q& 1
) - : Z=-¢e/2

Fig IV.4 stratifié non équilibré-non symeétrique

La matrice de rigidité est de la forme :

- -

Ne| [An Az As 0 0 B.][e
Ny Az Az Ax 0 0 B, |«
Ny _ Ais Ax Aw-B, B, 0 Y, - (IV.10)
M 0 0 By, Du Du 0!«
My 0 0 By D Dn 0 X

Ms| |Bs, B,, 0 0 0 Dss ||

on remarque I’absence du couplage membrane-flexion et flexion-torsion . _____

Ces divers cas présentés sont basés sur des configurations de multicouche trés simple
permettant de comprendre I’influence de la position des couches les unes par rapport aux
autres  sur la forme de la matrice de rigidité, ainsique sur le comportement élastique du
matériau.

Malheureusement ces exemples représentent des cas particulies ou certain terme de la matrice
de rigidité deviennent nuls, alors qu’une configuration plus générale du multicouche ayantr la
méme dérgofnination ne conduit pas a des valeurs nulles pour ces mémes termes,

C’est le cas du multicouche non équilibré non symétrique ou pour le cas particulier les terme
Bi11,B12,B22,B33 sont nuls, alors qu’il peuvent préndre des valeur quelconques dans le cas

général.
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2.5 Forme générale de la matrice de rigidite :

Multicouche équilibre, symétrique

"
#

-38-

(N:] [An An 0 0 0 0 ]ley
Ny Az An O 0 0 0 = 2y
Ne| |0 0 As 0 0 0|lyy
Mc| |0 0 0 Du De Dullx,
My 0 0 0 D Dz Dx| x,
Mw| | O 0 0 Dis D Des | LK'XY
Multicouche non équilibre, symétrique :
[ N« ]| [An Az As 0 0 0 [e ?L‘—
Ny An Az A 0 06 0 |le :y
No| Ay Az As 0 0 0 |y o
Mx 0 0 0 Du Diz Dix|l x,
My 0 0 0 D2z D2 Dnjx,
Mw| [ O 0 0. Dw Dn Dei|x
Multicouche équilibre, non symétrique : ‘
(N [Au An 0 B, B, ByJ[el]
Ny | (A An 0 B, B, By|lch
ny _ 0 0 Ass B16 st BGG Y g).
M:| |B; B, B, Du Dn Dl x,
My B, B,, By Dn D= Dk,
| My Bs By By Dis Dx Des ||k,
Multicouche non équilibre, non symétrique: =~ i ST T T
‘N« [Au Aw Aw B, B, Byl
Ny | Az An Ax B, B, Bylley
Noy | A, Ax As By By B ||y ?(y
M B, B, B, Dn Driz Dss || x,
My B, B, By Dz Dz Du| «x,
(M| |By By By Dis D2.6 Dss || k.
Multicouche orthogonal, symétrique :
N] [An A 0 0 0 07][e%]
Ny Az Az O 0 0 0 ile S,Y
No| |0 0 Aw 0 0 0 [ly3,
M=x 0 0 0 Dun Dz 0| K
My 0 0 0 Dn D2 0 |k,
My| [0 0 0 0 0 Dalix,]
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Multicouche orthogonal, non symétrique :

Nx An An 0 B, B, 0l
Nv Az A» 0 B, B, 0 |([e
Ny 0 0 As 0 0 Bylivy
M B, B, 0 Du De 0 i «k,
My B, B,, 0 Dwr D=z ‘ 0 K
LM\'}.'J 0 0 B, ©O 0 Dﬁﬁ_ Ky
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Chapitre V critéres de rupture

1 GENERALITES : ;

les chapitres précédents ont pour objectif d’établir des relations entre déformations et
contraintes pour des multicouches constitués par un empilement quelconque de couches.

L’étape suivante consiste & déterminer la résistance mécanique du multicouche dans
son ensemble. Cette évaluation passe obligatoirement par une connaissance la plus precise
possible du comportement a la rupture du monocouche. Il apparait important de bien
distinguer I’état de contrainte limite de la limite de fissuration dont les publications récentes
font de plus en plus souvent état.

La définition de I’état de contrainte limite donné par Feodossiev [3], est 4 retenir
« étar tel qu'il y a variation qualitative des propriétés du matériau, passage d'un élat
mécanique d un autiey.
Pour le monocouche, un tel état correspond a la rupture réelle du matériau.

La définition de la limite de fissuration est plus délicate car elle ne correspond pas a un
état physique facilement décelable

« la limite de fissuration est l’état de contrainte créant des dégradations irréversible,
telles que fissuration de la matrice ou décohésion fibre‘matrice, restant localisées et ne
modifiant pas le comportement statique a tout terme ultérieur du matériau . »
Tous les développements qui vont suivre s’appliquent a I’état de contrainte limite.

L’objet de ce chapitre consiste donc & exposer les méthodes de calcul permettant la
détermination de cet état de contrainte limite et de préciser les éléments nécessaires au caleul,
C’est 4 dire contrainte 4 la rupture du monocouche suivant les axes d’orthotropie. Ces
développements sont désignés sous le nom de critére de rupture...

2 DEFINITION DES CRITERES DE RUPTURE : [6]

Connaissant un état de contrainte o (vesp. g, on cherche a réaliser une condition du
type... o '
3 L

- cici— - flo).(resp.g(e)) <1 . . R

f(o) : fonction scalaire du tenseur des contraintes.
It existe, cependant, de nombreuses expressions de cette fonction, les plus connues
étant celle de Hill, Tsai-wu, Hoffman, céntrainte maximale.

Remarque : le critére de Hill est une généralisation de Von Mises réservé aux
matériaux homogenes et isotropes. :

Les critéres de rupture ont pour objectif de permettre au concepteur d’avoir une
évaluation de la résistance mécanique des stratifiés. En général, la résistance mécanique d’un
matériau correspond & une dégradation irréversible : soit a la rupture réelle des matériaux,
soit 4 la limite du domaine d’élasticité. :

3 CRITERE DE LA CONTRAINTE MAXIMALE :
Le critére de la contrainte maximale fait intervenir :
X, X.: les contraintes & la rupture suivant I’axe longitudinal respectivement en {raction et en
compression,

Y., Y: les contraintes a la rupture suivant I’axe transversal respectivement en traction et en
compression, : '
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S : la contrainte a la rupture en cisaillement dans le pltan de la couche ou les axes
longitudinal
et transversal sont les axes principaux de la couche.
Dans le cas d’une couche soumise a un état de contraintes planes (o1,01,01) dans les
axes principaux, le critére de la contrainte maximale stipule que :
la résistance mécanique de la couche est atteinte lorsque 'une des trois contraintes
auxquelles la couche est soumise atteint la valeur de la contrainte a la rupture correspondante.

Le critére de la contrainte maximale s’écnit sous la forme :

X (o, (X, .
S AC-Xe4 - ’ ' (V.1)
-8, (§ - .

Si les six inéquations sont vérifiées, 1’état de contraintes limite n’est pas atteint: la
rupture de la couche ne se produit pas. Par contre si I’'une quelconque des inéquations n’est
plus vérifiée, I’état limite est atteint: la rupture se produit suivant le mecanisme
correspondant a la contrainte de I’inéquation non vérifiée. ’

4 CRITERE DE LA DEFORMATION MAXIMALE :
Le critére de la déformation maximale fait introduire :

Xee, Xt : la déformation & la rupture respectivement en compression et en traction suivant
I’axe longitudinal,
Y., Ya: la déformation a la rupture respectivement en compression et en traction suivant
I’axe transversal,
S; : 1a déformation a la rupture en cisaillement dans le plan de la couche.

Ce critére s’écrit sous la forme :

R o
Y (e ¥, (V.2)
~ 8, (€S,

soit .
X X/ . _¥, _7Y, =y 3
Xg.— A‘l’ XE_ /E‘l: }Er - AJ', Y-SI' /E‘l ’ SE G’t‘ (V. )

5§ CRITERES INTERACTIFS :

Les critéres de la contrainte maximale et de la déformation maximale ne permettent
pas de rendre compte des résultats expérimentaux. D’autre part, ces critéres excluent
Pexistence d’interaction entre les contraintes et déformations principales: les mécanismes de
rupture longitudinale, transversale ou en cisaillement sont supposés se produire
indépendamment.

Des critéres interactifs ont été alors recherchés en étendant aux matériaux orthotropes le
critére de Von Mises utilisé pour les matériaux isotropes et homogénes. Le critere de Von
Mises est relié & ’énergie de déformation emmagasinée par unité de volume du matériau
déformé. C’est la raison .pour laquelle ces critéres interactifs sont appelés critéres
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énergétiques. Toutefois, dans le cas de matériaux orthotropes, ces critéres ne sont plus reliés
exclusivement a I’énergie de déformation.

5.1 Critére de Hill :
Ce critére est appliqué aux matériaux anisotropes et peut étre formulé en disant que

I’état limite de contrainte d’un matériau anisotrope n’est pas atteint tant que 1'inégalite
suivante est vérifice :

F(o,-0,) +Glo,~0)) +H(o;—0,) + 2Lo,. +2Mo;}. +2Noj < 1 (V.4)

Cette inégalité constitue le critére de Hill rapporté aux axes principaux (L,T,T’j du matériau.
Ilpeut également étre écrit sous la forme suivante : .

F(o,-0)'+G (0, -6 +H(o;-0) +2L ¢} +2M o +2M o} < 1 (V.5)

La rupture du matériau se produit donc lorsque les deux membres de cette inégalité sont
égaux. ' '
' Dans le cas d’un essai de traction ou de compression dans la direction L, le critére de
Hill se réduit & :
1

G+H:"F

F+H:Yl—2

F+G= %
1 (V.6)

avec :
X la contrainte 4 la rupture en traction (ou compression) dans la direction L
Y,Z : sont les contraintes a la rupture en traction (ou compression) dans les direction T
et T respectivement ;

S, : la contrainte & la rupture en cisaillement dans le plan (L,T),
S, la contrainte a la rupture en cisaillement dans le plan (L,T7),

S..: la contrainte 4 la rupture en cisaillement dans le plan (T, T").

On a aussi pour un état de contraintes planes dans le plan (L,T) de la couche.

g, =0, =0_.=0 _ V.7
ainsi le critére de Hill se réduit a :
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-[;+;_;)0,_GT+ Ty | (V.8)
N A by

It

5.2  Critére de Tsai-Hill :

Le critére de rupture précédent a été simplifié dans le cas d’un matériau composite
unidimensionnel par V.D. Azzi et S.W. Tsai [8]. En eftet, dans le cas : Z=Y, il devient :

2 2 )
[Eﬁ,] 4{&) IS TS TR D 'R I (V.9)
X Y ! A

5.3 Critere de Hoffman :

Une généralisation du critére de Hill, tenant compte de la différence du comportement
des matériaux en traction et en compression, a été formulée par O. Hoffman [7].ce critére
admet que la rupture du matériau se produit lorsque I’égalité suivante est vérifiée

(_Tl(cr, ~0,) +{72(a,- -0, ))2 +Cio,—0) (V.10)
C0,+C0,+C0, +C00 +Cio0 +Cool =1

les constantes C, C, Cs, Cy, Cs, Cq, €5, Cy, Cy sont les caractéristiques du matériau et sont
reliées aux contraintes a la rupture du matériau par les équations :

I T I |
(—1 == + -
2\ryY., zZzZ. XX,
: 1 1
C, = L — 4 ——
20Z2Z. YY. A,

I L B
vy XX 77

T

11 1
C, = (), = V.11
XX, TS ( )
o1 }
CS =T C'! = 2
Y, ¥, Sy
1 ]
C = C, = —
S 7 7 T8

Dans le cas d’un état de contrainte planes dans le plan (L,T), le critére se réduit a :

0-!2 o-r2 O.l GI ‘Yu - )(r Yc — Yr 0-.3
+ - + — 0, +—~—"0, +-- <1 (V.12)
XX, VY. XX, XX, Yy, Sz

Dans notre étude nous avons utilisé ce dernier critére.
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Chapitre V1 résultats et commentaires

Les différents stratifiés indiqués dans les chapitres précédents ont €té étudiés. Les
résultats obtenus au moyen d’un programme élaboré (voir annexe ¢- organigramme) presentés
et sont interprétés dans ce chapitre.

1 EXEMPLES TRAITES
1.1 Exemple N°1 :

Le premier exemple que nous avons considéré est un stratifi¢ a quatre couche comme
indiqué sur la figure ci dessous :

1 mm 0 =30°

>

1.S mm 0 =-18°

1 mm 0 =-30°

>

1.5 mm 0 = 15°

CAOIONC

Fig VI.1 stratifié particulier

>

¢ lesconstantes €lastiques domatériaucomposite sont™:

E, =38Gpa
E, =9Gpa
G, =3.6 Gpa
Vyp =.32
¢ les charges appliquées :
N, =1 Mpa
- N, =0.5Mpa
N, =025 Mpa

Nous avons réussi & avoir les résultats qui sont indiqués sur le tableau 1 et représentés
graphiquement sur les figures VI.2,V1.3 V1.4 et VL5

Notons que ces résultats sont conforment a ceux de la référence 4
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1.2 Exemple N° 2 :

Dans cet exemple nous prenons un monocouche unidimensionnel! puis nous faisons varier

I’angle d’orientation des fibres.
Le type de stratifié utilisé est un époxyde de verre.

¢ les constantes élastiques du matériau composite sont :

E, = 46Gpa

E, =10Gpa

G, = 4.6Gpa .
v, =.31

¢ les charges appliquees :
N, =1Mpa
Les résultats obtenus sont mentionnés sur le tableau 2 et leurs représentation graphique

indiquées sur les figures VI1.6,VI.7 VI.3 VL9

1.3 Exemple N°3 :

Dans cet exemple on fait une comparaison entre les différents cas de stratifiés en
étudiant leur résistance a 1a rupture. Pour cela nous prenons les exemples V.1, V.2, V.3, et
V.4. et en faisant varier la charge nous cherchons le stratifié qui atteint la rupture le premier.

Chaque stratifié ses couche ont :

— la-méme épaisseur.

la méme nature
des angles d’orientations différentes mais la méme valeur absolue
o= 45°

épaisseur de la plaque e=6mm.

Le multicouche utilisé est un époxyde de verres dont les caractéristiques é€lastiques

sont :
E, =46 Gpa
E =10Gpa
G, =4.6 Gpa
v, =31
les contraintes & la rupture :
X.= 1400 MPa
X.=910 MPa
Y.=3 5MPa
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Y.= 110 MPa
S =70 MPa

Aprés analyse des résultats obtenues nous avons observé certaines remarques que nous avons

indiquées au tableau 3.

Cote
(mm) En | Cu &y Ex | Ew Exy
107 10° 10° 10° 10° 10°
-2.3 6.783 6,294 12,54 3.614 9463 11.10
-1 7.00 5,407 9,639 4514 5,791 9,126
-1 1.384 11,023 1,593 4.514 5.791 9.126
0 2,129 9 831 2,33 5114 6.765 7.826
0 3227 8,732 5,869 5114 6.765 7.826
1.3 4.426 6,863 5,374 6.014 8.226 5876
1.5 8.331 2,958 2.437 6.014 8.226 5.876
2.5 7.943 2 899 0,391 6.613 4.330 4,563
Cote
(mm) O-U Jh‘ oy O;n‘ Oz-_v_v o xy
(10'Mpa) | (10°Mpa) | (10°Mpa) | (10°Mpa) | (10°Mpa) | (10°Mpa)
-2.3 2,4644 1,143 0,903 2,827 0.7808 0,4516
-1 2,566 1,025 00,8456 2,886 0,70533 0,347
-1 0.,9623 0, 9596 0,1123 0,8643 1,057 0,05736
0 1,154 © (0,9344 0,0228 1,119 00,9696 0,08389
0 1,1579 0,8362 0,295 1,5146 0,9007 0,2113
1.5 1,945 0,7448 -0,1231 1,926 0,7637 0,1934
1.5 2,552 1,298 1,2621 3,332 0,5187 0,08773
2.5 24975 1,183 1,166 3,179 0,502 0,01408

k5T T Sk TR,

Tableau | déformations et contraintes (exemple 1)
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Angle i
& XY g.ljl’ g.\‘_v & H & H 8[[

(degré) l 0-3 l 0-3 ] 0'3 1 0-3 1 0'3 10-3
0 3,623 -1,1231 0 3,623 -1,1231 0
5 3,825 -1,2264 -2,303 3,587 -0,988 -3,146
10 4,417 -1,5237 -4 4314 3,48 -0,5686 -6,196
15 5,3529 -1,979 -6,226 3,305 0,0068 -9,058
20 6,5636 -2,538 -7,5639 3,068 0,858 -11.644
25 7,961 -3.132 -8,3674 2,775 2,054 -13,877
30 9,449 -3,69 -8,613 2,435 3,324 -15,69
35 10,934 -4,145 -8,33 2,0617 4,729 -17,02
40 12,329 -4,44 -7,596 1,662 6,225 -17.84
43 13,564 -4 574 -6,526 1,25 7772 -18,12
30 14,594 -4 44 -5,527 0,838 8,316 -17,84
55 15,395 -4 145 -3,934 0,4383 10,814 -17,023
60 15,97 -3,69 -2.68 0,00634 12,22 -15,69
65 16,344 -3,136 -1,63 -0,25 13,49 -13,877
70 16,554 -2 542 -1,21 -0,568 14,585 -11,644
75 16,648 -1,98 -1,01 -0,8052 15,47 -9,058
80 16,674 -1.62 -0,5 -0,98 16,13 -6,196
85 16,671 -1,226 -0,032 -1,087 16,53 -3,146
9) 16,666 -1,1231 0 -1,123 16,666 0

Angle

degre) | Oxx | Oxv | On Ou T O

(1{)21\-11,,,) (10°Mpa) | (10Mpa) (10°Mpa) | (10°'Mpa) (10°Mpa)

0 1,66 0 0 1,66 0 0
5 1,66 0 0 1,654 0,01266 -0,1447
10 1,66 0 0 1,61 0,05026 -0,285
15 1,657 0 0 1,555 0,1116 -0,41666
20 1,66 0 0 1,472 0,195 -0,535
25 1,66 8] 0 1,369 0,2976 -0,6638
30 1,66 0 0 1,25 0,4166 -0,7217
35 1,657 0 0 1,118 0,548 -0,783
40 1,66 0 0 0,978 0,688 -0,8206
45 1,66 0 0 0,8333 0,8333 -0,8333
50 1,66 0 0 0,6886 0978 -0,8207
33 1,66 0 0 0,5483 1,118 -0,783
60 1,66 0 0 0,4166 1,25 -0,721
63 1,66 0 0 0,2576 1,369 -0,6384
70 1,66 0 0 0,1949 1,472 -0,5356
73 1,66 0 0 0,1116 1,555 -0,41666
B 1,66 0 4] 0.0502 1,616 -0,285
85 1.66 0 0 0,01266 1,654 -0,1447
90 1,66 0 0 0 1,66 0

Tableau 2 déformations et contraintes (exemple 2)
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Type de stratifié
La charge symétrique, syméirique, non symétrique, | non symétrique,
(Mpa) Equilibré non Equilibré équilibré non équilibré
0.30 résiste résiste résiste résiste
0.40 résiste résiste résiste Ne résiste pas
0.45 résiste résiste Ne résiste pas Ne résiste pas
0.48 résiste Ne résiste pas Ne résiste pas Ne résiste pas
0.50 Ne résiste pas | Ne résiste pas Ne résiste pas Ne résiste pas

Tableau 3 tableau récapitulatif de la résistance des stratifiés (exemple 3)

2 INTERPRETATION DES RESULTATS :
2.1 Exemple N°1 :

En examinant les figures VL2, V1.3, Vi4 et VL5, nous remarquons qu’il y a une
discontinuité des contraintes due a la discontinuité des couches.
2.2 Exemple N°2 ;

Les déformations et les contraintes en fonction de I’orientation des fibres sont interprétées
comme suit;

1) Déformations hors axes principaux : { Fig.VL.6)

A partir des graphes nous remarquons que :

Co augment progressivement avec I’augmentation de ’angle, allant de 0° 4 50° .Au
dela, de cette valeur le changement n’est pas vraiment important c’est a dire que

dans cette plage €,y est presque constante.
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&0 décroit jusqu’a une valeur minimale a 45° puis croit. Nous remarquons que :

& (0)= g};.- (90°-0), ce qui implique la présence d’une symeétrie.

8;3: : diminue jusqu’a une valeur minimale 4 30°, augmente progressivement

puis tend vers une valeur nulle a 90°.

Nous remarquons que les déformations sont importantes pour un monocouche orienté
d’un angle de 30°.

2)Déformations suivant les axes principaux : (Fig.V1.7)

€y - diminue avec 'augmentation de Pangle.
&y augment avec I"augmentation de "angle et atteint une valeur maximale & 90°.

&y ¢ diminue jusqu’a 45° ou elle atteint sa valeur minimale puis augmente vers une valeur
nulle a 90°.

2) Contraintes hors axes principaux : (Fig.VL8)
D’autre part :

U est toujours constante, T ,,. et O-xy sont nulles car il n’y a ni sollicitation suivant

I'axe Y ni un effort de cisaillement ce qui explique qu’une traction ou une compression
suivant un axe n’influe ni sur les contrainte suivant Iautre axe orthogonal ni sur les
contraintes de cisaillement.

3) Contraintes suivant les axes principaux : (Fig.VL9)
Nous notons que :
Oy :diminue sa valeur maximale est atteinte a 0° alors que la valeur minimale I’est 4 90°
en passant par un point d'inflexion a 45°.

O, : augment graducllement quand T diminue avec la méme valeur, c’est a dire -
Oy (8)=0, (0% - T4 (0).

Gy Oy (0)=0 (90°-8)), ce que indique une symétrie.

Nous pourrons dire que les propriétés d’un monocouche orienté d’un angle ® sont les
méme que celle d’un monocouche oriente d’un angle de (90°-9).

Conclusion ;

En examinant les graphes des déformations nous constatons que pour une traction, les
déformations soit hors axe ou suivant les axe principaux sont moins faibles 4 0° qu’a 90°,0u
elle sont importantes.

Nous pourrons dire donc que : pour une traction suivant le sens chaine (ou la direction
des fibres), les déformations sont moins importantes que pour une traction suivant le sens
trame (ou direction orthogonale aux fibres ), ¢’est a dire qu’un monocouche résiste plus a une
traction longitudinale qu‘a une traction transversale.

2.3 Exemple N°3 :

-40.
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A partir du tableau 3 nous pourrons dire qu’en augmentant la charge, nous remarquons que :

Un multicouche (symétrique, équilibré) résiste plus qu’un multicouche (symétrique

?

non €quilibré) qui est de méme plus résistent qu’un multicouche (non symétrique, équilibré),

ce dernier qui est plus résistent qu’un multicouche (non symétrique, non €quilibré).

3 CONCLUSION GENERALE ET PERPECTIVE :

Cette étude nous a permis, au moyen d’un programme élaboré, de voir :

Premiérement:comment se comporte un monocouche en faisant varier uniquement
I"angle d’orientation des fibres, c’est a dire I’évolution des contraintes et des déformations en
fonction de ’angle 9.

Deuxiémement la forme de la matrice de rigidité pour différents types de stratifié
considéres :

A partir de ces différents multicouches cités et au moyen d’un critére de rupture

approprié « critére de HofTman », nous avons pu déduire quel est le stratifié le plus résistant.
Nous rappelons que dans cette étude nous avons traité des plaque en traction.

Cette étude pourrait étre étendue en perspective pour I’étude de la flexion,
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|
J
]

epsxy | cpsll : délormation longitudinale
(suivant I'axe X)

epstt : défornuntion transversale

10 (suivant axe Y)

cpslt : déformation de cisaillement

dans le plan (X,Y)

epsyy

k
N

3 2 -1 0 1 2 {mm) 3

Fig. V1.2 déformations hors axes principaux (exemplel)
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"
nsit i cpsll : déformation longitudinale
; . (suivant 'axe L)
cpstt : déformation transversale
(suivant I'axe T)
epslt : déformation de cisaillement
dans le plan (L, T)
s G\____@
E epsll I
—— [pa—
4
‘ 7
///
3 2 -1 o 1 2 (mm} 3

Fig. V1.3 déformations suivant les axes principaux (exemplel}
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sigmaxx

1

|

i

|

sigmaxx ; contraintc jongitudinale l
( suivimt I'axe xX) ‘

sigmayy : contrainte transversale \
{ suivant 'axe Y) ‘ |

SIgIMANY * contrainte de cisallement {
dans le plan (X.Y) .

sigmayy

IR Ll |

—
3 -2 -1

Fig.V1.4 contraintes hors axes principaux (exemplel)
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Ixkigh A

35 s{100Mpa)
]

sigmall
o

. . - « 2'5 i
sigmall : contrainic longitudinale

(suivant I'axc L)
sigmaltt : contrainte trunsversale
(suivant P'axe T) 2
sigmali : contrainte de cisaillement
dans le plan (L. T)

e
sigmalt MI

: S -

1 2 fmm}

Fig VL5 contraintes suivant les axes principaux (exemplel)
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15 4

cpsll : déformation longitudinale
(suivant 'axe X)

epsit ; déformation transversale
(suivant I'axe Y)

epslt : déformation de cisaillement
dans le plan (X,Y)

-1 J

Fig V1.6 déformations hors axes principaux {exemple 2)
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epsll ; déformation longitudinale

: ('sui\'an{ I'axe L) epstt W
5] epstt: déformation transversale _ /H/H’fﬁ—

(suivant 'axe T) -

cpslt ; déformation de cisaillement

dans le plan (L. T)

10 -

Degré .
100

Fig. V1.7 déformation sutvant les axes principaux (exemple 2}
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(100MPa)

0e—¢ 6 —-6—6—6 690096 000 0 06 -90—0—0
| sigmaxx

1.6

14.

sigmaxx : contrainte longitudinale

1,2 {suivant I'axe X)

' signayy : contrainte transversale
(suivant I'axe Y)

I sigmaxy : contrainte de cisaillement
dans le plan (X,Y)
0.8
0,5 |
0.4 |
0,24

sigmayy  sigmaxy

Fig. V1.8 contraintes hors axes principaux (exemple 2)
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—e
\ﬁ\@\@ sigmall

sigmidl : contrainte longitudinale
(suivant I'axc L)

sigmatl ; contrainte transversale
(sutvant 'axe T)

sigmalt : contrainte de cisaillement

sigmatt dans te plan (L, T)

e T _ g Dege

sigmait

Fig. V1.9 : contraintes suivant les axes principaux (exemple 2)

'

h

x>
|



e -/ /% /s /e s +




Annexe A

RELATIONS FONDAMENTALLES DES PLAQUES DANS LE CAS D'UN

SCHEMA DU PREMIER DEGRE :
1 Relations fondamentales de la mécanique des matériaux ;

Les relations fondamentales des plaques tirées de la relation fondamentale pour un

probléme en dynamique sont sous la forme:

2] 2} 2]

7 ¢ (
':—Gxx+":"gx}‘+”:“gmz+f\=pa.t
(X ey ('Z
-~ -~ -
< o {

T Owt——Owt—=0Ow+fi=pay (A1)
cy cz X

A (‘! (‘\
'q;‘o-zz“"\—o'xz'i"ﬂ—'o-_\‘erf‘era:
oz OX cy

ou fy, fy, f, sont les composantes des forces volumiques exercées au point M du matériau.
ax , a¢ , a, sont les composantes du vecteur accélération du point M, et p est la masse

volumique au point M.

2 Relations fondamentales relatives aux résultantes de membrane :

L’intégration des relations (A1), suivant I’épaisseur du stratifié, conduit aux relations
fondamentales d’un élément de plaque, relatives aux résultantes. L’intégration des deux
premiéres aboutit aux relations relatives aux résultantes de membrane. Par exemple,

"intégration de la premiére équation s’ecrit :

112 o hz o I12 o I12 112
(T x T T ay .
[ Sodew [ SSdrw [ SN | fode= [padz (A.2)
. UX . 4
h;,2 - _l.lé ..11: Y _!12 ._1'1.2
h/ h
n - 02 -
F OO« o F N,
—Sdz=— [ondz= (A.3)
1, 0% X g, ox
e “ho
De méme :
Il,; - .
F OO xy (_7pr'
—dz=—
_135 Y y
(A4)
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Annexe A

3

2O xz

dz = J.\J(%) —O-u(-'l"':')

. h h : . . .
oucr.u(E) et O—xz(—;) sont les contraintes éventuelles de cisaillement exercées sur les faces

supérieure et tnférieure du stratifié. Ces contraintes sont généralement nulles. Nous les

noterons ;

h h
T]xzax?(;) ) ‘[15'":0'.\,(-;) (AS)

“

;
h,,J

I‘ OO0 sz
_h

= dz = Tix~ T2 (A.6)

V7
2

Enfin, nous poserons :

2

j f. dz = Fu (A.7)
_hi;
L’intégration du second membre nécessite les expressions des déplacements en fonction de x,

y, z et du temps t. Dans un schéma du 1 ordre, elles sont obtenues en introduisant le temps

dans les expressions (1.5), soit :

u(x,y.z,t) = ug (x,y,1) + 2 oy (X,y,1)
V(X>Y:Z,t) =V (-\',}’J) +z (p,\' (x$yal) (AS)

w(x,y,z,t) = wo (x,y,1)

D’ou
h# h - 3
‘2 ? GTue BT«
pacdz = I P(X,y,2) T tI—3 dz
_1}5 g it ot
(A9)
62 I.]'2 -\340 h?_
o ¢ x
== Ip dz+—— | p zdz
ct _h/ € _h.
2 )
Soit -

- 60 -

i e

) wid




T TR T e TN TS e e o

Annexe A
b2 e a*
|p avdz= ps "0 4 gL (A.10)
kY ol a’
N
en posant :
h
Ds = jp dz (A.11)
_h;,
La masse surfacique du stratifié au point (x,y) ;
h,
R= [p zdz (A.12)
.h-2
L’intégration de la premiére équation de {A.1) conduit donc finalement a :
OGNy ONw ¢ ? u 5’2 X
— e T = T = s RLE (A.13)
X oy 1’ o1
De méme, ’intégration de la deuxiéme équation de (A.1) méne a:
F’N CNay (‘.\‘J\"'f f‘}: v
Y Rt - T = Py RS (A.14)
oy X e t

ou Ty et Ty tiennent compte des contraintes éventuelles de cisaillement exercées sur les

faces :
h
TI_\':U.\'(E)
h

Tay :O-."(_',;“)

et
h_}
Fv= Jr fvdz

3 Relations fondamentales relatives aux moments ;

(A.15)

(A.16)

Les relations fondamentales relatives aux moments sont obtenues en multipliant par z

les deux premiéres équations de (A.1), puis en intégrant suivant I’épaisseur, par exemple, la

premiere conduit a :

h’ h h/
= ~ 2 A 2 2
M (Th'1x3' i O xx ’ /
——+ Iz —dz + j zfidz = Ip zacdz
Ox vy, 2 i, Y

intégration par parties nous donne :

-6l -
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11/2 h |
' oo / h h h ,
d = O xz O-\zd =-—0 xzl — xel=— ) — Ux Aig
s [Z%J;,Zz()z(z)Q (A18)
/2 e’
Soit :
h
s 00 xz
7z =24z :—(rl_\.frzx)-Qx (A.19)
g oz
Le second meinbre s*écrit
h .
/—)' 2 62].10 52§0 X
‘[pzazdz: P o—5+I——5 |dz
_h at ot
2 9 . (A.20)
%0 pi ) 82q9 2
:atszzderat ‘[pz dz
s 5
Soit :
.
2 2 2
du CQ x
| pzadz=R" T a‘i”z (A21)
e
en p-osant_:- ) - - 7 _ -
% .
Iy = j p z* dz ‘ (A.22)
v
I,y est le moment d’inertie par rapport au plan moyen (Oxy) de I’élément de plaque.
La premiére relation des moments s écrit donc :
ar I 2
M My b (T1s+T2:) +Px - Qx =R a‘;°+Lwa‘f" (A.23)
ok oy 2 . Ot ot
en posant :
hg 7 ,
Px = f z1x dZ . (A24)
by :

De méme la deuxiéme équation de (A.1) conduit a :
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aM}’ + aMw L2 (Th n T21)+PV Q a qu" (A25) B
oy ox ot
avec :
%
Py= | 2f dz

-

4 Résumé des relations fondamentales :
Les relations fondamentales des plaques sont donc constituées des expressions (A.13),

(A.14) (A.23) et (A.25). en les regroupant :

2 Z
6N“+5ny+Fx+r1x—rzx:psau°+Ragzx
ot
2 2
aN)'+aNxv+Fy+le sz___psa\io_'_Ra(f),
oy Ox ot ot
(A.26)
——-M 6MXY+£(TIx+T2x)+Px Qx— auoﬁ;hyaqi‘ o
Ox oy 2 ot? ot
oMy 0O h &
—a-§:_+ I;Ixxy+i_(flf+z'2y)+Py*Qy: vo+lxy 6[
avec N
B
P, R, Ly = _[(I,z, z%) p dz (A.27)

L

Les trois derniéres équations permettent d’obtenir une relation indépendante des résultantes de
cisaillement suivant :

2 3 3 3 3
aMx‘_'_aMXY Mxy q:psa VZVO+R 6u02+ a\"O2 +Ixy a§0x2+a¢); (A28)
o o ey a axat oy ot Rt oy ot :

Les équations (A.26) et (A.28) constituent les équations de mouvement, de la théorie
classique des plaques. Elles sont applicables aussi bien, a des plaques homogeénes qu’a des
plaques stratifiées. Les deux premiéres équations de (A.26), associées a (A.28), constituent les

équations fondamentales des plaques en I’absence de cisaillement transverse, soit
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5Nx (-:N\\ (?ZUU
~ — et T =Tz ps—-+ R
(8.4 (/y (1"

EN\ ('\'Nn {,.:'IVO

et —— 4 Fy+ Ty = T2 = Pps— + I
oy X 1
M O'My My Hwa
oz Pt 2 ~ ~ tqQ=pPOs—/+
ox ' X Cy ot

(-:“(Dx
~ 2

1l

(A.29)

Les grandeurs ps, R, I se calculent sans difficulté dans le cas o0 la plaque est

constituée de n couches, ta couche k ayant une masse volumique % . Nous avons

154
2 n 1)

1
ps=

h=l

;
e}

soit :
n
ps= 2 pilh -hi)
k=]
de méme ;
1 ] 2 2
R =;k; pxthy -hp )
1 n
]x_\' = *3"]&.-] f2) (]1}2\ - h':(_])

iJ'pdz:z [ px dz

(A.30)

(A31)

(A.32)

(A.33)

Dans la plupart des cas, les termes d’inertie de rotation peuvent étre négligés et, en

"absence de forces volumiques et de contraintes de cisaillement sur les faces, les équations

des plaques se simplifient suivant :

Nz (FSN\\ (—/}2110
- + - = p:i - )
X (/'y ot

CN\ aNx_\' (,‘}2\"0
- + - = 5T
cy ox cte

My My
" + - —— Q.\ =0
ex cy

E:M\ EM\\

-~ + - - Q_\' - 0
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- -Ces relations- peuvent également étre écrites en -éliminant les- résultantes de cisaillement,

suivant une forme analogue 2 (1.48), soit

(::Nx (jN.\_\‘ (‘.:"‘ L1o
(6.4 oy o1
- - -2
Ny GNay Vo

+ = 5 =
~ - P
& X 1

~1 ~l -1

M GMa L EM Mwa
~ 2 - 1 s T4 =ps

ox y ox Oy

5.5 Problémes de statique :

Dans le cas de problémes de statique, les déplacements sont indépendants du temps et

les relations fondamentales des plaques se réduisent a :

GNa (.‘N\\
- -+. -
(X ey

=0

(AN\ &N W

— =

Yy 0N

A'\ A A‘ 1.\\'
My M O =0
X Y

(‘\i\"‘\ (..:]\'1\\' C o
M, My Q=0
oy (.9 “- o

ou en éliminant les résultantes de cisaillement ©

Ny NNy
—t

- =0
X oy
(nN\ FN\\
—_—t =1

oy X

f-.}!M.\" 621\4.\)' (:'IM.\_\' .
+ +2 +q=10

~ - 2 -~ =
ax? oy Xy
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Annexce B

"MODULE DE [/INGENIEUR = ..

1 Traction dans le sens chaine ;

Dans un essai de traction dans le sens chaine, toutes les contraintes sont nulles,

excepté la contrainte ) :

{0120 ;,0=01=2..6) "~ - : ‘ | (B.1)
En foriction des constantes de souplesse, les équations d"élasticité s’écrivent :
{£|=S“0| ;82=Slz (o 3 . 8_}=SHG| ) C.4=C_s=€(.=0 l (]32)
Soit
1 Su Su
{c1=—¢ ; €2=—C€1 E3==——C| B.3
Sn Su Sn } : (B.3)

Nous en déduisant le'module-de Young et les coeflicients de poisson, mesurés dans un

essai de traction suivant le sens chaine :
| Sw Su

{ Eq = EL=E=— . virsvn T e , VIS Vp s - —— } (B.4)
1] S'll 11

2Traction dans le sens time :

Dans un essai de traction dans le sens trame, seule la contrainie oy n’est pas nulle:

{o220 ; o=0 sii=2} : (B.5)
Les équations d’élasticité s’écrivent |
1£1=81207 ;€2=Sn62 ;, ©=Sn0y ;€i=es=eg =0} (B.6)
soit :
" Sn S T
o= g€: 1= g (1= —E 2 | (B.7)
S» ) Sn S»
Ainsi nous obtenons  le module de Young et les coeflicients de poisson.
' ' 1 + Sne Sa
{Ey=Er=EF1= — ;o VLT vn < - S ;v =vn = -} (B.8)
a2 . D2 27

3 Traction transversale :

une traction transversale est une traction effectuée dans une direction normale au plan

de Ja couche :

{6320 ; =0 sii=3} (B.9)
Nous obtenons ainsi le module de Young transversal et les coeflicients de poisson
correspondants :
1 Sia Sxn
E. =E = —_— : VL S WY = _ . ; Vi T g = — —— B]O
{Er=FL; o : 1 1 » T = Va2 S } ( )
- O -
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TRy L 1

g

I=1

|

J=1

-

XH= A|J
Xiyn= By
x]u.l: xiJ+.\
Xinaga=Dyy

!

J=J+1

<%>

I=1+1

I

<1>_____

Calcut des déformations ct
des courbures du plan moyen

l

Lire E.,E+,G 1.y 11

Lire n
Lil"l:( Cﬁl(.‘u ,i=1 ,ll)
Lire (CﬁlC“ ,i=1,n)
Lire (o, i=1,n}
Lire Xt,X¢,Yt,Ye,S

v

Q . =EV(1-Ety, *fel)
Q =(EVED) Q
Qi:=7:Q22
Q=0

Q |J={}.

Q 3‘|=0.
Q 2,=0.
Q 3_;=0.
Q ;55=Gy,

v

L=1

v

C=cos(a)
S=¢in{a)

¥

Calcul de Ia matrice
élémentaire {QT}

Calcul des
déformations et des contraintes

©
Y/

A|J =Au +QT|J(C0lC|_2" Cﬂteu)llol
B j=Bi; +QT; (Cote,s’- Cote,,’)/2/10°
Du =Du +QT5J ( C(Jtﬂlg-‘- CO((H;J)I..”]“S’

—

I=1+1

|

J=J+1

-OHR -

ou




g

w‘l‘ i o . [] L J| - ;‘i)

Bt

Annexe C
METHODE DE GAUSS :
[ Introduire les données ,{X},U ]
Np=0
v
K=1
LAK+i
L=L+1 ]
@ o
Ecrire’la matrice
X n’est pas Np=np+1
triangularisable’ +
I=K+1 Eerive
‘permutation entre
ligne k etligne I°
A
V=X g_jf X ij ’ ¢
fr |=fl‘ i-Vfl'l.-
¥ % -
J:I[\'i- C=X Ny
a Xij =X
X 1J=X L -VX Lj X Lj =C
Y C=fr % i
J=J+ fr =fr)
=J+
fl‘| =C =
oui oui
I
C A i

-6Y -
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Annexe C

oui

L=L+1

K=K+1

. v

" Xe=0 =

——

Ecrire ‘le
systéme
n’admet

U mefr m Xinm pas de

$ solution ¢
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J=J+1

-

N oui

Ui=(fri -SyX;

oui

-1 - Ecrire (u;,i=1,6)
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CALCUL DES CONTRAINTES ET DEFORMATIONS ::

[ Introduire les données

l

Ecrire ‘les déformations hors axes

v

Calcul des déformations hors axes

Ly

L=1

A

C=cos(a;)

Q=cinfry:

!

Ecrire,’ 1a couche’
Ecrire N
Ecrire’ les déformations
suivant les axes’

I

Calcul de la matrice de passage {P}

v

Aa=prod{T.A1)
Bb=prod(T.B1)
v

Calcul des déformations
suivant les axes

v

Ecrire ‘les contraintes
hors axes’

v

Calcul de la matrice
élémentaire {OT}

J | H
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H

v

Aa=prod(QT,Al)

|

Bb=prod(QT,B1)

v

Calcul des contraintes
hors axes

v -
$=-S
v

Ecrire ‘les contraintes
suivant les axes ¢

v

Calcul de Ia matrice
de passage {T}

v

{TT}= transposée de {T} ‘

l

Aaa=prod(TT,Aa)

Bbb=prod(TT,Bb)

v

Calcul des contraintes
suivant les axes

I

Ecrire “test de résistance’

i

Test=o0 12/(XcXt) +o o (YeYt) - ono o/ (XtXc) +
(Xe-Xt) o p/(XtXe) +  (Ye-Yt) o o/(YtYe) + o 1/S?
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Annexe C
I
J
non @ oui
Ecrire ‘la couche ne Ecrire ‘la  couche
résiste pas’ ] Résiste’
L=L+1

l
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Calcul de 1a matrice de passage

Llntroduire les données C.S ]

!

T=C?
TI,Z=C2
Ty=S’
T1.2=S2
TLJ=CS
T;,1= 28C
1‘23=-CS
'1‘3‘2z 25C
T 1=C2-S2

!

Calcul de Ia matrice élémentaire

Introduire les données S.C.{O} ]

v

QTy3= Q11 C* + Q228*+ 2(Qy 2+ 2Q,3)SC?

QT12=( Qui+ Qua-4 Q33)S*CH+ Q5(S*+ CY)

QT13=( Qui- Qi2-2Q33)SC + ( Qu2- Qr2+ 2Q;33)S°C
QT22= Q118"+ 2(Q12+ 2 Q33)S'C + Q,,C*

QT23=( Qui- Qu2- 2Q53)S°C + (Qu2- Qua) + 2Q33)SC?
QT35=( QTy1+ Qua2- 2(Qy2+ Q33))S*CP + Qaa( $'+ C¥)
QT3,=QT,;

QT3,=0QT;;

QT1,=QT,;
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Calcul des déformations hors axes

[ Introduire les données n, Cote, U ]

v
I=1
e
Al=U,
B1=Ujs
¥

I=1+1

| i o Py s iy

Y
I=1

v

EPS“: Al +C0te.,; BI|
EPS ;= Al +Cotex Bl

!

I=I+1

I

v

[
.
|
i

Calcul des déformations suivant les axes
Calcul des contraintes hors axes
Calcul des contraintes suivant les axes

( Introduire les données L,cote A1,B1 J

v

1=1

!

EI)S“: Al +C0f01‘1, Bl‘l
EPSL1= Al +CO‘81‘L Bl'l

l
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Calcul de Ia transposée

[ Introduire les données {T} ]

v
I=1
w¢
J=1

¢‘_______
TTh=T

v

J=J+1

+—

[=]+1

Y

Calcul du produit matriciel

o~

Introduire les données : [A},{B},{C}J

\

T
i
—

K=K+1

v

Cl_],g:SO m + AU Bl.k

L=L+1 l

J=J+1

v

I=1+1
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