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Résumé :

Dans ce travail nous avons utilisé la méthode de volumes finis pour étudier la convection
naturelle en régime laminaire a I'intérieur d*une serre tunnel chauffée par le bas. Une simulation
numérique bidimentionnel basée sur 'algorithme SIMPLER a été faite pour la résolution des
équations de continuité, de quant;ité de mouvement et de la chaleur. Les résultats obtenus sont

représentés sous forme de graphes indiquant Jes distributions des isotheyrnes, des lignes de

courant et de nombre du Niisselt.

Abstract :

In this work we have used the finite volume mehode to study the natural convection in
laminar regime inside the tunnel grcenhowsé heated bellow. A two dimentionall numericall
simulation based on SIMPLER algorithm for résolution the continuity, the momentum and
the energy equation.The results given in to forme of isothermes, stream line and the Niisselt

number.
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La fonction essentielle de la serre agricole ¢st de créer uri microclimat favorable aux
exigences de la plante & partir des conditions extéricures locales ou . régionales. Elle est
définie par son ossature (forme et structure ), par son enveloppe (matériau des pa-ois), ¢t par

ses moyens techniques de chauffage, ¢’humidification et de ventilation.
| \ ,, 2
La serre tunnel conventionnelle est largement utilisée dans le MAGHREB. Cependant,
du fait de la formation du gel, surtout en hiver, le climat de cette région constitue un grand
inconvénient pour I'utilisation de la serre et ceci est di aussi au refroidissement nocturne
intense, quand la température extérieure diminue, la chaleur se transmet de Uintérieur de la

serre vers ’extérieur.

Pour cette raison, les chercheurs se sont orientés vers la recherche d’une solution
optimale pour résoudre ce probléme. Les recherches ont abouti 4 1'idée du chauffage de la

Serre.

Cette idée s’est développée particuliérement en EUROPE ou plusieurs études ont ¢té
menées dans ce domaine concernant fa recherche de I’énergie nécessaire pour le chauffage et

de la diversification de cette énergic ainsi que son influence sur la production.

] ‘
Plusieurs méthodes de chauffage sont alors parus comme le chauffage par lo gaz. les
puits chauds, ’exploitation des rejets industriels, les pompes a chaleur, ainsi que !¢ stockage

de l’énerg;ie solaire pendant le jour afin de I’ utiliser pour la nuit.

Etant donné que le but du chauffage est de créer un climat qui favorise la croissance des
plantes, il! est nécessaire de connaitre la distribution de la chaleur dans la serre et d’étudier ses
différents. échanges thermiques pour éviter Iés pertes d’énergie ou son imsuffisance. Cette
étude est i:rés complexe A cause des couplages existant entre les différents échanges de chaleur
d’une part et I’évaporation du sol et des plantes ainsi que les autres équipements de la serre
d'autre part. Pour simplifier ['étude les chercheurs ont: introduit des hypothéses
simpliﬁca‘trices. Par exemple ,Ihypothése qﬁi consiste & étudier chaque ¢lément

indépendamment -les autres en est une [2].

| . , \ . .
Dans notre travail, on s’est bas¢ sur cette hypothése pour étudier Ia convection naturelle

dans une serre chf{uﬂ'ée par le sol (tubes enterrés).
Hal o
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Introduction

Pour présenter cette étude nous avons divisé notre travail en plusieurs chapitres :

1- Dans le premier chapitre : nous avons rappelé des notions générales sur les serres, les
différents échanges thermiques dans celles ci et nous avons' aussi exprimé sous forme
d'équations le phénomene de la convection naturelle.

i

2- Dans le deuxiéme chapitre nous avons présent¢ la méthode des volumes finis dans le cas

bidimentionnel.

3- Le troisiéme chapitre est consacré a P'application de la méthode des volumes finis pour

I'étude d'un écoulement de fluide dans Ie cas de la convection.

3
4- Dans le dernier chapitre nous avens présenté le programme ct les résultats obtenus ainsi

que les interprétations de ceux-ci.

Enfin, nous terminons ce travail par une conclusion gérérale.

ENP 2000
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Chapitre I Généralités sur les serres et formulation mathématique

I-1 DEFINITION DE LA SERRE : -

La serre est une construction destinée A abriter des cultures de plantes omementales,
légumiéres ou fruitiéres, et parfois (dans un but expérimental ou didactique) de toutes autres

plantes dans des conditions plus favorables ou plus sires qu’en plein air. Ceci implique :

e une enveloppe transparente aux radiations nécessaires pour la vie des p{lantes, d’ou résulte

un climat modifié par rapport au climat extérieur ;

o des dimensions appropriées aux cultures envisagées, allant des «palmarium » aux serres

basses ;
s un substrat naturel ou artificiei et une alimentation en eau ;
e des dispositifs permettant des échanges d’air avec I'extérieur ;

¢ eventuellement des dispositifs pour limiter les variations de paramétres comme la

température ou humidité dans la serre ou pour contrdler plus précisément le climat ;

En France, ia norme AFNOR/U 57001 indique : les serres de production peuvent se définir
comme «enceintes destinées a4 la culture et 4 Ja protection des plantes en exploitant le
rayonnement solaire et dont les dimensions permettent 2 un homme de travail aisément 2

Pintérieur »{1].

I-2- DIFFERENTS TYPES DE SERRES :

. .. . . et " 7
La conception et la réalisation des serres résultent de compromis entre les contingences

climatiques (la perméabilité aux rayonnement solaire ,le site ol trouve la serre ...) et la
disponibilité des matériaux de charpente et de couverture, comme par exemple la résistance
au vent, aux surcharges externes (neige, P'g?;éle)‘ou internes (poids des équipements de
chauffage, irrigation ect...) et de considération économiques (prix de revient, Jongévité). Il

existe plusieurs formes géométriques de serres :

ENP 2000 : 3




Chapitre 1 Geénéralités sur les serres ef formulation mathématique

i- Serre dome sphérique :

Ce type de serre n’est utilisé qu’aux régions ou la

lumiére solaire est trés faible dans la plupart des jours de

I’année. Cette forme géométrique permet le passage

. i "l . .‘da héri
d’une plus grande quantité des rayons solaires. | Fig 0-1) serre.dome sphenque

2- La serre paraboloide hyperbolique :

Comme la précédente, cette forme permet le /\

passage en grand pourcentage des rayons solaires

au long de la journée.

Elle est utilisée particuliérement dans les régions

ou I'intensité de la lumiére diminue beaucoup. Fig(I-2) : Serre paraboloide hyperbolique

3- La serre tunnel :

On Putilise comme les précédentes
seulement dans la Serre autonome, elle
permet le passage d’une grande partie de
rayonnement solaire pendant la journde, et

c’est la forme la plus utilisée dans les serres

autonomes.

Fig(I-3) : Serre tunnel

ENP 2000 4




Chapitre I

Généralités sur les serres et formulation mathématique

4 - La serre elliptique :

Cette forme similaire a ta serre tunnel

avec une petite modification, ellé est trés

utilisée sous forme des serres regroupées.

5 — la serre chapelle :

Cette forme est trés utilisée pour les

SCITES en verre.

Il existe d’autres types de serres ;
chacune d’elles est utilisée pour un site et

un climat bien précis.

I-3 LE CLIMET DE SERRE :

-
—
-
-
-
-
-
-
-

Fig(I-4) : serre chapelle

Le climat intérieur de la serre dépend de plusieurs facteurs : de la forme, des dimensions

et de P'orientation de la serre, de Ia ventilation, du couvert végétal présent, des possibilités

d’évaporation du sol et du couvert, de la nature de la couverture et du fait que la serre soit

plus ou moins perméable aux radiations, plus ou moins perméabie & ’air.

Le climat de la serre n’est pas uniforme et varié dans I’espace libre; du centre au bord de la

serre, du sol & Ia toiture, des limites du couvert végétal & I’intérieur.

On peut distinguer deux climats de la serre :
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1- Le climat spontan¢.

2- Le climat modifié.

I.3-1 CLIMAT SPONTANE DE LA SERRE :

i

On appelle "climat spontané de la serre " celui qui se réaliserait dans une serre sans

intervention humaine et énergétique importante (les interventions de chauffage, de ventilation
forcée...) [1]. Ce climat dépend de plusieurs paramétres climatiques et géométriques (effet de
serre, rayonnement solaire, la température extéricure et intérieure, T’orientation de la serre, la

vitesse de vent, I’évaporation des plantes, du sol, la teneur enCo,... ). On s’intéresse dans ce

qui suit aux paramétres qui ont une relation directe avec I’aspect thermique du climat de la

SEITe.

a- Le rayonnement solaire :

Le rayonnement solaire recu par une surface donnée horizontale est I’éclairement

énergétique d’origine solaire de cette surface ou encore I'irradiation par celle-ci.

La source de ce rayonnement, le soleil, considéré comme un corps roir (émetiteur et

récepteur parfait) a une température de surface voisine de 5540 k [5]. Le rayonnement regu

en un point de la terre a deux composantes :
»Rayonnement direct : ce rayonnement vient du soleil & une direction précise.

» Rayonnement diffus : est constitué par le rayonneinent direct absorbé et diffusé par

I’atmosphere, en particulier les nuages, ou bien réfléchi par le sol et I’environnement.

Ce type de rayonnement n'a pas donc de direction vraiment privilégiée (isotrope) mais

peut avoir une direction dominante.
On distingue trois catégories de radiation de rayonnement solaire :

e le rayonnement uitraviolet(U.V) son limite dé onde de propagation est située dans

I'intervalle[0.1 12,0.4 1 ].

e le rayonnement visible : [0.4 12,0.80 i ].

ENP 2000 T 6




Chapitre I Généralités sur les serres e: formulation mathématique

e le rayonnement infra-rouge : [0.8 12,100 4 ].

L’intensité du rayonnemént solaire qui arrive en un point 4 la terre dépend des plusieurs

facteurs :
1. la position relative de ce point par rapport a la terre (P'altitude et longitude);

2. la position terre par rapport au soleil (date et heure) :la terre est animée d’un double

mouvement de rotation :
- Roiation quotidienne sur elle-méme (jour et nuit)
- Rotation annuelle autour du soleil

L’inclinaison de son axe de rotation par rapport au plan de révolution varie de +23.5° au
solstice d’été & -23.5° au solstice d’hiver, et s’annule aux équinoxes ; ¢’est la variation de cet
angle ~appelé déclinaison- qui est Porigine des saisons ; elle détermine les variations de la

course apparente du soleil dans le ciel.

Le décalage entre les courses du 21 juin et du 21 décembre est d’autant plus grand qu’on

se rapproche des pdles.

3. Ainsi I’intensité du rayonnement dépend de la direction du levés et du coucher du soleil.

-~ 1l existe d’autres paramétres climatiques qui ont une relation directe avec Paspect

thermique de la serre :

- température de I'air extérieure ou intérieure de la serre
- température du sol.

- température de la plante.

- P’aération des serres.
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b-Effet de serre :

1l résulte de deux phénoménes distincts :

t

I. Ungeffet d’abri» ou de confinement lié 4 la réduction des éChzi‘hges d’air avec
I’atmosphére libre, et qui cst perceptible méme dans des abris apparemment trés

perméables a Iair.

2, Un «effet de serre » vrai, li¢ 4 la présence p.u-dessus de 'observateur ou du caf)teur de
température d’un écran peu transparent aux rayonnements infra-rouges longs dans la
gamme de 10 3 15 émis par le sol, la végétation et tous les éléments constitutifs de la
serre exposée au rayonnement solaire (visible et infra-rouge court) pour lequel cet écran

est tres transparent Fig(I-5) alors que ’atmosphére laisse passer ce rayonnement de 10 a
A5u.

Ces deux phénoménes entrainent une élévation de la température par rapport & 'extérieur
trés nette pendant la journée. Cet effet est variable, d’une part selon la porosité a I’air et

I’aération appliquée, et d’autre part selon les propriétés de transmission et d’absorption par la

paroi(du rayonnement solaire} et du rayonnement terrestre.
N .

S \\} \I:ﬁa/?ouge /

Eftet de serre

Fig(1-5) : Représentation schématique de I’effet de serre

I-3-2 LE CLIMAT MODIFIE DE LA SERRE :

Le fait que le climat de la serre est influencé par les conditions climatiques extérieures
comme (la température, le rayonnement solaire...), ces paramétres climatiques varient pendant

le jour ainsi que pendant ’année. Par conséquent, pour conserver le climat qui favorise la

ENP 2000 8



e e e e ————

Chapitre ] Généralités sur les serres et farmul&lion mathématique

croissance des plantes dans de meilleures conditions, les serristes introduisent des
équipements pour ce but. Parmi ces équipements les appareils de chauffage pour conserver la

meilleure température pour la vie des i)lantes. I existe différents modes de chauffage :
e Chauffage par écran ther;ﬁque.
e Chauffage par air pliisé.
¢ Chauffage par pomj:é a chaleur.
o Chauffage par les gaines fadiantes.
» Chauffage par I'utilisation de 'eau de la géothermie.

o Chauffage du so0l par des tuyaux enterrés et circulation d’eau tiéde et c’est le cas

qu’on a considéré Fig(I-6).

Tuyaux enterrés

I Eau tiéde

—
Eau froide

Fig (I-6) : systéme de chauffage par des tuyaux enterrés
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I-5 FORMULATION MATHEMATIQUE :

La serre est 4 la fois un systéme phyéique et bioiogiqhe fort Cbmplexe ou les différents
modes de transfert de chaleur (rajrdnnement, conduction,‘ convection et renouvellement d’air).
et de masse (vapeur d’eau et Cb;,) interagissent et oa notamment la plante et les échanges
convectifs jouent un role prépondérant. Dans la serre c’est le mode de convection qui régit les
échange de chaleur entre I’air intérieur et toutes les autres surfgges solides : le sol, les parois
la culture et les divers systémes de climatisation, d’aprés ce constat, les auteurs 5’intéressent a
I’étude des écoulements d’air d’un milieu confiné, en !’occurfence une serre tunnel fermée, ot
les échanges par convection naturelle prédominent, ils considérent le cas ol la serre non

cultivée et par conséquent le transfert de masse a I'intérieur de la serre n’est pas pris en conpte.

fig(1-5.1).

La paroi L Alr extérieur
£
Y
o

Alir intétieu;

Tuyaux enterrés

Fig(I-5.1) : Schémas d’une serre tunnel nue chauffée par des tuyaux enterrés

L’étude de la convection naturelle dans les enceintes fournit une description détaillée
et riche en information du comportement du fluide confiné, c’est pour ces raisons que ces
derniéres décennies et avec le développemenf de l'outil informatique, a fait ’objet de
plusieurs travaux de recherche couronnés par de nombreuses publications et ceci dans tous les

domaines (habitat, agronomique, industrie...).[3]
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K3

Ce travail est une contribution 4 la connaissante des écoulements dans une serre tunnel
chauffée par des tuyaux enterrés est dont le toit est maintenu a une température constante.

Avant d’entamer notre étude on va esé.;a‘yer‘de donner des notions sur 1 convection
1-5-1 CONVECTION :

La convection est un mode de transport d'énergie par l'action combinée de la
conduction, de fa Faccumulation de I'énergie et du mouvement du milieu. La convection est le
mécanisme le plus important du transfert d'énergie entre une surface solide et un liquide ou un

gaz.

Le transfert d'énergie péf convection d'une surface dont la température est supérieure a
celle du fluide qui l'entoure seffectue en plusieurs étapes. D'abord la chaleur s'écoule par
conduction de la surface aux partlcules fluides adjacemes L'énergie transmise sert a
augmenter la tenmérature et l‘énergle interne de ces particules fluldcs Ensuite les particules
fluides vont se mélanger avec dautres partlculcs situées dans une régton a basse température
et transférer une partie de leur t.nergxe Dans ce cas I'écoulement concerne le fluide et
'énergie. L'énergie est A présent emmagasmé dans les partlcules fluides et elle est transportée

sous l'effet de leur mouvement.

La transmission de la chaleur p.u édﬂvcction est désignée, selon l¢ mode d’écoulement du
-ﬁﬁﬁide;“pé}‘oéﬁ{feb-ti“oﬁ libre et convection forcée ; lorsque l’écoulemént se produit au sein du
fluide des courants dus simplement aux différences de densité résultant des gradients de
température, on dit que la convection est naturelle ou libre. Par contre si le mouvement du
fluide est provoqué par une action externe telle qu'une pompe ou un ventilateur, le processus

est appelé convection forcée.

L’efficacité de la transmission de chaleur par convection dépend largement du mouvement
du fluide, c’est pourquoi P’étude du transfert de chaleur par convection est fondée sur la

connatssance des caractéristiques de 1’écoulement du fluide {51

1-5-2 LES SYPOTHESES SIMPLIFICATRICES :

i
1i est impossible de décrire parfaitement un phénomeéne physique, et quelques
approximations sont nécessaires pour mettre.un ;frobléme sous forme d’équations pouvant

étre résolues. L étude de la convection naturelle comme dans les auires branches techniques
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nécessite des hypothéses concernant soit le fluide (I’air) ou les autres équipements. Dans notre

cas, on considére les hypothéses suivantes :

1. La serre est infiniment longue peut étre considérée commie linéairement homogene dans le
sens de sa longueur. L’étude porte donc sur une représentatioﬂ en deux dimensions de la

serre qui correspond 3 une coupe transversale de celle-ci.
2. L’écoulement est laminaire.
3. La dissipation visqueuse est négligée.
4. Le régime est permanent,

5. Les propriétés physiques de ’air 4 Pintérieur de la serre sont supposées constantes,
hormis sa masse volumique p dont la variation en fonction de la température est a

Porigine de la convection naturelle en admettant les hypothéses de Boussinesq c-a-d la

masse volumique P peut étre considérée comme constante sauf dans le terme de force de

volume son expression en fonction de la température est donnée par I’équation suivante :

p=pll-p(r-1,)] (-1

ou :T, :est la température de référence pour notre cas et c’est la température du toit.

1-5-3 LES EQUATIONS DE BASE :
Les équations régissant le phénoméne de la convection naturelle dans 1a serre, sont celles

qui traduisant la conservation des différentes propriétés physico-chimiques mises en jeu. En

vertu des hypothéses simplificatrices, ces éguations s’écrivent :

a- équation de continuité :

v v 1%, o 1-2)
o r rod . (-

b- équation de quantité de mouvement :

Dans le cas de la convection naturelle ce sont les différences de masse volumique dans

le fluide qui sont & I'origine de son mouvement. Si I’on note p, la masse volumique loin des

parois chaudes, une particule fluide de masse volumique o et de volume AV, située au
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voisinage d’une paroi d’échange sera soumise & son poid pgAVet A la poussée

Archimede p,gAV fig(1-5.2).

£r84V

Po
masse fluide ' J

peAV

—

|~ particule fluide

Fig (I-5.2) : Forces s’exergant sur une particule fluide en convection naturelle.

On admet que la densité du fluide qui entoure la particule de densité p est partout

constante et égale 4 p, .

La résuitante des forces s’exercant sur la particule fluide sera donc

F=F+F

r

i

P,Y ) T
F, =(p,— p)gAV sinf
Fy =(py~ p)gAV cosb

les équations de la quantité de mouvement seront donc :

suivant r:

v, v, v, v’ oP o, 1dv, v, 1, 2 o,
L T At 7 et S S R S i St 2 PR
P Y e T T T G o0 o)t

suivant 8 : !

v

Dy Ve vy, 1EP O Iy v, I, 20v
U P s A A e .
P e Ty T e M

b —=)+
a’ ror rPor? o’ r269) Jo

(I-3)

(I-4)

(I-5)

(-6)

-7
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Chapitre 1
avec:
F, N .
f,=5=(py=pgsind = p(T~T,Jgsinf -8)
E_, ;
5 :zﬁ;z(po—-p)gsmﬂ.—..pa(T-Ta)gcose {1-9)

¢- équation de I'énergie:

ar wv,ar 1o, or 1 or .
P(v'ar " ¥ 86’) (r ar(rar) r’ 66’ ¢

I-5-3 LES CONDITIONS AUX LIMITES :

Fig(1-5.3) représehtation schématique du modéle :serre tunnel

Au scl :

.9:0 et9=ﬂ = v’_zvozo ,sz},gzo

2 20
Sur la paroi:

-] rzRﬂ e vr=ve::0,T=Tf’—g-g-:0_
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e r=¢ av'_:vazO,TtTf,g%:O.

Le point r = ( est un pomt smguher Pour éviter la division par zéro on conmdére que la

serre est un demi anneau de peut rayon r=¢&

1-5-4 EQUATIONS DE TRANSf‘ERT ADIMENSIONNELLES :

Par le choix de grandeurs de références, la réécriture du systtme d’équations fait
apparaitre des nombres adimensionnels régissant Pécoulement de maniére intrinséque.
L’analyse de grandeurs de ces nombres permet de comparer P'influence et le poids respectif

des différents termes de I’équation en fonction de la nature de I’écoulement.

Plusieurs cas de mise sous forme adimentionnelle sont envisageables selon le

probléme traité - par exemple - dans le cas de la convection naturelle, la vitesse de référence
peut &re la vitesse de diffusion V= —La—qui est intéressante pour des problémes & nombre de
Rayleigh modéré.

Lorsque le nombre de Rayleigh devient important, il est préférable d’utiliser pour

vitesse de référence une vitesse caractéristique du mouvement convectif, c’est la vitesse

—ascensionnelle” V; = \[gBATR, .

-Les grandeurs de référence sont définies de la fagon suivante :

® R,: lerayon de la serre. .
o AT =TT, l’écaft de tempérafure de référence.
ol : 7. représente la température du sol chaud et T, la température de la paroi froide.
La vitesse et Ia pression sont données respectivement par :

= JsaTR,

F, = p¥,’ = pgPATR,

ENP 2000



W i o R

Chapitre 1 Généralités sur les serres et formulation mathématique

Ceite adimensionnalisation {ait apparaitré les variables adimensionnelles suivantes :

. ' : T-T
=— ; V =—= ; Voz-—— ;P:—-{)— ; & = /

Par suite, les équations réduites & partir du changement de variables définies ci- dessus

s’écrivent :

a- équation de continuité :

ov
Py By 120y {-11)

OR R RO

b- équation de quantité de mouvement :

suivant R :
v. v.ov. v, oP 1 o2V 19V, V, 1V, 20V,
VR B R__6 + R———’-‘—+-—~-—~~-—~ g -12
"2 R &0 R OR J(E(afe" RoR R TR mog tOSM 1D
sulvantg :

Vo VoVo Vi 18P 1 0% 10V, V, 13V, 2,
Vp-Lt4+-L2-SL 48

T N += ——+“——~~— £ 13
RBR™ R 00 R R 08 \/Gr(BRZ RoR R R 087 )+@cos9(l )

c- équation de P'énergic :

6@ v, 6@ 1l 06
V—+-2— ——(R— — I-14
( oR Rae) PrRa[ RBR( ) R? 86° 19
Ces €quations font apparaitre les nombres sans dimensions suivants :
Gr :le nombre de Grashof défini par :
2fA TR03 _ force ascendentionnelle *force d’inertie (1-15)
vioo o (force de viscosité)’
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Le nombre de Grashof remplace le nombre de Reynolds en convection natureile

Pr : le nombre de Prandt] donné par :

Diffusivité matiére 1 ~ .
- I oa=2 . (1-16)
Diffusivité thermique X

Pr=

o<

Le nombre de Prandit caracférise I distribution des vitesses par rapport a la distribution de

la température

Ra : le nombre de Rayleigh

La force de poussé
Ra = EPATR, _ ” (-17)

W - Trainé visqueuse x taux de diffusion de la chaleur

Taux de diffusion : est un nombre égal au temps pour qu'une goutte de fluide monte dans

une cellule de convection par exemple.

Le nombre de Rayleigh exp}éxne la relation entre les effets de la force de poussé et les

effets dissipatifs de la trainé et de la diffusion de la chaleur ; le gradient de température

- n"est-pas-suffisant -pour assurer ’établissement d’'un écoulement convectif seulement si la

poussée résultant de ce giadieht dépasse les effets dissipatifs de la trainé visqueuse et de la
diffision’ de la chaleur, en d’autres termes on  dit que Ia convection démarre lorsque le

nombre de Rayleigh dépasse une valeur critique.
On utilise dans la présentation des résultats le nombre de Niisselt défini par :

Nu =hck£ {1-18)

’

ou £, : la conductivité thermique de fluide et L la longueur de la surface d’échange.

i . ' -
Le nombre de Niisselt peut étre interprété physiquement comme étant le rapport du

1 .
gradient de température dans le fluide en contact immédiat avec la surface au gradient de

température de référence (T; -7, )/ L [5].
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En pratique le nombre de Niisselt est une mesure commode du coefficient d’échange
de chaleur par convection car une fois sa valeur est connue, on peut calculer le coefficient

d’échange de chaleur par convéction d’aprés la relation :

S li‘:r, ‘ :», \;‘1.;, .
h,,- = Nu-f- . (I-l 9)

I-5 3 LES CONDITIONS AUX LIMITES ADIMENTIONNELLES:

Ausol:

e =0 etb=n = V.=V,=0,0=1,% -9

OR
. 0% o 2.
2 o
Sur la paroi :
o0

« R=% S y=v=0,0-0,%<0
e e e . Ro - ae
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Chapitre Il La méthode des volumes finis

II-1- INTRODUCTION :

De nos jours, de nombreuses méthodes numériques utilisant dlfférents schémas de
discrétisation ont été développées pour I'étude de la convectlon' naturallé décrite, bien

entendu, par un systéme d'équations aux dérivées partielles. Parmi ces schémas, on peut citer:

* 1- la méthode de différences finies : cette méthode peut étre adaptéé de fagon a prendre en

considération la forme géométrique rectangulaire.

*2- la méthode des éléments finis : elle permet par sa souplesse de générer des maillages qui

¢pousent la forme de la géométrie quelle que soit sa complexité,

¢ 3- la méthode des volumes finis : cette méthode peut étre soit 4 base de la méthode des

différences finies, soit & base de la méthode des éléments finis.

Cette derniere méthode, -en‘raison des avantages qu'elle offre, est'devenue fréquemment

utilisée.

Dars notre étude, nous avons opté pour la procédure des volumes finis développée par
S.V.Patankar {5] car : )

«_ Elle est simple & comprendre et conduit 4 une interprétation physique directe.

* La solution recherchée représente a la fois les valeurs aux nceuds ainsi que les fonctions
d'interpolation (les profils).Alors que pour la méthode des différences finies c'est
uniquement les valeurs aux nocuds qui constituent Ia solution sans précision explicite

aucune sur la variation de la variable entre les nceuds.

* Elle permet aussi la réduction des instabilités numériques pour des sollicitations élevées [5].

II-2- MODELE MATHEMATIQUE :

11-2-Equations différentielles gouvernant l'écoulement de fluide :

Des problémes pratiques introduisant 1'écoulement de fluide et le transfert de chaleur et de
masse sont gouvernés par les principes de conservation de la masse, de la quantité du
mouvement, de l’énergie, ect. Ces principes se traduisent par des équations aux dérivées
partietles. Pour une formulation numérique, il est important de savoir que ces équations

gouvernant ces problémes possédent une forme commune; cé qui est ‘nécessaire pour
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construire une méthode numérique permettant la résolution de ces équations [9). Si la variable

dépendante est notée par(¢), la forme de I'équation différentielle générale correspondant a

1’état permanent se traduit par:

O (pug)=2\roe :
é—x?(p_u,.qi)- &) (r P }+ S (U-1)

ou la notation du tenseur cartésien a été utilisée. Le symbole u, indique la composante de la
vitesse dans la direction x, et p la densité. Le terme du membre gauche de ’équation (I1-1)
est appelé le terme de convection, représentant le flux de ¢ par la quantité d’écoulement de
masse p u,. Les termes du second membre de I’équation (II-1) sont connus respectivement
sous le terme de diffusion et le terme source. Le premier terme ﬁguraht dans I’équation (II-1)
joue souvent un rdle important [4] en présence de ¢. Quant au second terme, i.e. S, il est en
principe introduit pour repré;v.e;nfer les mécanismes de la génération (ou 'c"l‘e"ﬁét"te) de ¢. La
variable indépendante ¢ peut remplacer une variété de quantités physiqués. Ellc peut, par
exemple, représenter les composantes de la vitesse, I'enthalpie (ou la témpéramre), fractions
massiques, paramétres de turbulence, flux de radiation, etc...(voir annexe A). Chaque
signification de ¢ est accompagnée d'expressions appropriées de I et S suivies de

‘conditions aux limites adéquates.

11-2-2 Coefficient de diffusion :

Le coefficient de diffusionI” permet une représentafion générale des propriétés du fluide
telles que la viscosité, la conductivité, qui dépendant du gradient de la variable en question,
meéne au flux de diffusion (par exemple une contrainte visqueuse ou un flux de chaleur). Si le
flux de diffusion pour un ¢ donné n'est pas conduit par le gradient de ¢ alors I pourra étre
mise égale A zéro et le flux de diffusion s'exprimera cormme une partie de S [4]. En général le
coefficient de diffusion I' peut étre non uniforme ; il peut dépendre de la position, comme

dans un matériau composite, ou des quantités telles que la vitesse locale, la température, la
densité, etc...[5].

1i-2-3 Terme source : L

La génération de la chaleur interne dans un fluide (production ou destruction d'espéces

chimiques dans une réaction chimique par exemple), la force de volume agissant sur un -
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écoulement de fluide, représentent des exemples communs du terme source S figurant dans

les équations pour des variables spécifiées.
Dans I'équation du mouvement pour les composantes des vitesses‘u, I¢ terme source inclue

le gradient de pression( -—gxﬁ ) les forces de volume dans Ia direction ¢, et une contribution

!
des termes de contraintes visqueuses qui ne peuvent pas étre contenues dans le terme de

diffusion (voir annexe A).

I1-2-4 Equation de continuité :

Quoique le comportement de n'importe quelle variable dépendante ¢ soit gouverné par
I'équation (II-1), la quantité de I'écoulement de masse p u, qui y figure doi:t satisfaire une
¢quation additionnelle” : C'est l'équation de continuité. Celle-ci peut étre écrite, pour

I'écoulement permanent, comme :

-(,j—if(pu,-) =0 : - (11-2)

Le degré de liberté additionnel qui peut étre invoqué pdur satisfaire cette équation est le

__ champ de pression, qui entre dans le terme source des équations de mouvement et qui doit étre

rajouté pour que le champ de vitesses résultant puisse satisfaire I'équation de continuité. Ce
couplage entre le champ de vitesse et de pression est utilisé pour construire la procédure de.

calcul pour ’écoulement de fluide.

II-3 METHODE NUMERIQUE : _

I1-3-1 Grille et volume de contrile :

Dans la méthode numérique décrite ici, l'objet est de calculer les valeurs des variables
dépendantes en question en un systéme de points choisis appelés " points de la grille ". Les
¢équations algébriques pour ces valeurs (appelées aussi équations de discrétisation ) sont
obtenues en intégrant les équations différentielles gouvernant I'écoulement &e fluide sur un

sous- domaine entourant chaque point de la grille. Ces sous domaines sont appelés volumes
de contrdle, -
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Pour une grille donnée, les volumes de contrles peuvent ére définis de différentes fagons.
La technique utilisée ici est illustrée dans Fig'.II-l. Dans cette pratique, il est convenable de

choisir d'abord les limites des volumes de contrdle et de placer ensuite les points de la grille.

Comme montré sur Fig.J1-1, le domaine de caicul est divisé en volumes de contréle; les
lignes en pointillées représentent les limites des volumes de controle. Les points de la grille
sont alors placés aux centres géométriqﬁes des volumes de controle. Les lignes continues dans
Fig.II-3, sont les lignes de la grﬂle et les points représentés en gras sur Fig.II-} indiquent les
points de Ia grille. Pour le cas bidimentionnel représent¢ (méme figure), un point donné de la
grille communique avec les quatre points voisins de la grille & travers les quatre faces du
volume de controle. Le cas d'un volume de contrdle proche de la limite (frontiére) est un peu
différent ; c'est le cas du volume de contrle hachuré indiqué sur fig.H-J. Ici, une face du
volume de contrdle coincide avec la limite du domaine de calcul, et un point limite de la grille
est placé au centre de la face'_c;l__u_ volume de controle (une maniére de voir cette situation est
d'imaginer un volume de- contrdle d'épaisseur infinitésimal situé A la fromtiére). Cet
arrangement permet de traiter facilement les conditions aux limites. ce T

e

Le volume de contrdle hachuré peﬁf accepter avec facilité une valeur donnée de ¢ a la
frontiére ou un flux donné A travers la surface limite Bl.

1I-3-2 Equation de conservation pour le volume de contrble :

" L'équation différentielle (11-1) donnée sous forme générale peut maintenant étre intégree

sur le volume de contrdle montré dans Fig.II-1.

Fig(I1-3) volume de contréle
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Le volume de contrdle est construit autour du point P de la grille, les autres points E, W,
N, S de la grille indiquent les points voisins de P situés respectivement a I'Est, a 'Ouest, au

Nord et au Sud du point P. Les faces correspondantes du volume de co;ntrc”)]e sont dénotées

) T R Vo
pare, w,nets. : - PR S ANTER A S

11 est convenable de combiner le flux de convection et de diffusion qui apparaissent dans

I'équation (II-1). Soit J, le flux fotal dans la direction i (convection plus diffusion). Ainsi,

_ _ro¢ 11-3
J, =pud Fax,- (11-3)

L'équation différentielle résultante est :
Y _g (I1-4)

L'intégration de cette équation sur le volume de contrble montré dans Fig(II-1), méne 4 :

J A, -J, A +T,A, ~J, A, +SAV =0 (11-5)

ou J représente les flux totaux relativement aux faces du volume de contrdle, S est le terme

‘source moyen sur le volume de contrdle et AV est le volume du volume de contréle. Quoique

pour les coordonnées cartésiennes, les aires A, et 4, soient égales, des symboles différents ont

été utilisés pour généraliser.

H-3-3 Flux de convection et flux de diffusion :

Fig.1-E Grille et volume de contréle
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Considérons la région entre les points P et E de la grille (voir Fig (11-2)). Si un probléme de
convection-diffusion unidimentionnel est résolu entre les points P et E, un profil exponentiel
de ¢ [4] est obtenu comme une solution exacte. La solution exponentielle méne 4 :

P L 9e=te )
J, *F,(¢p+e— P,—-l) - (11-6)

ol P,et le nombre de Peclet est donné par :

F |
p-rte 117
V= ar7)

Ici F, est la quantité découlement pu, 4, et D, est la conductance de diffusion. Si le

coefficient de diffusion ' est supposé uniforme sur chaque volume de contrdle, une

expression convenable de D, est obtenue :

@) @),
rm——

=] (II-8)
Lp o A ‘

D, =4,

O les distances (Ox),et(dx) . sont indiquées dans Fig.II-2. L'expression de D, donnée de

--cette maniére présente plusieurs avantages [10].

I1-3-4 Simplification de Mexpression du flux :

Puisque la fonction exponenticlle apparaissant dans I'équation (1I-6) consomme un temps
de calcul, des approximations ont été introduites a4 l'expression du flux. L'une de ces
approximations est le schéma hybride (voir annexe B). Une meilleure approximation 2

I'équation (I1-6) est donnée par l'expression suivante :
Jo=Fgp+{ DA P, D4-F..0 | }¢, -4¢) a1-9)

ou

A(]I;]) =

|o,(1—0.1|P] )5}

(11-10)
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|est utilisé pour noter le maximum de a et b. Du fait de la présence de la

Ici le symbole “a,h

puissance 5 dans I'équation (i1-10), le schéma de discrétisation résultant de I'utilisation des
équations (11-9) et (11-10) est appelée schéma de la régle de puissance. 11 peut étre montré que
la fonction A de l'équation (I[-10) est plus facile a calculer que la {onction exponentielle et

que les équatibns (II-9) et (11-10) donnent une approximation extrémement bonne a

I'expression exacte [10] donnée par I'équation (11-6).
1I-3-5 Linéarisation du terme source :

Si le terme source S dans I'€quation (X1-5) est connu, aucune difficullé ne se présentera.

Mais souvent, le terme source dépend de la variable ¢ elle-méme. Afin que I'€quation de

discrétisation résultant reste linéaire (au moins nominalement), le terme source S est exprimé

comme une fonction linéaire de ¢, . Ainsi, la formule de lin€arisation peut étre écrite comme :
S =8, +Spp, | (1-11)

o S, est le coefficient de ¢, el S. est la partic de § qui ne peut pas dépendre

explicitement de ¢, .
Les meilleures expressions de S et §, dépendent de la formule réelle de S'.

Plusicurs formulations alternatives sont possibles. Ici il est peut étre suffisant de noter deux

points primordiaux [5 .

* Premiérement, la linéarisation du terme source est souvent une opération cruciale, elle

permet d'assurer un succés dans le calcul dans plusieurs situations complexes.

* Deuxiémement, il est préférable que la linéarisation engendre un signe négatif de S,, car

un signe positif de S, peut conduire & une divergence.

11-3-6 Equation finale de discrétisation :

Une substitution des relations déterminées dans les deux derniers paragraphes dans

I'équation (11-5) méne a I'équation de discrétisation finale. Celle-ci peut éire écrite comme :

Gppp = a£¢5 +aypy, *ayp, +agps +b (11-12}

ENP 2000 25



Chapitre I la méthode des volumes finis

oil: . ag = D, AP}y +]- F..0| (11-13)
ay = Dwzil(]Pw])-{-"F;w,()ﬂ. | | @Y
aN=L%QGR$+ﬂ~ﬁ;q| | (1-15)
ag = D, A(P.))+|F,.0] (1i-16)

b=S.AV (1-17)
ap=az+a, +ay +ag—S,AV | 1-18)

[ciF,,F,_,F et F représentent les quantités d'écoulement a travers les faces repectives du
e »
volume de contrdle. Les nombre Peclet P,, P, P, et P, sont définis selon I'équation (1I-7), et

les conductances de diffusic;n‘ correspondantes sont obtenues A partir de I'équation (I1-8). La

fonction A est définie par I'équation (II-10). L'expression de a,comme donnée par I'équation
(11-18) résulte de Ia superposition des quantités d'écoulement F,, F,, F, et F, qui satisfont

I'équation de continuité pour le volume de controle.

-~ est préférable d'écrire maintenant 'équation (I1-12) sous une forme généralisée :
. a,fp =9 Apby +b | (I1-19)

Ou l'indice nb désigne les points de Ia giille voisins de P, la sommation tient compte de tous
les voisins. Pour le cas bidimensionnel, pour lequel I'équation (II-12) était obtenue, quatre
voisins sont présents alors que six voisins doivent &tre considérés pour le probléme

tridimensionnel.

I-3-7 Les quatre régles de base :

Régle 1 : consistance aux faces des volumes de contrdle (continuité)

Lorsqu'une face est cominune 2 deux volumes de contrdle adjacents, le flux qui la traverse

doit étre représenté par la méme expression dans les

équations discrétisées pour chacun des deux volumes de contrble.
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Régle 2 : coefficients positifs

Pour la plupart des situations intéressantes la valeur de la variable ¢ en un point donné est

influencée par ses valeurs aux nceuds voisins seulement a travers les processus de convection

et de diffusion. Il s'ensuit qu'une augmentation de la valeur de ¢ en un nceud engendre une
augmentation (non une diminution) pour les valeurs aux nceuds voisiris, les autres conditions

étant fixées. Pour cela, les coefficients a, et a,, doivent avoir tous le méme signe (on

convient de prendre le signe positif).

Régle 3 : pente négative pour le terme source linéarisé

D'aprés la régle 2, les coefficientsa, et a,, de I'équation (II-18) sont positifs, mais a,
peut éventuellement négatif & cause du terme S, entrainant ainsi une possibilité d'instabilit¢

numérique. C'est pourquioi il faut que S » soit toujours inférieur ou égal a zéro.

Régle 4 : somme des coefficients voisins

En général, les équations différentielles gouvernant I'écoulement de fluide contiennent
uniquement les dérivées de la variable dépendante@. Par conséquent, si la fonction ¢ vérifie
les équations différentielles, ¢+c¢ ( ou ¢ est une constante arbitraire) vérifie aussi ces
equatlons Cette -;:I;Opriété doit apparaitre dans les équations discrétisées c.a.d que I'équation
(11-12) doit étre toujours vérifiée lorsque ¢, et ¢, sont augmentées de ¢; Ce qui explique

que a, est la somme des coefficients voisins.

Une autre fagon de voir cette régle est qu'en absence du terme source et les températures

(par exemple) voisins 7, sont égales, la température centrale 7, doit leur étre égale. Dans ces

conditions, il n'y a qu'une mauvaise formulation qui peut prédire le contraire.

11-3-8 Condition aux limites :

En se référant a Fig.1I-1, il peut étre remarqué que, puisqu'un volume de contrdle existe
autour de chaque point interne de la grille, il lui correspondra  alors une équation de

discrétisation telle que 1'équation (11-12). Dans ce systéme d'équations, les valeurs de ¢ aux
points limites apparaitront. Si ces valeurs (comme ¢, ) sont connues, la solution des équations

sera obtenue directement. Si, au contraire, une certaine information sur le flux limite est
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donnée, il est nécessaire d'écrire une équation similaire a l'éi]uation (11-6) pour le flux limite
en fonction de ¢, et ¢,. L'utilisation de cette équation peut entrainer I'élimination de la valeur

inconnue de ¢, a partir de I'équation du volume de contrdle pour le point 7 de la grille.

11-3-9 Non-linéarité : o

D'aprés ce qui a été dit ﬁfécééerriihenf (conditidns aux ﬁmites), il peut étre conclu que
I'équation (1I-12) représente un systéme d'équations suffisant pour I'évaluation des valeurs de
¢ aux points de la grille. Si les éqﬁations étaient vraiment linéaires, une solution pourrait étre
obtenue directement. Cepeﬁdzint, ces équations sont nominalement linéaires. Les coefficients
dans I'équation (II-12) peuvent eux méme dépendre des valeurs de ¢ . De plus, puisque ¢ peut
représenter un nombre de quantités physiques, les coefficients pour ung spécifié peuvent étre
influencés par d'autres ¢. Autrement dit, lorsque ¢ représente la température, ses coefficients
de discrétisation peuvent déperic'tre de la vitesse, des paramétres de turbulence, de la

concentration et ainsi de suite.

- - L L B .
Du fait de ces liens entre les ¢ et les non-linéarités, la solution finale doit étre obtenue par
itération. A n'importe quelle étape, les coefficients de discrétisation peu{rent étre calculés a

partir des estimations courantes de toutes les valeurs de ¢ .

La solution des éq-t.l:':ntions, comme (H-IZ), donne alors une estimation améliorée. Lorsque,
aprés plusieurs répétitions de ce procéésus, toutes les valeurs de ¢ cessent de changer, la
convergence vers la solution finale est atteinte. Ainsi, la solution d'un systéme non linéaire et
des équations couplées peut étre obtenue par plusieurs solutions intermédiaires données par

des équations algébriques découj)lées et nominalement linéaires.

11 ne s'en suit pas toujours que des itérations successives pourraient mener a une solution

convergente. Parfois, les valeurs de ¢ oscillent ou divergent. Une telle divergence du

processus d'itération doit étre évitée,

Une vari€té de techniques traitant des équations de discrétisation & été développée afin de
minimiser les chances de divergence. De plus, il est préférable de « ralentir » (diminuer) les
changements dans les coefficients d'une itération a une autre. Ceci peut étre accompli en

contrdlant les changements dans les valeurs de ¢ par une technique appelée « sous-

relaxation » qui sera discutée dans le paragraphe suivant.
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H-4 SOUS-RELAXATION :
L'équation (1I-19) peut €tre réécrite comme
' * Zanb nb + b . E | |
$p=p *| "¢ . (11-20)
. L a P
ou ¢," indique la valeur de ¢, a partﬁ de litération précédente, L'expression mise entre

crochets, Eq.(1I-20) peut étre inierprétée comme le changement de ¢, dans litération

courante. Pour réduire ce changement, un facteur & de « sous- relaxation » (0 <a <1) peut

étre introduit :

b = 0p M[M—“’”‘J (@21

ap

Lorsque la convergence est atteinte (g,=¢, ), la satisfaction de I'équation(1[-21) garantic

alors celle de Péquation (I1-19). L'équation (1I-21) peut étre réécrite antrement :

(-a)a,g,”
(24

a
-él;o,, =Y aub th+ (I1-22)
" L'utilisation de Péquation (II-22) avec une valeur appropriée de a entraine la " sous-
relaxation " voulue dans le systéme. Si a s'approche de zéro, les valeurs de ¢ changent tres
lentement. Lorsque a =1, aucune " sous-relaxation " n’est effectuée. Si, au contraire o est
>1, les valeurs de ¢ changent plus rapidement. Ce comportement est connu sous le nom de "

sur-relaxation ".

H-5 SOLUTION DES EQUATIONS ALGEBRIQUE :

La procédure de résolution décrite jusqu'ici consiste 4 supposer que le systéme d'équations
algébriques nominalement linéaires peut étre résolu par une méthode convenable.. Les
méthodes directes qui sont disponibles exigent un temps de calcul et une place de mémoire
excessifs, De Eplus, puisque le systéme d'équations nominalement linéaires doit étre résolu a
chaque itération, les dépenses de la solution directe semblent alors inacceptables. Par
conséquent une méthode itérative pour la résolution des équations algébriques est employée,

la méthode proposée se compose de deux parties :
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1 La technique ligne par ligne.

2-  Laprocédure de correction par block.

11-5-1 Technique ligne par ligne :
La méthode utilisée la TDMA comme son élément de base. Dans un probléme 2D, les

équations pour toutes les valeurs de ¢ suivant la ligne de la grille sont considérées

v

RPTER.t

simultanément. Les équations, bient entendu, contiennent aussi les valeurs de ¢ suivant les 2
lignes de la grille voisines. Si les valeurs deg de la ligne voisines sont substituées de la

meilleure évaluation disponible, alors les équations suivantes choisie ont la méme apparence
que les équations en 1D et peuvent étre résolue simultanément par la TDMA( voir annexe C).
Lorsque toutes les lignes sont consultées de cette fagon, une itération de la technique ligne par

ligne est compléte.

11-5-2 Procédure de correction par block :

La vitesse de convergence de la technique ligne par ligne peut étre augmentée en lui

rajoutant une meéthode de correction additive, qui appelée ici procédure de correction par
block.

... Les détails relatifs au présent probiéme seront donnés ici :

Les équations de discrétisation (II-12) peuvent &tre exprimées par :

a;j¢g’j = bg‘¢i+1,j +cy’¢'—:,j +dy‘¢i.j+1 + e;‘{¢:‘.j—l + f;; (-23)

ou les indices iet jreprésentent les positions des points de la grille dans les directions x et Y.

respectivement. L'équation telle que (II-23) peut étre écrite pour tous les points internes de la

grille pour lesquels :
i=2.M J=2,N

Supposons que les valeurs limites @y ;,Pyryy ;- 9,16t B, aient été soit éliminées de

I'équation (II-23) en utilisant la condition 4 la limite du flux ou, si elles sont connues,

substituées et contenues dans les J; pour le volume de contrle proche de la limite, 11 vient

que :
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by, =0

6 =0 | | A o @2
dy =0

e, =0

L'idée de base de la procédure de correction par block est qu'un champ non convergent
¢, obtenu 2 partir des itérations antérieures est corrigé en rajoutant des corrections @, suivant

les lignes correspondant 3 i constante, ainsi :

‘ ¢g’ = ¢rj‘ +9 (11-25)
Les corrections ;. sont choisies telle que la conservation de I'intégrale sur les blocs de

volume de contrle définis par chaque ligne correspondant a i constante est exactement

satisfaite.

L'équation déterminant Eest obtenue en substituant I'équation (II-25) dans 1'équation

{I1-23).et en rajoutant de telles équations pour toutes les valeurs de j . Le résultat est:

A, =B, +Cp, +D, (11-26)
ou:

A, =) (a,~d, ~e,) : : 11-27)

B =5, (11-28)

C,=Yc, | (11-29)

b,. = Z(by¢ltg+,_ SO @R A x e p% S —adr,) (11-30)

Les sommations dans les expressions sont prises sur j=2,N. L'équation (11-26) peut

étre écrite pour i=2,M et le systéme peut alors étre résolu convenablement par la TDMA.
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Puisque I'équation (II-24)_impliqi1e que B, et C, deviennent nuls, les valeurs de E:: et M a
la limite ne sont pas nécessaires.

' . i i

Tl est intéressant de noter que D), est I”intégrale résiduelle dans le i*™  bloc impliqué
. T S S
par le champ ¢°; Les cortections ¢, pourraient réduire les intégrales résiduelles 4 zéro.

Une procédure similaire peut gire effectuée pour la correction par bloc suivant les lignes

correspondant a j constante. La j)r(;cédurc compléte pour la résolution des équations de
discrétisation comprend les corrections par blocs dans les directionsiet j et la TDMA ligne

par ligne & travers les deux directions.
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Chapitre III Etude de champ dynamiqu.

L'équation différentielle générale (II-1) a ét¢ modifié et mise sous la forme discrétisée ou le
champ d'écoulement pu; ainsi que I' et S sont connus. La densité¢ p est lice
algébriquement a d'autres variables telles que la concentration et la température. Les

composantes de la vitesse u, sort gouvernces par les équations de mouvement. Les champs
de u, sont aussi obtenus en interprétant simplement la variable dépendante ¢ générale
comme la vitesse u,. Dans ce sens une procédure de calcul du champ d'écoulement a été déja

décrite. Les coefficients de discrétisation dépendent du champ d'écoulement et cela représente

un cas de non-linéairité qui peut étre traité par itération.
I11-1 DIFFICULTE PRINCIPALE :

En réalité, les composantes de la vitesse u; ne s'obtiennent pas directement en résolvant les

D
équations de la quantité mouvement. Celles-ci contiennent le gradient de pression ( —a—l

comme un terme-source important qui ne s'exprime pas par une fonction de u,; ou d'autre ¢ .
C'est l'équation de continuité qui détermine indirectement le champ de pression (Eq.II-2).
Cette spécification indirecte n'est pas convenable comme une procédure de calcul. une

méthode directe pour la détermination du champ de pression doit étre alors trouvée.

Il existe d'autres difficultés concernant le traitement des équations de mouvement et de
continuité. Il peut étre montré que, si les composantes de la vitesse et de la pression sont
calculées pour les mémes points de la grille, certains champs physiquement peu réalistes se
présentent comme solution. Pour remédier a ceci, le maillage décalé (staggered grid) décrit

ci-apres, a été utilisé.
I11-2 MAILLAGE DECALE :

La figure (III-1) montre une portion du maillage en 2D. Les positions pour lesquelles les

composantes de la vitesse sont calculées sont indiquées par des fleches courtes. Dans cette

grille, les composantes de la vitesse sont calculées pour les points se trouvant sur les faces du
volume de contrdle. Toutes les autres variables incluant la pression sont calculées aux points
de la grille indiquées par des points représentés en gras sur cette figure. Une conséquence de
cet arrangement est que les composantes de la vitesse normale sont directement disponibles

aux faces du volume de contréle, ou elles sont nécessaires pour les calculs des quantités de
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écoulement de masse. De plus, la différence de pression entre deux points de la grille peut étre

utilisée pour donner la composante de la vitesse située entre eux.

Fig (111-1) : Le maillage décalé

111-3 EQUATION DE DISCRETISATION POUR L'ECOULEMENT DE
FLUIDE :

a- équations de mouvement :

Les positions du maillage décalé pour les composantes de la vitesse déterminent les
volumes de contrdle correspondant telles que leurs faces normales a la direction de la
composante passent par les points de la grille. Les volumes de contrdles appropriés pour u et

v sont indiqués sur la figure (I11.2).

V.C.
POUR v

1y

Fig.(I11-2) :volume de contrdle pour la quantité de mouvement
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Les deux faces du volume de contrdle autour de la vitesse u, passent aussi par les points

P et E de la grille. Les équations de mouvement correspondant peuvent étre écrites comme :
au, = Ayl +b+ A.(Pp = Pe) (Il-1)

ot le terme b tient compte des termes sources autres que le gradient de pression et A, est
I'aire sur laquelle la force de pression agit. Les expressions des coefficients a,,,a, eth sont

identiques a celle données par 'équation (II-13) et (II-18), excepté que la géométrie du
volume de contrdle doit étre prise en considération pour déterminer les conductances de

diffusion D et les quantités d'écoulement F'.

11 est possible de résoudre les équations de mouvement pour un champ de pression donné.
Soit «* le champ de vitesse basé sur un champ de pression estimé p’. (En général, les

vitesses telles que u* ne satisfont pas I'équation de continuité). Ceci implique :
au, =Y auu, +b+A,(p, - pg) (111-2)
b- équation de correction de pression :

Pour que le champ de vitesse satisfasse 'équation de continuité, les vitesses 'starred' u” et
v" doivent étre corrigées comme une conséquence d'une correction de pression p’ appliquée a

la pression estimée p° . Ainsi,
p=p +p (T11-3)
et u=u +u' (111-4)

Les équations (III-1)-(III-4) peuvent étre combinées pour obtenir une formule de correction
de la vitesse. Cette formule peut étre simplifiée si le terme Zanhu,’,b est supposé négligeable.

Le résultat final est :

u,=u, +d,(p,-ps) (111-5)
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A, (111-6)

ou d=

L'équation de continuité pour le volume de contrdle montré sur Fig.III-2 peut étre écrite

comme .

(pud),, - (pud), +(pvd), - (pv4), =0 (I-7)

ol uet v représentent les composantes de la vitesse respectivement dans les directions xety .
Si u_,u,,v,etv, sont exprimées par les équations (I1I-5), une équation de discrétisation pour

la correction de la pression peut étre obtenue et mise dans la forme :

a,pl=appy+a,py+aypy+asps+b (111-8)
oil a, = (pdd), (111-9)
a, =(pdA), (I11-10)
a, =(pdA), (11-11)
ag = (pdA), (11-12)
ap, =ag +ay, +ay +as (II-13)
b=(pu'A), —(pu"A), +(pv"A), —(pv" 4), (I1I-14)

Il peut étre noté que la derniére expression, évaluant b, implique que b est la "source de
masse " présente dans le champ de vitesse. Le but de cette correction de la pression est

d'éliminer (ou de réduire au maximum) cette source de masse.

I11-4 ALGORITHME SIMPLE :

Maintenant que les éléments exigés pour le calcul du champ d'écoulement ont éteé
assemblés, la technique de résolution peut étre décrite en citant les étapes de calcul de

l'algorithme SIMPLE développé par Patankar [5] :

1- Estimer le champ de pression p°.
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2. Résoudre les équations de mouvement comme I'équation (I11-2) pour obtenir u"etv.
3. Obtenir ainsi la source de masse b a partir de I'équation (III-14) et résoudre I'équation
(111-8) de correction de la pression.

4- Corriger le champ de pression et le champ de vitesse en utilisant des équations (I1I-3) et

(111-4).

5- Résoudre les équations de discrétisation pour d'autre ¢ si elles influencent I'écoulement

de fluide a travers la densité, la viscosité ou les termes de source.

6- Considérer le champ de pression corrigé comme un nouvel estimé p°, retourner a

I'étape 2 et répéter la procédure jusqu'a la convergence.

111-5 DISCUSSION DU SIMPLE :

A présent, le terme Zanbu'ﬁ peut étre omis dans la détermination de I'équation de

correction de la pression. Dans la procédure du calcul itératif, cette omission n'influe pas sur
I'exactitude de la solution finale, car, lorsque les sources de masse sont nulles, la correction de
la pression p’devient nulle. Par conséquent, la solution atteinte satisfait exactement les
équations de mouvement et ainsi I'équation de continuité (comme les sources de masses sont

nulles).

Le taux de convergence vers la solution finale est, cependant, influencée par cettc
omission. L'équation approximative de p’ tend a surestimer les valeurs de p', quoique les
corrections de la vitesse résultante soient raisonnables. En effet, la procédure SIMPLE a
tendance 4 diverger a moins qu'une certaine sous-relaxation ait été utilisée. Une pratique
commune consiste 2 employer un facteur de sous-relaxation dont la valeur se situe autour de

0.5 tout en résolvant les équations de mouvement et de remplacer I'équation (I11-3) par:
p=p +a,p (I11-15)

ot a, est autour de 0.8. Il est clair que ces facteurs de relaxation ne sont pas nécessairement

les seuls optimums et des problémes différents peuvent exiger un systéme different de

valeurs.
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Comme a été mentionné précédemment, bien que la procédure SIMPLE ait été utilisée
avec succés pour un grand nombre de problémes, son taux de convergence n'a pas été toujours

satisfaisant. Une revue appelée SIMPLER a été formulée. Dans SIMPLER I'équation ( p') est

utilisée pour le seul but d'obtenir les corrections de la vitesse, alors qu'une équation séparée

est utilisée pour évaluer la pressior.

I11-6 EQUATION DE PRESSION :

L'équation (ITI-1) peut étre écrite comme :
u, =d,+d,(pp— Pg) (111-16)

ot la pseudovitesse #, est donnée par :

. Zanbuﬂb +h

u,

(IT1-17)

al?

11 doit étre noté que @, ne dépend pas du champ de pression mais est défini en fonction des
vitesses voisines u,,. La similarité entre I'équation (I1I-5) et (III-16) est évidente. Si les

formules comme I'équation (IT1-16) pour u et v sont substituces dans I'équation (II1-7), une
équation pour la pression p peut étre déduite. Celle-ci est similaire a l'équation de la

correction de la pression et peut étre écrite comme suit:
appp =QpPp+ayupy +aypy +agPs +b (111-18)

ou les coefficients a,, @, ,ay, as et a, sont donnés par les équations (111-9) et (ITI-13), et est

défini par :
b = (piid), —(piid), + (pvA), - (pvA), (11-19)

De nouveau, le terme b peut étre considéré ici comme une "source de masse" impliqué par

le champ de pseudovitesse u et v.

111-7 ALGORITHME SIMPLER :

La procédure révisée sera maintenant exposée selon la séquence de l'algorithme suivant :
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Algorithme SIMPLER

f Choix initial des vitesses u”,v". /

P

e e

Calculer les coefficients des équations du mouvement et obtenir les pseudo-vitesses uet v .

Calculer les coeflicients dans les équations de pression et résoudre celles-ci pour obtenir p .

!

Utiliser cette pression comme choix initial p”et résoudre les équations du mouvement

pour obtenir u'etv’.

l

Calculer le terme b et résoudre l'équation de correction de pression pour obtenir p'.

!

Al = )2 .
Corriger les vitesses u, =u, +d,(p,— p))

v

Résoudre les autres équations pour obtenir les autres ¢ ((7.A,...).

Non
Test

QOui
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I11-8 DISCUSSION :
1. Aucun terme n'a été négligé dans l'équationde p.

2. La pression n'est pas choisie arbitrairement donc il n'y a pas nécessité de la corriger.

3. On une seule itération, SIMPLER effectue plus d'opérations mais nécessite moins

d'itérations pour converger.
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Présentation du programme et des résuliuts

Chapitre IV

1V-1 MAILLAGE :
L'exemple traité dans ce travail comme a été signalé auparavant concerne le cas d'une

serre tunnel, par conséquence le maillage utilisé est illustré en coordonnées polaires (r, & ).
Pour éviter la division par zéro on a considérée la serre comme une demi-anneau de petit

rayon r =& Fig (IV-1).
Les équation discritisées par la méthode des volume finis ont été résolues au moyen de

I'algorithme SIMPLER.
Pour le maillage deux grilles distinctes ont été utilisées 81 x 81 et 41 x 41 afin de voir si nos

résultats dépendent du maillage.
Les résultats obtenus ont été exploités, représentés sur les graphes pour différents

nombres de Rayleigh et interprétées ci apres.

Un volume de controle

o £

bt

I=M+1, J=1

4

i
-._.-;'“
1 -
[}
1

I=1, J=N+1
Fig(IV-1) : LE MAILLAGE
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' IV-3 PRESENTATION DES RESULTATS:
1V-3-1 Présentation des lignes de courant et des isothermes :
\ { : \ll" T I
0.0 | i odjo; %, .
0.60 -(?‘;9
| |
|
;"'
0.00 ! : |

040 060 080

-080 -060 040 -0.20 0.00 : 0.40 0.50

Fig(IV-1-b): Les isothermes Ra=10*

(C) La température @ en 3D

Fig(IV-1) : Les lignes de courant et les isothermes pour Ra=10"
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Yig(1V-2-a): Les lignes de courant Ra=10°

AT TTTTTITTTTTT]

p

°o
n oA
R

-0.80 -0.60 -0.40 -0.20 0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Fig(IV-2-b): Les isothermes  Ra=10°

Fig(1V-2) : Les lignes de courant et les isothermes pour Ra=10°
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0.80
0.60 -
0.40

0.20lflll/-————— Hw
‘\_ i 4 v %
0.00!

0.8 06 0.4 02 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
Fig( 1V-3-a): Les lignes de courant  Ra=10°

| i

1.00 *
0.95
080
085
0.80
078
o7
065
060
0.55
0.50
0.45
040
i 0 35
ttd 0 30
bt 0 25
== 070
015
0.10
_ =4 0,05
------ o580 00

ELTTTTTITTTI]]

-0.80 -060 -0.40

Fig(IV-3-b): Les isothermes  Ra=10°

(C) La température @ en 3D

Fig(IV-4) : Les lignes de courant et les isothermes pour Ra=10°
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0.80 oo

0.60

= = Fo—" s =
080 -060 -040 -020 000 0.20 0.40 060 080

Fig(I1V-4-a): Les lignes de courant Ra=10’

]
|

LELLTTLTT LT ]

-0.60

Fig(1V-4-b): Les isothermes Ra=10’

Tig(IV-4) : Les lignes de courant et les isothermes pour Ra=10’
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NU 400.00 —
_O— Ra=10°
300.00 —
A Ra=10’
20000 - _A- Ra=10*
100.00
T—ua }om_o
. A A A 'y ‘—-—-0:..9_ 6_—?—.4
0.00 ———— s i e I 1 | : ) I{
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Fig(IV-6) : Evolution de nombre de Niisselt local pour différents nombres de Ra

1.00 —4
\ y A 81x81
e I\
- \ — A%
80 — Wa
= \,‘
=
f‘q_‘_&_%: A ‘ A A A A ,.‘
0.60 —| S G, Rl v
L
Iil
0.40 — |
|
A
d i-
0.20 —
0.00 T I I"‘“‘""_"|""“""—'.!"" l{
0.00 0.40 0.80

Fig(1V-7) : Profil vertical de la température a la mi-largeur de la serre pour Ra=10°
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1.20
P o 81 x 81
A
41 x 4]
1.00 —| 7 &
- A
0.80 —| A
A.
- A
e
0.60 — A A
A A
A
1 2 .
0.40 A &
020 | - — ; : - R
0.00 0.40 0.80

Fig(IV-8) : Le profil vertical de la pression a la mi- largeur de la serre pour Ra=10°
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1V-4 interprétation des résultats :

Pour étudier la sensibilit¢ au maillage de nos résultats nous les avons représentés pour

deux maillages différents 81x81 et 41x41. un raffinement du maillage n'influe presque pas.

Dongc, le choix d'un maillage 40x40 permet d'avoir un gain dans le temps de calcul.

1- Sur les figures (IV-1, IV-2, IV-3 et IV-4) nous avons représentés les lignes de courant et

4-

les isothermes pour différents nombres de Rayleigh. L'écoulement est caractérisé par deux

cellules principales qui tournent dans deux sens différents et présentent une symétrie par

rapport a 9=% Les figures Indiquent également que I'écoulement est généré au-dessus de

la région chauffée ce qui est complétement normal dans le cas d'une convection naturelle

dans un fluide chauffé par le bas.

La figures ( IV-6) montrent I'évolution du nombre de Nusselt local pour différents
nombres de Rayleigh. On remarque que le nombre de Nusselt local est presque constant
suivant la surface chaude quel que soit le nombre de Rayleigh, ce qui signifie que le
coeflicient d'échange thermique est constant.

La figure (IV-7) montre la distribution de la température a la mi-largeur( suivant l'axe

correspondant a @ =% ) de la serre pour Ra=10°et pour des maillages différents 81x81 et
41x41. On observe que :

La température diminue plus au moins rapidement a proximité du sol, et devient ensuite
presque constante jusqu'au voisinage de la paroi ou elle chute brusquement ceci est du a
la présence de la couche limite au contact immédiat de la paroi ot le gradient de

température est trés €levé. Cette derniére est I'une des caractéristiques de la couche limite.

La figure (IV-8) montre I'évolution de la pression a la mi largeur de la serre on remarque

que la pression augmente suivant 7 c'est a dire du sol vers la paroi.
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CONCLUSION

CONCLUSION :

Dans ce travail notre objectif était d'étudier le comportement de l'air & l'intérieur de la

serre. Nous avons élaboré un modéle mathématique qui nous a permis de déterminer les
distributions des lignes de courant , des isothermes et de la pression dans tout le domaine
d'étude . Les résultats trouvés permettent la caractérisation de I'écoulement général de l'air

dans la serre.

Nous avons aussi montés que pour des conditions de températures uniformes imposées
au sol et pour des écarts de températures faibles maintenus entre le sol et le toit , la circulation

de l'air est caractérisée par deux cellules de recirculation tournant en sens opposé .

Le fait que la pression de l'air & I'intérieur de la serre est importante prés de la paroi.
cela permet une bonne circulation de I'air dans la serre; d'ou l'idée de mettre les ouvrants en

haut (au niveau du toit) ce qui a pour effet d'évacuer ou bien de renouveler l'air de la serre.

L'étude réalisée est considérée comme une étape  élémentaire a l'étude des
phénomeénes (échanges) thermiques 4 l'intérieur de la serre. On peut conclure que les
résultats obtenus sont théoriquement acceptables et peuvent étre utilisés avant la germination

des plantes.
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PRINCIPE DE CONSERVATION :

Les équations différentielles partielles (E.D.P) utilisées dans les phénomenes de
transport expriment un principe de conservation d’une certaine quantité physique ¢ qui
sera la variable dépendante.

Généralement ¢ est une propriété spécifique (massique) qui peut représenter soit : :

1. vitesse ( quantité¢ de mouvement / unité de masse)
2. enthalpie spécifique massique.

3. fraction massique d’une éspéce chimique

4. energie cinétique turbulente massique

5. unité( masse / unité de masse)

REMARQUE :

La température T qui est souvent utilisée comme variable ¢ n’est pas une grandeur
spécifique mais elle est utilisée & la place de I'enthalpie.

Pour les liquides et gaz purfaits, on écrit :
dh = cpdT (A-1)

Les termes utilisés dans I’ E.D.P pour établir le bilan sont dcs grandeurs exprimées
par unité de volume et par unit¢ de temps.

¢  :grandeur / unit¢ de masse.

p¢ : grandeur / unité de volume.

gr( p¢) : taux de variation de la quantité ¢ par unité de volume / unité de temps.

Flux :la quantité ¢ qui traverse une surface / unité de temps .

Densité de flux J : Flux / unité de surface.

Le principe de conservation de la quantité ¢ s’exprime alors, pour un élément de
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volume de la maniére suivante :

Variation de la quantité ¢ = production de la quantité ¢

2 (ppy+Sli=s @)

Ou:

_@I_L=alx+af,+a/z (A-3)
&, o oy 0z

Le flux (ou la densité de flux)./ dans une direction donnée est constitué du flux

convectif ( pug) et du flux par diffusion( - I"%g) c’est a dire :

d¢
J, = s A-4)
puP - o (

Le principe de conservation s’écrira donc :
2 (pt)+ 3 )= —(r ")+S (A-5)
Ou encore ( en notation vectorielle) :

g( p#)+ div(pug) = div(Tgradd) + S (A-6)
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ANALYSE VECTORIELLE :

Soit un scalaire ¢ et un vecteur a(a,,a,,a,) dans une base (E;,E;,e,)
x,, X, etx, :les variables indépendantes.

D’une maniére générale, le gradient du scalaireg et la divergence du vecteur

as’écriront :

1 0p — 1 0p —
i 2

gradp=vg=1 285,

7 ox . fgx%e +Z-a;3-e_, (A-7)

diva=Va= h]hlzh] [—a%-(hzhﬂ,) +£:(h,h3a2)+ é-xqs—(hthlaj )] (A-8)
En coordonnées cartésiennes :
X =X X, =Yy X, =2
h =1 h,=r h, =1
En coordonnées cylindriques
X, =r x, =6 Xy =2
h =1 hy=r h =1
Avec :

x =rcosf

y=rsiné

Z2=2Z
En coordonnées polaires :

X, =r x,=0 x;=0

h =1 h,=r hy, =1
Avec: x=rcos@ y=rsinf
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En coordonnées sphériques :

X, =r x, =6 X, =@

h =1 h,=r h, =rsin@
Avec :

x =rcost

y=rsinfcosw
z=rsin@sin @

EQUATION DE CONTINUITE :

Dans le cas de l'équation de continuité (Conservation de masse)la variable
dépendante prend la valeur suivante :

g=1

notation vectorielle :
%?\vdiv(p;): 0 (A-9)

En régime permanent :
div(pu) =0 (A-10)
Dans le cas d’un fluide incompressible :

div(u) =0 (A-11)

EQUATION DE QUANTITE DE MOUVEMENT :

par contre dans le cas de conservation de la quantité de mouvement la variable
dépendante devient :

$=u, u, :(u,vyouw)
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En notation vectorielle :

2 (o, +div(pias) = divF, + (A-12)

ou:

F, : Force de surface (pression et efforts visqueux) appliquée / unité de surface,
dans la direction 7.
b, : Force de volume / unité de volume dans la direction ;.

F =-ip+1, (A-13)

i :vecteur unitaire dans la direction i

En combinant I’équation de continuité et 1'équation du mouvement, cette derniére
peut s’écrire :

- ——

gu—’—- +u.gradu, = -l-(div}':: +b,) (A-14)
ot P
EQUATION D’ENERGIE :

Conservation d | énergie.
$=nh

h : enthalpie spécifique massique.

%( ph) + div(puh) = div(T", gradh) + S, (A-15)

k Lo . . .
[, =— :rapport de la conductivité thermique sur la chaleur spécifique massique.
Cp

S, : génération de chaleur/ unité de volume qui inclut la génération due au
rayonnement, effet de Joule, effet de dissipation, enthalpie de formation....).

Pour les gaz parfaits , solides et liquides, on peut écrire :

gradh = ¢, gradT (A-16)

Lorsque c,est constant, I’équation d’énergie s’écrit :

gl 6—‘?(;}?‘) - cPdiv(p;T) =div(l,c,gradl)+S, (A-17)
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ou:

g(c,, pT) + cpdiv(pe,ul’) = div(kgradT) + S,

(A-18)
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LES DIFFERENTS SCHEMAS DE DISCRETISATION DU TERME
CONVECTION-DIFFUSION :

1- schéma centré :

On considere le probléme de
convection-diffusion unidimensionnel,
en intégrant I'équation suivante le long
du volume de contrdle définit dans la
figure(B-1):

Fig(B-1) volume de contrdle

(M)-Ex—(r df (B-1)

aprés l'intégration on obtient :

(pug), ~(pug), —(r‘”’) -2 L4 (B-2)

Pour le terme diffusion (T’ %) on vu comment le

réprésenter avec un profil linéaire de ¢.

En choisissant la méme profil pour le terme convectif on obtient :
1
9. 2‘2‘(¢E+¢w) (B-3)

et

4, = %(% +dy) (B-4)

Le facteur 5 est relatif au choix de la localisation des interfaces et ainsi I'équation (B-2) se

ramenera a:
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rz(¢£ "'¢P) _ rw(¢P )
(dx), (&),

—é—(pu).wg +¢p)+~;-(,m)w(¢p )~ (B-5)

Avec :
[,etl’, valeursde I' au interfaces.

En vue de compacter I'écriture, on introduit les deux symboles suivants pour avoir une

écriture compacte:

r _
F= et D=— (B-6)
= &
L'équation discrétisée devient :
app = agPp +ayd, (B-7)
Avec ;
F
a, =D, ——= B-8)
E e 2 (
F
a, =D, +—* (B-9)
F
uP=D,+—Z'~ +Dw—ui"~=a5+aw+(ﬁ;—-ﬂ_) (B-10)

comme par continuité, ona F, = F, alors a, =a, +a,

2- schéma "upwind" :

Ce schéma a été introduit pour la premiére fois, par Issacson et Rees (1952) [10].
Par rapport au schéma précédent, les termes de diffusion sont les mémes, seuls les termes

de convection changent, ils sont calculés en considérant I'hypothése suivante :

-La valeur de ¢ a l'interface est égale a la valeur de ¢ au coté amont"upwind side",

seule le nceud amont de 'interface contribue au calcul du flux convectif. Ainsi on a pour ¢,
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et

En utilisant l'opérateur

(B-11)

(B-12)

|4, B|, qui désigne le maximum de A et B, cette formulation

conditionnée peut s'écrire d'une fagon compacte comme :

Fe¢e = ¢P"F¢ ’ql - ¢E"_ F‘e ’0”

(B-13)

En suivant la méme procédure qu'aux paragraphes précédents nous aboutissons 2

I'équation (B-5) avec :
a; =D, +||— F,,OH

ay =D, +||F,,,O

|

ap, =D, +|F,,0|+D, + |- F,.0]

3-schéma hybride :

(B-11)

(B-12)

=a, +a, +(F,-F,) (B-13)

Ce schéma est défini comme suit en approchant la solution exacte (profil des

coefficients ) par des tangentes :

Pour P <2
Pour ~2<SPR<?
Pour P>2

Ze-p B-14)
D, :
LI (B-15)
D, 2

5.9 (B-16)
D

Ce qui peut étre traduit par l'écriture compacte suivante :

ap =

et
2

(B-17)
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ay .—.”—F,,De——“;—“-p“ (B-18)

De méme on obtient :

ag = Fw,Dw+£2"-,<)| (B-19)
et

ap=ag+ay, +(F,-F)) (B-20)
Remarque :

Ce schéma est identique au schéma aux différences centrées pour =2 < P, <2 et se

réduit au schéma "upwind" en dehors de ce domaine.
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Annexe C

Résolution d'un systéme 3 matrice tridiagonale(méthode de THOMAS (TDMA)) :
Quand un systéme linéaire :
AX =Y (C-1)

est a matrice tridiagonale, alors I'algorithme de GAUSS peut étre simplifiée, en tenant compte de L

structure particuliére de A.

Ce cas particulier est important. Car on obtient trés souvent un tel systéme lors de la résolution

numeérique de certaines équation différentielles

adoptons pour les éléments non nuls de A la notation suivante :

[b, (TR | F | O N 0 ]
- T - | e e 0
O a; b, ey 0 Qcaivn snns 0
0 0 g b, ¢ 0 0...cccoviicrviniviinins 0

A T e by e Eu S SRS SO B S (¢

| T M S e S a b e 0O......
Olsansmsnm s s o
Ot s el RO e Lo
e e ] S S a,

Ce qui signifier que I’on peut ne mémoriser que les (3n-2) termes non nuls de A dans trois vecteurs ..
b et c. ayant respectivement (n-1)et (n)et (n-1) éléments, plutét que de mémoriser et traiter tous les

termes de A dont (n*-3n+2) sont nuls.

L’algorithme de THOMAS est le suivant :
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Annexe C

1- Normalisons la premiére ligne du systéme :

G 0 sttt 0
b,

A, By € O 0
0 a by ¢ 0 O 0
0 0 a, b, ¢, 0 O 0
Dsicciiamisismemunrersmarbas a, b ¢ 0.
1 L I O e P
() o s e R s S s s e s Cpt
e R NPT ae b

>

elalite

B

{1 g0 0

Ibll

c

0 [bz‘ﬂ:;:] P | e 0
0 a B om0 00 et 0
0 0 a, b, ¢, 0 0 .0
0 ssonmenrusnnrmonsan ibivesins a b ¢ O0.....
o it o e S A SRTST R SR Aok s S e
.o cvmsnaiessnmrnmansss mummmonesmassans et sSasns PSS R LI b G siwo ek iy
0, e emnn A LT S A Ch VR oh G A VRS b,
L

e -

=

i

I

F

]

(C-3)

(C-4)
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Annexe C

3- Normalisons la seconde ligne :

i ra RS I R L e
bl 1
0 1 &2

0 a, b, €5 0 0o atacests 0
0 0 a, by ¢, 00
0 s et a b c
)T PSP S PCIS SRS PRPDPIPODIS SRS

005 coiitiviisin s isiesavinississsrasavasasosssanassncns sannssvenssess
0....

n-1

}?
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Annexe C

4- réduisons la troisiéme :
Y
¢ A1,
1 — 0 0.
" b“ X, b,
¢ Y, -a b
0 1 [ : 0.... 8 T,
ba - a, -I] ¢
1y b, —a,
I ! bi
> Y, -a, g
0 0 b, - a, = = c; 0 0. X, Y, - a, by |
b, —a, bl b, —a, € |
. o : th |
0 0 a, b, ¢, 0 0 ) Y, I
(oo o Ty e el oerccot= S Y <SR | WS O [ 12 " g
T SR R | P Y Y,
0.... o *
o a, b, =2 Y,
X,
|
|
ENP 2000
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Annexe C

5- Normalisons la troisiéme ligne :

I & 0 0
bl!
0 P 0

En continuant ainsi pour les n lignes du systéme, on obtient un systéme & matrice bidiagonale

unitaire(éléments diagonaux égaux 2 1)

1 « 0 0 ) . 0
01 a,0..... ” " .0
00 01 a 0 Do 0
0 00100 0
I e e ) 0 1 a O

D s e et o R s e
0 sessesidlucy
0 . 2 .0 1

0 0 1 —_— 0
b, —a, - €
b va,-E:—
0 0 a, b, c,
(1
0.
..
i S

oo

e B

S R

A
B,
Bs
B

(C-6)
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Annexe C

Algorithme de THOMAS pour la résolution d’un systéme lin¢aire AX=0 a matrice tridiagonale :
Soit la matrice A=(a, b, c) définie par (C-1).

e triangularisation(matrice tridiagonale devient bidiagonale) :

¢

a, =—
bl

o i=2,n-1
b_aa,,
)

B, = 7

b el e
bf —-4a,a;,

e Résolution de systéme a matrice bidiagonale(cas particulier d’un systéme matrice tridiagonale

supérieure :
X, =8,
X, =p-aX, i=p-1n-2,.......1

ENP 2000

(C-6)

68




BIBLIOGRAPHIE

[1] E . Berninger ,Cultures florales de serre en zone méditerranéenne frangaise, Paris, édition
INRA, Revue horticole, 1989

I2] Yves. Cormary, La thermique des serres, Paris, Edition Eyrolles 1985.

|3] I. Hurpy, Effet de serre, Paris, Edition Alternatives, 1980.

[4] Suhas.V. Patankar, A calculation procedure for two dimentional eliptic situation,
Numerical heat transfer. Vol 4.pp.409-425, 1981.

[5] Suhas.V. Patankar, Numerical heat transfer and fluid flow, New York, OHemisphere
publishing corporation, 1981.

|6] Donald Watson, Le livre des serres, Paris, Edisud/pyc-edition ,1982.
[7] F. Kreith, Transmission de la chaleur et thermodynamique, Paris, Masson, 1967.

I8] I.F. Sacadura, Initiation au transfert thermique, Paris, Edition Technique et
Documentation,1982.

9] A. Léontiev, Théorie des échanges de chaleur et de masse , Moscou, Edition Mir, 1985.
[10] Adian Bejan, Convection heat transfer, USA, A Wiley-Interscience Publication, 1984.
[11] Javad Mostaghimi, Computation of heat transfer and fluid flow, University of

Sherbrooke, Québec, 1981.
[12] M. Boumabhrat, Méthodes numériques appliquées, Algérie, OPU, 1991.



