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SIMULATION NUMERIQUE DES ECHANGES THERMIQUES
ASSOCIES A UN ECOULEMENT Gl Sosscd 3,5 0 PR
EN CONDUITES PERIODIQUES NSLWTHEQUE — HICW AT
Senls y
Proposé et dirigé par : Etiﬂl'h;_ :::k““ ﬂlﬂaehﬂp
Mr. H. BENNOUR Mr. M. S. KHELLADI
Mr. A BILEK

Mots Clefs : Fquation de continuité, équations de Navier-Stokes, équation de la chaleur,
conduites périodigues, conduites G angle vif, conduites & angle arrondi, schéma aux
différences finies, méthode de compressibilité artificielle, méthode de sous relaxation.
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RESUME

Nous avons analysé les écoulements laminaires entre plaques ondulées périodiques,
ainsi que les échanges thermiques associgs dans le cas d'une température de paroi constante.
Une transformation non orthogonale est utilisée pour adapter les équations de Navier-Stokes
et 'équation de la chaleur a la géométric périodique du systéme nous facilitant ainsi
I'application des conditions aux limites. Les champs de vitesses, de pression et de temperature
ainsi que les performances thermiques du systéme sont obtenus par l'utilisation d'un schéma
aux différences finies conjointement avec la méthode de "compressibilité artificielle” pour la
résolution des équations de Navier-Stokes et la méthode de "sous relaxation” pour la
résolution de I'équation de la chaleur.

SUMMARY :
We analysed laminar flow and heat transfer characteristics in a corrugated duct in the

case of a constant wall temperature. A non orthogonal transformation is used to adapt
Navier-Stokes equations and heat transfer equation to the periodic geometry of the system
facilitating so the application of boundary conditions . Fields of velocity, pressure and
temperature as well as the thermal performances of the system are acquired by the use of a
finite difference scheme together with the “artificial compressibility” meihod for the
resolution of Navier-Stokes equations and the “under reluxation” method for the resolution of
the heat transfer equation.
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surface d'échange par unité de profondeur [m).
chute de pression adimensionnelle périodique.
chute de pressian par unité de longueur [Pa/m].
coefficient de-compressibilité artificielle.
chaleur spécifique (supposée u)usmnu,)
diamétre hydraulique.

vecteurs directeurs dans les divections x.y.

vecteurs directeurs dans les directions €,n.

distance perpendiculaire aux deux parois {m].

distance verticale entre les deux parois [m].

cnthalpic.

coefficient d'échange thermique [W/m2K].

conductivité thermique [W/mK].

longueur de la conduite (période) [m].

demi-longueur de I'arc aux arétes vives de la conduite [m).

débit massique par unité de profondeur [kg/ms].

vecteur normal a la surface.

pression adimensionnielic.

pression adimensionnelie périodique.

pression [Pa).

pression périodique [Pa).

différence de pression entre I'entrée et la sortie de la conduite (période) [Pa].
périmétre mouillé,

nombre de Prandtl.

flux de chaleur échangée par unit¢ de profondeur {W/m].

taux volumique d'énergie thermique générée au scin du systéme fw/m®]
nombre de Reynolds,

section transversale de I'écoulement.

-température adimensionnelle,

températurc |KJ.

température moyenne {de référence) pondérée [K].

température des parois [K].

différence de température moyenne logarithmigue sur une période.
composantes adimensionneltes du vecteur vitesse dans le repére €, , €,.
composantes adimensionnetles du vecteur vitesse dans le repére C;, ¢, .
composantes du vecteur vitesse dans le repére €, € y [m/s].

* vitesse moyenne [m/s].
module de la vitesse du fluide,

énergie interne.

abscisse adimensionnelle.
abscisse [m].

ordonnée adimensionnelle.
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A ' taux volumique de travail des forces de viscosité.
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a Faxe des (x)

viscosité dynamique [Pa . s}.

viscosité cinématigue [m?¥s].

masse volumique [kg/m’].

contrainte de traction/compression [Pa].

variable (peut prendre la valeur de u, v, t, pou ).

fonction de dissipation {équation de la chaleur).

fonction utilisée lors du processus de résolution de I'¢quation de la chaleur (tend
vers 1 lorsque la convergence est atteinte).

contrainte de cisaillement [Pa}.
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coefficient de sous relaxation.

5 B

dices -
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Les problémes liés au transfert thermique dans I'industrie peuvent étre classés en deux
catégories : ' |
1. Les problémes d'isolation thermique. _

2. Les problémes concernant lintensification du phénomeéne de transfert de chaleur lui-
" ‘méme. ‘ _

Dans les problémes de la premiére catégorie, l'objectif est de minimi.ser les pertes
thermiqués d'un milieu de température (T|) vers un milieu de température (T; < .Tl), en
augmentant la résistance thermique séparant les deux milieux.

fei la différence de température (AT = T - I2) est fixée par la nature du probleme,
tandis que le flux de chaleur QO doit &tre minimis.

Dans le deuxiéme type de problémes en revanche, le flux de chaleur Q est

habituellement fixé, alors l'objectif est de minimiser la différence de temperature a travers
laquelle les échanges ont licu, cn augmentant lc contact lhcflniquc, clest 4 dire, en minimisant
la résistance thermique associée a cette différence de température.

Dans ce demier cas, deux approches différentes sont encore envisageables. Unc
approche visant I'optimisation des phénoménes de transfert grace a des techniques adéquaics,
telles que l'utilisation d'ailettes, l'utilisation des promoteurs de turbulence (rugosité, sablage,
obstacles pén'odfques, ...). Une approche basée sur une analyse globale des échangeurs de
‘chaleur [1, 2]. _ -

Les techniques utilisées pour l'optimisation des phénoménes de transfert permettent en
modifiant la surface d'échange, d'augmenter les performances thermiques par amélioration du
coefficient de transfert par rapport a la surface initiale. Cependant, ceci ne saurait étre oblenu
sans augmenter les pertes de charges associées. L'objectif précis dans ce cas, reste de réaliser
une augmentation des performances thermiques sans enregistrer une croissance importante de

la puissance de pompage.
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Des méthodes d'analyse basées sur les concepts de la thermodynamique combinés avec
ceux du transfert de chaleur, peuvent étre utilisées pour résoudre un tel dilemme {2]. En effet,
il est 4 présent bien connu que le transfert de chaleur et e frottement (associ€ aux. pertes de
charge) sont deux phénoménes irréversibles antagonistes. Le probléme pour ces méthodes
consiste & trouver un compromis entre ces deux types d'irréversibilités en minimisant, par
exemple, la production d'entropie totale.

L'analyse proposée ici concerne l'amélioration des performances thermiques d'une
surface d'échange par son ondulation.

~ On sait que la technique utilisant les ailettes vise 4 augmenter la surface d'échange pour
donner des échangeurs compacts, notamment lorsque les deux fluides d'échange sont de
nature différente (gaz - liquide par exemple).Ici l'augmentation des performances thermiques
- est directement lié a l'augmentation de la surface d'échange. En ondulant ces ailettes, on
obtient, d'une part, des échangeurs plus compacits en plagant une surface plus importante dans }I
un méme volume d'échange. Et d'autre part, on intensifie le phénomeéne de transfert de chaleur
(meilleur contact themiique fluide - paroi), en obligeant le fluide & suivre un chemin sinueux. .

Ici, 'augmentation des performances thermiques sera liée 2 la fois 4 'augmentation de
la surface d'échange et 4 'amélioration du contact thermique fluide - parot.

La méthode utilisée consiste a résoudre les équations de Navier-Stokes et I'équation de
la chaleur dans le cas d'une paroi isotherme, ce qui va nous permettre de calculer les
performances thermiques d'une plaque ondulée a profil périodique par rapport a une plaque. :
droite. Ces performances sont, le nombre de Nusselt, qui est directément proportionnel au
coefficient de transfert de chaleur et le rapport du flux de chaleur correspondant & la
configuration ondulée sur le flux de chaleur associé & la configuration droite correspondante ;

ce rapport sera calculé pour une méme puissance de pompage.
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~ CRAPITRE I :
Equations fondamentales

La description analytique de I'écoulement d'un fluide s'appuie sur la traduction des lois
physiques relatives a I'écoulement dans une forme mathématique adéquate. TI existe trois lois
{principes) physiques fondamentales qui, a Pexception des phénomeénes relativistes et
nucléaires, s'appliquent a n'importe quel écoulement, independaminent de la nature du fluide
considéré. Ces lois sont :

a/ Le principe de conservation de fa masse, dont I'équation mathématique est dite “Cqrtion de
continuité” ;

b/ La loi fondamentale de 1a dynamique, appelée aussi seconde loi de Newton, dont I'équation
mathématique traduit le théoreme de la quantité de mouvement .

¢/ Le premier principe de la thermodynamique, dont l'équation mathématique est dite
"équation de l'énergie” '

Ces équations de conservation peuvent s'exprimer aussi bien sous forme intégrale,
lorsqu'elles sont appliquées .2 un volume de contrdle rhacroscopique, ou sous forme
différentielle, quand le volume de contréle est une particule fluide élémentaire.

Dans le premier cas, l'analysé s'intéresse uniquement aux quantités globales de matiere,
de quantité de mouvement et d'énergie transitant par la surface de contréle et aux variations
totales de ces quantités au sein du volume de contréle. Ce type d'analyse est surtout utilisé en
thermodynamique.

Dans le deuxiéme cas, I'analyse permet d'obtenir des informations sur les propriétés du
fluide en chaque point du domainz d'écoulement, permettant ainsi une meilleure
compréhension des mécanismes de transfert au sein du fluide. Une telle analyse permet par
exemple, d'établir les distributions des vitesses, des préssions et des températures a travers un
domaine quelconque du champ d'écoulement. Nous allons donc, dans ce qui suit, présenter les

équations de conservation dans leur forme diftérentielle.
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Equation de continuité

Considérons le volume de controle AV = Ax- Ay - Az ' (I-1)

représenté ci-dessous :

(pw )3+A:

/ (pu)x

!
@), |, 4/_ ()

g

(1), ne / o), ‘

Fig. | -1 . Equation dc continuité.

Le principe de conservation de la masse stipule que:

- : iy P
Le débit massique le taux de matiere - | 7 T

~ |net sortant du volume| + | accumulé au sein dul = 0 U-2)
de contrdle AV volume de contréle A

Le flux de matiere p(V - ﬁ) au niveau de chacune des surfaces du volume élémentaire,

est représenté sur la figure ci-dessus.

La masse contenue dans le volume de contrdle est (o - Ax-Ay- Az), et par conséquent

le taux de matiére accumulée dans le volume (AV) sera :

%(p-Ax-Ay-A:) ' . : (-3

Le débit net quittant le volume de contrdle dans chacune des trois directions sera :

Y8 S Ca-4
yihy —pv]y]Ax-Az (1'5)
BN N | | (1-6)

- dans la direction (x) : lpu

- dans la direction (y) : lpv
- dans la direction (z) : lpw
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La somme de ces trois termes donne le débit net sortant du volume de controle.
L'¢quation de conservation de la masse s'éerit done pour le volume élémentaire AV -
o, = oy B2, — ] a8z ol - ] vy
' 1-7

3] .
—{p-Ax-Ay-Az)=0
+81(p- Y )

Le volume AV ne varie pas' avec le temps, on peut donc diviser les deux membres de
cette équation par (Ax Ay - A:) et en passant a la limite lorsque Ax,Ayet Az tendent vers

zéro, on obtient I'équation de continuité :

9 ? d w . B
g;(m)+5(m)+é;(w)+ Y =0 : (i-8)

En remarquant que les trois premiers termes de cette équation représentent la

divergence du vecteur flux (pV), on peut la mettre sous la forme plus compactc suivante

%

9.7 P 0 | (1-9)
. Ot .
‘ ' . L D 5. .
. En faisant usage de la dérivée particulaire | —= —i +u—+v 9 + w—a— , on vérifie
Dt o ax oy oz ) -

aisément que l'équation de continuité peut aussi se mettre sous la forme ;

Dp L v=0 | (- 10)
Dr

Clas particuliers :

- Régime permanent :

2027 pF =0 | (a-11)
/)

- Ecoulement incompressible :

Dp

0=V.V=0 : - (1-12)
Di :
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Théoréme de la quantité de mouvement (Equations de Navier-Stokes)
Considérons toujours le volume élémentaire de la figure (1-1) .

Le théoréme de la quantité de mouvement stipule que :

Somme des forces Débit net de . Le taux de variation

extérieures agissant| = |quantité de mouve- | +| par rapport au temps (I-13)
sur le VC ment sortant du VC de la quantité de mouve-
ment du VC
~— I N _ -
v v :

A ' B

Dans ce qui suit, nous allons évaluer chacun de ces trois termes séparément. Pour
simplifier le développement mathématique de ces termes, convenons de diviser chacun par le

volume (Ax - Ay- Az) et passons a la limite lorsque Ax, Ayet Az tendent vers zéro.

1- Somme des forces extérieures : Les différentes contraintes agissant sur le volume de
controle sont représentées sur les projections de ce volume dans les plans (x, y); (y, 2) et

(z, x) ci-dessous

Fig. 1 -2 : Equations de Navier-Stokes.
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Dans la direction (x) :

Z Fy =0l —owl, )‘l" 85+ (i ly 0 = o]y Jr Az (e PP hx-ay+

+g p-Ax-Ay-Az o (1-14)
d'ou
. V }: ¥ a '- ' a Tyv V
Acava—0 Ax - Ay Az Ox ay oz ‘
~ En procédant de la méme maniére pour les directions (y) et (z), on arrive finalement a la
relation :
li 2" g+V-3 o E- 16
—————— e e g . . -
Ax,a:g:l—.u Ax-Ay-Az P gt ¢ , ( )
Ol Tz ‘
ol I, =| T Oy, est le tenseur des contraintes. I-17
Ty T2y Oz '

2- Déhit net de quantité de mouvement sortant du volume de contréle :

D'aprés la figure ci-dessous, on a:

| (91711 "~ pVu )AyA: (pﬁv i —pﬁv )AxA:
Iim _____A_ lim AN . |x + J 3 .
Ax Ay, Az -0 Ay . Ay A- Ax A, Az—0 Ax-Ay-Az AJC~Ay-Az

.— ol ld Ay - -
Ax o WL)AX 6 (qu) sy(pl/v)-'i— —gz—(pr)

1o o, .« 2 o oF oV
72 9w+ 2 Vv Wl 1-18
[ax(m)+ay(m)+a:(pw}}+p[u R a:} N (1-18)
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pVu),

(P I? v),vﬂ-\y

/

{o¥ u)x;g ‘ (o).

Fig. 1-3 : Débit net de quantité de mouvement.

En utilisant I'équation de continuité, Ie terme ci-dessus devient : _

4 __,;am,,[ua_v v, a_V] (-19)

lm ——= + v w
ArarA—0 Ax - Ay - Az ot ox oy Oz

3- Taux de variation par rapport au lemps de la quantité de mouvement du volume de

controle :

Ce terme peut étre évalué directement, comme suit :

: 5 (o ‘ | )
pV -Ax-Ay-Az - - ‘

Ml’m B 3 .a’( ) a(p ) p_a_[/__‘_ ap (1-20)

w.As—0 Ax - Ay - Az Ax-Ay- A ot

Ainsi le théoréme de la quantité de mouvement donne :

- oV oV oV v -0
-7+Vf§.=—~yﬁ/+ O v w —+V/£/ 1-21
prRT Y o f{"ax o "au} "o T | a-20)

soit

p——=p E+V3, ‘ (I1-22)
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En coordonnées cartésiennes, cette équation se projetic comme suit

- DU do,.. OT. Ot
P']—;:P‘L’,\'*( E5 Sl 7 S Z\J

v Ay i (-2
pﬂ-.z o, + 61'_“, + 60',,5. + 62’2,. “ - 24
Di Tl T oy z B
o D -p-g, ar\f af}z aO'/, (I-25)
Dt é oy o

Ces équations s'appliquent & n'importe quel type de fluide.

Dans le cas des fluides newtoniens, pour lesquels les contraintes sont proportionnelles

aux taux de déformation, Stokes obtient des relations qui permettent dexprimer les
contraintes en fonction des propriétés du fluide [3,4].

L'utilisation de ces relations permet de transformer les équations ci-dessus commie suit

Dty or a(2 . .Y - VY - [ - |
AALAN N L 7V 7 IR VN Radi VIR FRVYY 1-26
P =P8 T a}g(:;ﬂ )+ (,u 6x]+ (y ) (1-26)
DV P (2 = =\ = ( Y = [ = '
O (7, v 728 IR VN PR IER VAN 7.4 7 (127
Py 18y & 6)/[3!' ) [/fay] (,, ) ! ( )
DW P 8(2 = =\ =( V) = = N
27 L +v | oV oW I-28
P =P 8" __(3 ) (,u a:] () (1-28)

ol u est la viscosité dynamique du fluide.

Ces équations sont dites "équations de Navier-Stokes”.
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Cas particuliers :

- Ecoulement incompressible d'un fluide a viscosité constante ;

DV G 2D '
p-BT::pog—VP+;:V2V . ' (1-29)

- Ecoulement non visqueux :

DV . =
p~5t—=p-g—VP : (I-30)

Cette derniére équatioh est dite "équation d'Euler".

Equation de {'énergie
Considérons comme précédemment un volume de contréle AV = Ax- Ay - Az
En thermodynamique, le premier principe pour un volume de contrdle (VC) s'exprime

comme suit ;
ﬁ)ﬂ_ﬁ‘i_é_w_‘l; H\l{e-{;:ﬁjp(”-ﬁ)-dA +%ﬂ] e-p-dv (1-31) |

Les différents termes qui apparaissent dans cette expression sont traités

individuellement ci-apres

&0

. ET - Quantité de chaleur regue par le volume de contrdle par unité de temps. Ce terme

comprend tous les transferts de chaleur qui transitent par la surface de controle, I'énergie
thermique générée au sein du volume de contréle lui-méme, due a une réaction chimique, a la

_dissipation d'une énergie électrique ou nucléaire.
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En appliquant la loi de Fourier, on a pour ce terme :
ar
—k— |Ax-Az

) | ar
g‘——z{k—i —k(}l{ }Ay-Az+ ka—[
df . ax x+Ar aI x ! ay yHAY a}} ¥

+[kai‘ —k-(-a-{- :|Ax-Ay+c}-Ax-/.\y-Az
a: ¥ AL aﬂ .

(1-32)

z

ou (k) est 1a conductivité thermique du fluide et ¢ représente le taux volumique de pénération
d'énergic thermique au sein du fluide; il est exprimé en (w/m').

4

b

. Ce terme est lié au travail technique échangé par le volume de contréle avec le

dt
milieu extéricur, il implique Fentrainement d'un mécanisme quelconque. 11 est évident dans
. Sw,
notre cas que ce terme sera nul : ” =0 : (T-33)
. a’F - Ce terme est lié & I'énergie dégradée par les forces de frottement du fluide contre les
1
parois.

Rigoureusement, 'évaluation de ce terme se fait par intégration du produit scalaire de la
tension visqueuse par la vitesse sur toute la surface de contréle. Cependant, comme une telle
opération est complexe, le travail des forces de viscosité est généralement exprimé de la

maniére suivante [3]:

5:;" =-A-Ax-Ay-Az (1-34)

ol A est le taux volumique du travail des forces de viscosité.

¢ H (e+£]p(l7 -‘ ﬁ)~dA . Ce terme comprend tous les transferts d'énergie associés aux

débits de Auide a travers 1a surface de contréle.
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I} s'exprime ainsi :

2"
-V P o
+ U+——é—-+g:+—~ U+——+g~+— 1Ax - Ay (I'«35)
_' p Z+Az ’ '

. gIILe-p-Jv:_—a%{e-p}Ax-Ay-A:

72
et comme e::(7+%+g:: _ | (1-36)

U : énergie interne (- -

alors EHL e+ L p-dv:—(?— (7+E+g: prAx-Ay-Az . (I1-37) |
o » ar S !

En remplagant les diftérents termes de I'équation (I - 31) par leurs expresstons
(équations (I - 32), (1 - 33), (1 - 34), (1 - 35) et (I - 37)) puis en divisant les deux membres de
'équation par (Ax -Ay- A:) ¢t en passant a la limite lorsque Ax, Ay, Az — 0, on trouve :
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En faisant appel a la dérivée particulaire, on peut €crire cette équation sous 1a forme:

R {5\ (= V7 = = dp) pDV? DU Dg) :
VAVTI+g+A=VApV - U +—t gz || V- pV + - |4+ 5 + + ' 1-39
9 (p ) ( 2 "’M £ ar] 2 i D P D -39

mais U = 7 -2 donc by _DH ‘IDp+ p Dp

p Dt Dt pDt p* Dt

En remplagant cette derniére équation dans (I - 39), on obtient :

- N PP R % H Dp pDp  Digs
V-kW‘+q+A:V-(pV)+[U+%-+ g:]{v- pV+%)-)+£ O Dp et +p%’) (I-40)

200 b0 Do opla y

En utilisant les équations de Navizr-Stokes pour un fluide incompressible, 4 viscosité
constante et en régime d'écoulement laminaire (T - 29}, le second terme figurant dans le

second membre de I'équation ci-dessus pourrait s mettre sous la forme

le_/'z o L L Lo ' . _
£ = V.Vp+V -pg+V V¥ : 1-41
S o p+V-pg+V - p (1-41)
De plus, ona:
V-pV =V -Vp+pV.¥ | (I-42)

on obtient alors :

_ , _
VT +g+A= F’-\?p-j»pf?- l7+[U +VE +g:\;.[€;.p;7+98]_ .

) &

=
)
+
=
o)
+.
'Tl
%
=i
+

) (1-43)
H _Dp plp. g

Dt e plrn Dr
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A présent, dans le cas dun écoulement laminaire d'un fluide newtonien 4 Viscosité
constante, et en utilisant I'équation de continuité (1 - 10}, 'équation de I'énergie peut se mettre

sous la forme :

Lo . . o DH Dp Dgd
VAV + G+ A=V o+ V- NV + p— Ly p07 [-44
- 4 AV iV p s =P (I-44)

On peut encore simplifier celte équation, en remarquant que

Dlgs)

Dt
(1 - 45)

V-pg=pb f=-pgw

On a finalement :

@-k\?’f‘+q+/\=l7-;ﬁzl7+p&-—£{)

: 1-46
Dt Dr ¢ )

Cette équation est la forme la plus générale de I'équation de I'énergie.

On peut encore simplifier cette équation en remarquant que :

CDH _(oH) DI (0H) Dp 4-47)
Di or ), b op ), Dt

: L H H 1 —
La thermodynamique nous fournit : (%J =Cp et (?_‘f{_} = —(l -1 ’ﬁ)
: , ,

ou f= ___}_(?ﬁ] - coefficient d'expansion thermique.
p\aor )/,

On obtient finalement :

G AT g+ A= T 597 4. p 2 1P
i e



CHAPITRE I: Equations fondamentales. ‘ 15

On pourrait aussi exprimer A dans i cas d'un écoulement incompressible de la maniére

swvante [3,5] :
A=V -V + ¢ _ ' (1-48)

. ol ¢, appelée fonction de dissipation, est donnée par

éuz 6v2 ow) ou av2 av-&w2 aw oY '
=242 kel hdid a4 B A did L -
¢ #(ar) +[6y} +( :) +ﬂ[é§y+6x) +(6z+6yJ +[6x+62) a 4-9)

On a enfin pour I'équation d'énergic

Lo — Dp Dr
VAV c g+ TH=L = pOp = - (1-50
q+d ﬂl)t p_Dr : ( )

La fonction de dissipation gest fonction de la viscosité et des taux de déformation, et

elle est toujours positive.

La dissipation a toujours pour effet d'accroitre 'énergie interne aux dépens de I'énergie
potentielle ou de la pression de stagnation (d'arrét). La fonction de dissipation sera
négligeabic dans tous les cas que nous allons considérer; son effet prend de I'mportance dans
les couches limites supersoniques.

Clas pdrt iculicr: '

Fluide incompressible avec¢ une conductivité thermique (k) constante, en écoulement

sans génération interne d'énergie
DT

‘. mzk_v‘.zy' : 1'51
P , (-51)
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CHAPITRE i:
Présentation du modéle a étudier

et position du probléme

-1/ Modele géométrique

On rencontre les conduites périodiques dans les échangeurs compacts gaz - liquide
(radiateurs d’automobile, radiateurs d’huile d’aﬁons, réfrigérants de turbines a gaz, batteries
de traitement dair, lctc. ..} Le coefTicient d’échange élant moins bon du coté paz, les
surfaces d’échange sont souvent des batteries de tubes a ailettes ondulées, le liqude circule
dans les tubes et le gaz sur les ailettes, c’est justement ces ailettes qui constituent ce que nous
allons appeler par la suite "conduites non cylindriques & motif périodique”. Le terme

périodique découle du fait que ces conduites ont une allure ondulatoire (Fig. 11 -1).

/)

Entrée
gaz

.

N i

Entrée
liquide

Fig. § -1: Schéma d'un échangeur de chaleur gaz-liquide & aillettes ondulées.
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~ L'objectif de la présente étude, ext d’isoler une partie de la conduite (une période), et
d’¢étudier les mécanismes du transfert thermique en tenant compte des différents paramétres
géométriques (longueur de la période, distance entre plaques, angle d'ondulation ...).
On fenccntre généra]emeht, deux grandes classes de ¢onduites périodiques :
- Condurtes de type convergent - divérgent . les parois ne sont pas paralléles
(Fig 11 - 2a);

- Conduites curvilignes a parois paralléles (Fig. 11 -2b) .

PN

NN

(a) (b)
Fig 1 -2 : Types de conduites.

¢

Dans chacune de ces catégories, on trouve des conduites en dents de scie (sommets &

angle satllant), et d’autres a somimets arrondis.

H1-1-1/ Modéle a étudier

Notre étude sera limitée aux conduites curvilignes a parois paralleles.

y 4
I
g L
H)
Yy .
Fig. 11 -3 ; Modele a étudier.
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Comme le montre la figure (Il - 3), la distance (H' ow H) qui sépare deux plaques
adjacentes, est constante, et l'ordonnée (3;) du profil de la paroi varie en fonction de x ; soit
y=£:(x).' (1) représente la longueur de la période et (¢} ’angle d'ondulation.

Nous allons étudier plusieurs configurations définies par des rapports (H”7) et des

angles (g différents, pour des fluides divers.

11-1-2/ Détermination de la fonction £(x)
Pour définir le profil de la paroi, nous allons opter, dans le cas des conduites & angle vif,
pour une combinaison de fonctions lindaires et paraboliques, et dans le cas des conduites a

angle arrondi pour une fonction sinusoidale .

a) Conduites a angle vif ,

Qutre le fait qu'il est quasiment impossible, d'un p(_f)int de vue technologique, d'obtenir
un angle vif par "pliage” d'une tole, il est impératif de simuler le profil de la paroi par une
fonction continue de maniére a éviter d'éventuels problémes de stabilit¢ lors de la
programmation, La paroi sera donc représentée par des fonctions parabeliques au voisinage

des sommets et par des fonctions linéaires pour le reste. Voir (Fig. Il - 4) ci-aprés.

.S}

L
Fig. II - 4: Profil de conduite a angle vif.
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Aunsi, dans ce cas, le profil sera défini comme suit :

[ Ax*+Bx+(, xelo, /]
A x+ B, xe[!,i—l}
: . 2
‘ 2 1 IJ ll
e(x)= Ayx=+ Byx+ xe | == —+1
, 2 2
Ajx+ B, xef:g+l,!;*l}
\ Ax*+Bx+C, xe]],—I,L]

Apres détermination des constantes A, B, ¢t C, (voir Anncxe 1), on obtient :

/ | ,
’f;’ [,,r2 L ] | xclo
twf-x xe{],éml]

- 2 ’

&‘(x)é < —’glo(xz—lﬁ+[—;i—l] J : xe]%—f,g—ﬂ'[
~1g8(x- 1) | xe[-{21+1,1_»l]
E2fx-ry+r7] xelL-1,1]

\ :

. . . elx x
En écriture adimensionnelle, avec (‘)‘(X): # et X = 7 ona:

i ( ,
‘ 80 1 yr i L xelo!
2 17 L ’
L
S
1g0-X XE[?,E*I]
g6 { ., A 1 /1
T TR S e
L’ 2 . ’
2L I 2 172 1
~1g6(X -1) XE[%*-—;-,]-’%:I
. ‘2
180 (x =17 +[-l-] Xe:ll—i,l]
2!/] L .

19

(- 1)

(11 -2)

(11 - 3)
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Les développements mathématiques qui vont suivre gagneraient en simplification si l'on
a5(x)

introduit la fonction 8=
ax

(6l

IT vient alors a partir de (H - 3)

w6 ., OB 120 8'p g [/ )
) ="y , —=-= ' =0 0’__
d 17 ox I ax?t XG_ /.
/J’: /1}
R S
X X : L2 L

: : 2 - :
ﬁ;—rg8(2.X—]), 6. 189 0 f:o Xe]l—i,l-%i{ (I1-4)
2 ox Lo -J2 L2

op 'p . [1 / /
:—-]J'g , — = :0 ’ X —_ -'-“-,1'-'—
A=-i80 . o= ox | N A
126, ap g8 8*'p . ] I ]
= m———— X—] , m——= ~ =O X ]""—,]
4 !/( ) ox 17 ax? 11
1 AL : |
,
Renw;_'que:

lei, il convient d'insister sur le fait que les arrondis aux sommets sont une contrainte
imposée par le procédé de fabrication et nécessaire pour éviter les discontinuités du profil.

C'est pourquoi, ces parties doivent €tre aussi petites que possible (1 << L) i

b) Conduites a angle arrondi
Dans ce cas, le choix d'une seule fonction pour représenter le profil, nous permet

d'éviter tout probiéme de discontinuité. Nous optons denc pour un profil sinusoidal qui nous
donne la possibilité de faire varier I'angle d'ondulation (8. Le profil en question est représenté

par la figure (11 - 5) ci-aprés.
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0
- .
47 1 N
7 NY
v
/
s N
L
Fig. I1 - 5 : Profil dé conduite a angle arrondi

21

D'aprés cette figure, on a dans ce cas, pour tout l'intervalle [0, L] (voir Annexe I} :

£(x)= %tg@ : [1 - %cos(—?}:ﬂ; x)]

En écriture adimensionnelle :

L

5(X)= sl)_ %lgﬁ[l - %005(271' - X)]

On a aussi
\
p= %: 120 -sin(2z - X)
%=2n-tg6'cos(2zr-X) >
2
ZXf =—(27) 1g0sin(27 - X)

(1 -5)

(11 -6)

(1-7)
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1{-2/ Modéle mathématique

1i-2-1/ Hypothéses de base

2)

b)
c)
d)
€)
f)

L'écoulement est bidimensionne! (les plaques sont supposées de_profondeur infinie) ;
w=0;
Les parois sont isothermes (t., = cte.) |
L'écoulement est permanent, laminaire et incompressible (p = cte) ;
L.a viscositeé (p) et la conductiﬁté thermique (k) sont constantes;
L'énergie dissipee par frottement est négligeable (¢ =0) ;
Définition d'un régime établi pour 'Scoulement en conduite périodique
- Dans le cas des ceoulements conventionnels CI-‘} conduites droiles, e régime sera
élabli 4 une distance (x) de la zone d'entrée ou I'épaisseur de la couche limite devient ,

constante. Dans ce cas, le champ des vitesses sera régi par les deux conditions :

u_
ox
‘ (11 - 8)
v=0
le champ des températures par :
ot , .
—=0 ' (-9
Ox : )
ou 1= (!
tbx Tl

avec

v2

I(_t—t“_)-u-dy |
=1, =2 ' (11 - 10)

Iu -dy

¥l

représentant la différence de température moyenne pondérée du fluide suivant une

section ;
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et le champ de pression par :

dp B :

— = e n-11
dx , ( )

Ces conditions ne sauraient définir le régime établi dans le cas des conduites
périodiques, ¢tant donné que l'écoulement subira dans ce cas des perturbations

entretenues par les changements de direction qui reviennent périodiguement,

Par conséquent, dans le cas des conduites périodiques, on pourrait plutdt parler
d'un régime établi généralis¢ qui signifie, qu'au-dela d'une distance suffisamment
¢loignée de la zone d'entrée, les mémes perturbations se répétent de période en

période, ce qui justifie le fait que notre étude soit imitée a une seule période.

A présent, on peut faire les hypothéses suivantes concernant les champs de

pression, de vitesse et de température dans le cas d'une conduite périodique.

® Pression :
On admet que la pression décroit globalement de fagon linéaire avec (X), et que

par conséquent on peut la définir par 'expression suivante [6, 7, 8]

pley)==b-x+plxy) (- 12)
ol
p o Ploy)- f(x +L.y) (11-13)

est la chute globale de pression par période, exprimée en  [Fa/m], ot plx,y), un
terme qui varie d'une fagon péniodique avec (x).

i
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Autrement dit, la pression du fluide vérifie la condition de périodicite suivaﬁte :
ple, y)- plx+ L, y)=plx+ L, y)—- plx+ 2L, v)=... (1 -14)

o Vitesse :

La vitesse satisfait aux conditions ;

1

u(x,y): ulx+ L, y)=...

vix, y)=v(x+ L, y)=. (il - 15)

e Température :

Dans ce cas, la température adimensionnelle  7(x,y) sera définie par

I'expression suivante [7]:

T(x,y)=M,1—’l o -16)
aveé
¥2 )
[l y)=0,) - v
, 1, =2 ‘ | (1-17)
[l dv | |

2

représentant la différence de température moyenne pondérée, tenant compte des

éventuelles zones de recirculation caractérisées par des vitesse (u) négatives:.

En l'absence de zones de recirculation (u sera toujours =0), on retrouve 1z
relation (I - 10) relative au cas des conduites conventionnelles, déiinie

précédemment .
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La température ainsi définie, sera soumise a la condition de périodicité suivanic:
T(x,y)=T(x+L,y)=... : (I1-18)
g) Enfin, les effets du champ de gravitation seront négligés.

11-2-2/ Equations
Sur la base des hypothéses développées: dans le paragraphe precédent, les équations
régissant le probleme s'obticnnent & partir des équations fondamentales du Chapitre 1, de la

maniére suivante :

o Equation de continuité : C'est I'équation (I - 12) écrite pour un écoulement bidimensionnel,

Soit
_ | (li- 19)
e Equations de Navier-Stokes : Elles s'obtiennent & partir de I'equation (I - 29) ou le terme

relatif aux forces de champ (g) est négligé.

On obtient ainsi en coordonnées Cartésiennes ¢

ou ou Lop (0w o) )
U——F V— = — et V| — +—
- ox oy p Ox ax® oy
' (11 - 20)

o Iquation de la chaleur @ Elle s'oblienit a partir de 'dquation (1 - 51)

ot ot 8%t 8% : ‘ -
plul v E ok + 220 I-21)
PP ('“ax i ] (6x2 6y2} ( '
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Pour conférer a notre étude un caractére général, nous allons recourir & l'écriture des

équations (11 - 19), (I1 - 20) et (I1 - 21) en grandeurs adimensionnelles.
Choisissons pour ces grandeurs les définitions suivantes 16, 8):
X XA )

U wvily
V- viviL)
P=pipvl): } ¥ | (11 -22)
P ~p/p(vL)? |
B = bL/p(vL)®

7=t~ ty)i(tm ~ ti) |

- L'¢quation de continuité devient

ov + [ = () (11 -23)
ox ay
- et les équations de Navier-Stokes deviennent
: > 217 27 Y
‘ {Ia—U—+VQ£.—_~»§-{~+ 0 [2 +———~~a ﬂ
'2).4 oY oxX (oX oY~ j
\ (11 - 24)

U—+ = +
oX ay a8y \lox?* &y’

av v ar (azv 62VJ
V— =~ —=+]
mais comme

P(X,Y)=-B-X+P(X.Y) (1 - 25)



.CHARITRE §l | Présentation du modéle & étudier et position du probléme 27

ces deux équations donnent :

\
T 2 2
U@U+V?~£{~= of B+ 6(§+6({ ‘
ax oy ax  lax® ar’ |
7 (II - 26)
2 2
U?i VQ—IC_ 6P+ 51;+Q!§
ox oY oY \ox*° oY
J
- l'équation de la chaleur (II - 21), s'écrira a son tour :
2 e\ gl - j .
vy _k (a;ﬁaz p A=) (z LT _yrls
ay oY Cp-ulox® ay? dx {1, 1t W Cp-uox 27
k d("‘l ') I ' | V
Cp-udx* |, —-t)
Hlp o C T ia8)

cn introduisant @ Pr =
et le paramétre de la variation relative de la diftérence de température moyenne par rapport a

(x):

2= lzt) 1 (1 - 29)
Xt —t,) _
et
. ,
di_d*e,-r) 1 *izsd(lm 0} 1 _dh 1-30)
dX dx* (1, -1.,) AT (1, 1) dx 7 |

I'équation (11 - 27) devient :

. 2o 2. ~ ‘ '
Ua—j p & Lpot oL A(ZO—I—P UIJ (‘I—’lmzj | (11 - 31)
X oY prlax® ar’) pr ax dx |

Lobservatlon de cette équation ou U, V et T vérifient les conditions de penodlcxte

(II - 15) et (11 -18), montre que (A) doit a son tour verlﬁer la condition :

Alx)=Alx+ L)= .. (11 -32)
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iI-2-3/ Changement de repére
Dans le but de rendre plus facile la résolution du probléme, 1l est commode d'opérer le
changement de référentiel représenté sur la figure (II - 6) ci-dessous.

Les relations entre les nouvelles coordonnées (&, 7} et les anciennes coordonnées

(X,Y) sont les suivantes :

n=Y -6(x) | (I - 33)
et
fox N | (11-34)

le domaine de résolution est donc défini par :

O<np< H/L et0< &<, (11 - 35)

Les lignes d'iso-77 et d'iso-£ sont représentées sur la figure (I - 6). On voit trés bien que
les lignes 7, 12 & e &, définissent un contour curviligne représentant la surface de controle
du volume élémentaire entouré par les nointillés. '

L'angle formé par les vecteurs directeurs (¢, , €, ), varie d'un point a un autre ; autrement

dit, notre nouveau repére est un repére local.

YA

[/ 7 [

— >
€y & & : X

Fig. Il - 6 .- Changement de référenticl.
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Soit # un vecteur normal aux lignes d'iéd-n tel que :

[

A (11 - 36)
iz |
soit dans l'ancien repere :
(o7
ji= - = %1 | (1 -37)
() (5] tor
ax Y Y
olX 0
Mais n=Y- &X) d'ou -g'—;z—aag() ct,-:ag:l
- — o o g 00(X) _
D'autre part, en se rappelant qu'on a déja pos¢ S = ox et en posant :
a=p+1 C (-38)

~On pourrait finalement, aprés quelques réarrangements mettre T'équation (11 - 37) sous
la forme :
b ' _ :
_r (11 - 39)

h= Ja.(— pé, +é,) .

Posons :

- (11-40)

(=B (u)_ | ' K
"'65_7’;{1]‘(1;} o S e
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dod -aBh- 0

2 .
Et comme =1, cestadire a*+h?*=1,

[
[

on aura

1 3
a=—=
Ja
) (11 - 42)
5 :
b=
Ja
J
L'équation {11 - 40) devient :.
Z, = 1 +pa) (I - 43)
Ja '
D'un autre ¢Bté, ona
€, =€, (If - 44)
En résolvant ces deux équations en ¢, et ¢, on aura:
¢, =u ¢, - f-¢,
, (11 - 45)
é-) = é'ﬁ

Soit un vecteur quelconque @, défini dans le repere (¢,,¢,) par les composantes

(P, , ® ) et dans le repere (¢, ¢ ) par les composantes (@, ;).
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On établit entrz ses composantes les relations suivantes :

@, =0 Ja
(11 -46)
®,=®, - B0, -

Sur la base des développements ci-dessus, les équations de Navier-Stokes, de continuité
et de la chaleur, écrites précédemment dans le repere (€, ,¢,) (€quations (I - 23), (11 - 26) et

(11 - 31)) s'écrivent dans le repére (€,,¢,) :

\
Uaﬂ BU:_ o -B{+AU
ox )4 X
(I1-47)
14 oV ou ou or
U—+V-— |-l —+V — =~ — =B — = B |{+(AV -~ BAU
[ oX _6}’} ﬂ( o0X BYJ [ay B( D ( A )
' '
Notons que la composante de la vitesse suivant ¢, est donnce par :
u,=Vv-gu ' ' (11 - 48)
2
Avec ﬂ‘“m = (X} d onc Qé:() et 9 'B=0_

oX ay Gi
On peut a présent éliminer 1a composante de la vitesse (V) des équations (11 - 47) ci-

dessus, ce qui nous conduit a les écrire aprés quelques manipulations comme suit

oU ou _ (aoP \
) U, + BU) = - B+ AU
Vax o, h )aY [61\’ J |
» (1 - 49)
U, U z > ? ol
U=, + p- U2 a" 13]__ +AU, + 2B yTE _p P
S ar Tovex ot &
. /
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Ensuite, en éliminant les variables (X) et (¥) a I'aide des transformations suivantes :

\

0 .99 doy

X BEBX  Anax
0 _00¢ 00
dY QEY onoy

| | > (11 - 50)

2 2’ 2 2 2 2 2 2

o _d (Y 09 , 9 s 0 (61}) L0 9
ax? DEA X & X’ déon ox ax  an*\lax an dX?

U 4 N P N (91f+162'7
ay?  pEi\ay ) o£ovr T ofon oYy oY on*\ay) emer?
/

qu'on.peut simplifier en remarquant que

AT \

2

76

ax?

% _o

oy

'

e " | -
on | | @-si
(_;Xﬂz_ﬂ _ (It - 51)
o'y =—6ﬂ=—ﬁ'

ax: X

o _,

)

&'n _

7
ort | y
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pour ahoutir aux équations .

2 0 40 \
oxX o9&  Ony
2._32
oY On
62 62 62 62 >
7=~ 2P +p 2
oxX* o o&on on
oo |
ay* an’ | ' )

Les équations (11 - 49) deviennent :

Al N _ (o aP Y (0, et il
R (a‘: 2 5]
au au, (& P U, U, U
7 ’?____ el - sl B 2 7 7
% o, {"an Yo t’ ][acf pa@n”@n’}
3B BYoU LU\ ([FB 0B 0B s0B) a3,
o " on\ & ﬂb‘ﬂ] U(a P sen oLon A on’ HGIJ [06 ﬂan

e

)

33
il - 52)
(i1-'53)

Mais puisque S est fonction de (X) sculement, donc fonction de & sculement | dans lc

B

. g
nouveau repere, ona —=
on an?

s'écrivent finalement dans le repére local

- 2 - - 3
ol oy (ar or o) o ot
U+ S _2p2Y 52
& v, 'B) an [aé ﬂan } (64‘2 ﬂaf,‘an 6an
U ol P op U U U,
U- i+(u,,+ﬂ). L aa[ upal s Bl 28 e -J
o5 on oan o o5 ogn - o

2 9P

—‘?’E(@—ﬁ} vZ8-y
ae\og “an) " as PY:

=0, et les équations de Navner-Stokes (11 - 53)

(11 - 54)
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1'équation de continuité (1l - 23) et I'équation de la chateur (I1 - 31) se transforment a

leur tour aisément pour donner en fonction des nouvelles variables, respectivement :

ol . ,
%g- a' =0 (11 - 55)
c no :

et

2 24 2p
UQ—T— (U,,+‘BJ6"r __l_‘ a{~2.ﬂa[+aa] =
& Pr/on Pr \a¢ o&dn  on?

L({ (-aiaﬁ J PU!)A+[@+AZ]TJ
Pr o0& on o0&

Notons que dans I'"équation de la chaleur le terme (4) ne dépend que'de £.

(I - 56)

i1-2-4/ Conditions aux limites
» Vitesse

Au niveau des parois, le vecteur vitesse est nul, V, =0 ;

Uy=0 : .
' Donc Uy =0 ala paroi. (I1 - 57)
Vu=0 :

» Tempeérature

On a déja pos¢ comme hypothése que la paroi est isotherme, t. = cte, ce qui nous

donne une température adimensionnelle nulle a la paroi
Tw=0 . (Il - 58)

s Pression
Le probléme de la condition limite concernant la pression, sera traité plus loin dans la

partic modélisation numérigue.
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11-3-5/ Conditions de périodicité
Elles ont déja €té établies dans le paragraphe (11 - 2 -1) concernant les hypothéses.

Elles sont simplement reprises ci-dessous :

\
En)=1(E +1m)=.
donc Uq(g',r})=Uq(¢' + l,q)m...
Vg n)=v(E+1n)=..
Plen)- PE+LR)=PE+Ln)-PE+2,m)=.. i (I1-59)

T(.m)=7(¢ +Ln)=...
ME)= Mg +1)=..

1-3-6/ Conditions concernant I'équation de la chaleur
Pour résoudre I'équation dc la chaleur, qui est a deux degrés de liberté (7, A), il est
~nécessaire de trouver une autre équation. Pour ce {aire, considérons de _nmivcnu I'équation
(11 - 17) et divisons par (1, -, ) pour obtenir : |

"m

2 /2
yj T Uy }7‘-|U|dY

et b o e
[y [lrjay
yi ¥l

soit,
L
¥2 ¥2 .
fr-yar = [l (1 - 61)
1

» ¥
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CHAPITRE I :
Détermination du nombre de Nusselt et
du débit de chaleur transféré

entre le fluide et la paroi

Le nombre de Nusselt moyen est défini comme suit ©

_hD, | (- 1)

u

h et k sont respectivement, le coefficient de convection moyen et la conductivité thermique

du tluide, Dy, le diametre hydrauliquc'qui dans ce cas (voir Fig. 11l - 1) scra donn¢ par

l'expression :
p, =35 A oy o (H-2)
per  2a :

Ce quiconduit a :

Nu="222 (I - 3)

S

Fi g. 11T - 1 : Ecoulement entre deux plaques.
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Pour évaluer (Nu), il convient de I'exprimer en fonction des paramétres qui figurent

dans les équations de notre modéle mathématique qui fait I'objet du Chapitre I1.
Pour ce faire, considérons le volume élémentaire de fluide représenté sur la

figure (I! - 2 ) ci-dessous et appliquons a cet élément le principe de conservation de I'énergie
(11 - 31).

a0

[9r.acd? 1
—

. (l m )X +dl¥

Fig. 11 - 2 :Bilan éncrgétique.

On obuent :
| 4o - 04 . -—m-Cp- = ' 1ni-4
0- J—é?dY dx —r-Cp-di, =0 (111 - 4)

la densité de flux gy est donnée par la relation de Fourier :

gy =—k 56;? ' ‘ | - (I - 5)

En portant cette expression dans (IIT - 4), on obtient :

dg)+[&f§\;2 d)’}-d)(—rh-();-drm =0 | | (11 - 6)
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A présent, intégrons entre (X =0)et(X=1): -

" ’
(x=n ] (V=)

de+kj - fet,, = Wi

{x=0) o) o™ {v=u}

la température de paroi étant constante, on peut écrire dr, =d(t,, —1, ); ensuite en remarquant
que :
(=t)

dez—h-.Aw /
{\V=0)

(111 - 8)

L

21

3 étant une approximation de la surface d'échange par période et ¢, —¢, la
cos

A

=

w

différence de température moyenne logarithmique sur une période.

On peut écrire I'équation (111 - 7) comme suit :

)y 1Y o4

- hA, I =m- (p j.d =1, )~ AI I

TR P 0 o

(il - 9)

Soit encore :

:ldY (HI - 10)
Y=0

H'PL at
_hAwfm*i =m- (P [(tm ‘-1_ m _0] k '[ [aX\l 6X

Notons que :

i[rwrw ]2 a1 dl, =) (’“’»-]zﬂ_]__,u' (Al -11)

axie —t,) X1, —t, dx (1, -t )\, -1, ) ox(r,—1,)

D'ou :

;—;(=(1m -1, ) [Z—;(HJ] ‘ (111 - 12)
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“En portant cette expression dans I'équation (III - 10), cette derniére devient :
—hA L, 1, =im-Cplt, =)y (. —lw)_‘.;“]—

ofier) el Jp

vu les conditions de péniodicité, ona

[aff + ;:r] = [Q’— + ﬂ’] (111 - 14)
ax o LOX oo o

et I'équation (11 - 13) devient :

1} ox

dYJ (11 - 15)

, . : oL T
IRV YIRETIEY  (RET B -r“.)_‘.ﬂ,]-(%g— f [a—+AT}

AN o=

" Cr (oi rrest le débit par unité de profondeur) en -

A présent, exprimons le groupe

fonction du nombre de Reynolds (Re) et du nombre de Prandtl (Pr).

Mais tout d'abord, rappelons qu'a partir des définittons on a .

Reo LM P _ Pty 2 =2"("'”""H):_2_”i (11} - 16)
H Iz Z # .
et
#lp - (Il - 17)

Pr=
. k

il vient donc :

e Cp  Re-Pr (111 - 18)
k 2 : :
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D'un autre cété, ona :

Jd - .
oy =2 =t) ' | -9

(tn -1.)

Intéprons entre I’entrée ¢t la sortie de la conduite, on obtient :
£ .

ln[ (r,~1.), ., J:j/l-d)( | (i1l - 20)

(’m "tw).\'=0 S0

Donc, on peut €crire : '
a/ (!m - tw').‘.'-vl = (tm - "w ).\' a) Exp[jl : dX] (I{] = 21)
. ! |

et par suite,

b L -1, = (t, ~f...v)(,\-=. “(‘-)u ~l)ye =, -:,,.)_\_5{,(1 ~ x| ;L.de , ! (111 -22)
' te —fetva : s
lr{(tm _Iw).l‘z{)]

fa-ax
0
Finalement I'équation (111 - 1:5.) s'écrira ;

hA_(:mnr“,)_\,zu{1~_1;xp('j ,14)(]] 1 SN S

' 0 j A-dX _
) (It - 23)
dy]
A=

‘ Re-Pr ”"’"[az* }
x{1-Exp| [A2-dX || - [ | Z=+ar
efe 5T
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En simplifiant et en multipliant par (2}, on aboutit aprés quelques réarrangements a

I'expression :

a2 (e IO,
k L4\ 2 3 lax

d}’J-Iﬂ.-dX (111 - 24)
A=0

w ¢
Finalement, en multipliant et en divisant par (L) le membre droit de cette équation, le
nombre de Nusselt sera donné par :

. .. WAL meps _
Nu':{ijz_j“ ke-br 7 [QLMIT] ay |- {a-ax (it - 25)
L A 2 o LOX X0 ) :

W

11 vient alors que le débit de chaleur transféré entre le fluide et la paroi sera :

‘ ‘| H L + '
O=-k-{t,~1.) 0 -{'1 —Exp“i -d/\’ﬂ -(R"zpr - _f [g;— +17'1\ dY] (111 - 26)

-Soit, en introduisant (Nu} :

[i—};}n:p“i-dxﬂ -
, Nu-k-A, _ o ' -
Q._.( iy »)-(t,,,—-fw),\-,“- ['A J (N -27
le-a)i
1]
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CHAPITRE IV :
Modéle numérique pour la résolution.

des équations de Navier-Stokes

Le modéle mathématique qui a fait l'objet du Chapitre 11, posc les équations qut
permeitent une description compléte de notre probléme, dans le cadre défini par les
hypothéses et les conditions aux limites que nous y avons spécifices. '

A présent, nous allons nous intéresser & la résolution des équations de Navier-Stokes,
puisquc comme il a été noté précédemment, le fait que notre écoulement soit incompressible
nous autoris¢ 4 décomposer le¢ :problémc en deux volets et @ ne considérer le probléme du
transfert de chaleur qu'une tois le champ de vitesse connu.

La méthode des différences finies est trés utilisée dans les domaines de la mécanique
des fluides et du transfert thermique, pour la simplicité de sa mise en ceuvre et parce qu'elle

donne de bons résultats.

IV-1/ Choix du maillage :

Le maillage a une importance capitale dans la méthode de discrétisation des dérivées
partielles d'une part, et dans I'application des conditions aux limites ‘d'autre part.

Etant donné que la pression n'est pas connuc sur les parois de la conduite, on choisif un
schéma dont les vitesses et la température sont représentées sur les nceuds des mailles, et la
pression au centre des mailles, de maniére a ¢viter de faire intervenir fa pression sur la paroi

(voir (Fig. 1V -1) ci-dessous) {9).
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(i-1,)-1) : (,j-1) | (1+1,3-1)
B AL —
(1-1/2, -1/2) (111/2,)-1/2)

(i'laj). L 4 (]aJ) . (1+1>J).

(i-172,§+1/2) (i +1/2,+172)

(1-1,5+1) (i,j+h (i+1,j+1)

® Keprésente fes deus composantes de la vitesse o la empérature,

Q Représente la pression

“Fig. 1V -1 : Choix du maillage.

IV-2/ Choix de la méthode de résolution
Notre probléme comporte deux difficultés particuliéres dont il faut tenir compte
lorsqu'on s'apprete a choisir une méthode de résolution :
a) L'équation de continuité (V -V =0) doit étre satisfaite a tout instant, ce qui rend
impossible l'utilisation d'un schéma simple. |
b) L'absence de conditions aux limites concernant la pression, rend indispensablle la

recherche d'une méthode en mesure de nous permetire de contourner cette contrainte,
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l.a méthode dite de "compressibilit¢ artificielle” semble s'accomoder de ces deux

contraintes [9], c'est pourquoi nous avons opté pour clle.

IV-2-1/ Méthode de compressibilité artifitielle
La particularit¢ de la méthode de cbmpressibilité artificielle réside dans le fait que

- 'équation de continuité est transformée de ta maniére suivante :

PLow.p=0 UV -1)
or .

On pourrait regarder cette équation comme I'équation de continuité pour un fluide dont

I'équation d'état-scrait de la forme :
P=C’p ou C=cte
1l est évident que lorsque (f— ), le régime devient permanent et 'équation

(1V - 1) tendera vers I'équation de continuité (V -V =0) que nous cherchons  satisfaire.
' Il convient de noter donc que !'équation (IV - 1) n'a de sens physique que lorsque le
régime devient permanent & (t) infini.

L'artifice utilisé par la méthode considérée ici, consisie 4 joindre I'équation (1V - 1) aux
équations de Navier-Stokes et 4 résoudre le systéme ainsi obtenu qui comporte dans ce cas la
variable (t). Cependant, cette variable n'a pas de sens physique comme on vient de fe voir ; il
n'en demeure pas moins que lors de la résolution du régime “pseudo-transitoire” ainsi généré,
notre systéme ¢évolue vers le régime  permanent en suivant normalement les schémas
standards classiques, ce qui nous permet d'éviter la contrainte pbsée par la pression.

En examinant I'équation (IV - 1), on voit immédiatement qu'elle converge vers

I'équation (I - 12), indépendamment du terme 2—’: si €2 =0. On en déduit qu'il faut

prendre (C) trés grand pour que I'éguation (1V - 1) puisse représenter approximativement
notre équation de continuité dans la régime "pseudo-transitoire” .

Cependant, des instabilités ont été observées dans le processus de calcul pour de tres
grandes valeurs de (C) [9]. 11 y a donc une limite & nc pas dépasser pour cette constante, Cette
limite sera définic par les conditions de stabilité en relation avec d'autres paramétres

impliqués dans ce processus de calcul.
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On aura donc 4 résoudre avec Ia méthode de compressibilité artificielle les équations ci-

ou
dessous obtenues & partir des équations (Il - 54) en introduisant les termes : —C_:i et ; ~ et
Y
I'équation {1V - 1) :
e Equations de Navier-Stokes
| . — 2 2 AR
/ > g 2
aﬁ+!,/ai+(u,, +ﬁ')2(i=-(gl——/3-a-l——3)+(a (;f _9p9U 50 (f
or é an o0& an o0& okon  on® )
IV -2)
au, euU au, . (& & U U, U
U2 4(U, )22 PRIy Uy WA N Dl B Al B >
7 A g\ o T e apy '
2
S L N
aclog Ton) o o& )
» Equation de continuité
P ot/ -
o Y Ty (IV-3)
of a&E On

Iv-3/ Discrétisation des eéquations
{V-3-1/ Méthode générale de discretisation

Soit ¢ unc grandeur quelconque (qui peut étre u, v, p ou t). En cffectuant le

développement limité sur ¢ dans la direction (x) au voisinage d'un point (x , y), on obtient :

o9(x, y)

Ax + a¢lx.y) {Ax) + ..
ox

#(x + Ax, y)= gz, y) + -
' ox*

a¢(.fl', y) s /,\\' +
x ox

#lx - Ax,y)=g(x. ) - Ty) (nry .

\

> (1V - 4)

St on suppose quc ¢(x,y) est définic au point (M) (fig. IV - 2) tel que :

¢(x’ }’],, =9, (x=y)

)f

(IV -5)
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donc

Hx+Ary)=4,,(xy) \ | (v -6)
et . | ‘ '

#(x - Ax,y)=4,, ,(x.») | | (Iv-7)

Il e ™ o
]AY
] @ Me ®
iv1 @ e Y
-1 i i+l

Fig. IV - 2 » Décomposition en différences

finies

- On peut alors écrire (I'V - 4) comme suit

)
z '
¢nl,‘j(x5y):¢f,j(x’y)+%éx’_y;)' /.\-\'+-a—¢—(‘x;—}—) (/\X')z + ... (a)
oY Ox M
7 . av-®
B, (x.y)=9, (x.y)- oxy) s w (AY '+ ®)|
x|y axt |,
J
¢ En soustrayant (b) de (a) on obtient :
op(x. y) . S
¢r’+l.j("’-%y)_¢r‘—l.j('x1y):27 Ax+ L _ (IV-9)

A

{*)
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E), regroupe les termes du 3™ ordre et plus qui peuvent étre négligés devant (*) (l'erreur

varie dans ce cas linéairement avec Ax ?) on aura finalement :

E}¢(x,y)| = ¢i+],j (x’y)“ ¢r’-l,j(x=y) (1V _ iO)
ax 20

|l,_}

on fait de méme pour #(x, ) dans la direction (y), on obtient :

a¢(x,y)| = & i (x,y)— b, -1 (x,y) ' av-11)
oy LJ | 2Ay

11 faut noter que (IV - 10) et (1V - 11) sont d'autant plus justes que Ax,Ay —0

s En sommant (a) et (b) on obtient :

. . |
¢J+I._;‘ (.x, J")"' ¢1-|,_; (x, y) = 2¢l,j (-x, y)+ g)(;’ _V) (dx)z + L, IV - 12)
. \ A J '
Y
(**)

En négligeant comme ci-dessus E; devant (*#*}, on aura :

62{25(—\’, J”)| = ¢r’+l.j (anJ)“' i1 (x,y)— 2¢.‘.f (x y) (IV-13)
a_r2 |1',j sz
et, de méme :
a*p(x, )| - bl )+ g0 u)-2¢,,(x p) | (IV - 14)

2

» |, Ay
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* En dérivant (IV - 11) par rapport 4 (x), on a :

I 5¢ - 8¢ ¢m,j+: - ¢'s-|.j+1 ¢i+:._f—1 - ¢i—l.j—i
52¢ - Ox n Ox il EmAx - 2Ax ‘
e e TR Ty av-15)
donc

d’¢ I = l¢i+l.j’+l (x V) B ¢,-_,_j+,'(x Y )J* l¢i+u-l (x,y ) ~Pi1ja (x, y )J IV - 16)

ax- dy|, 4Ax- Ay

IV-3-2/ Discrétisation des équations de continuité et de Navier Stokes

En se référant a la figure (IV -1) et aux relations (IV - 10), (IV - 11), (IV - 13), AV -

14), et (1V - 16), les dérivées partielles apparaissant dans les équations (IV - 2) et (IV - 3),

seront discrétisées de la maniére suivante *

ot/ - ['jul_J - (]i—l',j 2(_]_: (Jr’.‘j_” - {]i‘j_l . ]
o5 24 ’ on ~  2Ap '
o, - Uiy "V, ou, - Yoisn =Uni s
os 2A¢ ' an 2An

f . P"*f"i-" - P"'J‘Sv-f‘ or - Pf-.ﬂ-_,";'{ - Pf-‘}'ﬁ‘é .
o AS ’ an A ’

& U UL =20 U+l =24 ‘
& AE? ' o an? :
02!’[” - {j'!ui.} + [/"fr-l.J -2 ’/"1..}' | a:!(Iq - (j'lr..;-al + {j‘fi..lA.i -2 (jfh,‘, R
oet AZ? ‘ an® - Ap? '

% N (Um,,n-n - (']i—l,j‘ﬂ ) - (.U.ul,yl - Ur:‘--l.j-—l)
o&on dALA D

a’u, W -U )= )

Titl, j+b Ti-1,+1

a&on 4AEAD

Migl, j-l 7in), i
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Finalement, la discrétisation des termes en (Bﬁj se fera en négligeant les termes du
/

4
2iéme

ordre et plus dans les développements limités de la vitesse et de la pression par rapport a

(t) ; et on aura dans ce cas :

ou ~ (j’":I _(‘]‘"! . ot/ U o {/ " al_) _ ﬁfnl

_ }_")'u ,
7 Tij Mg P4112,44172 P 2512
1

ot Ar ot hY; "o At

H

A présent te systeme résultant de 1a discrétisation est ;

o Equations de Navier-Stokes

UL, - U

-1, " ’ iJj+H i,5-1
S RN (g g )
2A§ . ( w.J ﬂ ) EAU

(]" _Uﬂ } \

Uﬁ:ULme@

Pif}i-}' — P"il,'é‘f E";‘ﬂ; B R.:'—}é U i"+l.j +‘U;"-|.j -2U :n:
- At -p - B+ Al —

A& An AE?
B 2ﬂ (U,-H,U.H - U::L,u 1 )— (U.'"i.ju - (]::I,j-l ) ra [];,Jjﬂ + l]r".rj—l - 2”?_; )
4AE - An An? ’
et av-17)
ur, . =Ul ulo=un
nel _pgn " niel,j - -1,/ " AN N i j-
{GJ_UWA{MJ T v+ p) T }
Fu:lll’ _ _)-"-”u F!l:} o F"-:/l ) ("j"- . +( " - 2(}?1' ]
—Af i+l hi-h [ i-ja.J + B T A[ i+, j I W m.J
. [a An a | Ad p AE?
_2p ((-j::nl.,j-o! - (-j:’:nl.j-—l )_ (U:a—l.i-ﬂ ~ ["’r:;r'-l.f—! ) +a (j:;r'.j-;‘l + ('j:j:i.j—l - 2£j:1.j
4AE -An An
-uynﬂﬁ‘m”_ULJ~ﬁu&”hw}J+A1Uﬂavj—&Nfﬂé
A 2AE 2ap ) M\eg? “aE

)
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o Equation de continuité

n41 _ U el l n+l _ U n+i
T+l _n 2 e ij+ly A AL v ls.
Bt e = Pty = AIC v + R (IV - 18)

Précisons que dans ces équations :
ie [], i max] est un compteur dans 1a direction & ;
J€ [l,_j max—'l] est un compteur dans la direction n ;
et

n . un compleur pour (t).

/——‘ Paroi

L1 — imax+1

— imax

Fig. 1V - 3 : Schéma du maillage montrant les frontiéres
d'une périnde,

Les termes de vitesse ou de pression qui apparaissent dans les ¢quations ci-dessus et qui

-ne sont pas repésentés sur la figure (IV - 1), sont obtenus par interpolation linéaire.
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Soit :

l/ ( I+E_}+| + UH!.J’)

i+l j+|.'2 =

r;+l:2 l( f,l+|+(f )

t\)

M

Unmrz,jn z—i(UM.jH + Ui.j)

S )

mm:; 2 (J“'U +Ui-j
P, —l(’ + P,

i+ 25 T S\ 2 002 i+l12,j-112
B 1(-‘
1:-11_2,; ='2“ r, 1/2.441/2 +P-nz, 1/2
— I /—
P ==AP

L T st a2 P, A2
o ! (
1:_;-1:2 :5 i+0/2,j-142 "'fm:zj B2

En joignant aux équations (IV - 17) et (IV - 18) :

¢ les conditions aux limites :

YVt | les composantes de la vitesse sont nulles aux parois :

\
Ua‘,o =
Uso=0
lji.;‘ma\' =0 }
Uaﬁ,jnmx =0

J

e les conditions initiales

Af=t,, Vi jona:

Ut =U,

1)

RIANEY)

’]ij J)O

> 0
])Hh"jﬂ ‘2T

=F

) |
)
)
)

51

(IV - 19)

(IV - 20)

(v -21y

(IV - 22)
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* les conditions de périodicité :

Uy, =U
Uy, =U
U

imax, f

i max, f
= Ul.f
= U'H.j

fmax+1, j
Timax+l, J

P = 7
jllZ.j+ln‘2 - jinlnx+ll2.j+|12

e ¢t les conditions de stabilité [9] :

L e

)(1 :

2A1(4 ! =+ ! 3
AX AY

MC?
2

)s.

J

notre modéle numérique devient prét pour la résolution.

52

1V - 23)

_uV-g@

Cependant, on doit insérer dans le processus de calcul un test qui nous permet de

vérifier s'1l est convergent.

A cet effet, deux tests peuvent étre utilises

» Lc premier consiste 4 tester les paramétres entre deux itérations successives [9] ,

on doit vérifier par exemple que

max(L|U'”l - U"] iU -y,
At

ou ¢ estun infiniment petit.

]
At xC?

}')-u-kl

. ‘Tj'u

JS&‘ Vv - 25)

¢ Le second consiste & vérifier tout simplement que le débit devient constant lorsque

(t — o) ; Te test sera dans ce cas :

el

i = | < 2

(1V -26)

Nous avons adopté ce second test pour sa simplicité.
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L'algorithme ci-dessous présente dans l'ordre Tes différentes

calcul,

'IV-4/ Algorithme de résolution

Début :

1/ Introduction des données nécessaires a la résolution :

namx, imax, jmax, At, & U,, Uno, P, B, 8, §X)H/L |

.83

dtapes du processus de

1-1/ Evaluation de: AZ =1/imax, An =H/L/jmax , C (a partir des cond:'ti:ons de stabifité (VI - 24)),

2/ Conditions initiales :
Pour i =0a imax

Pour j=0ajmax

0 _ .
(Ill _.tjﬂ‘

0 -
U2 =,
o =

ithi2 44102 T T

3/ Conditions aux limites :
Pour i= 04 imax

1,0 =0
Uyo= 0;

1, jmak =V

{7

R LT S

4/ Résolution des ¢équations de conservation :
{A) Pour n =0 anmax

Pour i=1a imax (déplacement de section en section)

a8(X)

ax
LB _ (X)),
= ox = o
ap X))
axr axt
u-Vfity

B=
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\
!jaﬂl"_ ((jn I+(julu) '
t ! (u ..} T
Y w P ) nterpolation lingaire
1 {voir fig. IV-1)
”rr. 142 ='-2-(U““ + U,,).
|
ﬂ-lf2.0=_£(U"'°'+U'0) J
n"l n+l ntl mel
el _ pn — AIC T 4 Ur" Ui."-'!’.'l U'JH'”' . (IvV -18)
AN il A& An )

Pour j = 1 a jmax - 1 {déplacement d'un point un autre au sein d'une méme section)

\VAVAY |

— | /— = )
Piying = ?(”..l:z.;.u: + P, u:)'
— 1 /— —
> P 7] > . .
Py = 3 Prsrsgors + Prasoans) \  Interpolation linéaire
_ - — {voir fig. IvV-1)
P..;.u.' - "2-(’,1-:!2.1011'.' ! Pu u.'.,‘u.-)-
—_ 1 /e —_
?, uz=\?(”mn.flr:""P.-u:.;lf:)J \
uro =" -~
i r,.,l =" - Al U,, il g 1=l + 1):1 (¥
JIJ Jff [ iJ 2[16 ( ﬂ) - ZAI}
A 'Pu" i P:};; _ﬂPI’;o" - ,,-'l; -B + Al lj::l; U’i,:l,j —2UJ’..1
. AE An AL?
_25( ."'ud (l:‘ilj-l) (Urnun U:"u |)+ U:”pl +U., 1 ’ZUL},
AL AR an’ ’
(AN ¥ a =i
v st - |:H,"} 22 (i +/f) s ;y_\ ’Ll} > (IV-17)
) n .
n+l L Trmil Jarib n
_N[apu.va"vu 13 ﬂ )u'.JAg J:-,h’-.w _i_ﬁ,B}_',N[(}"P"J +I:u§'2‘! ZUJ?'J
)
——Zﬁ(”; g ”:;-u |) (”; wa Uy !)+- ”a';u-l '”:J 1 2”;4
4AE - AR A
f)ﬂ a l; 'l"|,J _ (J:pl ”ll::; 3 Y U"" {0'{} '-(f_l‘"j):-zl}-
(?(," 2A¢ 2A0 ‘ <1 Ag* 108 }
I ' 3
U ST ?(U i T U r‘-l.j)
1
v, = —{U v, L
AR ] ( e ® ") \ Interpolation linéaire
”‘Ifn.un i ;_(U NI u '-.r') (VO"' ﬁg |V-1)
H
4
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VANVANAN

ntl n+) n+l n+l |

pel AC? S Uiy Yanyn ~Upiy, | (IV-18)

IS A A N R - d + ! .

s A§ A?]
l] 0, = [] { max, f’ \
u no,, U,, mat, J * Conditions de
. ériodicité.

Ljrmax»—l,j =U],_,l> ? p

(j’?imx-fl._,l = "Jl‘j-’

PIIZ.;‘*HZ =P|'m:|.'( sHEX iz

4-1/ Test de convergence (lest sur le débit) :
ITay)
=1 U il

U

si 'mnn —-m'l<e

Alors sartir de 1a boucle;
Sinon_ retour au début de boucle (A);

5/ Impression das resultats :
pour i=0 &imax

L, _08(X)
ﬁ" ox ‘a
our j=0ajmax

Vij= Uy - Uy,
/ =P CB(AE ),

»
12 pvli 2 102, 0414 2

- T ;) .
écrire( Uy . Vig, Pz s Pz ik

Remarque : ,
En exécutant le programme élaboré sur la base de l'algorithme ci-dessus, nous avons

relevé les deux remarques survantes : |

1. Pour des chutes de pression importantes par période, donc pour des nombres de

Reynolds relativement ¢levés (> 500 ), des prdblémcs de stabilité et de

convergence surgiséent et les conditions de stabilite utilisées devicnnent
insuffisantes. |

Ces problémes sont ¢us au fait que les termes convectifs apparaissant dans

les équations de Navier-Stokes subissent des fluctuations importantes pour des
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nombres de Reynolds-élevés lorsqu'on passe d'une itération a une autre. Pour y
remédier, on pourrait réduire l'incrément (At) qui sépare deux itérations
s‘uccessivés, mais ceci conduirait & un nombre d'itérations beaucoup plus grand et
par conséquent a un processus de convergence trés lent et donc a un coit en temps
machine onéreux. il existe cependant d'autres alternatives [9] dont la plus courante
est la méthode "Upwind” qui, appliquée a la discrétisation des termes convectifs,
permet de rendre les conditions de stabilité moins séveres. La méthode se contente

toutefois d'une approximation dont la précision est du premier ordre.

[

Les deux composantes de la vitesse et la pression s¢ répélent de maniére
antisymétrique lorsqu'on passe d'une demi-période a l'autre. Cette propriété

pourrait étre utilisée pour réduire le temps de convergence.

Nous allons a présent modifier notre processus de calcul sur la base des deux remarques
ci-dessus. |

Appliguons la méthode "l pwind” pour discrétiser les termes convectifs des équations

de Navier-Stokes (IV - 2). Si F'on prend par exemple le terme [U %J, la discretisation se

5

fera de la maniére suivante:

[U 6U] = UU [(] - 51:‘,;)'“;-.1.; + 2'5”.:' .[‘/l‘f - (H' Eli.f)'l]r‘-vl.f]' (Iv-27) -7
05-),, 248 7 -

i pour U/; ;>0
&, =sign(l, ;)= {_ I pour U <0 (IV-28)
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57

En procédant de méme pour les autres termes convectifs et en gardant les autres termes

comme dans les équations (IV - 2), notre modéle numérique devient pour les équations de

Navier-Stokes :

(-2,)vUn, +2-¢

umr' =yl - At[U,'f_,

(v: ﬁ')( £1,) Uijw+2-6,,U,;

WUl ﬁ+£“J£L4r+
INE

ﬁ+gﬂchJl}

f o, YU =207
Aé_ 2

Ur:-];l) (l"l;+l l‘jjnlj'-l)+al']l}+l+{]r”j|

~2U7,
Ap’ 7

e 2An
Al Pl., =P, - p Py~ P
) AE A
(U;+] FE3|
4A8 -An
et
uxt=u; -

2A¢

A{Uaﬁ e, VUL +28, UL ~{i+ ,”)U:,j+

( . :\(] 2'1) U;tn 2 21:1(/::,
il

2An

hon ML I,nrl T
_A.,|:a I'J*‘n "-."}: *ﬂ t+1. =l + ﬂ‘B

An A&

0+Qw)u;”}

AE?

-2 4AE - An

(oo =tin )=l ”'7*'~)+a”~" R ]

An

- ur -y a
Al - ‘;/j[ iﬂ,.' Y ! Lt '..f—qu}All\‘”:}[‘: /jJ (U ;511£J

2A¢ . 2A79

a&

a¢ 2
Avec
L "
£~ sign(U]'))
et
» " '
£y = sign(U, -+ B
Les conditions d'antisymétrie, s'écrivent comme suit
: 3
,]ﬂ,j = I” [Tt 2,,'lu.u-f
U: max! 241, ) max - = UL.r‘
(/ L =t/ qran 2,5 II'I.'I.\—J‘A &
‘{Jr)rmnx 24l max-j —!-/111,1
J.UIIZJHII =‘})lllla.\'i 24072 pmax~y72-1 J

}+A;[”‘:"’+“‘:’ 5

J

(1V -29)

(IV - 30)

(IV - 31)
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~Avec i=limax/2 (imax doit étre paire), et j=1jmax - 1.;

Algorithme tenant compte des nouvelles conditions

but :
1/ Introduction des données nécessaires a la résolution : (méme chose que l'algorithme ci-
dessus) '
2/ Conditions initiales : (méme chose que l'algorithme ci-dessus)

3/ Conditions aux limites : (méme chose que l'algorithme ci-dessus)
4/ Résolution des équations de conservation :

¢

(A) Pour n =0 & nmax
Pour i=1aimax/2

{méme chose que l'algorithme'ci-dessus)
Pour j=14&jmax-1

{méme chose que l'algorithme ci-dessus)
Y Sig”(Ul'.,j) '

{1V - 30)
. — af j L 1y
Ey,y =8ignU, ' + yi) ),
U"""(”-‘Af U"( “:I.J)Uulf"'z'cu; —(I+FI:,-)U
' " i 2A¢
(” ,\(l"kﬂ;) Ufjll+2 5111 ¥ (l-!-(.,“,) U ’ ]
! 244 (v -29)
Caf Pt = P p PR N Uiy =20,
Af Ang AE?
(Um da T ul, e ) (U.l g — U |_1-i)+a U vU 7, =207,
448 -Ap Ayt
- 4 f H
€ = sign(U])
(Iv -30)

&4, = sign(U n:fj +8)

(-e,) U, +26,05, -(+6,) U5, .
288

Uy =Ug, - Af[v.:,

. '(I—s,)-U"_,+2::, -(I-H',)U
(U,”+ﬂ) 1) i ;lA.r”ru 2.4

An AE AE!

(Uquu-l N ”::m._;-l (”-,-1 il -“;—|.,a-a)+ a “m_,-n + ”.p,_f 1 "'2”-;,1
4AE - D7 An

aﬂ lln‘j Ufn—l,j llf:rtl - I‘ =1
- +afl;? ur
MrTy 35[ 24¢ A 2An ™ 6§ -l

Il Tras ael n " n
-—N[ Pu* —I!J I‘m ﬂ!"'/id P‘ v +ﬂ Bj|+N|:U'l"lJ +UM-I.J' —ZUUIJ (lv _29)

‘(méme chose gue ['algorithme ci-dessus)
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5/ Impression des resultats :

=

=U

. 1AX/2, f it

=

§ /241, f e =Ul.j

Uqﬂ _U:p'm.nx.fiz,jmnx—j

Y
U W24, f e :—Um.j ‘
B, . =P

E2,/4102 fmad/ 241/ 2, jovex—f /21

Conditions

7 d'antisymétrie.

4

4-1/ Test de convergence {test sur le débit) :

(méme chose que 'algorithme ci-dessus)

4-2/ Conditions d'antisymétrie :
Pour i =0 a imax/2

Pour j=0a jmax

U

!

imak 2+, f mox~j

i, A =
YimaX! 2+, j max-~j

=1,

o

) —
fmax/ 244/ 240, fmax—-412-1 I)J/2+I,jf2+l

- Fin_.

(méme chose gque l'algorithme ci-dessus)
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CHAPITRE YV :
Modéle numérique pour la résolution

de I'équation de la chaleur

V-1/ Discrétisation de I'équation de la chaleur ,
En se référant a la figure (IV -1), la discrétisation des termes aux dérivées partielles

présents dans l'équation de la chaleur donne :

91: 7;-”,_,- - Ti—l‘j 67 T:‘,jﬂ - Tr'.j-l

o& T 2A€ ’ oy~ 2AR

or Im P 2-7, a*r ~ J;-..m 1 a-2-1,

orr = Ag? et A’ '
- 027' ‘_(7;1!._{”"Tf-i.jll)*(:(:i!,j 1 ”Tf 1.4 1)

o&0n AALAR '

En portant ces équations dans l'équation de la cha]eur (ll - 56), on obtient :

7 E_ﬂ‘_’:T T +ﬁ ji._j+‘l_]i1.j—i 1 j'a'+l.1v+T-L>; 2?;'._;'+ 7r,r+l+j‘:,~l 2‘[”
“YO2AE “pr) 28 Pr AZ Aif

_ ﬁ (’l,'*L o —T,-'+L j'])_(;rl‘—L JH "‘7;-1,;'—1)]__-_!}[( 7i,+l.j “,"'."—L_; ‘_ ﬂﬂ_i-*ﬂ.f‘l) +Prt 4J ] I'_-J]& + (V-1

2 A AE P 205
(s

Les conditions aux limites et les conditions de péridicité s'écrivent respectivement :

(V-2)



G
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3

TO.] = Tl’ max, [

Timax +1,j = Tl‘j

A’ 0 - ;{'l'mnx ? . (V B 3)

/1 fmax +1 = A‘l
J

Comme pour les vitesses et la pression, le profil des températures est antisymétrique et
ona:
Timxrzu,jmax—j = ]i.j ' (V-4)

Avec i=0,imax/2 (imax doit-éire paire), et j=0,jmax ;

V-2/ Choix de la méthode de résolution
La méthode la pius simple utilisée dans ce cas est la "méthode de sous-relaxation” [9).

On a d'une fagon générale :

¢f‘*‘=(1—w)-(bf’+w-ti}f avec O<w<l (V-5)
o est appelé, coefficient de sous-relaxation.

@ estla valeur de @, & I'étape & +1;

®" :estlavaleur de @, al'étape £ ;

3

3 : k+1
b* . est l'expression de ;™.

Le processus s‘accompagne du test de convergence suivant ¢

(V-6)

oy - @|<s
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YANVAN

m
I |-
[INEA "
7., |0 ]-dn
4-1/ Calcul (_i:s coefficients :
D; A B Ci;
Pour j=12 jmax -1

Q. (X)=

63

V-7

(V - 10) et (V - 18) respectivement

Alors sortir de la boudcle,
Sinon_ retour au début de boucle (A);

"':;' = [k ,r L u 7 L.r 257}
+T - (V-9
+‘— Ll"l“‘*"_q" +I# “_‘g“'(l‘.'u. ’I.ku.l‘ 1l l+7;‘—l.; n)+
P A7 mr M} '
7+ _
~ |l inn n l.} ﬂ (U“ U ) +PF[/;J]:, /t (Il ’t—l +,’fQ] i
P A& 247 A5 ,
T =q (x)-T5 (V-8)
j,kﬂ _ 1 Bk _ ("r‘ (/1k _ ;uk ) (V- ]3)
(O Zﬁ' i Z‘Pr/_\é i+ -
T{),j = Tr'mu.\',j;
7 Tr‘ max +l N = Ti o > - Conditions de
_ pértodicité
ﬂ' (} Ai nax ?
;Lr'mﬂx o = ’a'i >
4-1/ Test de convergence (test _sur les coefficients) :
S s -Th|se (V-14)



>
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AN

4-2/ Conditions d'antisymeétrie :
Pour i =0 & imax/2 .

66

Pour j=0a jmax

T Condition d'antisyméirie

imaf) 2+, j max—f =

T

ij?

5/ Impression des resultats :

pour i=0 4 imax

ecrire(4; );
pour j=0ajmax

écrire(T,; ),
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CHAPITRE VI :

Résultats et interprétation

Avant de présenter les résultats de notre étude, il convient de relever les observations
sulvantes concernant I'exécution du programme.

Le choix du nombre de nceuds du maillage utilisé est conditionné par la valeur du
paramétre géométrique (HYL.) et par celle du nombre de Reynolds (Re).

En eftet, le maillage doit étre d'autant plus fin que (H'/L) et (Re) sont élevés. Ainsi, par
exemple, pour HY/L = 0,25, on pourrait se contenter d'un maillage de (40 x 6.0) méme pour
des nombres de Reynolds .élevés (Re > 500). Un tel maillage n'est efficace que pour de
faibles nofnbres de Reynolds (Re < 200), lorsque H'/L.= 0,5. Par conséql-xent, si l'on veut, dans
ce cas, balayer toute la plage des nombres de Reynolds, il devient nécessaire d'opter pour un
maillage plus fin ; (80 x 60) par exemple. '

Une fois le maillage choisi, (AE) et (An) seront fixés. Le choix de (At) nous permettra’
alors de calculer & partir de la condition de stabilité (IV - 24), 1a valeur limite de la constante
de compressibilité artificielle (C) 4 ne pas dépasser.

Le coefficient de sous relaxation (®), introduit .a.vec la méthode de résolution de
I'équation de la chaleur, doit étre choisi de sorte a favoriser la convergence,

- Pour Re > 500, H/L > 1/3, 'Pr'> 1 et 6<60° ; le proceésus converge pour
®= 0,5.

- Pour 0 = 60° ; 1¢ processus converge pour w -~ 0,1,

Vi-1/ Présentation des résultats et discussion
Les résultats de l'é¢tude sont rcprésentés graphiquement sur les figures (VI - 1) a

(V1 - 16) ci-aprés.
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VI-1-1/ Les profils de vitesses:et de tembérature, les lignes de courant

Sur la figure (V1 - 1), on voit le champ des vitesses représenté sur une période pour un
angle vif de 30° et un nombre de Reynolds de 229,81. On voit nettement que I'écoulement est
trés dense dans la zone du milieu tandis qu'on apergoit déja de petites zones de recirculation
au voisinage des sommets.

Sur la figure (VI - 2), on a représenté les profils des vitesses (U) et (V) et de la
température (T) pour cing abscisses correspondunt respectivement a I'éntrée, au quart, 4 la
moitié, au trois quans et 4 la sortie d'une période. On observe le mouvement de périodicité
que subissent ces profils le long de I'éconlement. Ainsi par exemple, la vitesse (U) présente un
maximum localisé au milieu de la moitié supérieure de la section a l'entrée, et 4 la sortie (qui
est en fait I'entrée d'une nouvelle période), au milieu de la moitié inférieure de la section au
milicu de la période. Ce maximum se localise au milicu de 1a section au quart et au trois
quarts de la période. Par ailleurs, a l'entrée de la période, d sa moitié ¢l i sa sortice, des vitesscs
négatives caractérisent les zones de recirculation constatées ci-dessus (Fig. VI - 1) au
voisinage des sommets . La vitesse (V) est quasiment nulle dans les zones de recirculation.

Le profil de température suit celui de la vitesse (U), présentant des différences de
température locales plus faibles au niveau des zones de recirculation. 11 est évident que ces
mouvements incessants des profils de la vitesse et de la température, résultant de 'ondulation
de la conduite vont permettre un meilleur brassage des parois et un meilleur contact thermique
conduisant & unc améhoration des échanges de chaleur fluide - paroi. En bas de figure
(V1 - 2), nous avons regroupé les profils des vitesses et de la température obtenus pour
plusieurs abscisses allant de l'entrée jusqua la sorlic de la période afin de visualiser ia
propriété d'antisymétric caractérisant ces profils. L.

La figure (VI - 3) nous montre comment évolue la conﬁgurafion de I'écoulement avec le
nombre de Reynolds. Dans le cas d'un angle vif aux sommets, if y a d'abord apparition de
petites zones de recirculation du cdteé extérieur des sommets a des nombres de Reynolds
relativement faibles ; puis a mesure que le nombre de Reynolds augmente, les zones de
recirculation déja apparues s'étendent et d'autres zones de recirculation prennent naissance au
voisinage de la paroi interne en aval du sommet ( voir pour Re = 580). Si le nombre de
Reynolds augmente davaﬁtage les deux zones de recirculation s'étendent jusqu'a se rejoindre
pour donner la configuration de I'écoulement correspondant a Re = 1077.

Dans le cas d'un angle arrondi aux sommets, il n'y a gu'une seule zone de recirculation

-~ au sommet, qui s'étend le long de la paroi 2 mesure que le nombre de Reynolds augmente,

L'existence de zones de recirculation peut s'expliquer par 'ympossibilité de changer

L)
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subitement de direction dans laquelle se trouve le fluide au niveau des sommets et de suivre le
mouvement dans la direction de I'écoulement, il se trouve ainsi piégé dans une petite zore
voisine du sommet. Toutefois, cette zone de recirculation dont le fluide est renouvelé
constamment, facilite 'écoulement principal en amortissant en quelque sorte les changements -
de direction brusques.

Sur la figure (VI - 4), on a représenté I'écoulement Ie long de trois périodes successives,
tandis que sur la ﬁgﬁre (VI - 5), on a représenté la situation lorsqu'un certain nombre de

plaques sont empilées de la maniére dont elles pourraient se présenter dans un ¢changeur.

Vi-1-2/ Pression _ 7

La figure (VI - 6), nous donne l'évolution de la pression dans la direction de
I'écoulement pour trois ordonnés, respectivement : au voisinage des parois (supérieure et
inférieure) et au milieu de la section. On remarque que les chutes de pression sont quasiment
localisées au voisinage des arétes de la conduite, mais que la chute de préssjon globale
correspondant a une période est égale & (B).

Sur la figure (VI - 7), on a porté le rapport de la chute de pression correspondant a ure
période de la configuration & angle vif sur la chute de pression équivalente correspondint a
une configuration droite, pour deux angles d'ondulation (8 = 30° et 8 = 45°) et pour plusieurs
valeurs du paramétre géométrigue (H/L). On y a représenté aussi le rapport des débits qui est
obtenu en fait simplement en .inversant le rapport des chutes de pression ci-dessus (voir
Annexe II}). On réléve que le rapport des chutes de pression croit dans le méme sens que (8) et

(Re) et qu'il passe par un maximum au voisinage de H/L = 0.5.
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VI-1-3/ Performances thermiques

- Onareprésenté sur les figures de (VI - 8) 4 (VI - 15), en fonction des paraméires (Pr),
(Re), (0) (angle vif et angle arrondi) et (H/L) ; le nombre de Nusselt (Nu) et le rapport
{Qv/Qq) du flux de chaleur correspondant a une configuration ondulée sur le flux de chaleur
correspondant a une configuration droite. Ce rapport a été calculé pour une méme puissance
de pompage (vonr Annexe II). En pointillé, nous avons représenté (Nu cos(9)) et
{Qv/Qu) cos(6) qui sont ainsi famenés 4 une méme surface d'échange. Sur toutes les figures, le
rapport géometrique (HY/L) a €t€ utilisé comme paramétre. Chaque figure est dédoublée pour
montrer l'influence de la nature de l'angic d'ondulation, vif ou arrondi.

Sur les figures (VI - 8) et (VI - 9), on a représenté le nombre de Nusselt (Nu) et le
rapport des flux de chaleur (Q/Qq) en fonction du nombre de Prandtl (Pr) pour 6 = 45° et
Re = 600 et pour trois valeurs du parameétre (H/L).

Excepté pour la zone correspondant a de trés faibles nombres de Prandtl (Pr < 0,4), on
constate que (Nu) et (Nu cos(@)).sont partout supérieurs & la valeur 7,54 qui caractérise la

configuration droite et qu'tls augmentent avec (Pr) et (HYL) et lorsqu'on passe d'une

configuration 4 angle arrondi & une configuration a angle vif.

Les mémes observations pourraient étre faites en ce qui concerne les rapports des flux
de chaleurs (Qv/Qq) et (Qv/Qq) cos(0} qui sont partout supérieurs a l'unité.

Les figures (VI - 10) et (VI - 11) donnent respectivement, (Nu) (et Nu cos(8)) et
(QQu) (et (Q/Qq) cos(0)) en fonction de (Re) pour différentes valeurs du rapport (H'/L) et
pour Pr=0,7 et § =45°, |

Pour de trés faibles valeurs_ du nombre de Reynolds (Re < 150), (Nu) et (Nu cos(6))

croissent avec (Re) mais décroissent avec (H'/L), tandis qu'ils croissent aussi bien avec (Re)

- ogutavee (Y1) pour Re 2 150, Putilisation d'un angle vil’ ¢tant toujours plus avantageux que

]‘unhsatmn d'un angle arrondi.

Les rapports des flux de chaleur quant a eux croissent toujours avec (Re) et (H/L) et
lorsqu on passe d'une configuration a arétes vives a une configuration & arétes arrondies.

*—pependant, pour une méme surface d'échange, les résultats obienus avec une
configuration droite teste plus intéressants a des nombres de Reynolds faibles et modérés
(< 4003.

A titre de cornparaison, nous avons rapporté sur les deux figures (VI - 10) et (VI - 11)
les résultats obtenus par FAGHRI ([6], {8]). On voit que les résultats de notre étude sont en

trés bon accord avec ces résultats.
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Les figures (VI - 12), (VI - 13), (VI-14) et (VI - 15) montrent l'influence de I'angle (8)
sur (Nu) et (Qv/Qq) pour deux nombres de Reynolds : Re = 200 pour les figure (VI - i2) et
(V1 - 13) et Re = 600 pour (VI - 14) et (VI - 15). | |

D'abord pour Re = 200, (Nu) prend une valeur a peu prés égale a celle qui correspond a
une configuration dronte Jusqu'a 6 ~15°, puis il croit d'abord lentement avec (8), ensuite trés
rapidement a partir de 8 ~ 40°, l'influence de (H'/L) ne se manifestant que trés légérement
dans le cas d'un angle arrondi. En ce qui concerne ( Nu cos(9)), il reste presque constant
pour 6 < 60° et les faibles valeurs du rapport (H/L) ; lorsque H'/L = 0,5 la courbe (Nu c0s(0))
passe par une valeur maximale voisine de (12)4a 6 ~ 60°.

Quand au rapport des flux de chaleur (Q./Qy), il ne commence & croitre de maniére
sensible qua partir de 6 = 20° environ ; il augmente alors avec le rapport (H'/L). Le rapport
(QW/Q4) cos(0), croit tres légérement avec (0) et passe par un maximum situé entre 50° et 60°
dans le cas d'une configuration & arétes vives ; tandis qu'il reste carrément au-dessous de
Funité dans le cas d'une configuration & arétes arrondies.

~ Lorsqu'on consideére les graphcé correspondant a Re = 600, on voit que les (Nu) ,ét'lés
rapports des flux de chaleur croissent avec (8) pour des angles supérieurs a 15° environ. Par
ailleurs, on reléve que pour des angles inférieurs 4 une certaine valeur comprise, suivant le
cas, entre 25° et 35°, les (Nu) et' les rapports des flux de chaleur présentent un maximum pour
une valeur de (/L) comprise entre 1/3 ¢t 1/2, alors que pour des angles supéricurs a cetle
valeur, les (Nu) et les (Q,/Q.) croissent d'une maniére monotone avec le rapport (H'/L).

Sur la figure (VI - 16), on a rapporté les données expérimentales obtenues par IZUMI,
d'aprés AMANO [10], concernant le nombre de Nﬁssell moyen. En fai, ces données ée
situent pour la plus grande partie dans le domaine turbulent. On voit cependant que dans la

région 800 < Re < 1000, les résultats de notre étude sont en bon accord avec les résultats |
]

expérimentaux.

' Par ailleurs, avec les résultats de la présente €tude, on peut trouver des corrélations qui
nous permettront de calculer le nombre de Nusselt moyen a lintérieur des intervalles
considérés pour les parametres d'analyse. Ainsi, dans le cas d'une configuration a angle vif
avec O f)45°, on obtient la relation

o ‘ . 0 0,1<Pr<10
‘Nu=090-(Pr)** . (r&)*” (T) “ 100 < Re <1000

. 025<H'/L<05
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CONCLUSION

Nous avons analysé les écoulements entre plaques ondulées périodiques, ainsi que les
échanges thermiques associés dans le cas d'une température de paroi constante.

Pour adapter les équations de Navier-Stokes et I'équation de l1a chaleur a \a géométrie
périodlque du systéme, nous avons utilisé une transformation non orthogonale du systéme de
coordonnées cartésiennes, nous facilitant ainsi la traduction analytique des conditions aux
limites. L'utilisation d'un schéma de discrétisation aux différences finies conjointement avec
Ia méthode dite de "compressibilité artMciefle" pour résoudre les équations de Navier-Stokes
et 1a méthode dite de “sous - relaxation” pour résoudre I'équation de la chaleur, nous a permis
d'établir les champs de vitesses, de pression et de température, et par la suite de calculer les
performances thermiques de la configuration ondulée et de les comparer avec les
perfonnanbes correspondantes de la configuration droite.

La comparaison des résultats de I'étude avec ceux obtenus par d'autres auteurs ayant
utilisé d'autres méthodes d'une part, et avec ceux que donne l'expérience d'autre part, nous
conforte quant a la validité du modéle mathématique utilisé et des résullats obtenus.

-

) On retiendra en substance de ces résultats, que Famélioration des performances

thermiques de la configuration ondulée relativement 4 la configuration droite, peut atteindre

parfois des proportions inespérées. A titre indicatif, le flux de chaleur pourrait €tre multiplié
par 5 en adoptant une configuration a angle vif avec 8 = 45°, un nombre de Reynolds
d'environ 1000 et un rapport (H/L) de 0,5, et ce dans le cas d'un fluide caracténsé par un
nombre de Prandtl Pr = 0,7 (Yair par exemple) (voir Fig. VI - 11a). Ces performances
augmentant avec le nombre de Prandil (voir Fig. VI -9), le chiffre 5 ci-dessus est appelé a

augmenter d'une facog’gigmﬁcatlve pour un fluide’ caractérisé par un nombre de Prandtl élevé.

“ 7 A

-~
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-

D'une fagon tout a fait générale, les performances thermiques augmentent avec le

nombre de Prandtl (Pr), le nombre de Reynolds (Re), le rapport (H'/L), alors que pour l'angle;\ ’

"d'ondulation il semblerait que les angles qui donnent les meilleurs résultats sont compris entre .

40° et 60°,_]a configuration a arétes vives étant plus intéressante que la configuration a arétes
arrondies. '

Cette étude gagnerait a étre étendue en considérant d'autres configurations, d'autres
condittons aux limites, en introduisant la turbulence et en complétant le systéme d'équations
par le bilan d‘ehtropie basée sur le second principe de la thermodynamique. | :

Enfin, des essais expérimentaux sont indispensables pour évaluer le degré de précision

de ces analyses théoriques.

,o"‘”
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ANNEXE | : Description an'almique des profils des conduites ondutées.

ANNEXE | :

Description analytique des profils
des conduites ondulées

1- Conduile & angle vif
Détermination des constantes A;, B; et G, :
ions roites ;

¢ Détermination de &, (x):
en x=0=6,{x)=0= 4,0+8,=0=8,=0

L . L L L
nX=—=E,x)=—1gf@ = A, —=—108=> A4, =108
en 3 2( ) 2 & 2555 & 18

donc : &,(x)=1g6-x

o Détermination de £, (x):

]4 AV ].. T Rt B -m._._7'_\___ ___’l_
en .r=-2-::>£4(.1)—3tg9 A 5
en X=L=>£4(x)=0 AR
Donc : _ /A _ A\

_ L L _£ :
xeg = A R=0 N/ AR
x=L=>AL+B =0
donc .

Ay =—~1g8 et B, =-A,L : .
dou Fig. Af - 1: Profil de conduite & angle vif,

£, (1’) = ——rgG(x - L)
Equations des paraboles :
& Détermination de &, (.1')1

parabole coupe la droite &, {(x)en x=1.

en _}SI & (x)=g,(x)
dod Al* +BI+C =1-1g6
9¢, (x)

Y
x=0
en = o

=0>24,.0+8,=0=8=0
h) =0 )

donc 3 -

AP +Ci=l-1g0=C =-Al* +1-1g8

en x=1/ ladroite Ez(x)ztgf?_-x est tangente 4 E,(x)

j ' . AN
aé‘:(x)l _ 652('\‘)| =.#g,9=> 214,’ _ Ig‘a‘ﬁ A =i[g6
a::x L—:l ax L‘lf“ ’ oo 2[

soit

.-

/ | .
donc (:lh_%‘igﬁﬁl-!gB:Etgﬁ -

N

\
Y




ANNEXE | : Description anatytique des profils des conduites ondulées.

dou e,(x)- [4 +z]

* Détermination de .5'3( )

5}
En x=£:> (—:3(x) =0
' ox | L
o
mais F( )HZA X+ B> 24, — L —+ 8B, =0= 8, =-4,L
: Ox *2 | ’

= (x)= 4,07 - A Lx+ (),

en x=—;—'—1:£3(x):£2(x)

donc C, 2(:_;—— Ijl:tgé’ + A{—é—+ f]:|

en Xx= -gi -1 e x= % +17, les droites £, (x)=!g9 ‘X et &, (x)z -tg9(x - L) respectivement sont
tangentsa £, (_x)

L
doncpour x'--’:)--f

381(x)‘ ~ 0s,{x) ( /. ) ( / J : 26
k = =g@= 24, —-—1 |+ 8B, = L AL =10 __le8
x|t ax |, 4 3 5 + 8y, =24, 3 AL =gl = A >
2 2
d B, = L g6
onc —_—
A
et
L tgf (L ] tg@(L ‘)2
==~/ gl =+ ] ||=~2| =]
“ (2 ][A 2 [2 ] 2 \2
d'ou

. ;‘ ‘ | | ,
\ ga(x)=—'£‘g—1€(x —Lx+(;i—[)J

1

S

e Détermination de & (x):

o

Si on fait une translation de I'axe des y avec un pas de L, c'est a dire, on remplace x par L - x dans &, (x), on
0 hem

SS(X\)-—E,(L x)-tgg[x L)z+l]

2- Conduites A angle arrondu
Détermination des constantes A, Bet C

&lx)= A\_f Bcos(Cx)

- 2 2rx
L. est la période, donc C =_I“ = -
-
eod 27 e
z.(x):A-thos( n -x) - .

; ~ -
L g }
en X = -Z la\tourbe est tangente a la droite représeniée par X - fg'ﬁ
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ANNEXE | : Description analytique des profits des conduites ondulées.

donc

)t

c'est a dirc

A+ Bceo i—”x%)_-—tgt?:A+Bco{2}——:’—tg9
=4 =%rg9

L'équation de la tangente:

Y=Y +62‘ﬂh%(x-'xo).

avec Y, = &(x,)

dans notre cas on a:

L

X0=—"

4
L

L 2z L
=—1gf+ Bcos| —x— |=—1p8
Yo =g lBTTE (1., x4) £
6.‘.‘(x)=

4
—fj-z—j-r-sin(gf--x]
ox /. I

L
Fig. Al - 2. Piofil de conduile a angle
artondi

donc 0c(x) -2z B
ax Lg L
4

donc: )
=£1g9—2—”3(x—-1—} )
4 Y 4

L 2
=———t"9'+—B-— Bl
Y (4“" 2 ) [1, ]x

mais I dquation de la droite est y =igl-x

\ par identification on a :

I Bty Bty

2 L
\ L Y

1g6- l—-zcos zﬁx
_ V4 L

S

d'ou =
?\ £(x)

-~

,,J\J

.,\’_,P—\,‘

-




ANNEXE H . Détermination des rapports (mJm,), (BJB,) et (Q/Q,). . v

ANNEXE II :

Détermination des rapports
(my/my), (B\/By) et (Q./Qq)

L. Résolution des équations de Navier-Stokes pour un écoulement entre deux plaques paralléles

{conduite droite) :

Pour un écoulement entre deux plaques on a :

v _av 8y
V=0donc —=———= =T
ax oY ax® or
les équations de continuité et de Navier-Stokes (11 -23) et (Il - 24) respectivement deviennent :

ol

—=0=U=U(X)
5).4
& _o=mr=rx)
aY
dP  d*U
. ———t 2:O
dx dY ,
! et comme P(X)=-B-X+P avec P =cte,
donc
2 )
. dU=_B=‘”
boody? dX

Y

? En appliquant tes conditions aux limites, soit
>U=0enY=0et Y=HI,

“on obtient
. B
VW) =-Z V(¥ = H'I L)
'\‘-\ l2rh HYIL
Et comnie Re=—- et M= pu jUdY nombre de Reynolds pour une conduite droite est donné par:
) H ) :
B H'T |
Rey=—%| — ' (ALl -1)
d § L ) -
‘et la chuté de pression est donnée par
6RR¢, ™
d= B ) (All -2)

wy
L et : -




ANNEXE Il : Détermination des rapports {m./ms), (BJ/By) et (Q/Qy).

2. Calcul des rapports des flux de chaleur, des chutes de pression et des débits massiques pour une méme
puissance de pompage :

Une méme puissance de pompage (PP) implique, ‘pour une conduite a angle vif par exemple :

. . m, B, Re
PP =PP,=>mB, =B, =>——=~L=—2 (All -3)
m, B, Re,
D'aprés (All -2) et (All -3) Re, sera donné par la relation suivante :
B H' 37412
Re, = Re, —| — (Al -4)
6 \ L
HL=0.5
12000.00 —
] 0,393
8000.00 — 1
2 / - 025
R s
4000.00 —
000 FF— e I
" 00 T w000 7 sooo0 ™% so0s0 100000
Rev
Fig. All - 1 : Variation du nombre de Reynolds de la conduite
droite en fonction du nombre de Reynolds de 1a conduite
a angle vif (6 = 45°).
donc
le rapport des débits s'écrit de la maniére suivante :
"U 2
. ' 6Re
- _6_5:_3_ | (ALL-5)
m H'
d 2
L] ] .
et le rapport des chutes de pression :
' s qU/2
B B“[T)
LA U Yol A (AlL -6)
B, 6Re,




ANNEXE Il Détermination des rapports-(mJm), (BJBy) et (QJQ,). o VI

Concernant le rapport des flux de chaleur, Ta relation (HY - 26) nous permet d'écrire aprés avoir négligé le terme

H'YL T
| Q"—Mr} dY devant 12
x ", 2
Pr Re,
L2

)
(PrRedJ
L2

&

- k(!m ~1, ).r':u l:l - cxp(j AdX ):|
o o

Q,

—klt, ~1, ) [1 - exp(jzldX)]

et comme la différence de température (1, - t,,) est supposée la méme & l'entrée de la conduite on obtient -

1
[1 ~exp([ Adx)
O _ LN | | (AI1 -7)

- ! Re
Qs [l.— exp([dxy| ¢
‘ 0

Sd

Remarque :
Toutes ces relations sont applicable dans le cas des conduites a angle arrondi.



