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Résumé:

La présente étude porte sur la simulation numérique d’un écoulement sur
une paroi poreuse; celle-ci comporte une résolution des équations de couches
limites dynamique,thermique et massique en régime permanent et transitoire.

Le but de cette étude est de faire par la suite un raccordement avec les équations

de transfert en milieu poreux

Summary:

The present work concerns a numerical simulation of a flow past a porous
flat plate. It is based on the resolution of the steady and unsteady velocity,
thermal and concentration boundary layers equations.

fhe aim of this study is to make after a link with the transfert equations in a

porous media.

Mots clé : o . o .
ADL, algorithme, aspiration,couche limite dynamique,couche limite massique,

couche limite themique, échange, écoulement, équations, EDP, €paisseur, interface,

isothermes, isoconcentrations, lignes de courant, numérique, paroi, permanent, poreux,

pores, résolution, Runge-Kutta, simulation, tir (méthode du...), transitoire.
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Lettres majuscules :

-

A @ surtace de la plague m*

C,: Coefficient de trotiement SD

C, : concentration J2 fa vapeur d’cau a Iinterface Kmole/Kg
C,: concentration de la vapeur d’eau dans I’écoulement externe Kmole/Kg
D : Coetricient de diffusion binaire m?s

Ec : Nombre d’Eckert SD

E. : Energie interne du systéme J

E. : Energie cinétique J

E, : Energie potenticlle J

Ey : Encrgie totale du systéme J

Jy: Densité de tlux de chaleur dans le milieu poreux Wim?s*
Jm 1 Densité de flux massique dans le milieu poreux Kg/m2s™
P : la pression N/m?
Pr: Nombre de Prandt] SD

Q : Quanuté de chaleur - J

Qv : Quantité de fluide aspiré m’/s

Re : Nombre de Reynolds SD

Sc : Nombre de Schmidt ' SD

Sh : Nombre de Sherwood SD

T : température °C

Tp: température de lu plague °C

T.: Température de "écoulement a |’ interface °C

Ta : température du fluide loin de la plaque °C

U : vitesse de ['écoulement foin de la plaque m?/s

W Travail fourni J
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b Largeur de la plague

¢y - Coctticient de volume

¢ : densite de flux massique de I'écoulement externe
h. : Coefficient de transfert de chaleur

he : CoefYicient de transfert de masse

L'+ longueur de la plague

vo: Vitesse d’aspiration

Lettres grecques :

B : Facteur de dilatation volumique

b4 : Epaisseur de la couche limite dynamique

8%y : Epaisseur adimensionnelle de la couche limite dynamique
81 : Epaisseur de déplacement

62: Epaisseur de la quantité de mouvement

81: Epaisseur de la couche limite thermique

8*r: Epaissew adimensionnelle de la couche limite thermique
8w : Epaisseur de la couche limite massique

6*x: Epaisseur adimensionnelle de |a couche limite massique
K 1 Viscosité dynamique

v Viscosité cinématique

‘¥ : Fonction de courant

P la masse volumique

T, - Contrainte 4 la paroi

m
SD
Kg/m?s
W/m?.K
Kg/m?sPa

3

SD

SD
Kg/ms
m?/s
SD
Kg/m’®
N/m?
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L’a¢rodynamique, dont I'étymologie évoque immédiatement |’action de [’air en
mouvement, ¢st la science qui cludie les difiérents aspects de cette action, notamment les
forces, les pressions et les moments qui résultent du deplacement des corps dans
atmospheére. L’aérodynumique intervient essentiellement dans la conception des avions et
des missiles, dont elle definit les formes optimales, mais joue également un réle imporant
dans I'architecture navale, I'industrie automobile, les véhicules a coussins d’air, ainsi que
dans la construction d’ouvrages fixes comme les ponts, les tours et les grands immeubles dont

elle détermine la réaction au vent, [47

Sa naissance comme science, peut étre située au XVIIC siécle, en Europe ol furent
developpées les théories (B.Bemoudli, 1738; L.Euler, 1755) qui faisaient suite & un

empirisme séculaire.

Ce n'est qu’un siecle plus tard que les lois fondamentales tenant compte des
contraintes intérieures d’un milieu continu ont été formulées (M. Navier, 1827 : S.D. Poisson,
1831 ; D. De Saint Venant, 1843 ; G.G. Stokes, 1845). Devant |’ impossibilité de résoudre ces
équations extrémement compliquées, les connaissances a¢rodynamiques n’ont pu se
développer que grice a I’introduction d’hypothéses simplificatrices, appuyées par des données
experimentales. Les €tapes les plus importantes de ces travaux théoriques et expérimentaux
sont marquees, entre autre, par introduction des coeflicients de similitudes (E. Mach, 1889 ;
O. Reynolds, 1883), du concept de la couche limite (L. Prandtl, 1904).

L’¢tude de la couche limite est primordiale compte tenu des effets de viscosité qui
apparaissent proches des parois. Elle concerne notamment les moyens de son contréle. On sait
que la mrainée d’un avion vient en partic des frottements de !’air provogueés par la couche
limite qui se forme sur les surfaces du fuselage et de 2 voilure. Le long d’une surface exposée
“au vent refauf, cette couche tend en effet a s’épaissir jusqu'a développer de la turbulence, et
donc de la trainée. Une diminution de I’épaisscur de la couche limite entrainera donc une

diminution de la consommation en carburant.
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Depuis les essais américains sur le jet-stream [27], fes ingénicurs s’accordent pour dire
que le meilleur moyen de stabiliser cette couche est le concept de laminarité hybride :
Padopuon d’un protil laminaire {systéme passit) et 'aspiration de la couche lumite pur
microperforation (systéme actit). Aujourd’hui l¢ systéme passif est bien connu, le concept de
laminarité hybride est encore mal maitrisé ; pour cela AIRBUS [2' ] réalise en ce moment des
essais sur des A-320 en utilisant une section poreuse sur 20% de la corde de dérive en bord

d’attaque, la ou la turbulence se crée habituellement.

Parmi les applications nécessitant une maitrise des connaissances des phénoménes de
transtert en couche limite, on peut citer : les phénomeénes de séchage et  les probiémes liés
aux processus d’échange sol atmosphére.

Néanmoins, I’étude d’un probléme incluant un écoulement externe et un milieu poreux, passe
par la connaissance des parameétres de I’écoulement externe et ceux relatifs aux phénomeénes
de transfert dans le milieu poreux. Pour cela il faut élaborer un code de calcul pour la
détermination des parameétres qui caracténsent |’écoulement externe, et un autre code de

caicul concernant les phénomeénes de transfert dans le milieu poreux.

Le but de notre travail est d*¢tudier I’écoulement externe en régime laminaire par la
résolution des équations de couches limites dynamique, thermique et massique en régimes
permanent et transitoire, en considérant le cas d’une plaque plane perméable. Notons que la
détermination des coefficients d’échange de chaleur et de masse au niveau de I’interface
¢coulement externe — paroi poreuse passe par la connaissance des:paramétres caractérisants le

milicu poreux.

Notre travail est divisé en quatre chapitres principaux. Dans le chapitre I, nous nous
sommes intéressé au concept de la couche limite et des moyens de son contréle. Au chapitre
II, nous avons donné les équations des couches limites dynamique, thermique et massique a

partir des équations de la mécanique des fluides, ainsi que les conditions initiales et aux

limites correspondantes. Le chapitre 11 concerne ies méthodes de résolutions de ces €quations
en régime permanent (méthode de Runge-Kutta), et en régime transitoire (méthode ADI).
Finalement les résultats obtenus ainsi que leurs interprétations sont donnes dans le chapitre

IV. Enfin une conclusion pour terminer notre étude.
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Chapitre I : Contrdle de fa couche limite en aérodynamique

I.1- Introduction :

Dans ce chapitre, nous nous proposons de metire en évidence les caractéristiques
généralcs d’un écoulement visqucux pour introduire ensuite lc concept de la couche limitc. En
d’autres termes, on citera les grandeurs physiques qui vont influencer d’une maniére ou d’une
autre sur le développement de la couche limite. On citera ensuite toutes les grandeurs qui la

caractérisent afin d’expliquer tous les phénoménes qui peuvent apparaitre dans un écoulement

.

+

commc lc point de séparation, la transition ou bicn Ja turbulence’

Compte tenu du fait que la couche limite se développe dans tout écoulement autour
d’un obstacle quclconque, il est intéressant de citer les différentes méthodes pmir le contréle
de celle-ci, c’est--dire les méthodes adéquates a utiliser dans un cas bien précis d’écoulement
afin de retarder ou si ¢’est possible d’empécher le décollement de I'écoulement sur la paroi

pour minimiser les pertes d’énergie.

1.2- Concept de la couche limite :

Dans le cas d’un mouvement de fluide ou la distribution des pressions déterminée
cxpérimentalement cst en accord avee la théoric des fluides parfaits, influcnec de la viscosité
pour des nombres de Reynolds élevés est plus appréciable dans unc couche trés mince., c’esta
dire que Pinfluence de la viscosité n’est pas d’une grande importance 4 partir d’une certaine
distance de 1a paroi. Si la condition de non-glissement n’est pas satisfaite dans un fluide réel,
alors il n’y aura pas unc grandc différence entre Ic champ d’¢coulement d’un fluide parfait ct
celui d’un fluide réel.

En réalité, & cause de la viscosité du fluide, les particules fluides vont adhérer a la
paroi, cclles-ci vont retarder dans leurs mouvements Ics particules qui sont cncore au-dessus,
qui clles-mémes vont retarder celles qui sont encore au-dessus, jusqu’a atteindre une certaine
distance de la paroi ou Peffet des frottements devient nul. La couche ainsi délimitée est
appelée couche limite, le concept de la couche limite qui fut introduit par L.Prandt! en 1904
[3].



Chapitre T : Controle de la couche limite en aérodynamique

Dans cette couche, la vitessc du fluide est de zéro au niveau de la plaque et va en
augmentant jusqu'd attcindre sa valcur maximum qui correspond a la vitesse de I’écoulement
sans frottement. On remarque aussi que I’épaisseur de cette couche croit le long de la plaque

dans la direction de Pécoulement.

La figure ([-a) montre la distribution des vitesses dans la couche limite dans le cas

d’un écoulement sur unc plaque planc.
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Figure I-a : Distribedion des vitesses dans la conche
limite

Donc on déduit que le gradient de vitesse est important dans la couche limite, ce qui
entrainc decs contraintes de cisaillernent pour les fluides de faibles viscosités, mais cc

phénomeéne devient pratiquement nul & Pextérieur de la couche limite.

Cet aspect physique suggére que ’écoulement d’un fluide avec une faible viscosité
peut &tre divisé en deux régions pour I’analysc mathématique ; 1a premicre région est celle ot
les frottements sont pris en considération donc dans la couche limite mince prés de la paroi, et
la deuxiéme est celle ol les frottements peuvent étre négligés et ou la théorie des fluides
parfaits peut étre appliquéc avec une bonne approximation. Une telle suggestion nous permet

de simplificr considérablement les équations qui gouverient ’écoulement,

Cependant, dans certains cas, la décélération des particules fluides dans la.couche .
limitc n’arrive pas nécessaircment lc long dc la paroi, cc qui cntrainc unc augmcntation
considérable de I’épaisseur de la couche limite donc un renversement de I’écoulement. Les
particules fluides seront alors dirigées vers ’extérieur. Ce phénomene est appelé décoi]ement
de la couche limite et il est toujours accompagné de formation de tourbillons ét de grande

peric d’¢nergic.
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Chapitre I : Contrdle de 1a couche limite en aérodynamique

1.2.1- Estimation de I’épaisseur de la couche limite

L’épaisseur de la couche limite qui ne subit pas de séparation, ¢’est 4 dire dans le cas

- laminaire, peut ¢tre estimée cn négligeant les cffets de viscosité & ’extéricur de la couche

limite, donc les forces de frottement peuvent &tre négligées par rapport aux forces d’inertie.
/ .

Dans ce qui suit, on va rappeler quelques résultat{@fies forces d’inertie par unité de

volume sont données par pu-gf—, le gradient -gﬂ est proportionnel 4 %pour une plaque. de
X X

longucur | (U est la vitesse de 'écoulement loin de 1a paroi), donc les forces d’inertie sont

2
proportionnelles 4 £ {]] .

D’autre part, les forces de frottement par unité de volume sont données par -‘?-r—donc

2
égale & y—ag-:’ et l¢ gradient de vitesse —%daus une direction perpendiculaire i la paroi est de

Pordre de % (6 représente I'épaisseur de la couche Jimite Jaminaire), donc les forces de

frottement par unité de volume sont proportionnelles 2 y%.

A partir de la condition d’égalité entre les forces de frottement et les forces d’inertie,
on obtient :

u pu?

——

Kt~

Donc P’épaisseur de la couchie limite est tel que :

5~ f% = Jg (1.1

Selon Blasius [23], le facteur de proportionnalité est égal 3 5 approximativement (on le

déterminera ultérieurement). Donc pour un écoulement laminaire, on a :

W .
d=5,]— 1.2
"U (1.2)
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Chapitre I : Contrdle de la couche limite en aérodynamique

Pour une plaque plane de longueur 1, ’épaisseur adimensionnelle de la couche limite
dynamique cst donnée par :

. 6 v 5
=-—:5 —— I eem—
® =7 Ul Re,

Ot Re; représente le nombre de Reynolds relatif & toute la plaque. L’équation (I.1) montre que

(1.3)

8 est proportionnelle & Jv cta I, donc en remplagant 1 par x, on remarque que Fépaisseur

de 1a couche limite croit effcctivement le long de fa plague.

D’autre part, I’épaisscur adimensionnelle de la couche limite (ou le nombre de
Reynolds apparait bicn) décroit avee lc nombre de Reynolds, ¢’cst & dirc pour un Re trés

grand (v pratiquement nu.l) §' tend vers z¢ro et on retombe dans le cas d’un fluide parfait,

On peut maintenant estimer la contrainte de cisaillement 1y au niveau de la paroi et

donc ’effort de frottement global. D’aprés ce qu’on a vue précédemment, on a :
6‘11}
Ty = M —
Y ) yeo
, ou , . . U . . U
On a vu aussi que é;-ctaat proportionnel 3 5 donc 1o est proportionnelle a #“5‘ En se

servant de 1’équation (1.1), on obtient :

U o>
7o ~ pU -”J = 1/'@7'“ (1.4

On voit bien que 1o est proportionnelle & U*”. On obtient alors la contrainte adimensionnelle

de cisaillement par rapport a pU? :

T, [—;1— ) ' a.5)

pU* \pUl  JRe,
L cffort total dc frottement D cst égale a blty ou b représente la largeur de la plagque, on

utilisant I’équation (1.4), on aura :

D~ by pplU*1

-7-



Chapitre I : Controle de la couche limite en aérodynamique

De cette dernitre expression, on voit que I'effet de frottement global est proportionnel
4 U™ ct 1", La proportionnalit¢ avee 1'? signific que si on double la longueur 1 de la plaque,
I’effort de frottement ne va pas doubler. Ce phénoméne peut étre expliquer par le fait qu’i! va
moins de frottement en s’¢loignant de la paroi car dans ce cas I’épaisseur de la couche limite
va en augmentant.

Le coefficient de frottement adimensionnel est donné par ’expression suivante :-

H 1
Cp~.-—= ‘ (1.6)
? N pUt JRe,
D’aprés les résultats de Blasius, le facteur de proportionnalité est de "ordre de 1,328, donc le
cocfficicnt dc frottcment adimcensionncl! s’ écerit : 7

1328

Cp= L

1.2.2- Définition d’autres épaisseurs caractérisant la couche limite ;

La définition de I’épaisseur de la couche limite est d’une certaine maniére arbitraire,
parcc quc la transition dc la vitessc de Pintéricur vers I'extéricur de Ta couche limite sc fait
d’une maniére asymptotique [§]. Ceci est sans importance pratique car la vitesse dans Ja

couche limite atteint une valeur proche de celle loin de la paroi & partir d’une trés petite

distance de celle-ci. Cette distance sera définie pour une valeur l/ =099

On définit également I"épaisseur de déplacement 8, qui est utilisée parfois (Figure 1-b),
elle est définte par :

(L8)



Chapitre T : Contrdle de [a couche limite en aérodynamique

Cette épaisseur indique la distance & laquelle les lignes de courant sont déviées 4 cause

de la formation de la couche limite.

On définit aussi 1’épaisscur de la quantité de mouvement o, par :

T ou u
y'[ U U
Cette épaisseur mesure la perte de quantité de mouvement due 2 Ia couche limite relativement

4 V¢coulement cxtéricur.

1.2.3- Point de séparation :

—

Pour expliquer le phénoméne trés important de séparation de la couche limite,

considérons lc cas d’un écoulcment autour d’un cylindre (Figurc I-¢)

Figure I« : Ecoulement antour d'unt cylindre

Dans ce cas d’écoulement, les particules fluides sont accélérées dans la demi-portion
DE et elles sont décélérées dans la portion EF. De la méme maniére, il y a diminution de
pression sur la portion DE ct augmentation de pression sur la portion EF. Au début du
mouvement, I'écoulement se rapproche d'un écoulement sans frottement d’ou le fait que la

couche limite qui se forme a une épaisseur trés mince.



Chapitre I : Contrdle de la couche limite en adredynamique

A Dextéricur de la couche limite, il y a une transformation de pression en énergie
cinétique sur ta potion DE ct Je contraire se produit sur a portion ET pour qu'unc particule
arrive en F avec la méme vitesse qu’elle avait en D. Une particule fluide qui se trouve &
’intérieur de la couche limite sera soumise au méme phénomeéne parce que le gradient de

pression agit également & {intérieur de la couche limite.

A
Sy

A cause des forces de frottement, les particules se trouvant a I’intérieur de la couche
limitc consomment presque toute leur €nergic cindtique sur la portion DE, cc qui les
empéches de surmonter I'augmentation de pression sur fa portion EF. De ce fait, Jes particules
au contact de la paroi auront tendance a s’arréter et influencer les couches suivantes. Ce
phénoméne engendre un mouvement opposé au mouvement externe et qui aura tendance a

faire décoller I’écoulement de la paroi.

Pour le cas d’un écoulement sur une plaque plane, le méme phénoméne se produit. Les
couches dc frottement retardées qui sc forment A Pintéricur dc la couche limite donncnt
souvent naissance a la formation de tourbillons. La formation des tourbillons est intimement
liée avec le gradient de pression, ¢’est & dire que lorsqu’on a une chute de pression dans la
dircction de I’écoulement, cclui-ci devient accéléré. Ce qui cntraine cn méme temps
’accélération des particules fluides se trouvant a Pintérieur de la couche limite et

I’écoulement restera laminaire.

Par contre si la chute de pression se produit dans le sens opposé de 1’écoulement,

cclui-ci scra retardé ot Ies particules fluides de la couche limite scront encore plus retardées.
Aprés entiére consommation de leur énergie cinétique, les particules se trouvant a
I’intéricur dc la couchc limitc auront tendance 3 sc rctourner d’ou la formation d’un

écoulement en retour au voisinage immédiat de la paroi.

Ce phénomene s’amplifiera graduellement et entrainera le décollement de

t"¢coulement extéricur de la paroi.

-10-
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Chapitre I : Contréle de la couche limite en aérodynamique

La figure (I-d) montre la distribution des vitesses lors du décollement de la couche limite.

| 111

Fipure I-d : Distribution des vitesses lors du
décollement

Le point S représente le point de séparation, ¢’est le point ou I’écoulement extérieur se

décolle de 1a paroi. Ce point cst détcrming par !a condition suivante :

3) -

La détermination du point de séparation peut se faire avec des calculs exacts ¢’est & dire par

intégration des équations dc la couche limite.

Dans le paragraphe (1.3), on essayera de citer et d’expliquer les méthodes utilisées

pour prévenir Ic phénoménce de décollement de fa couche limite.

1.2.4- Etude de la transition :

Pour I’étude de la transition, on se limitera au cas d’un écoulement sur une plaque
planc. Lc processus de transition sur unc plaque planc horizontalc a d’abord été ¢tudié par JM
Burgers [6]. Van Der Hegge Zijnen [(7] ct plus tard par M Hansen [8] et plus en détail par

H.L Dryden [9)]. Nous savons que |’épaisseur de la couche limite croit proportionnellement a

Jx.

Prés du bord d’attaque la couche limite est toujours laminaire (sauf dans le cas d’une
plaque avec une épaisseur finie, ou il y a séparation au niveau du bord d’attaque si aucunc

précaution n'est prisc pour I’éviter), pour devenir turbulente 4 partir d*une certaine distance.



Chapitre I ; Contrile de la couche limite en aérodynamique

La transition entraine aussi un changement notable de la forme des courbes des
distributions des vitesscs, On peut voir ce changement sur la figure (I-e) qui a ¢té tracée A
partir de mesures effectuées par G.B Schubauer et P.S Klebanoff [10] dans un écoulement de
trés faible intensité de turbulence, et on remarque que la zone de transition s’étend sur une

région allant de 3.10%a 4.10° pour le nombre de Reynolds.

Dans cette zone le profil de la couche limite passe de celui d’un écoulement laminaire

enticrement développé a cclui d’un écoulement turbulent enticrement développé.

Hl’ﬁ*'ﬁ'” ] /FL
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- Figure I-f : Variation du facteur de forme en
Sonction de x(m}

Le processus de transition entraine une grande diminution du facteur de forme
H;,=81/8; (figure I-f) {4 ] avee 3y : épaisscur de déplacement et 3, : épaisseur de la quantité de

mouvement

Dans Je cas de la plaque plane, le facteur de forme décroit de Hi=2,6 en régime

Jaminaire 4 Hja~1,4 en régime turbulent [4:1.

Le changement de profil de vitesses dans la zone de transition peut €tre utilisé pour la
détermination du point de transition, ou plutdt la zonc dc transition. Cec principe peut Ctre

expliqué 4 1"aide de la figure (I-g) [4].
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Figure I-g : Principe de détermination du point de transition

Un tube de Pitot est déplacé parall¢lement a Ja paro & une distance qui correspond 4 la
différence maximum entre Ics vitesses en régime laminaire ct turbulent. Lors du mouvement
du tube a travers la zone de transition, dans le sens de I’écoulement, il est enregisiré une
soudaine augmentation de la pression totale. La transition sur une plaque plane entraine un

changement remarquable sur la résistance a I'écoulement ; le coefficient de frottement.

Dans un écoulement laminaire, le cocfficient de frottement est proportionnel 4 1,5 la
puissancc dc la vitcsse t’4j , alors qu’cen régime turbulent cctic proportion croit a 1,85,
D’autres travaux cffectués par HW Emmons [4fJct G.B Schubauer et P.S Klebanoff {10]. ont
montré que dans le cas d’une plaque planc le processus de transition est intermitient et

consiste en une séquence de zones laminaires et turbulentes.

Le gradient de pression le long d’une paroi exerce une grande influence sur la position
du point dc transition dans la couche limitc. Lorsquc nous avons unc diminution dc pression
(Pécoulement est accélérd), fa couche limite reste généralement laminaire. Néanmoins une
faiblc.aug'mentation dela ﬁrcssion engendrera toujours le phénoméne de transition. En tenant
compte de ce fait, il est toujours possible de réduire le coefficient de frottement sur des corps
dits minces (ailes) cn déplagant aussi loin quc possible Ic point dc transition. Ceci peut étre
réalisé¢ en faisant un choix convenable et judicicux de la forme ou du profil et de la

distribution de pression correcspondante.

Le cocfTicient de frottement de corps possédant une importante longueur initiale ou
Pécoulement cst laminairc peut étre réduit de moitic ou plus. La position du point dc
transition et donc ["ordre de grandeur du cocfficicnt de frottement peuvent étre modifiés par

d’autres moyens qu’on verra dans le paragraphe suivant.

-14-
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Chapitre I : Contréle de 1a couche limite en aérodynamique

I.3- Meéthodes de controle de la couche limite @

Le contrbdle de la couche limite consiste & prévoir et prévenir 1’appantion du
phénoméne dc séparation ct la formation des tourbillons, Le probléme de contréle de la
couche limite est devenu trés important récemment, en particulicr dans le domaine de

I’aéronautique.

Dans un écoulcment autour d’un obstacle quelconque, la séparation est un phénoméne
indésirablc car il cst accompagné d’unc forte perte d’éncrgic, ¢’cst pour ccttc raison que

piusieurs méthodes ont été élaborées ct étudiées pour prévenir la séparation.

A premiére vue ¢t comme nous I’avons vu au paragraphe de la turbulence, 1a méthode
la plus simplec ct la plus évidente cst cellc qui consiste 4 animer la paroi d’un mouvement de
méme sens que le sens de I'écoulement pour réduire la différence entre la wvitesse des

particules fluides et la paroi, mais cette méthode a montré ses limites lors de son application

pour des cas pratiques.

Plusieurs méthodes de contrdle de la couche limite ont été développées

cxpérimentalcment et aussi sur la basc de considérations théoriques. Nous citcrons ainsi :

- Accélération de la couche limite

- Aspiration de la couche limitc

- Conccption de forme convenable du solide (a¢rodynamique)
- Injection d’un gaz diflérent

- Refroidissement de la paroi

Dans ce qui suit, nous nous proposons de détailler chaque méthode et de tirer une

conclusion sur l¢c domainc d’application dc chacunc d’clles.

18,
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Chapitre I : Contrdle de la couche Timite en aérodynamique

1.3.1- Mouvement de Ia paroi :

On a vu que ’apparition de la séparation est due en grande partie 4 la différence entre
Ia vitesse du fluide et la vitesse de 1a paroi, donc la méthode la plus évidente pour prévenir la
séparation consistc a ¢limincr cette différence ¢’cst 4 dire 4 animer la paroi avee une certaine

vitesse de méme direction que cclle de Pécoulement.

Prandtl fut le premier & mettre en évidence ce principe et il a constaté que cette
m¢thode donnait des résultats satisfaisants lorsqu’il a2 mis un cylindre circutaire cn rotation

dans un courant fluide.

La figure (I-h) [4 ],montre un cylindre en rotation placé dans un courant fluide dont la

dircction forme un anglc droit avee ’axc du cylindre,

‘‘‘‘‘ "o '"‘"h--.;._‘;,

T
-l “ard

Figure I-ly : Ecoulement autour d’un cylindre
en rotation

On remarque que sur le coté supéricur ott le fluide et la paroi du cylindre ont la méme
dircction, quc la séparation cst complétement ¢liminée. Par contre sur Ic coté inféricur ou I
fluide a une direction opposé a celle de la paroi du cylindre, la séparation se développe mais

d’une maniére incompléte.
L’idée de déplacer la paroi dans le méme sens que ’écoulement a montré ces himites

lors de son utilisation dans des domaincs pratiques du fait que son application est plus ou

moins compliquée pour d’autres formes que celle de la forme cylindrique.

-16-



Chapitre 1: Contrdle de 1a couche limite en atrodynamique

C'est pour cette raison que cette méthode n'a pas été développée ct fut remplacée par

A*autres méthodes plus avantageuses.

1.3.2- Accélération de 1a couche limite ¢

Une autre alternative fut établie pour prévenir la séparation ¢t qui consiste & fournir

ides qui ont tendance a Etre rctardées dans la couche

A I'aide d’une pompe spieiale placée APintéricur de la

*¢coulement principal. Cette demidre

me certaine énergic aux particulcs fiu

“imite. Celtc énergic peut étre fournic

bien en déviant I’énergic exigée 4 partir de |

paroi ou
ant Ja région retardéc avee unc région & haute pression 4

solution peut étre obtenue en reli
[aide d’un obstacle placé 4 I'amont de 1a paroi.

e
E — ~ %\
\:\N
s © . 7
D

T T

Frpre 4 : Coniride de lacouchie linite prv ifaarerd (1), dovintion {2)
et axprasion (3

s de "accélération de la couche limite par refoulement

La figure (I-i) [4 ].montre le ca
as il cst obligatoirc dc fairc

A PPaide d’unc fente (cas 1) faitc sur la
d*éviter 1a formation des tou

paroi, mais dans cc ¢

attention a la forme de la fente afin tbillons aprds la section dec

sortie.

-17-
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Chapitre 1: Contrdle de |a couche limite en aérodynamique

Dans le cas (2), une déviation de I’écoulement principal est réalisée & ’aide d’un

" obstacle. Une premiére couche limite se forme sur la partic A-B mais elle cst portée dans

I’dcoulement principal avant I’apparition dc la scparation. A partir du point C, unc autre
couche limite se forme qui n’aura 4 surmonter qu’une partie de 1’accroissement de pression et

¢’est ainsi qu’on atteindra le point D sans I’apparition du point de séparation.

Le cas (3) montre I’effet d’unc aspiration 4 I’aide de trou réalisé sur la paroi, mais on

étudiera ce cas dans oc qui suit avee plus de détails.

1.3.3- L’aspiration 3

Cette méthode consiste & aspirer du fluide de Pintérieur de la paroi & I’aide de pores
placés 4 des endroits judicicux. Par c¢ moycn on empéche I'accumulation de fluide retardd ct
on diminue la pression dans la partic entourant la fente et ¢’est ainsi que le décoliement est

empéché. Néanmoins cette miéthode ne nous permet pas d’économiser de résistance.

On peut voir I'effet de "aspiration sur la figure (1)) [ 3'], o0 un cylindre est placé dans

un écoulement ct aspiration cst appliquée sur un scul coté.

Figure I-] : Ecoulement aufour d’un
cylindre avec aspiration

On voit bicn que sur le cdté ol est appliquée 1'aspiration, I’écoulement adhére a la
paroi ct la s¢paration cst ¢vitée. Par contre sur fc coté ot il n'y a pas d"aspiration, ’apparition.

du décollement est inévitable. Par ’aspiration on réduit sensiblement la traince.

12



Chapitre T : Contrile do 1n couchie limite en nérodynamique

L’application d’une aspiration aura pour effet de stabiliser 1a couche limite de la méme
maniére que dans lc cas d’un gradient de pression. La diminution de la trainéc est due &
I’empéchement de la transition d’un écoulement laminaire & un écoulement turbulent. Une

analyse plus détaillée révéle que Vinfluence de I"aspiration est due & deux effctstéj

Premiérement, I’aspiration réduit 1'épaisseur de la couche limite, et dans une couche
plus mince P’apparition du point dc séparation cst scnsibloment réduite, Deuxicmement,
{*aspiration crée un profil laminaire des vitgsses qui posséde une limite supéricure de stabilite

(nombre de Reynolds critique) par rapport au cas imperméable.

Dans le cas ou nous avons une plaque perméable, il est important d’estimer la quantité
de fluide aspiré. 11 cst possible d*obtenir unc diminution de Iépaisscur de 1 couche limite ct
done avoir un nombre de Reynolds en dessous de la limite de stabilité, tant que suffisamment
de flnde est aspiré. Néanmoins, I aspiration d’un volume élevé n’est pas économique car une
grande propomon de Iéncrgic économisés sous P'effet de la diminution de la trafinée est
utiliséc par 1a pompe d’aspiration. Il cst par contre important dc déterminer le volume

minimum aspiré pour garder un ¢coutement laminaire.

Le maintient de 1a trainée obtenue par ’aspiration est le plus important quand cette

valcur minimum est utilisée car n'importe quelle valeur supéricurc dc volumc aspiré

_ engendrera une couche limite plus minge ¢t unc augmentation de la eontrainte de cisaillement

prés de la paroi.

Dans le cas du régime permanent avec aspiration uniforme, la solution des équations
de couche limite est particuli¢rement simple. Le profil des vitesses et donc 1'épaisseur de la
couche limite deviennent indépendants des coordonnées 4 partir d’une certaine distance du
bord d’attaque (Figure I-k) [4}]).
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Figure I-k : Ecoulement surune plaque
perméable '
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Chapltrs I : Contrile dé 1a coucha limlte on sérodynamique

L’épaisseur de déplacement ainst que I'épaisseur de la quantité de mouvement de ce

profil asymptotiquc daspiration sont donnécs par

5,:-"—- et 5,=—l~ Y
- ¥y 2-v,

Le profil des vitesses est donné par [28%58:
u(y) = U.[l —ex -‘19)-’)]
v

3,

' {
Donc le nombre de Reynolds critique est : [-——-—) = 70.000
v orit

Donc le nombre de Reynolds critique du profil asymptotique est 100 fois supérieur &
celui de la plaguc imperméable. Cette valeur montre la grande influence qu’excrce

1" aspiration sur la stabilisation de Ia couche limite.

On peut dire que Paspiration permet de maintenir un écoulement Jaminaire non
sculement & causc de 1a diminution de I'épaisscur de la couche, mais aussi ct en particulier &
cause des limites de stabilité des profils dc vitesses qui sont repoussés de maniére

considérable.

1.3.4- Forme aérodynamiique

La transition d’un écoulement laminaire & un écoulement turbulent peut étre retardée -
cn utilisant des parois convensblement ¢tudices. Commec dans Ic cas de I"aspiration, Pobjet de
I"utilisation de formes convenables est de réduire 1a trainée en déplagant le point de séparation

le plus en aval.

Comme il a été établi précédemment, I"apparition du point de séparation dans la
couche limite est influeneée par le gradient de pression. Donc avee une baisse de pression, on
atfcint des nombres de Reynolds beaucoup plus €levés qu’avee une augmentation de pression.
Partant de ce principe, le¢ résultat désiré cst afteint en déplagant la section d’¢paisseur
maximum loin derri¢re. De cette maniére une grande portion de la paroi reste sous Iinfluence

d"unc pression qui diminue cn aval ct la couche limite reste laminaire.

-20.



Chapitre I : Contrdle de 1a couche fimite en aérodynamique

1.3.5- Injection d'un paz différent :

Le fait d’injecter un gaz léger et différent de celui de I'écouvlement externe 2 travers
unc paroi porcuse dans la couche limitc a pour cffet de réduire ’échange de chaleur entre la
paroi et I'écoulement. C’est le seul effet important notable réalisé par cette méthode et qui est

souvent utilisé pour le cas de vitesses supersoniques.
L’injection de gaz crée un mélange gazeux dans la couche limite et au phénoméne de

variation dec Ja quantit¢ dc mouvement ct de transfert de chalcur s*ajoute J¢ phénoméne de

transfert de masse par diffusion.

1.3.6- Refroidissement de la paroi ¢

Dans le cas des écoulements supersoniques et pour un intcrvalle bien déterminé du

nombre de Mach, 1a couche limite peut étre stabilisée par simple refroidissement de fa paroi.

Par le refroidissement on peut aussi réduire 1’épaisseur de la couche limite et cette
possibilit¢ devient plus importantc forsqu’on a par cxemple un gaz de densité trés faible qui

s’écoule dans une soufflerie. car une épaisseur trop importante donnerait des résultats erronés.
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Chapitre I ; Cantréle de Ia couche limite en atrodynamique

1.3.5- Injection d’un gaz different :

Le fait d’injecter un gaz léger et different de celui de I’écoulement externe & travers
unc paroi porcuse dans la couche limitc a pour offct de réduire I'échange de chalcur entre la
paroi et I"écoulement. C’est le scul effet important notable réalisé par cette méthode ct qui est

souvent utilisé pour le cas de vitesscs SUPETSONIQUCS.

L’injcction de gaz crée un mélange gazeux dans la couche limite et au phénoméne de
variation de 1a quantit¢ dc mouvement et de transfert de chaleur s’ajoute ¢ phénomence de

transfert de massc par diffusion.

1.3.6- Refroidissement de la paroi

Dans le cas des écoulements supersoniques et pour un intervalle bien déterminé du

nombre de Mach, 1a couche limite peut &tre stabiliséc par simple refroidisscment de la paroi.

Par le refroidissement on peul aussi réduire 1'épaisseur de la couche himite et cette
possibilité devient plus importante lorsqu’on a par cxemple un gaz de densitc trés faible qui

s’écoule dans une soufTlerie, car une ¢paisscur trop importante’ donnerait des résultats erronés.



——

———

[PR———

W

:}\;

R O I R SRS

Moo ALK
Qoo peds

&

%eogeoRe

K
tx.»(

RSO
ST

"Ti("' é"\é‘ o

<

Seie

- W M W W W w w5 wooW. W W e NN e w WM e e W v
s \‘\)(v-vyry{,y e e e N '*-'\'*\_\""\'./ R A R AR P AR A U R e i A y.-'\-\( \C'"l'r"/ A
GZ O ORC VS LOAV AN R e N S A S S S

K
Chapitre 11 : >

‘(/

<>.

v
Y

\.‘{S’)( .

<
X

Fqualions des couches [tmites

N
**. A

7 Nod
KON

<

dynamique, thermique et massique

SNttt S

R

o e Kome
/A,*."“{:'o(‘/("

I1.1- Introduction
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11.2- Etablissement des équations de la mécanique des fluides

11.2.1- Equation de continuité 2%
11.2.2- Equations de Navier et Stokes :’;,x
11.2.3- Equation de conservation de I’énergie %

I1.2.4- Forme adimensionnelle des équations

11.3- Equation de la couche limite
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I1.3.1- Couche limite dynamique

11.3.2- Couche limitc thermique
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[1.3.3- Couche limite massique

11.4- Séparation dc la couche limite
I1.5- Etude de Paspiration

11.6- Equation de la couche limite en régime transitoire
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Chapitre IT: Equations des couches limites dynamique, thermique et massique

e

J1.1- Introduction:

Dans ce chapitre, nous allons établir les équations de la couche himite en passant
par les équations de la mécanique des fluides. On peut dire que pour résoudre un
probléme de méeanique des fluides, on doit résoudre les cing équations qui découlent
des trois principes de conscrvation: de la masse (1 équation), de la quantité de
mouvement (3 équations) et de 1’énergie (1 équation).

En premier licu, nous allons établir ces équations pour e cas général et puis les
simplifier pour le cas qui nous intéresse c'est a dire lc cas d'un écoulement
bidimensionnel! sur une plaque plane, On donnera ensuite les équations de la couche
limite qu’on résoudra dans le chapitre suivant.

| Comme nous I’avons vu au chapitre précédent, la meilleure méthode pour le
contrble de la couche limite est ’aspiration, donc il est intéressant d’établir les

équations qui régissent le phénomene d'aspiration.

I1.2- Etablissement des équations de Ja mécanique des fluides:

Dans ce paragraphe, nous allons considérer le mouvement ¢’un fluide Newtonien dans
le cas général c’est & dire le cas d'un écoulement trndimensionnel. L’écoulement est
caractérisé par le vecteur vitesse dont les composantes suivant Ox. Oy et Oz sont

respectivement u, v et w. Pour connaitre le mouvement d’une particule fluide, on doit

connaitre les sept grandeurs suivantes :

- u, vetwe les trois composantes du veelgur vitgsse,

- P :lapression.

- p:la masse volumique.

- u:laviscosité dynzmique.

- Tl tcmpérafurc.

Or nous n’avons quc cing équations pour sept inconnues, donc il faut ajouter
P’équation d’état pour un gaz parfait (P=prT) ct une équation qui exprime la variation de la

viscosité dynamique p ¢n fonction de la température T.

-23-
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Chapitre 11 : Equations des couches limites dynamique, thermique et massique

11.2.1- Equation de continuité :

Considérons un ¢lément fluide de dimensions infinitésimales dx, dy, dz (figure I1.a) et
écrivons le bilan massique ¢n supposant que e systéme ne pénére aucunc massc.
On aura :

m, —rt, =M, avec : 1, : masse rentrante
fit, . masse sortante

M, . masse accumulée

YA (P¥)yray
T / (pw),
dr L 7
(pm): ey (PU)redc
| o
7/“;4.“‘““ o
(pw)t“dt (p‘,-)y

e

3

Figure H-a : Elément fluide de dimensions dx, dy, dz

D’aprés la figure, ona :

() = e+ ), = (03, s+ (), = (). Y= s 2

En faisant un développement d"ordre 1, on obtient :

(o) = (o), + 20
! fias

L (), =), +§£§de

&l pw)

-

dz

\'(pw’):-nt :(:0“’); +

24.
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Chapltre TI ; Equations des couches limites dynamique, thermique et massique

Donc I’équation de continuité s *éerit :

op 0 o J _
E+ax(p’l)+6y(ﬂ)+ % (pw)=0

Sous forme vectoriclle, elle s'écrit :

L v afp?)=0 (T.1)

5
Pour un écoulement permancent (¢’est 4 dire %:—- =0) et pour un fluide incompressible

(c'est a dire p=cst ), F'équation de continuité se réduit A

divi =2 2 g (I1.2)

ox &y &z

I1.2.2- Equations de Navier et Stokes ;

Les équations de Navier et Stokes expriment la conservation de la quantité de
mouvement, clles sont déduites de 1a scconde tot de Newton qui stipule que la somme des
forces extéricures cst émale & 1"accélération multiplice par la masse.

Dans le cas du mouvement d’un fluide, on doit considérer les deux types de forces : les forces

volumiques et les forces surfaciques.

Les forces volumiques sont dues essenticllement a Ieffet de la pesanteur alors que les
forces surfaciques sont ducs aux contraintes.

Donc on peut exprimer les forces extérieures par { 245

S F,=F+P ot F=Xi+Yi+ 7k : représente les forces surfaciques
P=Pi+Pj+ P_k : représente les forces volumiques

La deuxi¢me loi de Newton s™écnit alors ;

P - Dy

FyP=my=p—-
Y PDr
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Chapitre I : Equations des couches limites dynamique, thermique et massique

Essayons maintenant de déterminer les forces surfaciques qui agissent sur un élément

fluide de dimensions infinitésimalcs dx, dy, dz (Figurc ILb).

Figure 11-b ; Forces surfaciques agissant
sur un élément fluide

Sur Jes deux surfaces de dimensions dy.dz qui sont perpendiculaires & I'axe x, il existe deux

contraintes : P, et P,

De la méme maniére, on obtient les contraintes qui agissent sur les surfaces de
dimensions dx.dy ct dxdz qui sont perpendiculaircs & I'axc des z ct axc des y

respectivement. La résultante dos forces de surface s”¢éerit alors

> oP
P-a]’ + +6P:
ox oy o

Considérons les contraintes qui agissent dans chaque direction, on aura

- Suivant Ox

o) e~ (o) Wz o)~ (o) Jies 4 (60 = (). ety = P,
- Suivant Oy @

[(r " )’4 " (r - )x }1)-'(!: + [(0' " )yw - (o'”, )y }ird: + l(r:_,, ) e (r:_,, ): }’lrdv =dP,

- Suivant 072

(o)~ (o) v M), o), Yoz [(0)0 — (02), Bty = P,

h R e f o .4 P T



B T
:

a3 i T 4
R S L S D rad g Do 0 . . s

Chapitre TT : Equations des couches limites dynamique, thermique e masaique

En faisant un développement d’ordre 1, on obtient :

3 _
(4P, =(agn + ;: s a;, ]dxdyd: (I1.4.3)
x ) -
, dr, 0o, Or,
{dn, =| 2+ 24 = s (11.4.b)
dr, Or,. Jdo,
de, =( e + s +— }Ltcf}d: _ (Tt.4.c)

En injectant le_s équations (11.4.2), (I1.4.b) et (Il.4.c) dans I’équation (I1.3),0n obtient les

¢quations suivant chaque dircction

Du (oo 0Or, or
-3 Suivant Ox ; p—= g+ == 5.
. P Dt P ( ox dy & J (TL.5.2)
) . Dy or 8o or
— Suivant Oy ; p——= pg, +| =+ —Z 4 —=
. ivant Oy le rE, (ax P 6:} (11.5.b)
’ - or arv- do .
-3 Suivamt Oz p——=pg_+ =44 = ILA.
P or =P (ax Y a:) (5.9

On peut écrire les équations sous forme vectorielle et on aura :
P DV = pg + Y‘}O'
Dr v
Pour les fluides Newloniens, des résultats expérimentaux ont montré qu’il existe une

rclation entre les contraintes (tangenticlles ¢t normalces) ¢t lcs déformations.

Ces relations sont données par :

u- &v  ou
O’n=—p+2ﬂ-— ; T, = —_— —
' ox i drx oy

T, =" +2p—ai ; T, = éﬁ+@—l—
w =P dv = ax o

-

o ~—p+2;1g1-' : T m:—@+e"
k= a: ' » / Q\’ a:
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Chapitre IT : Equations des couches limites dynamique, thermique et massique

-En introduisant ces rclations dans les équations (11.5.a), (I1.5.b) et (1. 5 ¢), on aboutit

aux &quations de Navicr ct Stokes suivantes :

Du p *u  d*u B*u dfou v ow
pa=pg e+ st b |t | — = —
Dt ox (55 S VAR o > ox\Ox Oy O:

Dv op, [ R a%) a(au v aw}
+ + —+

= + =) = ol
PP " e T e ) ol e

f Dw p, (dw dw '), afom v o

L P fR, = -+ I Tt (Y
D PPRL FW APV a\ox oy

- ‘Dans le cas d’un fluide 1ncomprcss1b]e Iéquation de continuité nous donne : divV =0, donc

les équations de Navier-Stokes s’écrivent :

¢ Du | @ 821.' o%u a’u)
pP—=p%, ——+H (IL.6.a)
Dr x \axl & &’
Dv & (8w v 3
- —= -t + + .6.b
| Vo= Ty e Ty e (e
| Dw o, dw 'w 9w
: Dw o 2, IL.6.
: Lp Dt PBs. oz ‘{ax’ &t _ (L6.c)

1L2.3- Equation de conservation de I'énergie ¢

‘L’équation de conservation de I’énergie se déduit & parlir du premier principe de la
thermodynamiquc sclon Iequel fa variation de I’éncrgic totalec d’un systémc é[uc!conquc cst
dgale A la différence entre la chaleur échangée avee le milicu exténicure ct Ic travail fourni au
systéme. Ce premier principe de la thermodynamique peut Etre exprimé par [11]:

dE, =dQ - d¥ (IL7)
avec : dE; : variation d"énergie totale du systéme
d() : variation de la chaleur

dW : variation du travail
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Chapltre Il : Equations des couches limites dynamique, thermique ot massique

"Dans ce qui suit, on va essayer d’évaluer chacun des termes précédents pour aboutir &

!’é.quatfon dc conscrvation dc I'¢ncrgic :

dE, =dE, +dE, +dE, = d[ pdxdyd:.e + pxlrdydz.% V? - pdvdyd:. g.?]
avec : dE, : variation de ’énergie interne du systéme
dk, : variation de |’énergie cinétique

" dE , : variation de ’énergie potenticile

' * Dongc Ja variation de I’énergie totale du systéme s’écrit :

dE, = pdxdydz.d[e +%V’ - g.“f] as)

; En considérant un volume de contrdle dV=dx.dy.dz (Figure 1l.c), la variation de la

chaleur s’écrit :

dQ = l(q.r - Qx+dryyd‘- + (q_v - qy*ofv }‘i‘rdz + (q: - Q:m‘: )ﬁ’dy}jf

Ya d
d
1 M q, dxdy

daz 1
, q, dydz l T Qe dydz
) rd

2

[ Qr+a, dxdy * -

/ q, dxdz
F

Figure II-¢ : Variation de la chaleur dans un
élément fluide

[P

Par développement, on obticnt :
dQ = —divg.dxdyd=.dr (11.9)
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Chapitre 11 : Equations des couches limites dynamique, thermique et massique

. Evaluation de dW :

La variation du travail est égalc au produit des forces surfaciques par lc déplacement,

on écrit :
dw = Edl =dPV di
Comme pour les équations de Navier-Stbkes, considérons les forces surfaciques suivant

chaque direction :

-3 Suivant Ox :
W, = (O'nu +r VT, w)x dydzdt
Weae = (O'J,u +T VAT, w)ﬂdtdydzdr

- ax aox ax

x

)drdyd:df

w,= ('rn,u +o VT, 'w)x drd=dt

=\r_ u+o _v+r_w dxa’:dr
xy b =¥ y4dy

aw, { . " d v)+ a(r"'w)]drdyd:dt

K4

W, =l u+z v+ a:w): dxdydt

W, =(rou+r,v+o, w)  dxdydr

dw, {a(’ “ ) L. w)]dxdyd:dr

oz

La résultante est Ia somme des variations de travail suivant chaque direction, donc :

GW = dW, +dW, + dW, =7 o, Mrdpdzdr . (L10)

En injectant les équations (11.8), (11.9) et (IL.10) dans I’équation (11.7), on obtient :

;xirdyd:.d[e + %Vl - ;Z'F] = ~drvg dxdyd-dt + @(17.0‘!., )zixdyd:dr



Chaplire 11 . Equations des couches Ii'mites dynamique, thermigue et massique

" La relation ci-dessus peut s’exprimer par:

v
p-—-+pV—-—-——ng=—dtvq+V(V0',j) (.11

Avee !

' La relation (II.11) devient alors :

o s
P%}=-divq +0, 5&’3“‘1""? - PdivV + 0, ——

Ty

| on aura .

ou,

IJ Xj

G=-AVT

a,‘
= ai-%——l— +§vaV
ox, ax

dr\ oOx oo\ of

y\ v

: : p—g%+Pdivl7=—a—(l—a£J+—a—[A£] a(,t?f- m)=div(lf7T)+

! Sous forme vectorielle ;-

*- p%—f— + Pdivi = difAVT )+ pe L12)

avee |

O = 2|i[ ou
ox

) av’(aw)’- o Y f(ov owY (6w au]’ 2
gl = |+ == ] ] —F—| -=
oy Fi ov . dx o ov Or 0Oz 3

' D’autre part, I’équation de continuité donne :

%‘;—)+ div(pﬁ): 0= divl = -—---5-—:> P!wV = - ——

1 Dp

e

(divl_/.

y
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Chapitre IT : Equations des couches limites dynamique, thermique et massique

Donc :

De P Dp
—— = = = dVAVT }+
Dt p Dt ( ) o
p%}:%e-rdiv(iﬁTﬁpd) avee c+£=h
| 1 | 1(dp o :
dh=C,dl +— (1-T8}P avec =—-—! — | facteur de dilatation volumique
P ‘ P or P

L'¢quation de conservation de P’énergie s’éerit .
DI . DP of.-
—=Tf.—+ ViAV
p¢, T T.p Dt+ (A T)+p¢

-Dans le cas d’un fluide incompressible B=0, donc I’équation de conservation de 1'énergie se

simplificen :

DT of,=
pCPB,—=V(ﬁ.VT)+MD

11.2.4- Forme adimensionnelle des Equations ¢

Dans le paragraphe précédent, nous avons établi les équations dc la mécanique des
fluides ainsi que 1’équation de conscrvation de I'¢énergic dans lc cas général c’cst a dirc pour
fe cas d’un écoulement tridimensionnel. Maintenant nous allons considérer le cas qui nous
intéresse c’est & dire le cas d’un écoulement bidimensionnel en régime permanent sur une

plaque plane a incidence nulle.

On a vu que les équations de Navier-Stokes étaient compliquées, donc pour essayer de

les résoudre, on procédera d certaines simplifications cn utilisant les hypothescs suivantes :

-3» Ecoulement bidimensionnel :-a— =0

= Fluide incompressible : p = cst

— Régime permanent : —=0
ot
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Chapitre 11 : Equations des couches limites dynamique, thermique et massique

En utilisant ces hypothéses, I’équation de continuité, les équations de Navier-Stokes ct

~ I’équation de 1’énergic se réduisent 4

(%a,@:o ' - (IL13.a)
ou ou 1ar (0w du |
{ll-é-"x- | -5-- ;a--!- -6_-_:—2-{-—5}—)2—) m-l:;.b)
2 2 '
] "; 1 V?v" = - -i)—%j}j i P{g;; &k %‘;] (".13.(:)
\ or or ’r  8r
\pc”[u—aT-l- V*é}'—,'Jz _5;3“'_ -éy—z]'F p(b (I].]3.d)

11 est intéressant maintenant d’introduire les paramétres qui caractérisent I’écoulement pour

derire les équations ci-dessus sous unc forme adimensionnelle :

- [ . . - . T—T ' .

X :—‘x—,y =Ly-;u :..11—;\! =_1_,P - PZ ;6 - = ;ng_Tm;G(J:TP"Tm
I I8 (i, i, pl7i Tp -T. ,

‘Avec: L : longueur de la-plaque

U, : vitesse de I’écoulement (loin de la plaque)
Tp: température du fluide pres de 1a plaque
To : température du fluide loin dc la plaque

Les équations sous forme adimensionnelles s’écrivent :

e, (IL14.2)
éox oy
- . - 2" 2, : |
v au- oy 81:. =_6P. +_1_ 0 nr2 N d :12 (TL.14.b)
< &y a Rela” o |
’ o, : P’ | 2y’ v
uav.+v av.=_6 .+*]" 6v2+0v2 (L.14.0)
ox cy dv  Rel ax’ &
. . 2. 2n* 7
;00 0 ) 1 [0 492 ;. 92 L Ecge (1.14.4)
o 8y RePr| ox”* Re

233-
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“Chapltre I1 : Equations des couches limites dynamique, thermique et massique

. Avée :
(Re =2 Nombre de Reynolds
pU_L
{Pr= f—’-cl—"- Nombre de Prandtl
U2
Fo = . Nombre d’Eckert

11.3- Equations des couches limites :

Nous allons établir dans ce qui suit les équations Vde la couche lifnite dynamique,
“thermique ¢t massique & partir des ¢quations précédentes. La résolution des équations des
couches limites trouve son importance dans la détermination du coefficient de frottement pour
la couche limite dynamique, le coefficicnt de transfert de chaleur pour la couche limite

thermique et le coefficient de transfert de masse pour la couche limite massique.

11.3.1- Couche limite dynamique :

. Nous avons vu au chapitre (I) que Iépaisseur de la couche limite 8 diminuait avec la -
viscosilé du fluide ou bien lorsque le nombre de Reynolds augmente. D’aulre parl, 84 est
proportionnelle 4 la racine carrée de la viscosité cinématique. L ¢paisseur de la couche limite

est trés petite devant la fongueur L de [a plaque (8 <L) [1]).

" La figure (II-d) montre la formation de Ja couche limite sur une plaque plane ou U, est la

vitesse de 1'écoulement loin de 12 paroi

8,
Be

ant 4

Figure 1-d ; Couche limite dynamique

34-
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Chapltre IT: Equations des couches limites dynamique, thermlque et massique

Pour établir I’équation de la couche limite dynamique, utilisons fes équations (I1.14.a),
(11.14.b) ct (J1.14.c) et cssayons de déterminer fes termes qui sont négligeables devant les

autres.

Les trois équations adimensionnclles s’écrivent :

r
6u. R av' -0
ax oy
» [ 3 - z L] 2 -
(1){u.au.+v.6u.=_6[" _l_ 31'12 +61:'2
Ox oy ox  Rel gx dy
N T ap“ 1{0%" &%
k# 3 —+V ay' =— ay, 4‘}5‘ %) + "
x e\ ox dv

Le fait de considérer les équations adimensionnelles et en utilisant les méthodes

d’approximation, on déduit que la dérivée adimensionnelle Tsera toujours inféricure A
X

1’unité et & partir de 1'équation de continuité, on peut dire de méme de la dérivee Eh Tz

. L 2 [ ]
D’autre part, dans la couche limite, v est d’ordre § ainsi que ? et
: _ ‘ 't

= Alors que

UX

2. ¢

u on’ & . 1 1 ,
—est d’ordre 1. Les termes ——-et 5~ sont d’ordre 5 et 5 respectivement car u

ox & o

augmente de zéro au niveau de la paroi jusqu'a I"unit¢ & partir d'une ¢épaisscur & [44]. A partir

de ces estimations, on peut négliger les termes d’ordre & et d’écrire les équations précédentes

sous forme simplifiée.

Le systéme (1) devient alors :

ou v
.__._+..-...-.—:
ox oy
ou' . Cil __GP' __1_62:1'
ax’ o' ax’  Re g’
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Chapitre I ; Equations des couches limites dynamique, thermique et massique

Ou bien:

, ‘
-aﬁ+—qv—= 0 (I1.15.a)
ox oy
(2) 4

ou ou 18P &*u
U o A P e = e e Y e

\ax & pax ¥

Ce nouveau systéme s"appelle systtme d’équations de Prandtl.

(IL.15.b)

Pour un écoulement sur unc plaque plane ct cn considérant la condition dc non-glissement
entre le fluide et 1a plaque, Ics conditions aux limites donnent :
- Poury=0; u=v=0

- Pour y—»o ; u=Uy(x)

En considérant que la vitesse de I"écoulement U, est fonction de x, ’équation (1.15.b) nous
donne :
U,  1&p

PR | (L1

le systéme (2) devient alors :

{
ox Oy
33
_(?'Ii v.a_u_— .__.d(j'” ?_21{..
\ X a}’_ = dx 2

Pour pouvoir intégrer I'équation de la couche limite, il est plus judicieux d’introduire

la fonction de courant y({x, y)qui est définie par :

:..a_'{,_ et v:—--—au-'{
) ‘ ox

i
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Chapitre IT: Equations des couches limites dynamique, thermique et massique

Le systéme (3) s’écrit alors :

Ve ~We=0
@]
dil,
¥y Wi = VW = Un '_&;— + VW},‘
avec .
oy _ Dy _ Oy _63;;,' ) oy %y
W=y Y Tae T Y T T e T e

En considérant les conditions aux limites précédentes, on aura :
- y.:o s V.= Wy =0 -
- yowi v, =UL()

Dans le cas ou le gradient de pression est nul, 1'équation (11.16) nous donne :

.{_jg_—_o-_-;; U, (x)=U, =constante
ax

Le systéme (4) devient alors :
Vo Wi = 0
<)

l!’y"!,;y - W.r"l’y’ = V'/f"'; ('1‘17)

Pour simplifier notre étude, nous nous intéresserons au cas d'un écoulement sans
gradicnt dc pression. Afin de résoudre les ¢quations du systéme (5), cssayons dc transformer

les équations aux dénvées particiles cn équations ordinaires. Pour ccla, on doit introduire

d’autres fonctions adimensionneltes.

~ Onpose [12):

w=g,(x)./ (D)

-37.
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La méthode de similarité nous permet dc trouver que :

o) = fWTom  avee: a=yJ-?}

En utilisant la derni¢re formule de la fonction de courant, on peut calculer tous les
tcrmes du systéme (5). Aprcs caleul ct simplification, I’équation (11.17) donnc unc ¢quation

différentielle normale de la forme :

2/ + =0 Equation de Blasius (1L.18)

Les conditions aux limites s’écriront en fonction de 1 de la maniére suivante :
- 1=0; f(0)= /(0)=0
- Mo f(n)=1

" L’équation (I1.18) est I’équation de la couche limite dynamique qu'on va essayer de

résoudre au chapitre (I11) cn utilisant Ja méthode dc Runge-Kutta.

Le but de la résolution de 1'équation (T1.18) est dc déterminer o coefficient de

frottement, qui cst donné par :

C,=—" . . (IL19.3)

o s :
Avec: 1, = ,u[—i) représente la contrainte  la paroi

par sa relation en fonction de f(77), on trouve :
=0 :

| cu
En remplagant (———]
A 7

Et en injectant cette formule dans ['équation (11.19.a), on aboutit & :

C,,=21"(0}Re;'” (11.19.b)

-38-
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A partir de cette demiére formule, on voit que le coefficient de frottement local est
fonction du nombre de Reynolds local ct qu’il cst obicnu en intégrant Féquation de la couche

limite dynamique.

11.3.2- C_ouchc limite thermique &

La couche limite thermique apparait dans un écoulement si et sculement si la
températurc cntre 1’écoulement et e corps solide differe, la résolution de I'é¢quation. de la

couche limite nous permet de déterminer le coefficient d’échange convectif.

La figure (II-e) montre la distribution des températures dans le cas d’un écoulement

sur une plague plane.

T. Freestieam ___ ¢ (1)

Thermal
boundary
fayer

A

A
Figure [[-¢ : Couche limite thermique

La couche limite thermique se développe de la méme maniére que la couche limite
dynamique c’est & dire que la différence de température engendre un gradicnt de température
dans une zone seulement et cette zone est définie comme étant la couche limite thermique.

On note par 57 I'épaisseur de 1a couche limite thermique qui est trés petite devant Ia longueur

de la plaque L (8r<L) [14].

Pour la détermination de I’équation de la couche limite thermique, considérons

1I"équation (11,1 4.d') dc 1a conscrvation dec I'éncrgic :

L9000 .80 1 {ar¢ o) Ffc .
u ~+V - 1= —+ [+ —P
Ox oy Re Pr| ox o' Re

2
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En faisant certaine simplification, on obtient I’équation suivante :
L00" o0 1 (8% | Eclou
u — 1V — |= + —_
dx oy Re.Pr{ gp* | Re\dy

Qu bien :

or or o' %
wfEeslAFAs) o

En considérant que la paroi est & température constante T, et que la température du fluide loin
de 1a paroi est T, alors lcs conditions aux limites s’écrivent
- yOu=v=0etT=T,

- yooju=Ug etT=Ty

Comme pour le cas de la couche limite dynamique, on introduit la fonction de courant dans
I’équation (I1.19) et on obtient :

v,0,~v,0,=a6,

Les conditions aux limites deviennent alors ;

- yv0,y,=w,=0ct £?=6’0=I’"‘l,—-]!':c = constanfe

- ymosw, =U, el =0

Onpose{11]:
Tr-T U
Gin)= oety= U_wx avec = . —2-
() ol /(o Z y,}m

En utilisant la méthode de similarité, on obtient P’équation de la couche limite thermique

suivantc :

G"+%Eﬂ3': (1.21)
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Chapitre 1T ¢ Hauatinfia dos saushse limijse dynemique. thermidue ot masiigue

Et les conditions aux limites sont :
- n=0,;G0)=0
- o) G(n)=1

On définit le nombre de Nusselt par :

_hx a7 x

Nu, ol ayl -T,,“T,:

Nu_ =~Re''* G'(0)

y=0

De cette derniére équation, on voit que le nombre de Nusselt local est fonction du
nombre dc Reynolds local ¢t du nombre de Prandtl ct cn résolvant ’équation de la couche
limite thermique, on peut déterminer le coefficient d’échange convectif moyennant le nombre

dec Nussclt.

11.3.3- Couche limite massique ¢

Comme pour la couche limite thermique, si la concentration entre le fluide et la paroi
nc différc pas, la couche limitc massique n’apparait pas. La différence entre lcs concentrations

engendre un gradient de concentration dans une zone seulement qui est la couche limite
massique d’épaisseur 8. La couche limite massique nous permet de déterminer le coefficient

de transfert de masse.

uu:
>
A Free stream
C - ) 6:{”
A Concentralion
boundary

layer

el
Lo

L-—*-I l--~C,——;-4'|

Figure Il-f : Couche fimite massique
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Chaplire IT; Bquations des couches limites dynamique, thermique ot mann!q\ie

La figure (1I-f) montre la couche limite massique ou Cy représente la concentration du
fluide loin de la paroi et C, la concentration prés de la paroi. Pour établir ’équation de la

couche limitc massique, considérons un volume de controle dx.dv.1 (Figure Il-g).

ﬁf‘.' adv, yédy

. *M.\ 4, x4 v
[em———— Nely
ﬁA O e i . = -—-b“:ll. ety , x bdx
MA.arf »—p = M i — - ATa i s edn
f‘;-‘——_——;‘f
T MA dif, »
Ml E U
Fggg Hﬂ Echange massigie autour d'un volume
de contrifle

L’échange massique se fait par advection (transport de masse par écoulement) et par
diffusion dans chaque dircction. ' |

Le bilan massique nous donne [12]:
(M advx M acfv.x+dx)+ (M advy M ada-..wasv) + (M dif s M dn;r.x«fx) + (M dif.y M a':;"_vm) +M 5 =0 .

Les termes du bilan dus a I’échange par advection sont donnés par [11}]:

Madv.x - Mm‘v:h# ={pu)dy - I:(P“)+ Ao )] = i%?)drdy

Mmfv.y - Mm:ﬁ'.wdv = a((‘:::}) dxdy

En ce qui concemne 1’échange massique par diffusion, on sait que la loi de Fick qui

exprime la relation du flux molairc associ¢ au transfert par diffusion nous donne [12] :

-

Nt=-D X ou D est le coefficient de diffusion binaire.

Le flux massique du 4 la diffusion s’écrit alors [12] :
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Chapitre I . Equations des couches limites dynamique, thermique et massique

Les teﬁnes du bilan dus a I’échange par diffusion sont donnés par [14]:

. . ap 6,0) 5 [ Gp) d{0p
M, -M =l Dy~ || - D=+ - D" |dx [dv=—] D—
o .x dif xedds ( o )d}' [( Eo A P™ v D— ldxdy

. . d s
M difx " My sote = ‘é;(D -é;%)dxdy

En remplagant ces formules dans le bilan massique, on trouve :

&(pu) a(pv)_g( _@9_] a(poe), ;
o + o = ‘Dax +ay Day + 1 (I1.22)

On suppose que le systéme nc-génére pas de masse (pas de réaction chimique), 1’équation
(11.22) sc réduita '

opu) ;@_2( 6_9) i[ a_pj
P y " D— 5 Day (11.23)

En termes de concentration, I'équation (11.23) s’ecrit :

,,Q,C__+v53£=_<?_[9§£)+i(oé§_J (11.24)
ox oy dx\ ox) dy\ o

Les conditions aux limites pour la couche limite massique sont les suivantes : '
- y=0;u=v=0ct C=Cs
. yoo;u=U,et C=C,

On introduit la grandeur adimensionnelle suivante [12] :

== =5
C,~Cs

L’¢équation (J1.24) devient sous une forme adimensionnelle :

14

L] * 2 L ,
' aC, +v oc __1 (8 ¢ J avec Sc:% : nombre de Schmidt

ax 8y° "~ ReSe 3},'2
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Chapitre IT : Equations des couches limites dynamique, thermique et massique

En utilisant la méthode de similarit¢ ef avec les mémes paramétres que pour la couche

limite thermiquc, on aboutit 4 I’¢quation dc la couche limitc massique suivante :

. H"+‘—ZEIH'=0 - (11.25)

Et les conditions aux limites associées & cette équation sont ;
- n=0; H()=0
- n-o; Hn)=1

Le coefficient de transfert de masse hy, est donné moyennant le nombre de Sherwood qui est

cxprimé par la relation suivante :

Sh,=h’""t=(-a~c-] —_—r
D \&).,C -C.

=—Re!? H'(0)

Sh

x

De cette €quation, on voit que le nombre de Sherwood local est fonction du nombre de

Reynolds Jocal ct du nombre de Schmidt ct le cocfficicnt de transfert de massc cst déduit par

-

intégration de I’¢quation de la couche limitec massique.

J1.4- Séparation de la couche limite:

Aprés avoir établi les équations de la couche limite, il est intéressant d’étudier la
- séparation, cn d’autres fcrmes, connaitre Ie moment de I'appantion du point dc séparation.
On a vu au chapitre précédent que apparition du point de séparation dépend en grande partic

du gradient de pression et que ce point est défini par la condition [4]:
(_a._] ~0

A4



Chapltre 11 : Equations dees eouches limites dynamigua, thermique o manlque

* En général, pour connaitre I’endroit de la formation du point de séparation, on doit
résoudre les ¢quations de la couche limite dynamique pour !es exemples simples car ils sont
seulement valables loin du point de séparation. En aval du point de séparation, les
suppositions faites pour I'intégration des équations de la couche limite ne sont plus appliquées

du fait que celle-ci devient épaisse.

Pour le cas des écoulements compliqués, la détermination du point de séparation se
fait expérimentalement (comme on I'a vu au chapitre (I), paragraphe (1.3.4) car I’¢coulement

externe dépend du phénoméne de séparation.

L’apparition de la séparation est plus probable dans lc cas d’un écoulement retardé (g’;’ >0).

A partir des équations de la couche limite, on peut établir une relation entre le gradient de
pression et Ja distribution des vitesses u(y) qui en considérant la condition & la limite pour y=0

(u=v=0) s’écrit :

2 |
i‘i). & (1.26)
y«ﬂ
du

=N _10, |

a) 2)
Figure IT-h : Profil des vitesses pour un écoulervertt acodéré (1), ef retardé (2)

i

dj C
Dans le cas d’un écoulement accéléré (—;’?-<0), nous avons de I’équation (I1.26)
X

2 : ,
(gf}} <0 (Figure TI-h(1)) [4] et pour un écoulement retardé (g£>0). nous avons
’ Ay
y=0 .

Ou . ) . & u o .
— >0 ; or loin de la paroil nous avons toujours y< 0, donc il existe un point cu
y=0

dy

2
6 Y-0.Ce point est le point d’inflexion du prof’ il des vitesses (Figure 11-h(2)) [4].
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Chapitre IT : Equations des couches limites dynamique, thermique et massique

On peut dire que le point d’inflexion se forme pour un écoulement retardé seulement

et c’est ce point qui engendre le point de séparation.

I1.5- Etude de Paspiration :

Rappelons que dans le chapitre (I) (paragraphe 1.4.3), on a mis en évidence
I"importance dc I’aspiration dans PPapparition du point dc séparétion. Dhans cc qui suit voyons

quelques équations qui régissent cette méthode.

On va considérer le cas d’une aspiration uniforme le long d’une plaque plane (Figure
I.m), dans cc cas la vifcsse v-au niveau de la plaquc nc scra plus nullc mais positive
(refoulement) ou négative (aspiration). Tl est clair que la quantité de fluide aspirée 4 Pintérieur
de la plaque est tellement petite que seules ics particules en contact immédiat de la paroi sont

touchées par ce phénomene. La premicre conséquence qui découle de ce fait est que Ja vitesse

d’aspiration vg est trés petite devant Uy ( ;—" =107 +107) [51. ..

ah

La quantit¢ de fluide a aspirer Q. peut étre exprimée en fonction d'un coefficient de
volume ¢, tcl que [§ ]:
Q, =co. AU, avec : A =51 : surface de la plaque

Pour une plague planc : 0, =bh J: [~ v ()l

Donc :

co == [ [~ v, (x)lix

A

Pour unc vitesse d’aspiration constante, on a :

v
o =_D°__

A6-



Chapitre I : Equations des couches limites dynamique, thermique et massique

Les équations de la couche limite restent les mémes pour le cas de 1’aspiration mais les

conditions aux limitcs devicnnent :
- y=0;u=0ct v=vq

- yoo;u=Us

En considérant la condition a la limite pour y=0, I’équation (1.15.b) du systéme (2) nous

donne :
v{aqu 1 dp (au]
— = e Yy | e
' )., P& o)

En comparant cette équétion avec I’équation (11.26), on voit que pour le cas d’un

d, .
écoulement retardé (-—dp-;>0) I"aspiration a pour effct de réduire la courbure du profil des

vitesses et donc de retarder I’apparition du point de séparation (§ 11.4).

Pour un écoulement avec une aspiration, une solution simple peut étre obtenue dans le

cas d’une plaque plane. Le systéme d’équation (3) s’écrit |

o, o _g
ox oy

du ou  d’u
H—+ V— =V —
\ o Oy oy

En considérant qu’au niveau de la paroi, la vitesse v est €gale & la vitesse d’aspiration

qui cst constantc. Donc & partir dc Péquation de continuité on voit que la vitessc u cst

indépendante de x (?15 =0).
ox

La deuxi¢me équation du systéme aura pour solution la relation éuivantc'. : [4],

u(y)=U., .[1 - cxt{ 11“-}—’)} (TL.27)
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Chapitre IT : Equations des couches limites dynamique, thermique et massique

Avec: &, =— (11.28.2)
5, =1t (11.28.1)
2-v, ‘

Mais il est clair que cette solution est une solution exacte des équations complétes de

Navicr ct Stokcs. La distribution des vitcsses est représentée sur la figure (TLi) {57].

1071 -

o
22
u 0‘3’ 2= y
Yo g5
- 04 !
021 o fotn
Tk it
6 24 32 40
y
d1
Figure I : Profil des vitesses pour un écotlervient smis

aspiration (T), avec asggration (1)

La courbe (1) représente le profil de Blasius (sans aspiration) et Ja courbe (II) le profil
asymptotiqué de ’aspiration (aspiration uniforme). On voit que ’¢paisscur de la couche limitc -
aupmente de zéro au niveau du bord d’attague et tend asymptotiqucment vers la valeur
[ donnée par ’équation (I1.28.a) et que le profil de vitesse atteint le profil donné par }*équation

(11.27) qu’aprés une certaine distance du bord d’attaque.

Un autre point particuliérement intéressant consiste 4 connaitre I'influence de

! - I’aspiration sur lc cocfficient de frottcment.
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L ;
0, : ; ; fp-!,.ca 10
2=
ms_% : ! i s
I N \ 1
5 = SN | L,
B Pt T
z %"‘H B NN St 4
0° J‘ha"‘\______ []
145- —""'-.__. [
. SRS~
! ‘\-..-_.___'
2 ! ™~~~ 7
K | :
0t 2 E ms 2 5 10 F4 L 107 2 s 10
' Uel _p.

Figure Il-j : Variation du cocfficicnt de
Srotiement en fonction de Re

A partir de la figure (11-j) {4}], nous voyons que pour des nombres de Reynolds

-élevds, le profil de vitesse cst asymptotique ct Ic cocfTicicnt de frottement Jocal cst donné par
1*équation (1L.27)

Ce coefTicient théorique est obtenu dans le cas d’un écoulement sans viscosité (fluide

parfait) de vitesse U, avec aspiration d’une quantité¢ Q du fluide.

Le coefficient de frottement pour la couche limite turbulente est représenté sur la
figurc précédente (courbe 3).

On remarque qué pour des nombres de Reynolds élevés, le coefficient de frottement
turbulent est plus important que celui de I’écoulement laminaire . La courbe (2) montre la-
variation de celui-ci lorsque la transition a lieu (transition de 1’écoulement laminaire vers
I’¢coulcment turbulent) d’o Pimportance d’cssayer de  garder toujours 1'¢coulement

laminaire en appliquant unc aspiration.

D’autre part, on remarque que le volume de fluide aspiré influe sensiblement sur le
cocificicnt de frottement du moment quc cclui-ci augmente lorsque ¢, cst de plus en plus
important. Donc nous pouvons peut dirc que [aspiration nous permet de préserver
[’écoulement laminaire et donc de minimiser les pertes d’énergie par rapport au turbulent mais

tout cn aspirant une quantité de fluide nécessaire pour cela, sans plus.

-49-



]

Chapitre IT: Equations des couches limites dynamique, thermique ot massique

En résumé, on dira que I’étude de la couche limite dynamique, thermique et massique

passc par la résolution dcs cquations suivantes avec les conditions aux  limitcs

corrcspondantes :

- Couche limite dynamique .

2+ =0
- 1=0: f(0)=f(0)=0

- o) f{7)=1 B

Le cocfficient de frottement est donné moycnnant le nombre de Reynolds :
Ux

v

C,,=2f "(O)Ref’2 avee: Re, =

Gr+%£ﬁ;f=0

- 1n0; G(0)=0
- oo Gl0)=1
Le coefficient d’échange convectif est donné moyennant le nombre de Nusselt :

Nu, =-Re!*.G(0)

- Couche limite massique ;

Hll'+_§2'£ﬂ{r:0

- n=0; H(0)=0

- N, G(r])=l
Le coefficient de transfert de masse cst donné moyennant le nombre de Sherwood :

Sh, =-Re'*.1H'(0)
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I1.6- Equations des couches limites en régime transitoire :

Jusqu'a maintenant, nous avons considéré Tes équations de la mécanique des fluides en
régimc permanent sculement. Or cn réalité, avant que le riégime d’¢coulement soit ¢tablit, scs
propri¢tés varient en espacc ct cn temps, il varie avec le temps en plus des grandeurs

physiques x ct y.

Dans ce chapitre, nous allons considérer le régime transitoire, c’est & dire que les
dérivées par rapport au tcmps dcs grandeurs u, v, T ¢t C nc scront plus négligdes. Lcs

équations de conscrvation : de la masse, de la quantité de mouvement et de I'éncrgie

s’écriront alors :
{
o on ¥ _, (11.29.9)
o dx oy :
> 2 2
o Ou, O 1o, fou, 0u (I1.29.b)
ot o&x oy pox ox* oy
< 2 2
—(zv-+u§v—+v?-‘i=—lg)~+v ~a—-;-+-q—-;- (I1.29.¢)
ot ox p oy ax* oy
or  ar or a’T  o'r
—_— e —t Y — =A +— 1+ [.29.d
kpC,{ar o vay) {axz 5)’2] o ( )

En considérant que le fluide cst incompressible (p=cst), on aura %ﬁs 0. En introduisant les

3!

simplifications nécessaires (d¢ja expliquées précédemment), nous allons aboutir aux

¢quations des couches limites dynamique, thermique et massique cn régime transitoire.

- Couche limite dynamique :

Les équations de la couche limite dynamique somt déduites a partir des équations

(11.29.a) ct ([1.29.b) ct clles 8™¢erivent :
's

g-fi+-(2v-=0 (11.30.2)
ox oy

ou ou ou 1 0P o*u
St U—fVv—= Vi
Ot cx cy p ex &y

(IL30.b)



Chapitre IT : Equations des couches limites dynamique, thermique et massique

En considérant que la vitesse de ’écoulement U, est fonction de x et de t, I’équation

(11.30.b) nous donne :
ot/ ol 1 ap
S 18
ot Ox p Ox (IL.31)

Mais Ie cas qui nous intéresse est celui ou la vitesse U est constante, c’est & dire que le

gradient de pression cst nul, nous aurons :

ou v

=0 (11.32.a)
) ox oy

du du du 9'u

\Er—+ué;+v-5y-—l ayz (I1.32.b)

% o (T132.¢)
1 ox ay ’ .
* ' L L 2 ¢
au' e au‘ i 6u. _12¢ uz (11.32.d)
\or ox dy  Regs
Les conditions aux limites correspondantes s’écrivent alors :
- Poury=0;u'(x,)=0; vi(x)=Vy (condition d’adhérence)

- Pour y—o; u’(x,t)=l
Les conditions aux initiales s écrivent :

- t'<0;u’(xy)=0

- Couche limite thermique :
L’¢équation de la couche limite thermique se déduit & partir de 1"équation (11.29.d), qui
s’écrit :
or ar _ar 3T
PCp [-é—r—- + u?}—; + VEV_] = A{—é;—z-) (IL.33.a)
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Sous une forme adimensionnelle, ’équation précédente s’écrit :

* * . . 2 LY
00 w2l 429 ). 1 198 (FL.33.b)
or dx oy Re.Pri g™

Les conditions aux limites correspondantes s’écrivent alors :
- y=0; 08 (x,)=0 (paroi isotherme)
- yoeo; ' (x,t) =1

Les conditions inittales s’écrivent ;
- 120;0'(xy)=0

-

L’équation de la couche limite massique s’écrit :

8¢ 8¢ 8¢ af _.aC |
-a—[+u-é:+v?a';—“’é‘;([)_gy—J (11'34'8)

.

Sous une forme adimensionnclle cctte équation s’éerit

* L * L] C‘ 2/.
X X o ] (ar] (11.34.b)

at’ o’ & ReSc Ey.z

Les conditions aux limites s écrivent alors :
- y=0; C(x)=0
-y, C(xp) =1

Les conditions initiales s’écrivent :

- 1'20;C(xy)=0

Au chapitre (II) nous allons exposer les méthodes de résolution des équations des couches

limites dynamique, thermique ¢t massique en régimc transitoire:
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11.7- Raccordement des équations de couche limite avee les équations de

transfert en milicu poreux:

L’étude des phénoménes de transfert en milieu poreux se fait en utilisant les équations

de conscrvation de 1a masse, de I’énergie ct de 1a quantité dc mouvement.

La modélisation des phénomeénes de transfert au moyen des équations de transport
macroscopiques, ¢'cst & dirc cn assimilant Ic milicu porcux 4 un milicu continu a ¢t Studic
par plusicurs auteurs [#31.(14].[4§1Néanmoins, rien ne permet d’affirmer que les équations -
macroscopiques ct les relations empiriques sur les coefficients d’échanges (transfert de masse
et d’énergie) sont valables a I'interface ¢coulement externe, paroi poreuse (&) D’apres
PRAT [47], il cst possiblc dc considrer que lcs équatioﬁs macroscopiqucs sont valables au
niveau de "interface si ce demier est considéré tel que son épaisseur est trés faible par rapport

aux autres dimensions.

Les bilans de masse et d’¢nergie entre un écoulement externe ct une paroi poreuse

donnent respectivement les relations suivantes

- Eilgg g’g'gggglg .
j,=h (T, =T )+Lh,(C,-C.) (11.35)

Avec:

Jq: Densité de flux de chaleur dans le milieu poreux
h, : Cocfficicnt de transfert de chalcur

he - Coeflicicnt de transfert de masse

T.: Température de I’écoulement a I’interface

L : chaleur latente de vaporisation
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J_+e=0 - (11.36)
Avec:

e=h,(C,~C,)
Ou:

1.2 Densité de flux massique dans le milicu poreux,
¢ ; densité de flux massique de I’écoulement externe au niveau de Vinterface.,
C, : concentration de la vapeur d’cau a interface,

C.: concentration de la vapeur d’eau dans I’écoulement externe.

La détermination de J, et I, passe par une étude détaillée de I'écoulement & travers le

milicu porcux, donc unc résolution des ¢quations de transfert dans le milicu porcux.

1l est évident qu'une étude approfondic permettant de déterminer les propriétés
d’écoulement a Iinterface c’cst a dire hy, et he passc par la connaissance de Jr, et Jo, c’est a

dire 1a résolution des équations de transfert a travers le milteu poreux.
Notre contribution consiste simplement dans la résolution des équations des couches

limites dynamique, thermique ¢t massique régissant P'écoulement externe dans le cas

permanent et transitoire.
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Chapitre ITI : Résolution numérirque des équations des couches limites

1I.1- Introduction :

Dans le chapitre précédent, nous avons établi les équations des couches limites
dynamique, thermique ot massique. En utifisant la mcthode dc similanté, nous. avons

fransformé ces équations qui étaient des équations aux dérivées partielles en équations

différentielles ordinaires.

"Dans ce chapitre, nous tenterons de résoudre ces équations en introduisant d’autres
fonctions afin d’utiliscr la méthode de Runge-KuttafJ8] (pour le régime pcrmancent), Ensuitc
nous considérerons le cas du régime transitoire (c’est a dire que les dérivées par rapport au
temps ne sont plus négligées) et nous choisirons la méthode adéquate pour résoudre ce
probléme (méthode explicite ou bien méthode implicite), nous donnerons ensuite les résultats

obtcnus dans Ic chapitre suivant.

H1.2- Régime permanent :

En premier lieu, nous considérerons le cas du régime permanent . Les équations des

couches Jimifcs respectivement dynamique, thermique et massique obtenues avec lcs

conditions correspondantes sont :

2/"+f"=0 (L1
-=0: /'(0)= /(0)=0
-0 f(n)=1

G"+ 557 =0 | (m.2),
-n=0; G(0)=0
-n—ow; Gln)=1

2 =0 (11.3)
-n=0; H(0)=0

-n-o; Hn)=1
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Chnpltre 111 : Résolution numérique des équations des couches limites

IT1.2.1- Position du probléme :

Les problémes de résolution des équations différentielles ordinaires peuvent toujours
étre réduits & Pétude d’un systéme d’équations différenticlles de premicr ordre. A titre
d’exemple ["équation différentielle du second ordre [1§]:

SRy IE

peut €tre récerite en deux équations de premier ordre -

@ z(x)  ouzest unc nouvelle variable de x

dz
& =)

Le choix des nouvelles variables est te] quelles sont des dérivées les une des autres et
dc la variable originale. Occasionncllement, if st usuc! d’introduire dans leurs définitions
d’autres facteurs ou bien des puissances de la variable indépendante dans le but d’éviter un ‘
comportcmcnt singulicr qui pourralt engendrer dc<; dépassements de capacité ou une

uug,mt.nmlmn des arrondis des errcurs [ 19).

La résolution des équations différentielles ordinaires est donc réduite a ’étude d’un
systtme 4 N ¢quations dépendantes du premicr ordre des fonctions yi(i=1,2,... N),ils ont la
forme suivante :

dyi(x)_.
dx

(x,31,.¥y)  oules fonctions f; du second membre sont connues,

D’autre part, un probléme invoquant une équation différentielle ordinaire n’est pas
complétement spéeifi¢ par scs équations. 11 cst d’autant plus crucial dc savoir comment

résoudre le probléme numériquement que Ta nature des conditions aux limites du probi¢me.
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Chapitre ITI ; Résolution mumérique des équations des couches limites

HIL2.1.1- Méthode du tir :

: La résolution d'un probléme d’équations différenticlles ordinaires par les
méthodes numériques néeessite la connaissance des conditions initiales. Or dans quclques

problémes, les conditions données sont des conditions aux limites plutdt que les conditions

initiales.

Considérons, par exemple, I'équation différentielle du second ordre donnée sous la

forme suivantc :

dy diy . '
N E St * =0 I11.4
22 "

Avec les conditions y(a)=a et y(b)=B, la résolution numérique de ce probléme est
généralement beaucoup plus compliquée que la résolution du probléme de 1a valeur initiate

correspondante.

La méthode du tiff8] réduit la résolution d’un probléme aux valeurs aux limites a un
problémc itératif aux valcurs initiales. Le point initial cst choisi tcl qu’il a lcs conditions aux
limites les plus connues et toute autre condition initiale non connue scra supposée, le

probléme aux conditions initiales est résolu en utilisant une méthode de pas a pas.

A moins que la solution calculée concorde avec les conditions aux limites (improbable
sur lc premicr essai), les conditions initiales sont modifi¢es lors du dcuxi¢me cssai ct ainsi de

suite jusqu'a atteindre une solution qui concorde avec les conditions aux limite4B) .
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Chapitre ITT : Résolution numérique des équations des couches limites

.Dans la figure (1il-a), la valcur initialc manquantc ﬂiﬂcst supposée ¢gale 4 ¢ (par

exemple) et I'intégration de a vers b est déterminée en utilisant des procédures standards pour

lcs problémes aux valcurs initiales.

Figure Hl-a : Méthode du tir

Soit y; 1a solution pour x=b, la-procédure est répétée cn utilisant d’autres valeurs de la

dna)
dx

condition initiale, par exemple, = ¢, (soit y; la solution pour x=b). Si la valeur désirée

y(b)=B se trouve entre les deux limites y; et v, et si ’équation (I11.4) se comporte bien alors

une nouvelle valeur pour la condition initiale ¢; peut étre calculée par I’interpolation linéaire

suivante : _ '.
(Cz — & )(71 —ﬁ)

(71_72)

c;=¢ +

Cette procédure d'interpolation est précise lorsqu’elle est appliquée aux équations
lindaires mais pour des ¢quations non lincaires, les résultats obtenus par cctte interpolation

sont peu satisfaisants {3].

HT.2.1.2- Conche limite dynamique :

L’équation de la couche limite dynamique (ITI.1) est une équation différentielle
ordinaire de troisitme ordrc. Donc cn introduisant d’autres fonctions, on peut obtenir un

systéme de trois ¢quations différentielles de premier ordre.

-61-
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Chapitre ITI : Résolution numérique des équations des couches limites

Onposlc:
&=/, 8=/, g =r"

Ou gy, g; ct g3 sont de nouvelles fonctions dec a variable i, Ic systémc obtenu cst Ic suivant :

rdgl
—— =8
dn
% _,
Van =%
dgy _ 1
kdﬂ 23183

Les conditions aux limites devicnnent alors :
- M=0:g,=g=0

- NOw: g, =1

I1.2.1.3- Coucle limite thermique :

L’équation de la couche limite thermique (I11.2) est unc équation différentielle
ordinaire du second ordre. On peut obtenir un sysiéme de deux ¢quations différenticlles du

premier ordre en introduisant les fonctions g4 et g5 de 1a variable n, tel que :

Ea =G , g =G'
Le systéme équivalent est
dg
4 =g,
dn
dgs  Pr
dn =T g,lg5

- Avec les conditions aux limites suivantes :
. - n=0:g,=0

- Mo g, =1

-62-
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Chapltre [T : Résolution numérique des équations des couches limites

HT.2.1.4- Couche limite massique :

Comme pour le cas précédent, ’équation de la couche limite massique (11.3)
peut étre  transformé cn un systéme dc deux ¢quations différenticlles de premicr ordre ¢n
introduisant les fonctions suivantes : '

g=H , gy=H'

Le systéme équivalent s’écrit alors :

r_‘_iétﬁ.zg
dy 7

1

dg-,____§£
L‘;}}"— ) 1867

Avec les conditions aux limites suivantes :
- n=0:gg=0

- ol g =1

On remarque que pour les trois équations, les conditions aux limites correspondantes
sont données pour =0 et pour n—w et elles ne concernent que gy, g3, g4 et gs. Mais pour g3,

gs et gy il n’existe aucune valeur au limite.

Pour I’équation de la couche limite dynamique, cherchons une valecur de g3 pour

1n=0 qui nous donnera lors de la résolution la valeur g;=1 pour n—ow. Pour atteindre ce but

utilisons la méthode dite méthode du tir (voir § TI1.2.1.1),

On utilisera la méme méthode pour la résolution de I’équation de la couche limite

thermique et massique (¢’cst a dirc pour g ¢t g5).
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Chapitre 1T : Résolution numérique des équations des couches limites

Considérons la résolution de *équation de la couche limite dynamique, la condition
sur g3 peut &tre obtcﬁuc cn commcngant par dcux limitcs g3, ct gk cnfre lesquclles 1a
condition initiale gio existe. A chaque itération, on pose g., = (g3 .+ & )/ 201 les limnites gy,
et g du premier intervalle (premiére itération) sont choisies d’aprés la méthode du demi-

intervalle,

Ensuite le critére de choix de I'intervalle est lié avec la valeur calculée de gz pour Nmax.
cest & dire que si g,(7,.. )> 1 pour la premiére itération alors on pose gir= gio €t g reste
inchangée pour I'itération suivanic, ou bien si g Z(I]mx)Si alors on posc ga = gro et Lk reste

*

inchangée.

La méme démarche cst suivic pour détermincer Ies conditions aux limites manquantcs

pour Ic cas dc la couche limitc thermique ¢t massique (¢’cst & dirc pour gs ct gy).

111.2.2- Méthode de Runge-Kutta :

La formule de la méthode d’Euler est donnce par :
v o=y, +hf{x,. ) (11L.5)

Cettc formule donne unc résolution de x; & x,,=x,+/h, la formule cst

unisymetrique : la solution est donnée a travers un intervalle h, en connaissant la dérivée

seulement au début de Iintervalle, Perreur sur un pas est de Pordre h'” (figure Iil-b)

¥ix) _ oa?
l@‘)—‘_
Q-
b L )

1 Xy Xy x

Figrere IT1-h : Mihode d Eider
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Chapitre II1 : Résolution numérique des équations des couches limites

Mais cette méthode n’est pas toujours rccommandée pour différentes raisons. D une

part cllc n’cst pas trés précisc par rapport aux autres méthodes ct d”autre part car cllc n’cst pas

stable.

On pourrait utiliser I’équation (JH.5) pour une étape ditc d’essai au niveau du milieu
de I'intervalle. Ensuite on utilisc les valcurs de x ct y pour calculer la valeur réelic e long de

tout I"intervalle, la figure (Ill-¢) illustre cela.

¥{x)
y - @
(?Ct/t"!—?-::-o
- @/".-‘ : ® @
ﬁ JL ls 1z
Furelllc
Dans les équations :
rkl =h.f(xn’yn)
{ky= h/(x,, + _izi y.+ %) (I11.6)

&yn+l =Y, +k2 4_0(!13)

Comme indiqué dans le terme de ’erreur, cette symetrisation annule fe terme de
Perreur du premicr ordre et la mcéthode devient une méthode de deuxiéme ordre
(conventionnellement, unc méthode est dite d”ordre 1 si le terme de errcur est O(h™ ') [1eD.

En réalité, I’équation (I11.6) est appelée la méthode de Runge-Kutta de second ordre (voir

figure IT-c).
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Chapitre I : Résolution numérique des équations des couches limites

L’idée principale de la méthode de Runge-Kutta est la combinaison de termes tel que
k) qui posséde unc errcur dc premier ordre ct k; gui poss¢dc une errcur de sccond ordre

permet d’éliminer 'erreur de premicr ordre.

Le plus généralement, on utilisc la méthode Runge-Kutta de quatriéme ordre, qui est donnée

part :
k= nf(x,.y,)

h k
k,=hfl x, +=,y, +—+
2 lr[n 2 yn 2)
. h ky
k, "h[[xn +§’y" +—2—-]

ky=hf(x, +hy, +k)

k, k, k .
Vet =V +£‘-+—2—+3:‘—+—~6“_+0(h’)

Figure ITl-d : Méthode de Runge-Kutta du £
ordre

L’organigramme de résolution et d'utilisation de cette méthode est donnée 4 la page

suivante -



Chapitre 111 : Résolutlon mimérique des dquations des couches iimites

. g3, £, D | n=0:
BsL.» 851, T @ s g1=g=0
g1, B1R, NMmox .. 24=0

Dynamique
go=(gatLw)/2
880

L
>

Y
V=(ng-g1}2 j«—— Appeler RKut

£30783L i<n
Nl
v ¥
n=0: . . n=0:
=g~ gr=g:=0
2= g0
B3T3 7 1210
Massique A Thermique
go={gntgm)2 | ! AppelerRKut g gs0™(g8sut8sr)/2
gr-gmn £578s0
N
Bro—EmR  |g—

Ewm=gmn.
Eey=BaL

Bso—g5R

Fianre i-¢ . Organigramme -A-
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Chapitre 111 : Résolution numérique des équations des couches Iimites

11.3- Régime transitoire :

I11.3.1- Classification des EDP :

II1.3.1. 1- Classification physique :

a’ erQ.Qfémc d'équilibre ; Les problémes d’équilibre sont des problémes oil la solution
d’unc équation différenticllc aux dérivées particlles (EDP) donnée cst confinée dans un
domaine clos délimité par les conditions aux limites {§8)

Les problémes d’équilibre sont des problémes aux conditions aux limites. On peut |

- citer par exemple la distribution de température en régime permanent. Mathématiquement, les

problémes d’équilibre sont gouvernés par des EDP elliptiques.

b/ Probléme de propagation.;, Les problémes de propagation sont du type transitoire,
dans lesquels 1a solution dc PEDP cst recherchée sur un domaine ouvert qui cst sujet & un
enseimble de conditions initiales ct de conditions aux lmites[8§ La figure (I11-1) (28] illustre

un tel domaine avec la direction d’avancement.

Ilnry

L'EDP doit ctre
satisfaite dans e
domaine
. Les corwlions imies
dohmnt e satinfaites
B sur B

Surfacs des vaieurs
itiat

——

Figure IIl-f : Domaine pour un probléme d’avancement

De tels problémes sont des problémes aux conditions initiales ou bien conditions aux
limitcs initialcs. La solution cst calculée en s’¢loignant dc Ja surface des conditions initialcs
tout en respectant les conditions aux limites. Mathématiquement de tels problémes sont

gouvernés soit par des EDP hyperboliques soit par des EDP paraboliques.
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Chapltre ITT : Résolution numérique des équations des couches limites

HTL.3.1.2- Classification mathématique:

Une EDP générale de deuxiéme ordre est le modéle standard utilisé pour
préscnter la classification mathématique des EDP, tcllc que [£D]
ab  +b®_ +cD, +dD, +eD, + f=g(x,y) (ML7)

Ot a, b, ¢, d, ¢ et f sont des fonctions de x et y c’est & dire nous considérons des équations

lindaircs. On peut parler aussi d’¢équations quasi lincaircs ou a, b, ¢ pourrait dépendre de x, y,

@, B, P, ; ces équations sont linéaires par rapport 4 Ia plus grande dérivée.

1l existe trois types d’EDP qui sont représentés par [’équation (IIL7), le type d’une
EDP dépendra dc la valcur du discriminant : b? - 4ac . On aura alors (233 |

- 5% —4ac <0 : I’équation est elliptique
- b —4gc=0 : I’équation est parabolique

- 5% —4ac>0 :I'¢quation est hyperbolique

Cette dénomination a ét¢ donnée par analogie aux sections coniques de la géométrie
analytique. On pourra donc dire que par exemple

- 2 2
- 1’équation de Laplace : %E+ iy
x

PN =0 est elliptique

2
- Péquation de la chaleur : e 2 0 est parabolique

ol &y
2 2 .
- I'équation d’ondc : 0 f 8 T:O cst hyperbolique
: ox ay

1.3.2- Le probléme numérique :

Dans le paragraphe précédent nous avons parlé du caractére mathématique des EDP.
Pour les équations hyperboliqucs, on nc peut pas obtenir de solution uniquc si les conditions
initiales sont données sur la ligne caractéristique qui cst la fronticre du domaine d'influence

dc 1a solution.
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Chapitre ITT : Résolution numérique des équations des couches limites

On dira qu’un probléme entrainant la résolution d’une EDP est bicn posé lorsqu’une
solution cxiste et que cclle-ci est unique. Aussi la solution doit dépendre continuclicment des

conditions initiales ou des conditions aux limites. Hadamard (1952) [MJ]a construit un
exemple simple qui démontre la dépendance des valeurs aux limites; soit I’équation de

Laplace :

U + Y, =0 —o<x<w, y=0

Avec pour condition aux Himites : y=0 — u(x,0)=0 © {x,0)= -l-sin(n.r) x>0
n
En utilisant la méthode de séparation de variable, la solution est :

"= -l—sin(n.x). sinh(ny)
nZ

Pour 1 cette solution tend vers e™ /n? et u va indéfiniment croitre. Pour n trés grand, méme

pour de trés petites valeurs de y, or u(x,0)=0, donc nous avons un probléme de discontinuité

avce Ics conditions initialcs du probléme. Dans cc cas on dira quc lc problémc cst *“mal” posé.
Dans le cas présent ceci est du a ce que I’équation de Laplace est une équation

clliptique, la solution doit dépendre des conditions sur tout le domaine fermé or il y a des

conditions uniquement pour la ligne y=0.

L’EDP doit étre satisfaite dans D

Les conditions limites doivent etre
satisfaites sur B

Figrre Hi-g : Domyrne pour un probléme d'éqralibre
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Chapitre I : Résolution numérique des équations des couches limites

111,3.3- Les conditions aux limitcs H

D’une mani¢re générale pour I'EDP, il existe trois types de conditions aux
limites [2D)

- Conditions aux limites de Dirichlet : u= f{s) sur B
ou s représente Yare curviligne
" . ou
- Condition aux limites de Newmann ; P g(s) surB
(4

- Conditions aux limites de Robin : a, (s)-g—u- +a,(s)u=h(s)
r

I11.3.4- Discretisation (Méthode des différences finis) :

Le schéma aux différences finis est utilisé pour résoudre les différents types de
problémes de mécanique des fluides et de transfert thermique. Cette méthode est puissante ct

joue un grand rdle dans la détermination des solutions.

Dans PPapproche en différences finis, le domaine continu dans lequel nous cherchons
des solutions cst discretisé dc tellc fagon que nos variables ne sont connues qu’en des points
discrets. Les dérivées sont approximées par des différences qui résulterons en une

représentation algébrique de PEDP. Donc un probléme qui doit engendrer des calculs

numériques sera transformé en un probléme algébrique.

HI1.3.4.1- Méthode des différences finis :

L’une des premicres €tapes a prendre en compte pour établir une procédure en
différences finis est de remplacer le domaine continu cn un domaine discret appelé « grille ».
Soit une fonction f définic sur le domaine [a,b], cet intervalle peut étre discretisé en

considérant 'ensemble x, =a,x,,...x,,..,x ., =b. La représentation discréte de f sera
0 1 i el

Pensemble {fy,c ) poors fon )
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Chapitre I : Résolution numérique des équations des couches limites

La-dérivée d’ordre m de f au point x; est approximée par [322}:

a"flx) <
| d{'('x ) = 1_24‘0‘} fHJ

O o sont déterminés par le développement en série de Taylor de fi; et I, T sont des entiers
qui dépendent de ’ordre m et aussi du degré de précision de I’approximation. St m=1, on
considére une approximation en utilisant trois valeurs de f; c’cst a dire Ji+);=2, et nous

prendrons J;=J;=1.

On peut éerire I'expression générale :

df(x) (1-a)fu +2f, -(1+a)f,,
dr 2Ax

ou @ cst une constante arbitraire.

L’erreur d’une telle approximation est

aAc d*f  Axtdf?
) dx{— 6 dfx-‘w('ﬁxa)

En spécifiant la valeur de a on obtient les différences standards [22]:

-  DifTérences centrées ; o=0

df -
fi::) = ﬁ+;mﬂ_l =47, l'errenr = O(Ax’)

- Différences décentrées (arriére) : a=1

dfa(!-:: ) = fr;xfi-l = A',f, {'erreur = O(Ax)

. Différences décentrées (avant) : o=-1

4{&::)5 fmA; /. =A"f, I erreur = O{Ax)



Chnpitre 111 : Résolution numérique des équations des couches Hmites

Si nous prenons J,=0 et J;=2, on obtient une approximation du second ordre [2%]:

dffx) _=3f +4fn = fia

=

dx 2Ax

Pour une approximation du quatriéme ordre [A2): J;=J,=2

df(x,) _ = fr2 8o =8/ + fis

-

dx 12Ax

De la méme fagon nous pouvons définir des approximations pour toutes les dérivées, par
cxemple [327 .

2 flix, -2
d ir(’x' ) = Jru A{" M ff" = A, f, 1aprécision est de ’ordre de O(Ax?)

I’utilisation des opérateurs de différences A’ A*_ A _est trés utile et nous pouvons aussi
X X = po

vérifier les relations suivantes :
l(A*, +A7)=A

2

A, -A, =AA

ALAL =A, | o

IT1.3.4.2- Consistance :

La consistance concerne 1'étendue avee laquelle les ¢quations aux différences
finis pcuvent approximer les EDP. La différence contre 'EDP ct son approximation cn

différences finis a déja 61é définie comme étant une erreur de troncation.

Une représentation en différences finis est ditc consistante si on peut montrer que la
différence cntre PEDP cf sa représentation tend vers zéro cn mémec terps quc le raffinement

de la maille. ¢’est a dire :

lim (EDP - EDF)= lim 0(E{rr(:ur de troncation) = 0

maille »0 mifle
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Chaplire 111 1 Rénolution numérique des équatinna dos couchen timites

Ceci devrait toujours avoir lieu si "ordre de 1’erreur de troncation s’annule lorsque la

grille est raffinée [c’est 4 dire O(At), O(Ax),...] [2D]

H1.3.4.3- Stabilité :

Un schéma Numérique est dit stable lorsque les erreurs (arrondi,
troncation,...ctc.) n¢ croisscnt pas cn passant d’unc étape de caleul & unc autre (Critcre do
stabilité dec Van Newman) [§¢] :

Soit I’équation a traité sous la forme :
Cu™ +Coul +C_yuy™ =0 (111.8)

Ou Cy, Co et C., sont des opérateurs de différence finie, uj = u(X ,.AAL) avec u= (uy,..., Up)
et X = (xi,...,Xa) te] que xy, référe 4 une discrétisation dans I'espace : xp = (114X, ..., YaAXq),

Y1....,Ya sont des entiers ; ’indexe n réfere a une discrétisation temporelle t, = n.At (n= entiers}

La stabilit¢ de I'équation (I11.8) cst examing en considérant une analyse de Fourier de la
solution, On supposecra que :

ur=U" (k) explik.X,) (111.9)
On i2 = -1 et k est le vecteur du nombre d’ondes k = (ki,..., kq )} en injectant (I11.9) dans (I11.8)

ct cn divisant par lc facteur commun exp. (ik x;,) on obtient I'¢quation :

GU™ +GU" + G U™ =0 (JT1.10)

Cette équation peut étre écrite sous la forme :

o™ = Ge"

Ot § = (U,V) est un vecteur a 2m éléments, G est une matrice de dimension 2m x 2m déduite

de I’équation (111.8).

.



Chapitre TI1 : Résolution numérique des équations des couches limites

La stabilité du schéma ( condition stricte de Van newman ) requiert que le rayon spectral de la

matricc d"amplification cst inféricur & 1, ¢’cst  dire :

p(G)=Mada|<1,  0<k,Ax, <21, j=1,..d (I1.11)

Ou A, sont les valeurs propre de G. Ces valeurs propres sont des racines de I’équation :

Der(G - A1)=0

Ou I est la matrice identité, ou bien d’une maniére équivalente se sont les zéros d’un

polyndme de degrés q (g = 2m):

f(A)=a, +a,i+. .+ a Al = Zajlf ot les cocfTicients peuvent étre des complexes
i=0

Si le schéma est un schéma a deux niveaux (C.; = 0) et si u est un scalaire, la matrice G se

réduit & un scalaire g (appeler facteur d’amplification telle que la condition (I11.11) se réduit

a: |
le]<l, O<kAx <27, j=1..d

Une étude des zéros de f (L) est simplifiée en utilisant les résultats obtenus par Miller [23'.]

concernant les zéros des polvndmecs.

ML.3.5- Résolution  d'une éqguation  hvperbolique et parabolique & deux

dimensions ¢

HT.3.5.1- Schémas explicites pour 'équation advection-diffusion ;

AL -1 ARy
ot ax oy

Le schéma explicite de cette équation est écrit sous la forme :

] n+ n " " " |
Lt - e Ak BDY Sy s v )0 i)
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Chapitre 111 : Résolution numérique des équations des couches limites

Avec :
fisr (iAx, Ay, riAr) ol i, j et n sont des entiers
81,y =y = fras) Bty =—lfi, =21, + fir,)
xJ L) 2Ax g LIS WS AN Ax? i+l 1.4 -1,4
1 1
Auy.f:,j ='i3; 1y+l _L.j-l) A):v-fi.j = _zj;.j +f;.j—1)

—A; 1+

Le schéma de I’équation (T11.12) est d’une précision de premier ordre par rapport au
tcmps ct dc second ordre par rapport 4 Pespace. '
Les conditions de stabilité (Hindmarsh et al. [§§]).sont :

!
(42 + B)Ar<2v -Exé;s:} ot  Ay=Ax

- On peut aussi utiliser un schéma « upwind » qui peut étre écrit sous la forme {32):

LUt - e Sl eomsy v+ e ) e Sl- 008575 - e ) 1)

A, +A ) =0

Avec: ¢, =sign(A) et g, = sign (A4)

. 1 - 1
A.:f:.] =Z; InY; _f:.j) : Axfr.j ="E(fu "'fa-u)
. 1 . _ 1 .
Ay-fl.j =—A; Iy "'ff.j) A_vff.j :E"(fu - f!.j-l)

Le critére de stabilité est (pour Ax=Ay) [19]:

E&xz
<
R AT

II53.5.2- Méthode ADI

Dans le cas ou nous préférons résoudre un probleme d’EDP en utilisant une
méthode implicite & causc dc sa stabilité, i} cst toutefois recommand¢ d’utiliser eclles pour

lesquelles nous aurons  résoudre un systéme d’¢équations algébriques tridiagonales.

=716
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Chapitre I : Résolution numérique des équations des couches limites

La méthode ADI (Alternating Direction Implicite) qui a été introduite par Peaceman et
Rachford [2§], nous permet dc construire des schémas implicites trés cfMicaces .

Plusieurs travaux ont été publiés sur ce sujet : Douglas et Gunn[ié], Yanenko [3p), Mitchell
28}

Considérons que les coefficients A et B de ’équation (I11-12) ne sont pas constants et
qu'ils dépendent de la variable £. La méthode ADI cst unc méthode a deux &apes, qui peut

dtre mise sous la forme [4€]:

%(jhl “l-f'r})+(AtA‘l - VAn)ff.j +(BIA(;- "'"A_,,-)ﬁf} =0 (111.13.2)

-

2 (rm _F Ja (80 —va Y, +(BoAS — 1A ) =0 (ALI3D)

Aarve ~

Ou A;, Ay, By ¢t B, sont des approximations de A ct B. La valcurf,. ,est une valeur

approximative de la solution exacte a Pétape (n+1/2) At si Ay, Az, By et B, sont de bonnes

approximations .

Par exemple si I’on requicrt seulement une précision de premier ordre sur le temps, on

peut avoir :

A=4= A:’.';
B =B,=8,

inconditionncllement  stable . Mais il cst & rappeler qu'unc étude dc la stabilité nc ticnt pas
compic des conditions aux limites, ct leur présence pourrait annuler cette stabilité
inconditionnelle. A chaque étape nous devons résoudre des systémes tridiagonaux des
équations (1I1.13.2) et (I11.13.b) ; il cst possible d’utiliser la méthode de factorisation, dans

notre cas nous utiliscrons |"algorithme dc Thomas 129].
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Chapitrs 111 : Résolution numeétique des équations des couchas limites

Dans ce cas, les conditions de stricte dominance de la diagonale est satisfaite si

|A,|é-£s2et |B,|--£s 2. Si ces conditions ne sont pas satisfaites, on devra limiter le pas
v v

temporel par [17]:
2 2
Ar< 2B o <2 (TN.14)
|4, |Ax - 2v |B;|Ay - 2v

b/ _Conditions. aux_linites,: Supposons que notre solution est déterminée dans un
domaine rectangulaire délimité par ="\ UT; (I’ et I'; sont les parties de I paraliéles a 1’axe

y et Paxe x respectivement) avec des conditions aux limites de Dirichlet

Syl =0, 3.0,

Oy A I,

I

Figure HI-h : Domaine de definition

La solution du systéme algébrique (I11.13.a) nécessite la connaissance de .7, ; sur Iy,

Puisque f, ; peut étre considérée comme une approximation de la solution, I"utilisation de la

i

ey E 1 . : .
condition limte f,,;lr = q?[.t, y,(n +;)Ar] entraine une grande erreur de troncation prés de

1a limite du domaine ; lorsque ¢ est effectivement dépendante du temps.
Le meilleur moyen, d’éviter cette difficulté cst de définir une valzur limite, telle que la

combinaison des deux ¢tapes de temps donne une précision du sccond ordre pour lcs points

adjacents 4 la Jimite,
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Chapitre ITT : Résolution numérique des équations des couches limites

Ceci peut étre accompli si la valcur f, Iy est déduite des équations aux différences
1

finis elles-mémes. Donc cn assumant que A; =A; dans le systéme précédent, la soustraction
de (111.13.b) de (I11.13.2) donne {§9) :

7,J=% "*‘+f,,)+ a8 - )i - (B,4% = va )]

Cette équation fournic la valcur de f, sur Tycar f) et o ", sont connucs sur cette

limite. La limitation sur lc pas tcmporel introduite par les conditions (I11.14) , qui ne sont
néanmoins pas trés restrictives, peut étre évitée si unc approximation « upwind » non centrée
des dérivées de premier ordre (selon le signe de A et Bp) est utilisée & la place

d’approximations aux différences centrées.
Dans ce cas Ja précision de sccond ordre est perdue. 11 est par ailleurs possible de
retrouver cctic précision de sccond ordre & I'étape n+1 cn alternant le sens des différences

centrées a chaque étape.

Le schéma correspondant est [2¢):

Azf 1y fij) (A1 A, )fl‘j (;_, T*VA}T)fG:

jr 7 f;f) ( 'J x “VAH)T.j'*(B:JA;"VA.\?) !.’TI:O
Avec:

( A

[(l £ )AL +(1+6,)A;, ] ou &£y = sign(A,’_’j)

A’:=-;—[(1+81)A§ +(] “EA)A;]

A, =—]2—[(1 —gp A, + (142, )Af‘,] ou &g = ..vfgn(B,’f‘,)

A= %‘[(1 b ey Al +(1- 5,8 ]



Chaplire N1 : Résolutlen numeérique des ¢quations dee couchen limitas

Durant ["étape intermédiaire, le schéma n’est que d’une précision de premier ordre par
rapport au temps. A P’étape finale U'erreur de troncation est O(ALAX,AtAy,Ax%,...) [99]. Tl est &
noter que la stabilité inconditionnclle est préservée. Une telle technique peut étre appliquée
pour la résolution des équations de couche limite en terme des variables pnmitives (u, v, T, C)

ou bien en utilisant I’approche de la fonction de courant et la vorticité.

I11.3.6- Résolution des équations de couches limites @

Pour 1a résolution des équations des couches limites dynamique, thermique et

massique, nous avons opté pour unc méthode implicitc cn I'occurrence Ja mcéthode ADI

présentée dans le paragraphe précédent.

'L’équation de la couche limite dynamique cn régime transitotre établic dans le

chapitre (IT) s’¢erit sous unc forme discretisée de la manicre suivantc :

+ M oh L] 1 (Y. (1] ] -n
—Az-;(? L —u U)+(H .fJAI)l tf +(V ;_;Ay ——}—?EA‘WJH N =0

2 ( en+l ~ ) ( - u).- i« ] en+l
-&- RV TVE S RV IV S RN —~1-2—(;A”, oy =0

Les conditions aux limites correspondantes s’€crivent alors :
- TPour y'=0 g () =v (x1)=0

- Poury*-l:u(x =1

Les conditions aux initiales s’écrivent :

- t'=<0; u.(x,y) =v(xy)=0

0.
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Chapltre TI1 ; Résolution numérique des équations des couches limltes

. C he limite t} ique :

L’équation de la couche limite thermique en régime transitoire établie dans le chapitre

(IT) s’¢crit sous une forme discretisée de la maniére suivante :

—L%-(g.f,; —0.:1)4- (II.IJA;F'U +(v.:jd.; —éﬁwjg.:j =0

2 ertd e . o [T .} . 1 ane+
Z"(g "jl -0 f,j)-F- (H’ 'JA,}? i.j +[V UA'y _EA”-JQ "JI =0

Les conditions aux limites corrcspondantes s’écrivent alors :
- y=0;0'(xt)=0
- Yo' =1

Les conditions initiales s’écrivent :

- 1*<0;08'(x,y)=0

- Couche limite massigue ;

L>équation de 1a couche limite massique en régime transitoirc ¢tablie dans le chapitre

{11) s’écrit sous une forme discretisée de la maniére suivante :

2

~a "y h o It -n ) ] ~*H
Y (C I - :_j)-l-(u UA_\,}, 'y +(V UA}, —E;A_‘FJ(, 1wy =0

2 LAl e alt - 77 L3 . ] -4

Les conditions aux limites s’ écrivent alors :
- y=0; Clxpy=0

*

- vl C’(x,t]:l

-

Les conditiens initiales s”’écrivent .

- 1'<0;C'(x,y)=0

L’organigramme correspondant a ce schéma est donné a la page suivante :

-B1-
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Chapltre 11 ; Résolution numérique dex dguntionx des couches limitos

Conditions initiales
Conditions aux limites
Pour U VOt C’

RN

Temps=1

Ox, en appelant la subroutine TRIDAG

Résolution des équations de couche limite dynamique suivant 1a direction

Ox, en appelant la subroutine TRIDAG

Résolution des équations de couche limite dynamique suivant la direction

Ag.

v

Résolution des équations de couche limite
massigue suivant la direction Ox en appelant 1a
subroutine TRIDAG

=1

Résolution des équations de couche limite

Résolution des équations de couche limite
massique suivant ta direction Oy, en appelant 12 -
subroutine TRIDAG

0

isN,

thermique suivant la direction Ox, en appelant la
subroutine TRIDAG

Résolution des équations de couche limite
thermique suivant Ia direction Oy, en appelant la
subroutine TRIDAG

P N, \O

NS

'l

Résolution de I'équation de continuité
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Chapltre I11 . Résolution numérique des équations des couches limlten

{ | ® ™

L Ecriture de résultals

Figure Ifl-e : Organigramme -B-

- ————

N.B : Concemant les programmes de résolution relatifs aux deux organigrammes
- précédents cf- Anncxc A ct B
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IV.1- Introduction
IV.2- Régime permanent
IV.2.1-"Couche limite dynamique
1V.2.1.1- Représentation des résultats
1V.2.1.2- Interprétation et discussion
1V .2 2- Couche limite thermique
1V.2.2.1- Représentation des résultats
1V.2.2 2- Interprétation et discussion
IV.2.3- Couche limite massique
1V.2.3.1- Représentation des résuitats
1V 2.3.2- Interprétation ct discussion
[V.2.4- Conclusion
IV.3- Régime transitoire
IV.3.1- Représentation des résultats

IV.3.2- Interprétation et discussion

et eegeCamgaggnlaoadoedadpadnoeoadadoadeaondiadalindatadoadondndbadmdtodtedtndbedbed

Kool

N

. KA AN
(”'Mc“("{x‘/‘){" ) “(}

e et e R ey .
L A e e T G S T T

« . v M R K M L M A N Y- S A S G . - )
50300 oo A e e e e s ST e e ot eSSl e 050

-

Nt

\\:\

X,
~

SRS RN

RS A S S SN SRS

w

\w(}:w&

IS
<K,<>@<

e 5ed5od5s

ok
e e e

>
<

oot

)

/ f"‘),:’ R /“(Q 04'/%\

e
T



——

—————

-

IV.1- Introduction :

Lors des chapitres précédents nous avons établi les équations des couches limites
dynamique, thermique ¢t massique (cn régimc pcrmancnt ct transitoire) pour lc cas dc la
plaquc planc. Nous avons aussi abord¢ les méthodes de résolution pour le cas permanent
(méthode de Runge-Kutta) et le cas transitoirc (méthode ADI).

Dans ce chapitre, nous allons présenter et interpréter les résultats obtenus aprés

résolution.

1V.2- Régime permanent :

IV.2.1- Couche limite dynamique :

L’intérét de la résolution de I’équation de la couche limite dynamique réside
dans 1a ddcrmination du cocfTicient dc frottcment. Nous nous sommcs intéressés aux deux
cas: plaquc plane impcrméable ct plaque plane perméable avec plusieurs vitesses

d’aspiration.

TV.2.1.1- Représentation des résultats :

Les résultats obtenus sont représentés par les figures ci-dessous :

- Figure (IV-a.1) : représente la variation du profil des vitesses en fonction de n

- Figure (TV-a.2): représente la variation de Pépaisseur de la couche limite
dynamique en fonction de x/L |

- Figure {IV-a.3): représente la variation du coefficient de frotiement moyen sur
toutc la piaquc en fonction du nombrc dc Reynolds pour différentcs - vitesscs
d’aspirations |

- Figure (IV-a.4): représente la variation du coefficient dc frottement moyen sur

toute la plaque pour de trés grands nombres de Reynolds
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Profil des vitesses en fonction de Eta

Perméable
e imperméable
0 ¥ LI T L)
¢ 2 4 6 8 10
Eta
Figure [V-a.1
6 Epaisseur de la couche limite dynamique
5 -
4
Q Perméable -
8 3+ —|mperméable
&
2 4
1 4
0 L il T b
0 0,2 0.4 L 0.6 0,8 1
Figure IV-a.2
Variation du coefficient de frottement moyen sur toute la plaque en
fonctiont de RelL
0,07
0,06 -
0,05 - v'=-05

O0E+00 SE+04 1E+05 2E+05 2E+03 3;4-25 3E+Q05S 4E+05 4E+05 SE+05 SE+05
el

Figure IV-a.3
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Variation du coefficient de frottement moyen sur toute la plaque pour de
trés grand nombres de Reynolds

0,007
0,006 4
——Turbulent
0,005 4 —v'=05
5 0,004 -\ v=0,4
] —y=) 2
0,003 4 — =0
—yt=(,0
0 T L) L L] ﬂ
QE+Q0 2E+07 4E+07 Rel 6E+07 BE+07 1E+08

Figure I'V-a.4

IV.2.1.2- Interprétation et discussion :

Nous constatons que l'épaisseur de la couche limite dynamique (défimie par
u= 99%U,, ) est atteinte pour une plus petite valeur de n dans le cas perméable (Figure IV-a.1)
est plus faible dans le cas permeable (Figure IV-a.2).

Sur la figure (IV-a.3), nous remarquons que le coefficient de frottement moyen est plus
faible dans le cas imperméable ; et il augmente avec I’augmentation de la vitesse d’aspiration.
Néanmoins, 1l est inférieur au coefficient de frottement moyen en régime turbulent. Ceci
découle du fait que l’application d’une aspiration permet de préserver un écoulement
laminaire sur une plus grande longueur en repoussent le point de transition. Toutefois, il ne
faut pas dépasser une certaine vitesse d’aspiration, car dans ce cas, il est possible de dépasser

la valeur du coefficient de frottement moyen turbulent.

IV.2.2- Couche limite thermique :

L’intérét de la résolution de I’équation de la couche limite thermique réside

dans la détermination du coefficient d’échange convectif moyennant le nombre de Nusselt.

IV.2.2.1- Représentation des résultats :

Les résultats obtenus sont donnés par les figures ci-dessous :
- Figure (IV-b.1): représente la variation du profil des températures
adimensionnelles en fonction de n pour différents nombres de Prandtl
- Figure (IV-b.2): représente la variation de Pépaisseur de la couche limite

thermique en fonction de x/L pour différents nombres de Prandil
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Figure (IV-b.3) : représente la variation du nombre de Nusselt moyen en fonction
du nombre de Reynolds pour différents nombres de Prandtt
Figure (IV-b.4) et (IV-b.5): représente la variation du nombre de Nusselt en

fonction du nombre de Reynolds pour différentes vitesses d’aspirations pour

————

[T

fre——— s, rr—
' . .

{T-Tp}(Tinf-Tp)

delta-T

Pr=0,1 et Pr=10,0 respectivement

Profil des températures en fonction de Eta pour différents nombres de

Prandtl
1,2
1 P i :::ll -------------------------------------------------------
;S Pr=0,1
8y , /= | Pr=10.0
o Pr=0,1
e84 : ¢+ = e Pr=10,0
Doy v Do rmiéable
044! ¢ Atcmmsra | mpérméable
: )
1 1]
0.2 ": ;
0 4 . , . '
0 2 4 ga 8 8 10
Figure I'V-b.1
Epaisseur de la couche limite thermique
12
10 A
8 E
Pr=0.1
o s ) SRR Pr=10,0
Pr=0,1
1 P O Pr=10,0
o P erméable
2 earememassssessswwesseeassstssTeioEIIE wemmm— perméable
0 d:;::::::::::: """""""""""""""""""
0 0,2 0,4 0,6 0.8 1

Figure IV-h.2
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Variation du nombre de Nusselt en fonction du nombre de Reynolds pour
différents nombres de Prandt

. 700
; 600 -
( / Pr=0,1
500 4
---------- Pr=10,0
3 400 4 Pr= 1
Q24 ] e Pr=10,0
¢ 200 - Perméable
! T T || se———irmperméable
¢ 100 4 / p A
0 —— 1 T ¥ T
lf OE+00 1E+04 2E+04 Re 3E+04 4E+04 5E+04
Figure IV-bh.3
Variation du nombre de Nusselt en fonction du nombre de Reynolds pour
) 300 Pr=0.1 et pour differentes vitesses d'aspiration
250 -
200 4 / ----- V=-0,5
- e | |- V=04
] E] LV Tt V'=0,2
V=01
100 - e
50 4
0 1 T L L]
CE+00 1E+05 2E+05 Re 3E+05 4E+05 5E+05
Figure IV-b.4 >

Variation du nombre de Nusselt en fonction du nombre de Reynolds pour
Pr=10.0 et pour differentes vitesses d'aspirations

NulL

e ey

L T

Re

Figure IV-b.S
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IV.2.2.2- Interprétation et discussion @

Nous remarquons sur [V-b.! que I'épaisseur de la couche limite thermique qui est

' r-r ] ;
définie par la valeur 99% - £_est atteinte pour une plus petite valeur de 1 dans le cas
o fp

perméable (figure IV-b.1). Celte valeur est d’autant plus petite que le nombre de Prandtl

augmente, ccei cst di au fait que lc nombre de Prandtl cst défini comme étant lc rapport cntre
la viscosité cinématique et la diffusivité thermique et que le rapport entre &1 et &y est de
Pordre de l/ Jpr [24). Nous remarquons aussi que I’épaisseur de la couche limite thermique
est plus faible dans le cas perméable (figure 1V-b.2). Néanmoins la différence entre les cas

perméable et imperméable n’est perceptible que pour les grands nombres de Prandtl.

Le nombre de Nusselt en fonction du nombre de Reynolds est plus grand dans le cas
permiable (figurc IV-b.3), mais ccttc différence est pereeptible que pour les grands nombres

de Prandtl.

I est aussi est plus grand lorsque la vitesse d’aspiration augmente (figure IV-b.4 et IV-

b.5), son augmcntation cst beaucoup plus importante pour fcs grands nombres de Prandii.

1V.2.3- Couche Hmite massique ®

L’intérét de la résolution de I’équation de la couche hmite massique réside

dans la détermination du coeflicient d’échange massique moyennant le nombre de Sherwood.

1V.2.3.1- Représentation des résultats @

Les résultats obtenus sont donnés par les figures ci-dessous
- Figurc (IV-c.1): représcnte la vanation du profil des concentrations
adimensionnelles en fonction de 1 pour différents nombres de Schmidt
- Figure (IV-¢.2) : représente la variation de ’épaisseur de la couche limite massique

en fonction de x/L pour différents nombres de Schmidt

-00.
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Figure (IV-c.3): représenté la variation du nombre de Sherwood moyen en

fonction du nombre de Reynolds pour différents nombres de Schmidt
Figure (IV-c.4) et (IV-c.5): représente la variation du nombre de Sherwood en

fonction du nombre de Reynolds pour différentes vitesses d’aspirations pour

Sc=0,1 et Sc=10,0 respectivement

Profil des concentrations en fonction de Efa pour différents nombres de

Sc=0,1
----- $¢=10,0
Sc=0,1

Permeble

— | ipermeable

12 Schmidt
1 - ._.----":':l-l --------------------------------------- -
é 0,8 I a, I'"
:E_ J‘. I‘
?___, 0.6 - : /
g 0sli /
o 044 ’
e D
0247
r’
0 L L 1
0 2 4 Eta 8
Figure IV-c.1
Epaisseur de la couche limite massique
12

10

Figure IV-¢.2

Perméable
| o |1 perméable
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Variation du nombre de Sherwood en fonction du nombre de Reynolds
pour différents nombres de Schmidt

- 700
600 + Se=0,1
= sco4 | Sc=10,0
Se=0,1
~7 400 - ;
- R B Sc=10,0
o 300 4 e Porméable
i 200 | e mperméable
100 - /,/
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IV.2.3.2- Interprétation et discussion :

L’¢épaisscur de Ta couche limite massique définic par la valeur :

99% -—9—-_—%'—est atteinte pour une plus petite valeur de 1 dans le cas perméable (figure IV-

«© r

¢.1). Cette valeur est d’autant plus petite que le nombre de Schmidt augmente ceci peut &tre

cxpliqué par analogic au résultat concermant la couchc limitc thermique, Nous remarquons
aussi que ’épaisseur de la couche limite massique est plus faible dans l¢ cas perméable

(figure 1V-c.2). Néanmoins la différence entre les cas perméable ct impermcable n’est

perceptible que pour les grands nombres de Schmidt.

Le nombre de Sherwood efi fonction du nombre de Reynolds est plus grand dans le cas
perméable (figure IV-.3), mais cctte différence cst perecptible que pour lcs grands nombres
de Schmidt. ‘ ‘

* 1l est plus grand lorsque la vitesse d’aspiration augmente (figure TV-c.4 et IV-c.5), son
augmcntation cst becaucoup plus importantc pour Ics grands nombrcs de Schimdt.

IV.2.4- Conclusion :

D'aprés les résultats obtenus, on peut dirc que Je fait d’avoir unc plaquc porcusc aura
pour cffct d’augmenter (dans Ic cas laminaire) : ‘

- Le coefficient de frottement

. Lefluxdechaleur

- Lc flux massiquc.

Pour les deux derniéres grandeurs cette augmentation est trés faible pour des nombres
de Prandt! ¢t de Schmidt faibles ct beaucoup plus importante dans le ¢as contraire.

Par contrc pour dc trés grands nombres de Reynolds il v a unc diminution du
coefficient de frottement moyen sur toute la plaque dans le cas pcrméablc. Aussi dans ce cas
’écoulement laminaire est préservé sur une plus grande longueur, car I"aspiration a pour effet
de retarder sur la plaquc I'apparition du régime turbulent, d’ou Vintérét d’utiliscr cn
aéronautique (ot les nombres de Reynolds sont tres importams ~ 107) des profils poreux sur la
voilure.
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. IV.3- Régime transitoire :

IV.3.1-Présentation des résultats :

Les résultats concernant le régime transitoire sont donnés pour Ics variations des lignes
dc courant, des lignes isothermcs, des lignes isoconcentration ct 1’épaisscur de la couche

limite 84, par les figures suivantes :

- figure (IV-a): lignes de courant pour t*=0.01, 0.20 0.40 respectivement pour une
vitcssc d’aspiration v* =-0.03, .

- figure (IV-b) : lignes de courant pour 1*=0.60 2.00, 2.50, respectivement pour une
vitesse d’aspiration v* =-0.03, - '

- figure (IV-c) : lignes de courant pour t*=3.00, 3.50, 4.00, respectivement pour une
vitcssc d’aspiration v* =-0.03, |

- figure (IV-d) : lignes de courant pour t*=0.01, 1.00, 2.00, respectivement pour une
vitesse d’aspiration v* = -0.3,

- figure (IV-e): lignes isothermes pour t*=1, 5.50, respectivement pour une vitesse
d’aspiration v* = 0, Pr=0.72,

- figure (IV-f) : lignes isothermes pour t*=1, 1.60, 2.80, 3.00 respectivement pour unf;
vitesse d’aspiration v* =-0.03, Pr=0.72,

- figure (IV-g): lignes isoconcentrations pour t*=0.01, 5.50, respcctivemeﬁt avec
v* =0 ct'pour Sc=0.72,

- figure (IV-h) : lignes isoconcentrations pour =1, 1.6, 2.8, 3.0 rcspectivement aveg -
v* =-0.03 et pour S¢=0.72, |

- figure (IV-i.1), (IV-1.2) et (TV-i.3) : variations de 84 ¢n fonction du temps pour v*=0,
v*=-0,03 ¢t pour unc vitessc daspiration v* fonction de x.

- figure (st) : variation de &7 en fonction du temps pour v*=-0.03
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Figure IV-i.}
variation de P'epalsseur de 1a couche limite dynamique en fonction du
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variation de la couche limite thermique en fonction du temps pour v*=-

0.03 et Pr=0.72
0,18

0,44 -
e 120,01
012 :=0.6
0.1 4 —t=16
< 0,08 - ~—1"=30
0,06 - A0
—t'=4,5

0,04 -

0,02 -

0 ) L} T | T T ¥ il T T

0 0.1 02 03 04 05 08 0.7 08 0.8 1

1v.3.2 Interprétation des résultats :

Pour la résolution des équations de couche limite en régime transitoire nous avons pris
un nombre de Reynolds, Re=103, un nombre de Prandtl, Pr=0.72 et un nombre de Schmidt
Sc=0.72. Concernant la vitesse d’aspiration uniforme nous avons pris un

rapport iy = _(‘_;:_: ~0.03, ce rapport a été choisi de telle sorte & satisfaire la eondition [28] :

o

v’ <——, qui nous permet de considérer que les effets de viscosité n’atteignent pas

JRe’

1’écoulement potentiel loin de la paroi.

Nous remarquons sur les figures (IV-a), (IV-b) et (IV-c) une variation du profil des
lignes de courant en fonction du temps pour une vitesse d’aspiration uniforme v*=-0,03, cette
variation est trés remarquée au début de la plaque ou les effets de bord sont accentués. Nous
voyons que cette variation se stabilise pour t*=3.00 ; ceci est confirmé par les courbes de la
figure (1V-i.2) sur laquelle nous voyons que pour 84 le régime permanent est afteint pour 11:4,2

# avec une méme vitesse d’aspiration v*=-0,03.
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Aussi nous pouvons voir sur Jes figures (IV-i.1), (IV-1.2) et (IV-i.3} que le régime
pcrmancnt cst atteint plus rapidcment dans Ic cas ou I’aspiration cst uniforme (£*=3.0).
D’autrc parl, nous rcmarquons quc I'¢paisscur dc la couche limitc dynamique devicnt

constante a partir de x*=0.6 en régime permanent. Ce qui est confirmé par [24].

Dans le cas d'unc vitesse d’aspiration non uniforme, nous avons pris

Vs FA Jx) pour concorder avec la vitesse utilisée pour la résolution & I'aide de

o

Runge-Kutta en donnée par [5] :

v =5‘L Re, =—f(0)

o)

-

Concernant les figures (IV-e), (IV-f), (IV-g) et (IV-h) nous remarquons que les

“isothcrmes ¢t Ics isoconcentrations évolucnt cn méme temps que les épaisscurs des couchces

limite thermique et massique.

Sur la figure (IV+j), pour le cas d’une aspiration uniforme, nous remarquons que
I"épaisscur dc la couche limitc thermiquc ct par analogic massique cst supéricurc 4 I'épaisscur

de la couche limite dynamique, ceci est du au fait que les nombres de Prandt! et de Schmidt

qui reflétent le rapport entre la viscosité cinématique et le coefficient de diffusivité thermique

(Prandt!) et le coefficient de diffusion massique (Schmidt) est inférieur 4 I'unité. Nous voyons
aussi que lc régime permancnt cst atteint plus rapidement pour la couche limite dynamique,
car dans notre cas (perméable). les vitesses de transfert de chaleur ct de masse sont plus

faibles par rapport 4 la vitesse 4 laquelle se diffuse les effets de la viscosité a cause du terme

1/ Re.Pr et 1/ Re.Sc dans les équations de couches limites thermique et massique,
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Conclusion

CONCLUSION

Notre étude a porté sur la résolution des équations de couches limites dynamique, thermique
et massique en régime permanent, en utilisant la technique de similarité pour pouvoir écrire les
équations de couches limites sous une forme lindaire et la méthode de Runge—Kuﬁa pour la
résolution, puis en régime transitoire 4 I’aide d *une discrétisation des équations de couches limites
en régime transitoire, avec un schéma « UPWIND » et une résolution avec la méthode ADI pour

laquelle nous avons utilisé I'algorithme de Thomas pour résoudre les systémes tridiagonaux.

Aprés avoir résolu I’éque}tion de couche limite dynamique en régime permanent, nous
pouvons dire que :
- la détermination du coefficient de frottements nous montre qu’il augmente dans le cas
perméable (en régime laminaire), mais qu’il posséde une valeur inférieure 2 celui du cas
d’un écoulement a trés grand nombre de Reynolds,

- Pépaisseur de la couche limite dynamique diminue & cause de I’aspiration.

Nous en déduisons que I’aspiration est avantageuse pour les écoulements 4 grand nombre de
Reynolds ; car elle permet de repousser le point de transition (retarder 'apparition de la
turhulence), et dong d’avoir un plus faible coefficient de frottement et plus faible éparsseur de la

couche limite dynamigue ; d’ott 'intérét de Iutiliser en aéronautique.

Aussi la résolution des équations de couches limites thermique et massique, nous a montré :
- I’existence d’une analogie entre les couches limites thermique et massique,

- Paugmentation des coefficients de transfert dc chaleur et de masse dans le cas

perméable, moyennant les deux nombres de Nusselt et de Sherwood,

- Pavantage de ’aspiration pour des nombres de Prandt] et de Schmidt croissants.

~ En régime transitoire, nous avons vu que le régime permanent est atteint plus rapidement

pour une aspiration uniforme, car Iaspiration a tendance a diminuer les effets de la viscosité.

-1n4.



Conclusion_

En comparant les couches limites thermique et dynamique, nous voyons que cette derniére a
une épaisseur plus faible et qu’elle atteint le régime permanent plus rapidement a cause du nombre

dc Prandt], Pr=0.72<1

Finalement, nous recommandons pour |’étude d’un probléme constitué d’un milieu poreux
de fairc une étude compléte qui passe par 1a résolution des équations régissant I’écoulement externe,
donc par la connaissances des parametres qui le régissent, et I’étude du milieu poreux par le biais

des équations de transfert, pour ensuite faire un raccordement entre les deux
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* P.F.E : Simulation numérique d’'un écoulement sur une paroi poreuse

Présenté par : M. F. TOUNSI et M. M, ZEDEK

Proposé par : S. LARBI ; H. BELHANECHE ; M. OUKACHA

Programme pour la résolution des équations de couche limite
dynamique, thermique et massique en régime permanent

S T T S L i R s s I Ty e e R e YR R R SRR 222

23

10

11 x

12

13

T 14

1%
31

23
18

dimension yl1l(5),dyl{5),x(20),0(20)
real*8 h,eta0,etamax,yzero,zl,z2,tzero,wl,w2, pr,u,ul v,Cflam,cftur
53,Nulam, Nutur,Re, X2

integer n,k,3j,1,m,mm

open (50,file='mourad.Res')"
open (71,file='Nu-Re.Res'}
open (72,file='Cf-Re.Res'}
open (73,file='Cf-Rel.Res")
m=1

h=.1

etamax=10.

n=20

goto {10,11,12,13,14,15},m
x2=-.5 -

goto 31

2=-.4

goto 31

X2=-.3

goto 31

X2=-,2

goto 31

X2=-.1

goto 31

x2=0,

write (50,155} =x2

print*, ‘'wv*=', %2

z1=0,.

z22=5.

do 3 k=1,n

eta0=0,

¥1(1)=-x2

yl(2)=0.

yzero=(22+z1}/2.
yl{3)=yzero

x{k)=yl1l(3)

ul=0,

w=x2

if (k.lt.n) goto 2

write (70,150) k

write (70,200)

write (70,101) etal,yl{1),y1(2),y1(3),ul,v
print*, x{n)

call RK(yl,dyl, h,etat, k,n)
if{eta0.lt.etamax-h/2.) goto 2
if(yl(2)y.1t.1.) goto 35
zZ2=yzero

goto 3

zl=yzero

continue

write (72,155} =2

mmn=1

goto (18,13,20,21),mm
re=100000.
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20

30

40

100
103
104

52
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SUBROUTINE RK1(y,dy,hl,etal,Pr,1,n)

‘dimension y(5)ryt(5}fdy(5}rdex(S);dym(5)det(S)‘

REAL*8 hl,h6,hh,etal,U,V,pr

external deriv

integer i,1,n

hh=h1*0.5

h6=h1/6.

call deriv(y,dy,pr)

do 10 i=1,5

yt(i)=(y(i)+hl1/2.*dy(i))

call deriv{yt,dydx,pr)

continue

do 20 i=1,5

yE{i)=(y(11+h1/2.*dydx {i}}

call deriv({yt,dyt,pr)

continue o

do 30 i=1,5

yt{i)=(y(i)+hl/2.*dydx(i})

call deriviyt,dym,pr)

continue

do 40 i=1,5 :

y{i)={y{i)+hl/6.* {dy(i)+2.*dydx (1) +2.*dyt (i} +dym(i})})
continue

U=y(2)

V=-0.5%{y(l)-etal*y{2))

etal=etal+hl

if {1.1lt.n) goto 52 )

write(50,100} etal,y(1},y(2),y(3),.y(4),y(2),u,v
format (1x,f6.3,15x,f10.6,15x,£f10.8,15x,£f10.8,15x%x,f10.8,15x%,f10.8

$,15x,£10.8,15x%,£10,5)

format (1x,'yt(1l)',£10.7,12x,"'yt{2)',£10.7,12x, "yt (3}"',£10.7,12x,

$£10.7,12x%x,£10.7,12x,£10.7)}

format {ix,'y(l)',f10.7,12x,'y(2)"',£f10.7,12x,'y{3)",f10.7,12x,
$£f10.7,12x,£10.7,12x%,£10,7)

return

end

A e ot 4 T o . Y M 2 - o A - o o S o T T Tt Tt i o T i Mo o T W T M A e ok B o ik

subroutine deriv(xl,dxl,pr)
real*8 pr

dimension x1(5},dx1(%5)
dx1{1)=x1(2)

dx1{2)=x1(3)
dxl(3)=-0.5*x1(1)*x1(3)

axi (4)=x1(5) ‘
dx1{5)=-0.5*Pr*x1(5) *x1 (1)
return ’

end
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if (m.le.6) goto 29

101 format (1x,£6.3,15%,£10.6,15x,£10.8,15%,£10.8,15x, £10.8,15%, £10.8
$,15%,f10.8,15x,£f10.5) ’
102 format (1x,£10.0,16x,£f10.7,16x,£10.7)
103 format (1x,£10.0,16x,f10.4,16x,f10.7)
150 format (5x,'k=',i2)
151 format (5x, 'Pr=*,£5.2)
155 format (5x,'v*=',£5.2}
200 format(1x,'eta',26x,'yl’, 26x, 'y2",26%,'y3",26%,"t1",26x,'¢2", 26X,
-$707,26x%, V)
stop
end

et e e ok R o o e L L e e ok A T W D A (sl o ke o b . o ot e e Al Aok ke i e o P A o o T o
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SUBROUTINE RK({y,dy,hl,etal,k,n)

dimension y(3),yt(3),dy(3),dydx(3),dym{3),dyt(3)

REAL*8 hl,h6,hh,etal

external derivs

integer i, k,n

hh=h1*0.5 -

he=hl/6.

call derivs(y,dy)

do 10 i=1,3

yt(i)=y(i)+hh*dy{i)

call derivs(yt,dydx)
10 continue

do 20 i=1,3

yt(i)=y{i)+hh*dydx (i}

call derivs({yt,dyt)
20 continue

do 30 i=1,3

yt{i)=y (i) +hl*dyt (i)

call derivs(yt,dym)
30 continue

do 40 i=1,3

y{i)=y(i)+h6* (dy(i)+2.*dydx (i)+2.*dyt (i) +dym(i))
40 continue

etal=etai+hl

if(k.1lt.n) goto 37

write(70,113) etal,y(1),y(2),y(3)
113 format (1x,£10.7,15x,£10.7,15x,£310.8,15x%,£10.8,15x,£10.6,15x%,£10.5

$) :
103 format (Ix, 'yt{1)',£10,7,12x,"'yt(2)"',010,7,12x%, 'yt (3)",f10.7,12x,

$£10.7,12x,£10.7,12x%,£10,7) )
104 format (1x,'y(1)}',£10.7,12x,'y(2)°,£f10.7,12x%,'y(3)',f10.7,12x,

$£10.7,12x%,£10.7,12%,£10.7) .

37 return :
end

" W T T 111 T 1 o T ok o e i o i e . B S T ks . o T o o o o Py~ o T A AT o o e o o o e s

subroutine derivs{xl,dx1l)
dimension x1(3},dx1(3}
dx1(1)=x11(2)

dx1(2)-x1(3}

dx]l (3)=~0.5*x1(1)*x1(3)
return

end
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goto 22
re=1000000.

goto 22

- 20

21
22

40

&0
61

65

68

69

re=10000000.

qoto 22

re=100000000,

Cflam=2,*x(20) /sqrt(re)
Cftur=0.02315*{re)**{-1./7.)
write (73,102} Re,cflam,cftur
mm=mm-+1 ’

if (mm.le.4} goto 23

dodQ re=le3l, 5e5,1e3
Cflam=2.*x(20) /sqrt{re}

write (73,102} Re,cflam,cftur

‘conkinue

=1

goto {61,65,68),7
Pr=0.10

w2=1.

goto69

Pr=1.0

w2=1,8

goto 69 -
Pr=10, :
w2=5,
write(50,151) Pr
print*, 'Pr=', pr
wl==-1.

do 4 1=1,n

etal=0,

- y1(1)=-x2

30

y1(2)=0.
v1{3)=x(n)

y1l{4)=0.

tzero=(wl+w2) /2,

yl(S)=tzero

o(1l}=yl(5}

ul=y1(2)

v=x2

if (1.1t.n) goto 5

write (50,150) 1

write {(50,200)

write (50,101) etal, y1(1),v1(2),y1(3),y1(4),yi(5),ul,v
print*, o(n}

call RK1({yl,dyl, h,etad,Pr,1,n)
if(etal.lt.etamax-h/2.) goto 5
if(yl1{4).1t.1.) goto 36

w2=tzero

goto 4

wl=tzero

continue

write {71,155) x2

write (71,151} pr

do 30 re=0.,1e7,1e4
Nulam=2.,*c {20} *sqgrt (re)
Nutur=0.0296*5./9,* (re)** (4. /5.)* (pr)**{1./3.)
write (71,103} Re,nulam,nutur
continue '

j=i+1 :

if {j.1le.3}) goto &0

m=m+1 .
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P.F.E : Simulation numérique d’un écoulement sur une paroi poreuse
Présentd par : M. F. TOUNSI ot M. M. ZEDEK .

Proposé par : S8, LARBI ; H. BELHANECHE ; M. OUKACHA

Programme pour la résolution des équations de couche limitei

dynamique, thermique et massique en régime transitoire
E2 2 2222222222222 2222222222 2222222222323 2223222222322 2X2 2

aGanon

OO0

common/zconel/U{50,800),V(50,800),Ukl(50,800),0k2(50,800),

$ Psji(50,800),T(50,800),Tkl(50,800),Tk2(50,800)

$

comanon/zone2 /A (800),B(800),C{800}),D({800},

At (800),BL(800),Ct (800},DL (800}, X(BOO),Y(800)}
common/zene3/deltaX, deltayY, deltaT, RE, VO, Temps, LTemps, Nx, Ny, Pr
integer temps,LTemps,om
real*8 Limitetemps

“open (1l,file="Profil-1l.Res'}

open {2,file="Profil-2.Res')
open (3,file="Profil-3.Res"}
open (4,file="Profil-4.Res'}
open {(5,file="Profil-5.Res’'}
open {6,file='Profil~6.Res')
open (7,file="Profil-7.Res"')
open (8,file='Profil-8.Res')
open {9,file="Profil-%.Res')
open (10,file="Profil-10.Res'}
open (11,file='Profil-11.Res')

open (12,file='Psi-templ.Res"')
open (13,file="Psi-temp2.Res"')
open (14,file="Psi-temp3.Res"')
open (15,file='Psi-temp4.Res’)
open (16,file='Psi-temp5.Res"')
open (17,file="Psi-temp6.Res"')
open (18,file='Psi-temp7.Res’)
open (19,file="Psi-temp8.Res')
open (20,file='Psi-temp9.Res")
open {21,file="Psi-templO.Res"’)
open (22,file='Psi~templl.Res')

Re=10000,

PR=1.2

V0=-0.05

LimiteTemps=2.

Nx=20

Ny=300

deltaT=.01

deltaX=1./20.
delta¥y=1,/1000.
LTemps=limilelemps/deltaT+1

o . T Tt o o e i o e i b A e h A Y i Ty o " i . " o b7 L o Ak e e ks ke

U(1I1)=0'
T(1,1)}=0.
Vi{l,1)=0.
do 13 i=2,Kx

U(i,1)=0.
Vi{i,1)=V0
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T{i,1}1=0.
do 13 j:ZINY

A G P S T L U T T S ol e A el . b s e e ko . R Y Tt S S . P B Pt ok AR o o . B M . S i S e T T o A1 ko

T{i,3)=1.
Continue

do 500 Temps=1,LTenps
write (*,*) 'Lemps=',temps
write (*,*} 'temp=',temps*{Re*l.de-5)

T T T = o - T " 8 o o e o P Y o P T} ok e e o o = P P o o T o o T

Début de 1'ADI
Premiére direction
Conditions limites Ukl pour j=1

P T G b G AL G L S . WS T W M e G e e Sl P Al P AR S A B GG S S S ey d TEN R T W wAe A SR SN S A e S e e ke T S M W M SA A A e G W e

- do 1 iLl=1,Nx

Ukl{iL1,1)=U(iLl, 1)

Condition limite & 1'entrée pour Uk}
do 99 m=1,Ny
Ukl(i,m}=U(1l,m)

Début de la boucle de la premiére direction

do 100 j=2,Ny-1

Détermination des coefficients ai, bi, ci
de 10 ia=3,Nx-2
if (u(ia,j).1lt.0.) then
a(ia-1)=-uf{ia,j)/{4.*delta¥)
goto 10
else
alia-1)=-u(ia-1,j)/{4.*deltaX)
endif
continue
do 20 ib=2,Nx-1
if {ulib,j}.1t.0.) then
b{ib-1)=2./deltaT+1./(4.*deltaX)* (u(ib+1,3)-u(ib,j})
goto 20
else
b(ib-1}=2./deltaT+1./ {4, *deltaX)* (u{ib, i) -ulib-1,3})
endif .
continue
do 30 ic=2,Nx-2
if (u(lic,j).1t.0.} then
clic-1l}=ulic+l,j}/ (4. *deltax)
goto 30
else
cl{ic-1)=u(ic, )/ {4.*deltax)
endif
continue
if (u{Nx-1,3).1t.0.) then
a(Nx=2)—{(~u{Nx-1,3)+u(Nx, 1)/ {4.* deltax)
goto 31
else N
a(Nx-2)={~u(Nx-2,3)+u(Nx-1,5})/(4.*delitaX)
goto 31
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endif
) Détermination des seconds membres

if {(u(2,3).1t.0..and.v(2,3).1t.0.) then
D(1)=-1./(4.%deltay)*(v(2,3+1)* (u(2,3+1)+u(2,5))-v(2, )
$*(u(2,9)+u(2,9-1)))+1./ (re*deltay*+2.)
$¥{u(2,j+1)~2.*u{2,3)+u(2,3-1))+2.*%u{2,j) /deltat
$+u(2,3j)/(4.%*deltaX) *ukl (1,3)

goto 41

else if (u{2,j).ge.0..and.v(2,3).1t.0.) then
D(1)=—1./(4.*deltaY)*(V(Z,j+1)*(u(2,j+1}+u(2,j))—v(2,j}
$Y(u{2,3)+u(2,3-1)1)1+1./ (re*deltay*+2.)
$*{u(2,j+1)-2.%u{2,3)+u{2,j-11)+2.*u(2,j) /deltat
$+u(l,4)/(4.*deltax) *ukl (1, j)

goto 41

else if (u(2,]).1t.0..and.v(2,3).9e.0,) then
D(1)=-1./(4.*deltaY)*{v{2,3)*(u(2,3+1}+ul{2,3))-v(2,3-1)
$*{(u(2,3)+u(2,3-1)})+1./ (re*deltay**2.)
$*(u(2,3+1)=2.%u(2,3)+u(2,5~1)1+2.%u(2,3) /deltat
$+u(2,3)/(4.*deltax) *ukl (i1, i)

goto 41

else

if (u(2,jy.ge.0..and.v(2,3).ge.0.)then
D{1)=~1./(4.*deltaY}* (v(2,3)*{u(2,j+1}+u(2,3})-v(2,3-1)
$*{ui2,3)+u(2,3~1}))1+1. /(re*deltay*+2.)
$*¥{u(2,3+1)-2.*u{2,3)+u({2,3=1))+2.*u(2,j) /deltat
$+u(l,3)/(4.*deltaX) *tukl (1, 3

endif

endif

do 40 id=3,8x-1

if (wv(id,3j}.1t.0.} then

D(id-1)=-1./{4.*deltaY)* (v(id, 3+1) * (ulid, +1)+ulid, 3))-v{id, j)
$*(u(id,j)+u(id,3-1)))1+1./{re*deltay**2.) * (u{id, j+1)-2.%u{id, 3}

$+ufid, j-1))+2.*u(id, j) /deltat
goto 40
else

D{id-l)=-1./(4.‘deltaY)*(v(id,j)‘(u(id,j+1)+u(id,j))*V(id,j—l)
$*{ulid,ji+ulid,3-1)))+1./ (re*deltay**2.) * (u(id, j+1)-2.*u(id, j)

S+tulid,j-1))+2.%u(iqd, j} /de1ltat
endif
continue

call tridag{a,b,c,d,X,Nx-2)
Injection des résultats dans Ui & 1'&tape k+1/2
do 50 ix=2,Nx-1
Uk1 (ix, j)=X{ix-1)
Conditions aux limites A la sortie pour Ukl
do 98 mm=1,Ny
Uk (Nx, rae) =Uk1 (Nx-1, mma)
continue
Fin de la premiére direction

Début de la deuxidme direction
Conditions limites sur Uk2 pour i=1

do 3 jL1-2,Ny
Uk2(1,jL1)=0(1,3L])

Condition limite pour UkZ sur la plaque
do 97 1=1,Nx
Uk2(1,1)=U{1,1)
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220

230

43

Début de la boucle sur i
do 200 i=2,Nx-1
Détermination degs ccefficients aj,bj,ci

do 210 ja=3,Ny-2

if tv(i,ja).lt.D.) then

a{ja- 1)=—v(1,ja)/(4 *deltay) -1./{Retdelta¥**2.)

goto 210

else

a{ja-1)=-v{i,ja-1}/{4.*deltay)-1./(Re*delta¥**2.)

endif

continue

do 220 jb=2,Ny-1 _

if (v(i,jb).lt.0.) then

b(jb-1)=2./deltaT+2. /(re*dnltay**2 J+1./(4.*deltaY}*(v(i, jb+l)
S-v{i,ibl)

goto 220 .

else

b(ib-1)=2./deltaT+2./ (re*deltay*+*2.)+1. /(4 *delta¥)*(v{i,jb)
S~w(i,jb-1})

endif

continue

do 230 jc=2,Ny-2 .

if (v(i,Jjc).1t.0.) then

clje-1Y=v{i,jc+l)/ (4.*deltay)-1./{re*deltay**2.)

goto 230

else

c(jc-1)=v(i,jc)/(4.*deltay)-1./(re*deltay**2.)

endif

continue

if(v{(i,Ny-1).1t.0.}) then
a(By-2)~(~-v{i,Ry-1)+v{i, Ny} /{4d.%deltay?)-2./ {Re*delta¥**2.)
goto- 32

else

a(Ny-2)={-v(i,Ny-2}+v{i,Ny-1)}/(4.*deltaY)~- 2 / {Re*delta¥*+2.)
goto 32

endif :
Détermination des seconds membres

if {utfi,2).1t.0..and.v{i,2).1t.0.) then
D(ly=~1./{4.*deltaX)*(u{i+1,2)*{ukl{i+1,2)+ukl(i,2)} u(1 2)
S*{ukl(i,2)+ukl (i-1,2)}))Y+2. *ukl{i,2)/deltat
$-Uk2{i,1)*(~v(i,2)/{4.*deltaY)-l./(Re*deltaY**Z.))

goto 43

else if (u(i,2).ge.0..and.v(i,2).1t.0.) then
D(l)y=-1./{4.*deltaX)* (u(i,2)* (ukl (i+1,2)+ukl(i,2))-u(i-1,2)
S$* (uk1l({i,2)+ukl{i-1,2)})+2.*ukl(i,2)/deltat
S-uk2{i,1)*{~-v{i,2}/(4.*delta¥})~1./ (Retdelta¥*+<2.))

goto 43
"else if {u(i,2).1t.0..and.v(i,2).ge.0.} then
D{l)=-1./(d.*deltaX}* (u{i+l,2)* (uki(i+1,2)+ukl{1,2})-uli, 2)
$* {ukl (i, 2)+uki{i-1,2)))+2.%ukl(i, 2)/deltat
$—uk2(i, 1 *({-v{i, 1)}/ (d.*deltaY)~1./ (Re*deltaY**2.})

goto 43

else if (u(i,2).ge.0..and.v{i,2).ge.0.} then
D{1)=«1./({4.*deltaX}*(uli,2)*{ukl(i+1,2)+ukl(i,2)}-nii-1,2)
S+ (ukl{i,2)+ukl{i-1,2}))+2.*ukl{i,2)/deltat
$~uk2(i,1}*(~v(i,1})/{4.%*delta¥Y)-1./{Re*delta¥Y**2.)}

endif

do 240 jd=3,Ny-1

if (u{i,jd).1t.0.} then
D(jd-1)=2.*Uk1(i, 3d) /deltaT-{u(i+1, jd} * (Uk1(i+1, jd}+Uk1 (i, jd))
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$,3d)* (UKL(i,id)+Uk1(i-1,3d)) )/ (4. *deltax)
goto 240
else

D(jd-1})=2.*Uk1{i, id) /deltaT-(u(i,3d) * (Uk1 (i+1, 3d)+Ukl (i,3id))
$-ufi-1

$,3d)* (Ukl{i, jd)+Ukl({i-1,3d)) )/ (4.*deltaX)

endif

continue
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call tridag({a,b,c,d,X,Ny-2}
Injection des résultats dans Uk2
do 250 jx=2,Ny-1
UkZ (i, 3x)=X(jx-1)
Fin da la deuxiéme boucle sur i
continue
Conditions aux limites pour i=Nx
do 4 jLNx=1,Ny-1
Uk2 (Nx, jLNx) =Uk2 (Nx-1, JLNx}
Conditions aux limites pour j=Ny
do 111 jj=2,Nx -
Uk2 (33, Ny)=Uk2 (33, Ny-1)
Résolution de 1l’é&quation de 1l'’énergie ou de la conservation de la masse
Conditions limites Tkl pour jt=1
do 144 iLlt=1,Nx
. Tkl {iLlt,1)=T(iLlt,1)
Conditions aux limites & 1'entrée pour Ukl
do 9944 mt=1,Ny
Tkl{(1l,mt}=T(1,mt}
Début de la boucle de la premiére direction
do 10044 jt=2,Ny-1
Détermination des coefficients ait, bit, cit
do 1044 iat=3,Nx-2
i€ {u{iat,it).1lt.0.} then
aT(iat-1}=-u(iat,jt)/ (4.*deltaX}
goto 1044
else
aT{iat-1l})=-u(iat-1,jt)/ (4.*deltax)
endif
continue
do 2044 ibt=2,Nx-1
if (u(lbt,jt) 1t.0.) then
bT {ibt-1)=2./deltaT+1./{4.*deltaX)* {u{ibt+1,jt)-u{ibt, jt)) -
goto 2044
else
bT {ibt-1}=2./deltaT+1./ (4. *deltaX)* (u(ibt,jt)-u(ibt-1,3t))
endif
continue
do 3044 ict=2,Nx-2
if (u(ict,jt).1lt.0.} then
cT(ict-1)=ufict+l,jt}/ (4. deltax)
goto 3044
ulse
cT(ict~l)=ul{ict,jt)/ {4.*deltaX)
endif
continue
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3144

if {u(Nx-1,5t).1t.0.) then

aT (Nx~2)={-u(Nx~1,jt) +u(Nx,9t))/ (4.*deltaX)

goto 3144
else
aT(Nx-2)={-u({Nx-2, jf)+u(Nx 1,3t/ (4. *deltaX)
goto 3144
endif
Détermination des seconds membres
if (u{2,3t).1t.0..and.v{2, }jt).1t.0.) Lhen
PT(1)==1./(4.*deltaY)*{v(Z,jt+1)}*(u{2,3t+1}+u(2,3L))~-v (2,3t}

$*{u(2,jt)+ul(2,jt-1)))+1./(RE*Pr*deltay**2.)
% (u(2,§t+11-2.%*u(2,t)+u(2,3t-11)+2,.*u(2, jt) /deltat
$+u(2,3jt}/(4.*deltaX) *Tkl (1, 3t)

goto 4144

else if (u{2,jt).ge.0..and.v(2,jt}.1t.0.}) then
DT(1)=-1./(4.*deltaY)* (v(2,jt+1)* (u(2, jt+1)+u{2, L)) -v(2,5t) -
*(u(2,jt)+u(2,3t~-1)))+1./ (RE*Pr*deltay**2.)

$*(u(2,3t+1)-2.%u (2,3t  +u(2,jt-1) ) +2.*u(2, jt) /deltat
$+u(l,it)/ (4. *deltaX) *Tk1(1,jt)

goto 4144 ) .
else if (u{(2,jt).lt.0..and.v(2,jt}.ge.0.) then
DT{1)==1./{4.%delta)} *{v(2,jt)*(u(2,jt+1)+u(2,3t))-vi{2,jt-1)

St {u(2,jt)+u(2,3t-1)1)+1./(RE*Pr*deltay**2.)
$* (u(2,9t+1)-2.%u(2, jLi+u(2, jt-1})+2,.*u(2, jt) /deltat
$+ul(2,3t)/{4.*deltaX) *Tkl (1,3¢t)

goto 4144
else if (u(2,jt).ge.0..and.v(2,jt).ge.0.) then
DT{1)=-1./{4.%delta¥}* (v(Z,jt)*(u{2,jt+1)+u(2,jt))~v(2,]t-1)

S+ (u(2,t)+uf2,3t-1)))+1./ (RE*Pr*deltay*+2.)
S* (u(2,3t+1)-2.%ul2,jt)+u(2,3t-1))+2.*u(2,jt) /deltat
$+u(l, jL}/ (4. *dellaX} *Tk1 (1, jL)

endif

4144 do 4044 idt=3,6Nx-1

4044

9844

if (w{idt,jt).1t.0.) then
DT(idt-1)==1./(4.*delta¥)* (v{idt, jt+1)* {u(idt, jt+1)+ulidt,jt))

$-v(idt, jt) * (u{idt, jti+ulidt, jt-1)))
$+1./(RE*Pr*deltay**2.) * {ulidt,jt+1}-2.%u{idt, jt}+u{idt,jt-1})
$+2.*u{idt, jt) /deltat

goto 4044
alse
DT (idt- 1)'-1 /(d.*deltaY) * (v{idt,jt) * {u(idt, jt+I)y+ulidt,jt))

S-v(idt,jt-1)* (u{idt,it)+u(idt, jt-1)})
$+1./(RE*Pr*deltay**2.)* (uf{idt, jt+1)-2.*u{idt, jt)+u(1dt Jjt-1))

$+2.*u(idt,jt)/deltat

endil
continue
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call tridag(aT,bT,cT,dT,Y,Nx-2)
Injection des résultats dans Ti a 1'étape k+1/2
do 5044 ixt=2,Nx-1
Tkl{ixt,jt)=Y {ixt-1)
Conditions aux limites 3 la sortie pour Ukl
do 9844 mmt=1,Ny
Tkl {Nx,mmt) =Tkl (Nx-1,mmt)}

10044 continue

Cc

Fin premiére direction
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C Début deuxiéme direction
o Conditions aux limites sur Tk2 pour i=1

do 344 jLlt=2,Ny

3447 Tk2(1,3L1t)=T(1,3L1lt)

c Conditions aux limites pour UkZ sur la plaque
do 9744 1t=1,Nx

9744 Tk2(1t,1)=T(lt,1)

o Début de la boucle sur i
do 20044 it=2,Nx-1
c Détermination des coefficients aTj,bTj,cT]

do 21044 jat=3,Ny-2
if (v(it,jat}.1t.0.}) then
aT({jat-1)=-v{it,jat)/{(4.*deltay)-1./(Re*Pr+delta¥*+*2.)
goto 21044
else
aT(jat-1)=-v(it,jat- 1)/(4 *deltay) 1./ (Re*Pr+deltay**2.)
endif
21044 continue
do 22044 §bt=2,Ny-1
if (w(it,jbt).1t.0.) then
bT {jbt-1)=2./deltaT+2./ {Re*Pr*deltay**2.)
3+1./1(4. *deltaY)*(v(1t,3bt+1)-v(1t jbt})
goto 22044
else .
bT{jbt-1}=2./deltaT+2./ (Re*Pr*deltay**2.)
$+41./(4.*deltay) * (viit, jbt)-v(it, jbt-1))
endif
22044 continue
do 23044 jct=2,Ny-2
if (wv(it,jct).1t.0.) then
cT(jot-1=v(it,jct+1}/{4.*deltay)-1./{Re*Prtdaltay**+2.)
goto 23044
else
cT{jct-1)=v{it,Jct}/(4.*deltay)-1./(Re*Pr’deltay**2.)
endif
23044 continue
if(v({it,Ny-1}.1t.0.} then
aT{Ny-2}=(-v(it,Ny-1)4v (it ,Ny}}/ (4. *daltaY)-2./ (Re*Pridalta¥s+2 )
goto 3244
else
aT(Ny-2)=(-v(it,Ny-2)+v(it,Ny-1)}/{4.*deltaY}-2./ (Re*Pridelta¥*+2,
$)
goto 3244
endif
c Détermination des seconds membres
3244 if (u(it,2).1t.0..and.v({it,2).1t.0.} then
DT{1)=-1,/(4.*deltaX)* (u{it+1, 2} *{Tk1{it+1,2)+Tk1{it,2})-u{it,2)
$*{Tkl{it,2)+Tkl({it-1,2}))+2.*Tkl{it,2)/deltat
$-Tk2{it, 1) *(-v(it, 2)/({4.*delta¥Y)-1./(Re*Pr*deltaY*+*2.))
goto 4344
else if (u({it,2).ge.0..and.v{it,2).1t.0.) then
DT(1)=—1./(4.*deltaX)*(u(it,Z)*(Tkl(it+1,2)+Tk1(it,2))—u(it—l,Z)
S*(TkI1{it,2)+Tkl(it-1,2}))}+2.*Tkl{it,2)/deltat
$-Tk2{it,1)‘(-v(it,2{/(4.*deltaY)-l./(Re*Pr*deltaY*‘Z.))
goto 4344
else if {ulit,2).lt.0..and.v(it,2).ge.0.) then
DT(1)=~1./{4.*deltaK}*(U(it+l,2}*(Tkl(it+1,2)+Tkl(it,2))—u(it,E)
S*¥(Tkl(it,2}+Tkl (it-1,2)))+2.*Tkl(it,2)/deltat
$-Tk2(it, 1)+ (-v{it,1}/(4.*deltaY) -1,/ (Re*Prt*delta¥*+*2.))
goto 4344
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4344

else if {u(it,2).ge.0..and.v{it,2).ge.0.) then
DT{1l)=-1./{4.*deltaX) *{u{it,2)* {Tk1{it+1,2)+Tk1(it,2)}-u{it-1,2)
S+ (Tk1(it,2)+Tk1(it-1,2))1)+2.+Tkl(it,2)/deltat
5-Tk2(it,1)*(-v{it, 1)/ (4.*deltaY)-1./(Re*Pr*delta¥*+*2.)}
endif '
do 24044 jdt=3,Ny-1

if (u{it,3dt).1t.0.) then

DT (4ct-1)=2, *Tk1 {it, 4dt} /deltaT
S—{u({it+1,3dty * (Tk1{it+1,jdt)+Tkl (it, jdt))
S-ufit, jdt) * (Tk1l(it, jAt)+Tkl{it-1,34dt}))/ (4. *deltaX}
goto 24044

else 7

DT {jdt~1)=2.*Tkl(it,jdt}/deltaTl
$-{ulit,jdt)r*(Tkl{it+1,jdt)+Tkl{it,jdt))
$-u(it-1,3db)* {Tk1(it, JAL)+Tk1{it-1,5dt)) )/ (4. *deltaX)
endif

24044 continue

C

4444
c

. - ——— . e e Al S . e ok . e i e 4 T . T T . " 1" B2} bk b ke o ke B e ke

call tridag(aT,bT,cT,dT,Y,Ny-2)
Injection des résultats dans Tk2
do 25044 jxt=2,Ny-1

25044 Tk2(it,ixt)=Y (Gxt-1)

c

Fin de la deuxidme boucle sur it

20044 continue

C

c

444

Ceonditions aux limites pour it=Nx
do 444 jLNxt=1,Ny-1
Tk2 (Fx, jLExt}=TkZ (Nx~1, jLixt)

Conditions aux limites pour jt=Ny
do 11144 jjt=2,Nx

11144 Tk2{jjt,Ny)=Tk2 (jjt,Ny-1)

c

3006

s ReNeNs Ny

350

400

405

407

Injection des résultats de la deuxiéme direction dans U(i,3) et T(i,])

do 300 ik2=1,Nx

do 300 jk2=1,Ny

U(ik2,jk2)=UkZ2(ik2,jk2}

T(ik2,3k2)=Tk2{ik2,jk2}

continue
Fin de 1'ADI
Résolution de la deuxiéme équation
Conditions aux limites sur la plaque

do 350 iv0=1,Nx

v{iv0,1}=VC

do 400 iv=1,Nx-~-1

do 400 jw=2,Ny

v{iv+l, jvi=v(iv+l,jv-1)-deltay/{2.*deltax} *{u(iv+l, jv)~u{iv,jv)

S+u{iv+l, jv-1)-u(iv,jv-1))

continue

bétermination de la fonction de courant
do 990 om=1,1000
w =0.4
Psi(1,1)=0.
do 405 ksj=1,Ny
Psi(l,ksj+1)-w*Psi (1, ksd+1}+(1-w)*{Psi{l,kxsj)+U(1,ks])*deltaT)
continue
do 407 ksi=1,Nx
Psi(ksi+l,1)=w*Psi(ksi+l, 1}+{1-w)*{Psi(ksi,1}~-V{ksi,1l)*deltax)
continue
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406
990
c

! 551
561

552
562

553
563

554
564

5509
5499

do 406 ksi=2,Nx
do 406 ksj=2,Ny

" Psi(ksi, ksJ)=wPsi(ksi, ksi)+(1-w)*(0.5*% (Psi(ksi-1, ksj)

$ +Psi(ksi, ksj-1)-V(ksi, ksj)*deltax+U(ksi, ksj)*deltay))
continuze

continue

Fin de la boucle temps

if{temps.eq.l)}then

do 581 i=1,Nx

do 551 j=1,Ny

write (1,999} (i-1.)/(Nx~-1.), (j-1.)/(Ny-1,)

write (1,999)(i“l.)/(Nx—l.)+0.l*U(i'j)a(j“l.)/(Ny—l.)
write (12,888) (i-1.)/(Nx-1.), (§-1.)/ (Ny=1.),u{i,3},v(i,3)
$,Psi{i,J),T(i,J)

continue

continue

goto 500

else

if (temps.eq. 30) then

do 562 i=1,Nx

do 552 j=1,Ny

write (2,999) {i-1.§/(Nx-1. ),(J 1.3/ (Hy-1.)

write (2,999) (i-1.)7 (Nx-1.)}+0.1*U{i,3), (j-1. Y/ (Ny-1.)
write (13,888) (i-1.)/{Nx-1.)},(3-1.)/(Ny-1.),u(i,j),v(i, ),
$Psi(i,3),T{i, )

continue

continue

goto 500

else

if (temps.eq.60)} then

do 563 i=1,Nx

do 553 j=1,Ny

write (3,999) (i-1.)}/(Nx-1.),(3-1.)/(Ny-1.)

write (3,999) (i-1.)/(Nx-1.)+0.1*U(i,3), (3-1.)/{(Ny-1.)
write (14,888) (i-1.}/(Nx-1.),{3-1.)/(Ny-1.},uli, j),V(l,j),
$Psi{i,3),TI(i,))

continue

continue

goto 500

else

if (temps.eq.20) then

do 564 i=1,Nx

do 554 j=1,Ny

write (4,999) (i-1.)/(Nx~1.}, (j-1.)/(Ny-1.)

write (4,999) (i-1.3/(Nx=-1.)+0.1*U(i,3), (3-1.)/(Ny-1.)
write ({15,888) (i-1.)/(Nx-1.), (j-1.)/(Ny-1.),u(i,3),v(i,3),
$Psi(i,5),T(i,3)

continue

continue

goto 500

else

if({temps.eq,120}) then

do 5499 i=1,Nx

do 5509 j=1,Ny

write (5,999) {i-1.)/(Nx-1.),(3-1.)/(HNy=1.)

write (5,999}(i-l.)/(Nx—l.)+0.1*U(i,j),(j—l.)/(Ny-l.}
wrile (16,838) (i-l-)/(Nx-l.),(j-l-)/(Ny—l.).u(i,j),v(i,j),
SPsif{i,3),.TI(i,3)

continue

continue

goto 500
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555
565

556
566

557
567

559
569

else

if (temps.eq.150) then

do 565 i=1,Nx

do 555 j=1,Ny

write (6,999} (i-1.)/(Nx-1.}, (i-1.)/ (Ny-1.)

write (6,999) (i-1.)/(Nx-1.}40,1*U{i,4), (§-1.)/ (Ny-1.)
write (17,888} (1=1.)/(Nx-1.), {5-1.)/{Ny-1.},u{i,3),v(i,3),
$Psif(i,3),T(i,))

continue

continue

goto 500

else

if {temps.eq.180)then

do 566 i~1,Nx

do 556 j=1,Ny

write (7,999){i~1.)/(Nx-1.), (j~1.)/(Ny-1.)

write (7,999) (1-1.) /(Nx-1.)40.1*U(4,4), (3-1.)/ (Ny-1.)
write (18,888) (i-1.}/(Nx-1.), (3-1.)/{(Ny-1.},u{i,j},v(i,3),
SPSi(i,j),T(i;j) ’ . .
continue

continue

goto 500 -

else

"if {temps.eq.210}) then

do 567 i=1,Nx

do 557 j=1,Ny

write {8,999) (i-1.)/(Nx-1.), {j-1.)/(Ny-1. )

write (B8,999)(i-1.)/(Nx~1.)+0, Ui, 3, (3-1.)/ (Ny-1.)
write (19,888) (i~1.}/(Nx-1.),(3-1.)/(Ny-1.},ul(i, 3Y,vii i),
T SPsi(i,3),T{i,3)

continue

continue

goto 500

else

if (temps.eq.240) then

do 568 i=1,Nx

do 558 j=1,Ny :

write (9,983)(i-1.)/(Nx~1.},{j-1.)/{Ny-1.)

write (9,999)(i—l.}/(Nx-l.)+0.1*U(i,j}.(j-l.)/(Ny—l.)
write (20,888) (i-1.)/(Nx-1.),(j-1.)/(Ny-1.),u{i,j),v{i, ),
$P51(llj}rT(lrJ)

continue

continue

goto 500

else

if {temps.eq.270) then

do 569 i=1,Nx

do 559 j=1,Ny

write (10,999)(i*1.)/(NX“1.),(j‘l-)/(NY‘l.)

write (10,999) (i-1.)/(Nx-1.)+0.1*U(i,3), (§~1.)/ (Ny-1.)
write (21,888) (i-1.}/(Nx-1.},(3-1.)/(Ny-1.),u(i,j),v(i, 3},
SPei(i,j),T{i,3)

continue

Continue

aoto 500

else

if (temps.eq.300) then

do 579 i=1,Nx

do 589 j=], Ny

write (11,999){i-1.)/(Nx-1.}, (3~1.}/(Ny=-1.)

write {11,999) {i-1.)/ (Nx-1.)+0.1*U{4i,3), {3-1.)/ (Ny-1.)
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589
579

500
898
999

11

12

write {(22,888) (i-l.)/(Nx—l.).(j-l.)/(Ny—l.),u(i,j},v(i,j),
$PSi(itj);T(itj)

continue

continue

goto 500

else

endif

tontinue

format (5%, 6({F15.6))

format {3x,2(F15.6})

stop

end

SUBROUTINE tridag{a,b,c,r,u,n)
INTEGER n, NMAX

REAL a(n}),b{n},cin),rin},uln}
PARAMETER (NMAX=B00)

INTEGER j

REAL bet, gam(NMBAX}
if(b(1l).eq.0.)pause 'tridag: rewrite équations’
bet=b(1)

u(l)=r(l}/bet -

do 11 j=2,n

gam({j)=c{j-1) /bhet

- beteb(j)-a{j) *gam (]}

if(bet.eq.0.)pause 'tridag failed'
u{j)=(r(j)-af{j)*u{j-1)})/bet
continue

do 12 j=n-1,1,-1
uf{j)=u{j)-gam{j+i;*uij+l)

continue

return

END
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