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RESUME

La méthode des différences finies est appliquée pour la résolution du
systéme d'équations couplées du a la modélisation mathématiques des
mécanismes de transferts dans une strucure poreuse, proposé¢ par
PHILIPADE VRIES. Les résultats numériques obtenus sont compares a
ceux obtenus par la méthode des éléments finis.

ABSTRACT

The finite difference method is used in the solution of the set of
coupled partial differential equations-that are the mathematical model
for the transfer mecanisme in the porous strucure taken from the work
of PHILIP=DE VRIES . The obtained numerical results are compared
to those obtained by the finite element method
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NOMENCLATURE

a; coefficient de diffusion de masse isotherme
A surface spécifique - : :

c : capacité calorifique massique

C. :capacité calorifique 4 volume constant

C : chaleur volumique

d : diamétre

d : diffusivité thermique

D : coefficient de diffusion de la vapeur d’eau dans I’air

Dy : coefficient de diffusion massique non isotherme globale
Dy coefficient de diffusion massique isotherme globale

Dgf . coefficient de diffusion massique isotherme de la phase liquide
D, :coefficient de diffusion massique isotherme de la phase vapeur

Dy : coefficient de diffusion massique non isotherme globale
DT: : coefficient de diffusion massique non isotherme de la phase liquide

D, : coefficient de diffusion massique non isotherme de la phase vapeur

F : fonetion de pondération

g : accélération de la pesanteur

h : enthalpie

1: phase i

I : terme source ou puits

4 : densité du flux de chaleur par conduction
k : perméabilité du milieu

: conductivité hydraulique

: chaleur latente

: longueur de échantillon

: longueur moyenne des lignes de courant
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m(t) : corrélation expérimentale exprimant la masse d’eau condensée ou évaporée en fonction de temps

n : nombre de neeuds

P.: pression capillaire

P, : pression partielle de vapeur d’eau
P.s : pression de vapeur saturante
P : pression totale du gaz

r : rayon du capillaire

r : rayon des pores

R : constante des gaz parfaits

s : pas de temps

t:temps

T : température

V : volume

x,y,z : dimensions d’espace
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symboles grec

: porosité
: conductivité thermique
: tortuosité
: masse volumique
: masse volumique du matériau sec
: teneur en humidité pondérale
: teneur en eau volumique
: coefficient de pondération
yf 1 succion
o.1: coefficients traduisant I'accumulation de "humidité
: coefficient de thermomigration
: humidité relative
: tension intérfaciale
: viscosité cinématique
: pas de discrétisation
: domaine d’étude
: frontiéres du domaine d’érude
(pC)': chaleur volumique
V : opérateur de dérivation
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Indices et exposants

:air

: critigue

: capillaire

: convectif

: extérieur

: diffusionnel

: gravité

: humide

: intérieur

: phase i

: phase liguide
: valeur initiale
: saturation

: total

: phase vapeur
: grandeur équivalente du matériau
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INTRODUCTION

L'un des vieux réves de l'ingénieur est la possibilité de prédéterminer les phénoménes

physiques qu’i! étudie; s2ns recourir systématiquement a expérience physicus an préalable . -.

Pour satisfaire a cette demande, les chercheurs ont sans cesse essayé de mettre en
« équations », les phénoménes physiques, de résoudre ces équations et de comparer les résultats
de calcul aux résultats expérimentaux . Lorsque la comparaison est satisfaite et la physique assez

bien comprise ,ces équations regoivent alors le label de « modéle mathématique » .-

Ainsi, durant les derniéres décennies, les instruments de travail de I’ingénieur ont subi
d’énormes évolution. A la place des catalogues contenants des formules toutes faites et des
abaques toutes traces, I'ingénieur ressent de plus en plus le besoin de « revenir aux sources », en
se tournant de nouveau vers les principes fondamentaux de la physique, vers les équations qui en

découlent mais aussi vers les _méthodes de résolution de ces derniéres .

La mécanique des fluides et de transferts thermiques sont les branches de la physique, qui
depuis longtemps, ont été le champ d’application des progrés de la résolution numérique des
équations aux dérivées partielles ; cela est dii a: lanon linéarité des équations régissants ces

deux branches, qui limitent dramatiquement les méthodes habituelles (analytiques ,graphiques).

Pour ce travail nous allons essayer d'appliquer cette méthodologie (modélisation puis
résolution) & 1I’étude des écoulements diphasiques dans les milieux poreux, présentant un grand
intérét dans de nombreux domaines d’activités industrielles et situations naturelles, notamment
en : hydrologie, séchage du bois dans Vindustrie papetiére, génie pétrolier, génie chimique,
géophysique, le génie civil et les sciences biologiques ;... vu la grande importance économique de
ces différents domaines, une €tude s’avere plus que nécessaire, des structures poreuses pour
effectuer des prévisions aussi fiables que possible, soit de minimiser ou de supprimer les

infiltrations, soit de maximiser le débit fluide tiré d’un gisement .
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Bien que de nombreux travaux sur les milieux poreux aient été effectués a ce jour
[2,3.4,5,9,11,17,18]. Nous nous intéressons qu’aux travaux de la modélisation fondée sur Ja
prise en compte des transferts simultanés en phases liquide et vapeur illustré par les modéles

mathématigﬁ_af;éméogiques propesés par PHILIP J D et DEVRIES DA en 1057, f11] -

- Modéle PHILIP DE VRIES complet .
- Modéle PHILIP DE VRIES simplifié.
- Modéle PHILIP DE VRIS généré .

Pour des considérations physiques et numériques, nous avons opté pour la résolution du
modele de PHILIP DE VRIES génére.

Le travail présenté dans ce mémoire est constitué de quatre chapitres/

W Le premier chapitre : estconsacré’ala décr’#ion et 4 quelques rappels concernant les modes
de liaison de I"humidité dans une structure poreuse;

W Le deuxiéme chapitre.: traitela ;ﬁod_é_lisation mathématique des mécanismes de transferts en
milieu poreux, ainsi que les‘'modéles mathématiques et physiques utilisées;

B Le troisieme chapitre porte sur la i‘é_solution numérique du modeéle mathématique formé du
systéme de deux équations couplées , par la méthode des différences finies;

M [ e guatriéme chapitre : est destiné a comparer les résultats de la méthode des différences
finies et ceux des éléments finies

Enfin, nous terminerons ce travail par une conclusion générale.




CHAPITRE | Généralités sur les milieux poreux

L1 TERMINOLOGIE ET DEFINITIONS
L1.1 DEFINITION D°UN MILIEU POREUX

Un milieux poreux est un milieu constitué par un solide de forme compliqué, englobant
des vides appelés pores. Ces pores peuvent ecntZair un fluide sous une ou plusieurs phases et -
communiquer entre eux./2,4,9,11]
1.1.2 PROPPRIETES :

On peut définir différents parametres caractérisant une structure poreuse :

Porosité . est définie comme €tant le rapport du volume des vides accessibles au volume

de I’échantilion ,elle est notée € ./11,17,19]

V., VvV 4V,
£ = Lz a ! (I'l'l)
Vi Vi
Ou:
V; : volume de la phase liquide
V, :volume de 1 *air
V, . volume total de 1’échantillon
V; :volume du fluide
La masse volumique de la phase solide est donnée par :
_
Ps v

s (I-1-2)
Ou: '
m, - masse de 1’échantillon sec

V. : volume de I’échantillon
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la masse volumique apparente a 1 'état sec est donnée par :

[ m.f
Po = 7
' avec
N S
po = p,(1-¢)
la masse volumique équivalente est donnée par :
- omoom +m+m
—_— !
‘ o= o= _EW_V_Q—
I3 {
Ou:

m; : masse de la phase liquide

m, . masse de 1’air
qui peut s’exprimer sous la forme suivante :

.o omotmm,
V v

'

la teneur en eau pondérale est définie par :

m,
@ ="
m

5

La teneur en eau volumique est donnée par :

(1-1-3)

1-1-4)

(1-1-5)

(1-1-6)

1-1-7)

(1-1-8)

(1-1-9)
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Relations entre ces paramétres :

! S.e
! @:Lza’-& (I—I-lo)
Ao Ao
! La teneur en vapeur pondérale est donnée par :
i
m,
w = — : (I-1-11)
m.!‘
La teneur en vapeur volumique est donnée par:
14
0, =+ I-1-12
. =y (I-1-12)
La teneur en eau pondérale totale est donnée par :
W=+, (I-1-13)
La teneur en eau volumigue totale est donnée par:
o=6+8, (-1-14)

3i I’on considere que la teneur en vapeur o, est négligeable devant @y, expression finale

de la masse volumique équivalente du matériau se réduit a :

P =pe(1+a) (1-1-15)

Le choix entre les variables @ et 8. en vue de caractériser la teneur en eau d’un milieu
poreux, s’effectue généralement d’aprés le phénomeéne étudié, selon Pimportance relative
! accordée soit aux masses d’humidité transférées (par exemple séchage), soit aux volumes d’eau

déplacés (hydrologie).



£

CHAPITRE | Généralités sur les milieux poreux

D’autres propriétés structurales caractérisant la géométrie intrinséque du milieu poreux

peuvent &tre définies telles :

* La surface spécifique : elle est définie comme étant la surface limitant 1’espace des

pores par unité de velume du miliew poreux./4,9,797 - . L vebre

A, = surfaces limita'nt les Pores (-1-16)
‘ Volume de |' échantillon

¢ La tortuosité : elle est définie /4,9,19] par la relation suivante : -

. =(L%)2 | (-1-17)

Ou:
L.: la longueur moyenne des lignes de courant du fluide traversant I’ échantillon

L : lalongueur de I’échantillon
1-2- LIAISON DE L’HUMIDIDITE DANS UNE STRUCTURE POREUSE :

La liaison de 1’humidité dans une structure poreuse s’effectue principalement selon trois
types de mécamismes : [ ‘adsorption physique, la capillarité et la condensation.
Toutefois, il convient d’ajouter, lorsque le milieu est susceptible de réagir chimiquement avec

I’humidité, des mécanismes de liaison chintique (adsorption chimique)

1-2-1 ADSORPTION PHYSIQUE :

C’est le phénomene qui se caractérise par des différences entre la concentration de
matieres aux interfaces, par rapport a la concentration au sein des phases volumiques.

La fixation d’eau par le milieu poreux par le phénoméne d’adsorption est attribuée aux
forces intermoléculaires (forces de VAN DE WAALS) agissant sur les molécules de vapeur au

voisinage de I'interface solide-fluide dans les pores./5,9,7117]




CHAPITRE I Généralités sur les milieux poreux

L’interprétation théorique des courbes de sorption, traduisant I’accroissement de teneur
en eau de I’échantillon en fonction de ’humidité relative, a conduit a distinguer différentes

etapes dans le processus de fixation de ’humidité.

e “lalsbrpticy monomoléculaire : caractérisée par la fixation & une couche de

molécules d’eau sur la surface des pores (LANGMOUIR[18]).

o [adsorption plurimoléculaire : caractérisée par la fixation de plusieurs couches

de molécules d’eau sur la premiére couche absorbée (EMMET,TELLER,...[18,19]).

Et enfin, lorsque les diamétres des pores sont suffisamment petits /2,9,/7], condensation
capillaire sur les mécanismes formées par la jonction des couches plurimoléculaires (KELVIN
[9.18,19]).

I-2-2- CAPILLARITE.

En tant que mécanisme de fixation de I’humidité, la capiliarité /5,9, 77 18] intervient lorsque Ia
structure poreuse est mise en contact avec ['eau en phase liquide continue. Sans entrer dans une
analyse détaillée des phénoménes complexes de mouillabilité, 1’expérience montre que d’une
maniére geénérale, P’air en masse présente un comportement mouillant par rapport au solide
constituant les structures poreuses, cette affinité de 1’eau , se traduit par une tendance a
I’étalement du liquide sur la surface des pores, et conduit a la formation d’interfaces courbes
entre le fluide mouiilant liquide et non mouillant gazeux constitué en I’occurrence par 1’air
humide. Lorsqu’on examine la condition d’équilibre d’une telle interface, on constate qu’il existe
de part et d’autre, une différence de pression P.=P,-P;>(0, la pression P; dans la phase liquide

¢tant inférieur a la pression P, dans la phase gazeuse, cette différence de pression P,, appelée

pression capillaire, elle s’exprime par la relation suivante :

P =o.cos0. —1——+L _ 20.c0s6 (1-2-1)
R, R, R

Ou:

o : tension interfaciale liquide-gaz
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R}, R; . rayons de courbures de deux surfaces orthogonales de la surface du liquide
@ angle formé par les tangentes  la surface solide et 4 I'interface au point d’accrochage du
liquide
Sous I'effet de cette différence de pression égale 4 la pression capillaire, un écoulement
traduit par sa densité de flux en phase liquide JJ.. , conduisant a1 remplissage des pores par ’eau

liquide s’étabiit.

La pression capillaire varie en fonction de @, elle s’annule pour lateneur en eau de

saturation es.
I-3 CONDENSATION :

Considérons une paroi dont I’une des faces, rendue étanche a la vapeur d’eau, et elle est
en equilibre hygrothermique, 7y étant sa température, P,y et P, pressions de vapeur dans
I'espace poreux, et saturante correspondante a T, respectivement. Supposons que par suite d’un
refroidissement de la face imperméable un régime stationnaire caractérisé par une diminution de
température de Ty a T, s’établisse. Si la courbe de pression de vapeur saturante correspondant 4
cette nouvelle distribution se situe en un certains points de la paroi, en dessous de la valeur Py, il
est bien évident que I’on aura condensation [5,9,11,17,19] . La masse d’eau liquide ainsi formée
proviendra, d’une part, de la condensation de la vapeur initialement en place dans ce domaine et,
d’autre part, de la condensation d’une partie de flux d’humidité en phase vapeur s’écoulant vers

les zones froides par diffusion moléculaire.
I-3 MATERIAUX HYGROSCOPIQUE ET NON HYGROSCOPIQUE :

En se basant sur les variations des seuls paramétres caractéristiques (A;, £ et d)d
diametre des pores et A; et & déja définis, deux grandes familles de matériaux poreux peuvent

étre distinguées :

eMatériaux dits hygroscopiques : dans lesquels les mécanismes d’absorption peuvent contribuer ala
fixation de quantités d’humidité non négligeables ( ces matériaux ont une grande surface spécifique et de surcroit des

rayons des pores inférieurs 4 107 m).
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eMatériaux dits non hygroscopiques ou capillairo-poreux: pour lesquels la

quantité d’humidité fixée par adsorption est négligeable devant celle fixée par capillarité

En régle générale, méme pour les matériaux ayant un comportement réputé
hyegroscopique, la quantité d’humidité fixée nar adsorption reste faible par rapport a la quantité .
r

d’humidité correspondante au remplissage de tous les pores (saturation compléte)./4,57
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Modélisation mathématique des
CHAPITRE IT mécanismes de transferts en milieu poreux

La modélisation mathématique de transfert en milieu poreux, s’inspire directement des
meéthodes classiques de la mécanique des milieux continus pour exprimer localement les lois de
conservation.

En raison de la complexité de I’espace poreux, cette approche ne peut toutefois étre mise
en pratique qu’aprés un changement d’échelle dont 1’étape essentielle consiste a définir un
volume €lémentaire de référence permettant d’établir une équivalence entre le milieu dispersé
réel et le milieu continu fictif /3,5,6,711,17,18,19]. Par opposition avec 1'échelle du continu
classique, dite microscopique, telle qu'elle est proposée en meécanique des milieux continus,
Péchelle du milieu continu fictif équivalent en milieu poreux définie  partir d’un élément de
volume dont les dimensions sont grandes auprés des dimensions des pores, est dite
macroscopique.

Dans cette acception, variables et paramétres physiques sont supposés étre représentatifs

des variables et paramétres physiques moyens définis au sein du continuum poreux.

1I-1- HYPOTHESES :

La modélisation mathématique utilisée est établie dans le cadre des hypothéses
[11,17,18] suivantes :

- la phase solide constituant le milieu poreux est homogeéne, indéformable et isotrope;

- la conductivité thermique des phases est constante;

- I'enthalpie des différentes phases est indépendante de [a pression;

- la phase liquide ne contient qu'un seul constituant;

- les différentes phases sont en équilibre thermique ;

- il n'y a pas de réaction chimique;

- la pression totale de la phase gazeuse est uniforme et constante;

- le travail des forces de compression est négligeable;

- la masse volumique de la phase liquide est constante;

- le travail des forces extérieures de diffusion de ’énergie cinétique sont négligeables ;

- les différentes phases sont continues;

- les interactions entre phases sont négligeable;

- le transfert de chaleur par rayonnement est négligeable;

10



Modélisation mathématique des
CHAPITRE I mécanismes de transferts en milieu poreux

I1-2- EQUATIONS DU PHENOMENE:
II-2-1- Equations de conservation :

II-2-1-1- Conservation de la masse:

L’équation de conservation de la masse pour la phase i s’écrit :
7 -
E(ﬂgj) =-A(J) + 1, (1I-2-1)

Ou:
i : définie la phase fluide, (/) pour le liquide et (v) pour la vapeur ;

£ . masse volumique ;
J, :densité de flux de masse ;

I :terme source ;

g teneur en eau volumique ;

11-2-1-2 Conservation de l'énergie :

L'équation de conservation de I'énergie pour la phase i s'écrit :
a I =
5( Poho + . p,.e,.h,.) = —V[Jq + > k. J,J (1I-2-2)

Ou:
h : enthalpie massique ;

Po - masse volumique apparente du milieu poreux. ;

ps - masse volumique du solide constituant la matrice ;

J_ : densité de flux de chaleur conductif. ;

11



Modélisation mathématique des
CHAPITRE I inécatiismes de transferts en milieu poreux

11-2-2 Lois complémentaires de transferts :

Il s’agit essentiellement de la loi de FOURIER pour la densité de flux de chaleur par
conduction, de ia loi de FICK pour la densité de flux de masse en phase vapeur et de la loi de

DARCY pour la densité de flux de masse en phase liguide.

II-2-2-1 Lois de FOURIER

Elle exprime la densité du flux de chaleur par conduction :

J,=-&VT (1-2-3)

J . densité de flux de chaleur conductive ;

A" : La conductivité thermique apparente du matériau ;

I1-2-2-2 Loide FICK

Elle exprime la densité du flux de masse en phase vapeur due & {a diffusion moléculaire

7, = f.6)p—~

M
p—-p. RT

Vp. _ (II-2-4)

Jv - densité de flux masse due 2 la diffusion ;

D coefficient de diffusion moléculaire de la vapeur d'eau dans l'air sec ;

/.(8) : une fonction de pondération ;

P : pression totale de la phase gazeuse, supposée constante ;

P, : pression de vapeur ;

12



‘ Modélisation mathématique des
CHAPITRE Il mécanismes de transferts en milieu poreux

11-2-1-3 Loide DARCY

Elle exprime la densité de flux de masse en phase liquide due 2 la filtration.
J, =——VP, (I-2-5)
Ou:

J, : densité de flux de masse due 4 la filtration ;

k,.
K : conductivité hydraulique (K = #g—J ;
Vi
k; : perméabilité du milieu a la phase liquide ;
v; : viscosité cinématique de la phase liquide ;
P, : pression totale de la phase liquide (P=p;..g. V0. 8.2);

w : succion capillaire ;

11-2-3- Equations d'équilibre des phases :

L'équilibre thermodynamique local entre les phases liquides et vapeur est formulé parla -
loi de KELVIN [17,18 ] donnée par:

P =P .exp(M .g\V/RT) (11-2-6)
Ou:

M, : masse molaire de la vapeur d’eau

P, : pression de vapeur saturante

13



Modélisation mathématique des
CHAPITRE IT mécanismes de transferts en milieu poreux

II-2-4 Equations d’état des fluides :

(p, = P(T)
o=0c(T)

v, =w(T) : (IL-2-7).
NED

. dT 4

Ou:
o . la tension interfaciale ;

C; : chaleur spécifique de la phase i ;

11-2-5 Relations phénoménologiques :

Jw= w(6,,T)
k =k (6,) (11-2-8)
fzf”(gf)

Ou:
[ fonction de pondération
¥ succion capillaire

k; : perméabilité de la phase liquide

11-3- SYSTEME D'EQUATIONS RESULTANT :

1I-3-2- Mouvement de lhumidité en phase liquide :

L’équation de conservation de I’humidité en phase liquide s’écrit :

o -
5(p,@,) =-V.J, +], (-3-1)

J}, : : est exprimé par la loi de DARCY  (II-2-5)

14
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Modélisation mathématique des
mécanismes de transferts en milieu poreux

Ona:
%=¥’m+%

¥, : potentiel gravitationnel ;

¥ . potentiel matriciel ;

Avec:

(11-3-2)

Compte tenu de ces deux demiéres relations J, devient :

Iy
Jy==p KX¥(y~-z)
Avec:
k.
K==%
v

développons l'équation (II-3-3).

J

0, KVY + p, Kk

K : vecteur unitaire dirigé vers le bas ;

Comme ¥= ¥6, T)

(T-3-3)

(II-3-3)

(11-3-4)

(II-3-5)

15



Modélisation mathématique des
CHAPITRE I _ mécanismes de transferts en milieu poreux

Substituons (II-3-5) dans (H-3-4), nous obtiendrons :

= o v -

J=—p, K||— | VO +|—| VT -k I-3-6
! Pi [(69! ]T i (aTJe, :J ( )

J, =—p, [Dgf V6, +D, VT - KJZ} (I-3-7)

avec :

D, . Coefficient de diffusion massique a température constante ;

D, : Coefficient de diffusion massique a teneur volumique constante ;

En injectant I'équation (II-3-7) dans l'équation (II-3-1), I'‘équation de conservation de

masse en phase liquide s'écrit :

0 -
é}-(pge;) =V. Py (De/ .VB, + DT: VT — K.k]+ ]I (11-3-8)

1-3-1-2- Mouvement de ’'humidité en phase vapeur ;

L’équation de conservation d’humidité en phase vapeur s’écrit :
3 -
—(p,8,)=-V.J, +1, . (-3-9)

La pression totale de la phase gazeuse étant supposée constante, le flux de masse en phase

vapeur est essentiellement du type diffusionnel (modélisé par la loi de FICK (11-2-4)).

16



Modélisation mathématique des
CHAPITRE Il mécanismes de transferts en milieu poreux

Comme

Pv :PV(T’ e])

dou:

VPV=(§§) VT + P, Vo, (11-3-10)
T Jg, 9, ).

En injectant (1I-3-10) dans (I1-2-4) le flux de masse J , Sécrit :

" P M, |{OP oP,
J,=-f.6,)D © .V V| VT | Y| Ve, (I-3-11)
P-P, RT |\ 3T ), , ),
En posant :
P M, 1(0P
Dy, = f,.D.. R (0-3-12)
P-P, RT p;\ 3, ),
M. P
D, = fn.D.—L—.—*‘—.--l-—.(a v (11-3-13)
v PP, RT 'p,; \ 0T )y
Donc la densité de flux de chaleur J , S'écrit:
J,=-p D, V6, +D, ¥T) (0-3-14)

Comme P,=P.(y) voir I'équation (1I-2-6), en posant dans cette méme équation la fonction

(T, 0) telle que :

3 M g\ 1
cif'—exx{ RT J (I-3-15)



Modélisation mathématique des
CHAPITRE 11 : mécanismes de transferts en milieu poreux

Nous aurons :

(apvj = Puyip Mool (aqjj . (I-3-16)
or ), ~ dr & f\7\er ), T

/ . _ . - )
Oh Y _p M. 1OV, (I1-3-17)
or ), RT |58,

En injectant les équations (II-3-16) et (II-3-17) dans (II-3-12) et (I-3-13) respectivement,

et en tenant compte de la relation de CLAPEYRON qui est formulée comme suit :

1 dP, M,L
P, dT  RT?

(I-3-18)

On obtient les coefficients de diffusion massique, & teneur volumique constante et a

température constante, en fonction de la succion 7, qui s'écrivent respectivement :

2
P M, oY
__frc [ J vs ¢'g( j (1I-3-19)
P T

RT 20,
P (MY L
— L O SO 11-3-20
frc 7 (RTJ 50 7 ( )

En remplagant (II-3-14) dans (I1-3-9), on obtient :

op,9,) -V

; lp/(Ds, V6, + D, VT)|+1, (1-3-21)

En exprimant 0, en équivalent liquide condensé:

0u 6= 6 | (11-3-22)

cela donne

6 = 9\‘% — (s -0 (11-3-23)

18



Modélisation mathématique des
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L'utilisation de la relation p,, = P, -~ |, permet alors d'écrire :

. : : (I-3-24)
P, ot L, ot p, O c R ot - :

~1

O(p 0 )=-Pe 00 620 OF _ p, 06, -6, M, oF T)
51‘ v * ,' .

L

Et par suite d'expliciter la variation de masse due a I'évolution des variables

thermodynamiques P et T : et en exploitant I'hypothése que le liquide est peu compressible,
I'équation (1I-3-24) s’écriera :

6_6':__& 69,+5,—t9, M, 1
o1 "o "R'T
_ P P (1-3-25)
) E

o

avee |

D - f P M i_[apvj
G,,— P . o
T

p_p'r‘R'T.pf ag.’
M, 1 (0P
Dy = fp.D—F— .——{ )
p—py RT p; 90, Jy
On obtient finalement :
9. _ .99, 50 (T1-3-26)
ot or ct

Ou
D
a =g, 6’)'f Z‘)P f;‘
e !
PP,
Dy, Py
B=(-96, )fﬁ? ~(s,-6,) o T
P-P

19



Modélisation mathématique des
CHAPITRE II mécanismes de transferts en milieu poreux

L'équation de conservation de masse en phase vapeur devient finalement :

06, _ .90, ﬁ‘g
or or ot

% _v(p, vo,+D, vT)+ 1
ot ) ' 2]

I1.3.1.3-Mouvement de ’humidité en phase liquide et vapeur :

En sommant les équations (II-3-8) et (II-3-27) on aura :

1
ct

I +1,

(8, +8:)=V{(De! +D9U)V81 +(DT1 +Drv)VT—KE]+ A
z

Sachant que [; +1, = ¢ (consefvation de la masse globale) . Et en posant

Dy = Dy, + Dy,
DT = DTI’ + DTV

L'équation (II-3-28) devient :

g(e, +8))=V|Dy V8, + D,VT - KK

En injectant I'équation (II-3-26) dans (II-3-29) on aura :

Bt 0P T _9lp,ve, + D,VT - KE|

ot ot ot

(I-3-26)

(T-3-27)

(1I-3-28)

(II-3-29)

(11-3-30)



Modélisation mathématique des
CHAPITRE II mécanismes de transferts en milieu poreux

L'équation de conservation de la masse globale s'écrit finalement sous la forme suivante :

193, oT
1+ e § 4+ 4
(1+a) 5

- v[DV0, + D, VT — Kk (I1-3-31)

Développons maintenant ’équation de conservation de I’énergie :

En rempiacant l'indice (i) par (1) pour la phase liquide et (v) pour la phase vapeur, et en
utilisant la relation (II-2-24) , I’équation (II-2-2) devient :

V7] : 174 ah, Ve
E(poho) + 0,0 +h g (o) + p, 0. — +h—(p,h)=

' a (0-3-32)
-V, ~(nT, + IV +h VT, +TVh,)

Sachant que, d’aprés les équations (II-3-1), (II-3-9),(II-3-22) on a:

-

5 .
E(Piez)=—v-fzc +1;

) ;(pvev): -VJ,. +1,

pvevzple:
\]V"l'][ =0

On aura:
Vi _
E(pfg,') = —V‘II - ],- (H-3-33)

fi—( pib.)=-VJ, + 1, (0-3-34)

En injectant les équations (II-3-33) et (II-3-34), dans I’équation (II-3-32), en posant L = A, -/
(L chaleur latente due au changement de phase), et en posant les équations deconservation de

I’humidité en phase vapeur et liquide (11-3-8) et (I1-3-27), 1l vient que :
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CHAPITRE 11 mécanismes de transferts en milieu poreux

o h oh
- + 06— 9, — 4=
d(pohn) P a + 2y a + (I1-3-35)

VI ~(TVh ++IVh)~ L],

Sachant que la chaleur massique 4 pression constante est donnée par 1'équation (II-2-7), d’olion

peut écrire :

%% a %% a

Avec:

oh_ - OT Ohy 00 O _of

Cy, C,, Ce : Chaleurs massiques a pression constante ;

Et, en remplagant les termes J,, et J, par leurs formules exprimés (II-3-7) et (II-3-14) on aura :

ar T NS S
(PCo)E+(P:-3:-Cr)g+(Pw‘9v .Ct_)g=v.(l .VI)

+ p,.Ci(D,, . V0, + D, VT - Kk)
+p,.C(Dy V8, + Dy VNT).VT~ LI,

(11-3-36)
Le terme source [, était tiré de la relation (II-3-24)
I = p,(a OE’ + ﬁi{ -V(D, V8, + Dy .VT)} ' I-3-37)
et en posant : (pCY =p,.C, +p,.C;.6 +p[.Cv.9v*

Il vient finalement en remplagant ces deux valeurs dans (II-3-36)

D
3]



Modélisation mathématique des

CHAPITRE I mécanismes de transferts en milieu poreux

* O * .
(o) E: V.(A .V + p[.C](Dg .VE?] +DT.VT—IGC)VT

{ [
+ P;-Cv(ng-V‘f’; + DY}.VT).VT— Uv (I1-3-37)
, -!_VD Vo, + D, VIy—a 2L al-
TLpIL ( 91, ;+ 7; )—aa —de

Signification physique des termes du systeme obtenu :

1+ OL)—a-I- +y B— Ie taux d’accumulation en masse de vapeur exprimeé en équivalent
(1 t

de liquide condensé ;

V.(Dg V@ + Dr.VI): densité de flux de masse (liquide + vapeur) du gradient de pression

de vapeur ;

00 cT
p;-LV.Dy VO, + Dy VT - 01—6‘r - y—a— : énergie créé ou absorbée par le processus de
v v I. r .

changement de phase ;

p;-.C; (DE), Vo, + DT' VT=Kk ).VT : énergie convective propre a la phase liquide ;

p1C,(Dy, Ve, + Dy NT ).VT : énergie convective propre 2 la phase vapeur ; .

II-4 SYSTEME D'EQUATIONS COUPLEES EN TRANSFERT DE CHALEUR ET DE

L'HUMIDITE EN MILIEU POREUX :

Le systeme formé par les équations (TI-3-31) et (II-3-37) constitue le modele de PHILIP
DE VRIES sous sa forme compléte, & est donnée alors par :
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CHAPITRE IT mécanismes de transferts en milieu poreux

r

o8 -
(1+a) ?I =y % V.(D, V8, + D, VT.Kk) pourl'équation en conservation de I'énergie

etpar R

(oC)' — = VYD) +p,C\(D, V6, + Dy VT .Kk)NT

+p,C,(D, V8, + D, NT)VT

+Lp, [V(DI V6, + Dy .VT)—a_‘ifo_ y%:|

(I1-4-1)

Lorsque I’on considére que :

¢ le transfert d’énergie convective dii au transfert de masse est négligeable ;

¢ les variations temporelles locales de la teneur en vapeur d’cau condensée sont négligeables ;

Le systeme d’équations couplées (II-4-1) se réduit a :

%) _ V(D V8, + D, VT .Kk)
o oF (0-4-2)
(pC)" =" V.(X VT)+p,LV(Dy V0, + Dy, VT)

K,DB,,DT,,DE“,Dﬂ‘,(pC)‘,/l' : ¢étant des fonctions de la teneur en humidité et de la

température ;

b

Si au lien de raisonner en teneur en humidité volumique &, on raisonne en teneur en

humidité pondérale w, les équations précédantes s’écrivent avec 8, = Po

et

@ ou ppreprésente fa

masse volumique apparente du matériaux sec supposée invariable.
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Modélisation mathématique des

CHAPITRE II mécanismes de transferts en milieu poreux
Et en posant :
a, =D, a, = EI—.DT o a,, =D, a,, = &.DT“
Ao Po

Le systéme des deux équations du modéle simplifié, exprimé en teneur en humidité

pondérale w, s'écrit :

Z—“’ = V.{amVaH—adVT—ﬁ’-KEj
¢ Po (T1-4-3)
. 8T

(pC) = Vlp, La, Vo+(1 + p,La, NT]

Une étude de sensibilité au paramétres [1,2,,5,,11,18,17 ] a montré que le transfert en

teneur est du type conductif, (cela est dii au changement de phase qui est négligeable), le

modele simplifié se réduit alors a :

oo _ Via,Vo+a, VT wfi.KiE}

ot 2o (1-4-4)
. oT .

(eC) %= v(z'vT)

II-5 Modéles physique et mathématique utilisés :

Afin de simplifier I’abowt en cette‘ étude du point de vu numeérique, le systéme physique
choisi est unidirectionnel. _ |

Le modéle physique choist est semi-ouvert dont I’extrémité gauche (x = 0) est en contact
avec un air régulé en température, et en humidité. L’extrémité droite (x = d) est fermée et

maintenue a une température constante (figure I1I-5-1)

25
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CHAPITRE I L _ mécanismes de transferts en milieu poreux
T . . —a .
w, [T T 7 A
I
mlt) S |
: -r:/'/ =// / //’ |
0 L 7X
Fig.(IT-5-1)
I1-5-1 Equations :
E \
le systéme d’équations ( [1-4-2) devient dans ce cas :
0w O dw or i p, 6K
CRE R IN
o7 o .or 0 (>
= et
(pC ot é‘x( 6x]

N.B: Le terme (—&%(j est nul dans le cas ol le modele physique est choisi horizontal (la
Fo

composante suivant z de la gravité est nulle)

La résolution du systéme ainsi obtenu passe par la connaissance des conditions initiales et

aux limites.
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Modélisation mathématique des
CHAPITRE II mécanismes de transferts en milieu poreux

II-5-2 Conditions initiales et aux limites :

Les conditions initiales utilisées sont :

w =w, =0.02

pour <0
T=T,=30°%

Les conditions aux limites sont :

Enx=0
a iai+ar éz—n'?(t)‘ TR
pour (>0 "oy 4ok
r=T =1,
avec: m(t)= dl:;t(t) = lS : dlft(t) =densité de flux de masse traversant la surface en €x=0) dans
Po .

laquelle M(t) est une loi expérimentale donnant les masses d’eau condensées ou évaporées en
fonction du temps, S est la section du passage de la vapeur et ppest 1a masse volumique de

I’échantillon du milieu poreux.

En x= &
Jw ol
am +adT=O
pour f =0 ox ox
T=T
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RESOLUTION NUMERIQUE

III-1 RAPPELS SUR LA METHODE DES DIFFERENCES FINIES
HI-1-1 Différentes approximations aux différences finies
HI-1-2 Différents schémas des différences finies des équations
aux dérivées partielles paraboliques

II-2 PRESENTATION DE LA METHODE DE GRANK-NICOLSON

III-3 APPLICATION DE LA METHODE DE GRANK-NICOLSON
AU CAS TRAITE
III-3-1 Discrétisation de 1’équation hydrique
I1I-3-2 Duscrétisation de 1’équation de la chaleur
[11-3-2-1 Discrétisation de I’équation de la chaleur dans
le cas ou le systeéme est découplé
IT1-3-2-2 Résolution du systéme découplé résultant
I11-3-2-3 Discrétisation de 1’équation de la chaleur dans
le cas ol le systéme est couplé
I1I-3-2-4 Résolution du systéme couplé résultant
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CHAPITRE IIT RESOLUTION NUMERIQUE

Le systéme d’équations (II-5-1) constituant le modéle de PHILIP DE VRIES estun
systtme de deux équations aux dérivées partielles paraboliques mono-dimensionnelies couplées,
le caractére non linéaire de ce systéme rend vaine la recherche de solutions analytiques et
nécessite 1’utilisation d’une méthode numérique .

La méthode retenue pour la résolution numérique est la méthode des différences finies ;

et pour cela nous allons présenter briévement la méthode utilisée.
III-1 RAPPELS SUR LA METHODE DES DIFFERENCES FINIES :

La méthode des différences finies est dite d’approximation, car elle est basée sur la
discrétisation directe en remplacant les équations différentielles ou aux dérivées partielles par des

équations aux différences finies aboutissant a des équations algébriques.

Pour résoudre un probléme par la méthode des différences, on doit suivre trois étapes :
- discretiser le domaine de la solution par une grille de neeuds . |
2- approximer l'équation différentielle ou & dérivées partielles par une équation
aux différences finies équivalente .
3- résoudre 1'équation aux dzjj’érences finies en respectant les conditions aux

limites et initiales .
Pour qu’une solution approchée refléte bien la solution recherchée, elle lui faut satisfaire
les conditions de consistance ,de stabilité et de convergence.
Pour définir ces trois notions , considérons I’équation aux dérivées partielles :

L(w)-g=0 (I-1-1)

Ou:

u : dépend du vecteur des variables indépendantes x .

Cette équation est définie dans un domaine ) et est associée aux conditions aux limites sur le

contour I” du domaine € fig.(111- 1-1)

Bu) -h=0 o (IH-1-2)
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o),
/V r -
/ Q1 l
, X
Fig.(lil-1-1)
La forme discrétisée du systéme formé par les deux derniéres relations s’écrit :
a(u)=g dans 2
Bafuj=hsur I (H-1-3)

L, :opérateur discret

Convergence : on dit qu'un schéma aux différences finies est convergent si la quantité
(u - U, tend vers zéro quand les pas de discrétisation 4 tendent vers zéro.

La soluiion Uy sera une solution approchée convenable de la solulion exacte 1.[16]

Consistance : une approximation est dite consistante si I’erreur de troncature tend vers
zéro lorsque tous les pas de la dicrétisation L,y tendent eux méme vers z€ro.
Dans ce cas la forme discrétisée représentera convenablement 1’équation a résoudre, elle

est représentée par Ra(u)=L,(U)-L(u). {16]

Stabilité : un schéma aux différences finies est dit stable si les erreurs d’arrondis ne
s'amplifient pas au fur et & mesure que les calculs progressent, cela signifie qu’il est
indispensable qu'a une itération de calcul donnée une erreur d’arrondi du calculateur, ne

s'amplifie pas aux prochaines itérations de calcul. {16]
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III-1-1 Différentes approximations aux différences finies :

Avant d’aborder la résolution d’un probléme d’une équation différentielle ou a dérivées a
partielles par la méthode des différences finies, un choix d’une approximation aux différences
finies s’impose. A . o

Soit une fonction ¢x) fig. (I11-1-2). L’approximation de la fonction ¢(x} par différence

finies peut se faire selon plusieurs schémas :

o(x) 4

v

Xo-AX X0 Xg+AX

Fig (II-1-2)

eSeclon la courbe PB « forward- difference »

P (xy+ Ax)— ¢(x,)

k = aI-1-4
#'(x) ] (1u-1-4)
* Selon la courbe AP « backward-difference »
x,)— ¢(x, — Ax '
Jixy - Pl 00— 80) (L1-5)

Ax
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» Selon la courbe AB « central-difference »

P (x +4x) - §(x, - Ax)

¢'() = e (I-1-6)
C.oinine on .ﬁleﬁt ausﬂéétim&r la secondé dérivée de ¢(J;) en P

5 (x,) = B'(xy +Ax/2)—¢'(x, — Ax/2)

Ax (IM-1-7)
e o LB +AX) —B(x,)  P(xg) — X, — Ax) ‘
¢"(x,) = -
Ax Ax Ax
0u:

Plxg + Ax) = 29(%,) + §(xo — Ax) (I-1-8)

$"(x,) = A —
(Ax)

II-1-2 Les différents schémas des différences finies des équations aux dérivées partielles

paraboliques :

pour illustrer les différents schémas des équations aux dérivées partielles paraboliques,
Considérons une équation aux dérivées partielle parabolique simple a une variable spatiale

indépendante .

o9 _9¢ k>0 (I-1-9)
ot kix

[ ]

La discrétisation de 1’équation (II-1-9) peut se faire selon les différents schémas [12],

représentée dans le tableau (III-1) suivant :
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TABLEAU (IiI-1)

méthode Algorithme Molécule
80, j+1)- 9. j) _ ¢4 - 267 + 67,
1-progressive At - k(axy O
19 ordre schéma explicite, stable pour |
0¢ At <05 I o B
k(Ax)
.,._ .9._] j _2 :'l'+ J
2-r€gr€SSiV€ ¢(Z .]) ¢(1 _] )= i+t ¢r 5 ¢;—] | l———l ) |—-I l
At k(Ax)
© I"ordre
schéma implicite, inconditionnellement stable
¢ij+l "¢fj —_ ifl.] _2¢fj+l + r'{‘;]
- 2
3-GRANK- At k(ax) o
NICOLSON L P20 +4L -
k(axy -
schéma mixte, inconditionnellement stable
4-LEAPFROG ¢f+1 - ¢f‘] 7o 2¢f + ¢f (P
i i i+1 i i-1
Rt I of S TEUNE - I .
2At k(Ax) |
schéma explicite, conditionnellement stable
3-Dafort- » o » . ‘ O
PRI i g J
ﬁ'ﬁ'i?keg ¢i ¢.‘ - ¢:L| ¢r ¢17 + ¢:—I
‘ AL k(AxY L +—r—"+%t73
schéma explicite, conditionnellement stable A

(&3]
tJ
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II-2 PRESENTATION DE LA METHODE DE GRANK-NICOLSON:

On présentera la méthode de GRANK-NICOLSON en détail, car c’est la méthode qu’on a

choisie pour ftraiter notre probléme, et pour cela I’application de la méthode de GRANK-

NICOLSON  a une équation aux dérivées partielles parabolique simple ¢(x,7), s’avére nécessaire - .

pour illustrer les différentes étapes de la discrétisation :
Soient une fonction ¢,¢) définie et continue sur le domaine spatial unidirectionnel £2de

longueur L et 1’équation (III-1-9) avec o ?=1/k:

-%(x,;):af Zfﬁ (x.1) (II-2-1)

O<x<L et >0

Le schéma de discrétisation dans le plan (x,t), propre a ce cas /7] ,est représenté sur la figure
ci-dessus fig.(1T1-2-1)

tfs

—

Mo

[
s
r~3
=

Fig.(I1-2-1)
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Avec :
x=i h=i Ax
t=(j=1-s
i=In-l1 et j=12,3, ...

h : pas d’espace.

s : pas de temps.

Soient les conditions aux limites associées & 1’équation (I11-2-1) :

#(0,1) = g, (1)
1H-2-
{¢(L,t)=gi(r) (TM-2-2)
et les conditions initiales sont:
¢ (X 51 ) = f (x ) (HI_2_3)

O<x<L et 11)=0

I’équation aux différences finies équivalente est déduite a partir du développement limité

de TAYLOR de la fonction d¢x.7). ona:

o 07
¢(Xf+h,fj+s)= ¢(x“tj)+h_é_i—(x"’rf)-ks.élti(xl"tj)
hg é’2¢ _ ) a2¢ ‘92 (92¢
4‘50&2 (x,-,tj)+h.s.%—(x,.,rj +3_5_2_(xf’t1)+-"
1 0‘,“ a n-1

+-(~IT~_W[}1E+S§) ¢(x,,t,)+R,

(1II-2-4)
Ou:
1 (. @ 5 (M)

Ry =E(hé—x—+ S"é-t") ¢(X+E_,h,t+ns) _ (TM-2-5)

La méthode de GRANK-NICOLSON est tirée des développements combinés de TAYLOR,

des méthodes explicite au pas de temps j et implicite au pas de temps j + 1 [1,12,16,20]:
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Discrétisation en t :

Le développement de TAYLOR de la méthode explicite au pas de temps j s’écrit :

o st o
6 (x, 1 J+s)=¢(x,.,:j)+s~3t’f-(x,.,rj)+7 a;f (Xp0t )+ (T1-2-6)
Dou: )
§¢ ¢(x;= J+S)_¢(x,i$tj) S 52
A (x:stj 5 2 ﬁ[j ¢(x;st + 3 S) (IH-2-7)
0<89 <

Le développement de TAYLOR de la méthode explicite au pas de temps j + 1 s’écrit :

0’@ S2 y2
P(x,,t,)=9(x,,t, +5)— S*(A,: J+S)+2' 37 (x,,¢, +5)+... (11-2-8)
dou:
A P x, 0, +5)—@(x,1,) 53 ~
At (x.'at_,""s): ! < 4 +Eﬁt2 ¢(xi,tj+.9js)

159, <0 (I0-2-9)

En sommant les deux équations (1I-2-7) et (II-2-9) et en supposant que
(f ; F g S+ & J,-S), on doit aller jusqu'a I'ordre supérieur de dérivation pour déterminer

I’erreur d’approximation qui est de I’ordre O(s?).
On pourra alors approximer le premier terme de 1’équation (I1I-2-1) par :

{ i j\
¢,:¢] (II1-2-10)
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Discrétisation en x :
Le développement du deuxiéme terme de 1'équation (III-2-1) par rapport a x est donné

comme Suit :

5 B(x, + h.t) = 2¢(x,,0,) + $(x, < b1} B S'x
0’5‘:2 (xn Jv) h2 &4(x +¢ht)
(-2-11)
-1<¢ <4
oti ’erreur est de 'ordre 0 (7%}
On pourra alors approximer 1’équation (III-2-1) par:
r PALI J _;+] =1 g+l _ i -I
2|-¢; - ¢, —a? g7 24:_ + 4.0 N 2¢ + 4. J 0 (I-2-12)
Soit :
vt g 0] 2 ] ,'+1 _ = 4 _ 1
¢l - ¢r J_ 5 L(ﬁ (:;nl + ¢.'+] - 2h¢2 + ¢r+1 J 0 (m_2_13)

avec une erreur d'approximation d’ordre de Ofs?+h%)
, §

e
1’équation (1I-2-13) prend la forme :

En posant : y=a

¥
2

j+1

i+1 +1
pil vy — o

ol = Lol va-mel ey, @219

S |-< ’

avec les conditions limites @

J+3 — g Jj+1
° ° (I1-2-15)
¢ n):]l - g i+ 1
Ft les conditions initiales :
g, = 1 (01-2-16)
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En écriture matricielle, 1’équation (I11-2-14) associée aux conditions limites (I[I-2-15)

et initiales (HI-2-16), elle se met sous la forme suivante :

i+1 i
[4He}" = [BHe} o @217)
Soit :
1(1+y) A T . 0 | .
2 ¢}j+]
“Loaeyy L o
2 2 3
0 . 3Jf]+1
X b
N
Loqeyy 2L lek
2 2 ¢j+l
0 0 =L )
I T R A O
, AR RACETES
> W 5 | . 3 0
0 4 0
A | >
. 0 L, 0
S Loleal 0
L4 ) ?( r;i+l+¢::1]
0 0 (-] ®

(II-2-18)

Une écriture générale résume trois méthodes, explicite, implicite et GRAN NICOLSON ;

s’écrit commie suit :

IRy, ISP YR BN Soval+ g/
¢ @_.zg,a(@-' +<é’;2 + @7 }(l_g)la{_r_li%) (I1-2-19)
s 1
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En posant :

A
y=a'y

I’équation (I11-2-19) ; devient :
677 — 97 = {6077 + 677 + 17+ (1= 0)97, + 0/ + 4]} (I-2-20)

6=0 = méthode explicite
g=1 = méthode implicite

g=1/2 = méthode de GANK-NICOLSON
La condition de stabilité est satisfaite [12,16,20 ] pour :

1

0<0<12 i <—
T30

0212 sl quelque soit ¥

L’erreur de troncature minimale est obtenue [12,16,20 ] pour :

1 .
<— -
§ <5 3 (IM-2-21)

II-3 APPLICATION DE LA METHODE DE GRANK NICOLSON AU CAS TRAITE

On se propose d’utiliser le schéma de GRANK-NICOLSON, wvu qu’il est
inconditionnellement  stable présente une "erreur de troncature relativement faible et par
conséquent  plus consistant , pour résoudre le systéme des deux équations du modele
mathématique de PHILIP DE VRIES généré i€ au médéle physique décrit au deuxiéme chapitre
(§ I-5-1.)
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dw 08 ( ) owj
—=—la,—+a,—
o Ox ox Ox
(1-3-1)
ey =202
o ox ox
associé aux conditions aux limites et nﬁtxaiES suivantes :
m Conditions aux limites :
T=T
t>0 0
[1-3-2
x=0 amaﬁia_)to a; |0"";1(t) ( )
>0 I=1,
_7 dw, ar (I1-3-3)
x_xL_ am—gx—iL aa‘_a—x—|l.'—0
Conditions initiales :
T=T,
<0 _ ([0I-3-4)
w, =0.02%

A signaler que pour la discrétisation géométrique du domaine, les nceuds situés aux

frontiéres sont numérotés a partir de 1,comme pour la méthode des éléments finis.

If1-3-1 Discrétisation de 'équation hydrigue .

Soit n le nombre de nceuds. En appliquant le schéma général de discrétisation pondér€ par

64 la deuxiéme équation du systéme (I1I-3-1) représentant 1’équation hydrique [1], on obtient:

o -0 0| fw aTJf “
e = o +ad =
N Ax o ox

i+ }‘7

39

( o 87‘)”
- a,=- +a,—
& & /.

+
L

1-6
Av

50

[[“'"ex

2,15
ta,—| -la,—+a,—
&y, \ & Oy

i=2 : n-1 (I0-3-5)
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en développant 'équation (III-3-5), on aura:

1 J JH i+ 1+ S+ j J+l )+ )+l
a)zj i & 6 g Wy — 2 T + T, i+t a)f — @ J+ ]: _T;—l
=2 O gy T I (e PO (g T

At Ax Ax Ax

1-6 j .._"’f;l 0’5 PR T,j}_T,{ g V ! -], yn IO-T
Ax {|Z(am),+i2 A—,\- +\ d) l2 Ax (am),'_lz Ax- +(ad)i-'12 Ax""

(I1I-3-6)
ou: Ax=h: pasd’espace
At=s: pasdetemps

En posant y=s/h2
Le schéma de GRANK-NICOLSON est obtenu pour 6=1/2 d’ou I’équation (II-3-6) devient :

oty =La i -ar et - n e o - o e -
e o) (ad)”'(.ﬂ s)]—[amr.az(wf~q{.)+(a,,>:r:.é(zf-r..z.)]}

2
(-3-7)
En réorganisant 1’équation ( III-3-7 ),devient :
Lot + |1+ (), @, Jor - L 0 -
g (am );7; 1, CU,{] + {1 + -};—((am )f_ 1, + (am)} 1 ):}0) = 4 (am)J 1 wr+l +
L@ Ll + @ s Ly
Yo, 7= T o, + ) B+ @Y T
i=2,n-1 (1I1-3-8)
En écriture matricielle : '
[} = [Blw’ }+ [cYr ' }+ [D)r ) (I11-3-9)
En posant
ro} = [Bllw’ }+ [Clr ™ }+ (D) (I-3-10)
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et k=i+1
soit :

TCL?T“ = %(am ‘)JKI—J § '-a')'j N I:l N )‘: '((C,Tm }Aj- l_ + (am ){+1 ﬂle-il + z_(am );l:-v» ! me*?,: B
2 ’ 14 2 2

L Ll o, - @ + LT
+5(ad)z-5zf--i-((ad)z_,,z+<ad);4.f2f)r,.:', L(a Y, T

pour tout i=1,n-2 et k=i+1 (0I-3-11)
cela revient a résoudre 1’équation algébrique suivante
[l } = (roo} O (@-3-12)

cette €quation s’écrit alors :

4 b i 0 0 @ re,
0 a, b, C, o ro,
J+l
@, ray,
< .= J ’
i+l
W2 e, 4
j+1 .
an—? bn—S n-3 0 a)n_g 70)” 3
i )
L 0 . . . . 0 a, ., bn—l cn_z_ ‘a)r_:+ ) L @,_,
(I0-3-13)
avec .
P
a;, = - ’——(ad :_I_
-1 . a.
b, - (( T+ @) (TI-3-14)
C' = y (am . L
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A rappeler que les nceuds let n sont attribués aux conditions aux limites qui sont :

a lentrée :

x=x;=0 a, "’i—wél +a, in|i = mlt) (I1-3-15)
Tt el N B Ox Ox et e
a la sortie

X =%, =L 0w o _g (I11-3-16)

Les conditions aux limites associées a 1’équation hydrique sont du type NEUMAN, qu’on
discrétise par le schéma a 3 points qui traduit une formule d’extrapolation pour évaluer la dérivée

premiére en nceuds extrémes

88) _ 1 . 3.
[axl—m(scm 44, +¢,) (I0-3-17)

En appliquant ce schéma a notre cas de conditions aux limites ,nous obtiendrons.

al'entrée :
0, (3@{” —~ 4;;{*‘ + )" ]+ adl][_’)TlH - 42]’::'” + T J _ m(rm) 1318)
ala sortie :
aan{?"”iﬂ ,_4;051 + o't J . ad!n[ﬂnjﬂ _ 4;1213 + T J 0 (QIL3-19)
Dot :
o = %ml;' —%mf' —:—:L[Tg*‘ —g’r;'*‘ + %T;’*')+ ;J:}][%?Jm(t ) (TTE-3-20)
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et

ot oA L a2 H(Tn,-u ~ A +lT§i2J (M-3-21)
3 3

n 3 n-i 3 n-2

m

.. En tenant compte de ces conditions aux limites. et en transformant I’équation précédante
- afin d’avoir une matrice tridiagonale et par conséquent la résolution deviendra beaucoup plus
facile ,nous substituons la premiére et la derniére colonne de la matrice [A],par leur équivalent

dans le vecteur droite {ro} de I’équation algébrique.

[A]{a)j” }= fro} qui s’écrira comme suit :

r T AR R r B!

a, b ¢, 0 : . . . 0 " roy
0 a, b, ¢, " ra,
o1 ro,
S L o r=4 L g
a)ﬂ Fw, 4
a,5 b,y ¢, 0 fo,J:]l re, s
| 0 ez Dua Cpy ] w,{ﬂJ F@, 2
(I1-3-22)

Les coefficients de la premiére et de la derniére ligne de 1a matrice [A] changeront en :

(1) = b(l)+§a(l) b(n-2) = b(n-2)+jc(n—2)
; et
() = ¢(1) - %a(l) a(n-2) = a(n-2)- %c(n ~2)

par contre la premiére et la derniére valeur du vecteur {ro}deviendront :

: 4 1 i
[TIJH A %+1 e T3J+I]_a(1) KN
2 an

a4
ro(l) = ro(l) —a(l) — 3 3

m

2h) .
(—B—Jm(t 1) (-3-23)

1 1

) 4 . )
ro(n-2)=ra(n-2)—-c(n-2) Ga (T;*‘ -~ ET;_;' + %Tnf_}' J (I1-3-24)

n
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I11-3-2 Discrétisation de ’équation de la chaleur :

En appliquant le schéma général pondéré par 6. (IlI-2-20) pour la premiére équation du

systéme (I1I-3-1), représentant I’équation de la chaleur, on obtient :

(( )~ )m TH*" __1-;1' _i Igz j+l B X@_T J4+
pel At Ax ox Fe172 ox i-t2
J i
L 1-96 K 5 (:ir) _( e 6T] J (I-3-25)
Ax CX /i X Jisi

i=2,n-1

Apres développement on aura

(e Yo B =T {(,f- yr T8Iy T_T]

At Ax Ax Ax
1-6[ oy TL-T/ (v I/-T/
+ Ax f:(;“ ):"m: ]Ax "(’1 )ij-uz T Ax ]} (1]?3-26)
i=2,n-1

Le schéma de GRANK-NICOLSON est obtenu pour 8=1/2, d’ou I'équation (III-3-26) devient :
(e V" -10)= & A Vs
- ((’J“* );':I]lz + (/1* ).'j-+1|fz )TIJH
% A
+ (1T (I0-3-27)

B ((;”m )il.'z + (I )fj-wz )r,-j

NSy

i=2,n-1

En posant : y=s/i’
avec :
s=A4r: pasde temps

h=4Ax: pas d’espace .
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et
= _ (’DEQQA_ * __@):1:1]/2 .ot (i)im .ot (;1"){—1/2
1 = Y j+1/2 2 = Y +12 0 3~ ) jH12 4 — ) jH12
{(e0)") ((e0)')" ()Y ((eY)
i=2,n-1 (I1-3-28)

o . b e i i SN RN e - . - .. L e e

I'équation ((J-3-28) devient :

T = 20T -+ )T T T - (€ + )T 0T

(I-3-29)

Deux cas se présentent ,le cas ou la chaleur équivalente (pC)” et la conductivité thermique
. apparente du matériau (A") sont constantes, d’ou la diffusivité thermique sera constante et dans
ce cas on aura arésoudre I’équation de la chaleur indépendamment de I’équation hydrique cela

revient a dire que le systeme est partiellement découplé, et le cas ou la chaleur volumique
équivalente (pC) et la conductivité thermique apparente du matériau (1)) sont dépendantes de
I'humidité (pC)" = (pC) (@) et A'=A'(w); d’ou la diffusivite thermique est dépendante de

Phumidité, dans ce deuxiéme cas on a & résoudre un systéme d’équations couplé.
) I113-2-1 Discrétisation de équation de la chaleur dans le cas ou le systéme est découplé :
! La diffusivité thermique est constante .
D’ou :
d=d " =d, =d; =d/ (I1-3-30)

Dong le systéme d’équations (II-3-1) se réduit a :

ow 6( dw 6cu)
= al”

— = —+a,—

_ (;Jt &azT Ox Ox (1-3-31)
9@ _ 4
ot ox?

¢l hypothése influence que sur I’équation de la chaleur.
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En développant I’équation (II-3-29) , en tenant compte de I’hypothése citée ci-dessus,

on obtient :

Aprés réarrangement, i’ équation {I1I-2-32) s’écrit ;-

~d' %T,.{;‘ +{+yd

Soit sous forme matricielle :

QU encore :

—A Voo® * Y o*
- 1+vd ——d
2d (1+vd ) )
0 14" (Q4yd
2

0
24" (1-yd)
i
0 Sd
0

i+]

LT = d (T - 2T 4 T 4 T - 2T

TJ'

L)

(I1-3-32)

" ¥ i ¥ o . . .
I —d T4 =d 5T,.{,+(1—y.a’ I +d TT (-3-33)

1=2,n-1

[A]{P" }=[B] {7}

0

l*
)2d

46

* l *
(1-yd)  Sd 0

o |2

d*

(I-3-34)

* 1 *
(1-vd") —d

(I0-3-35)
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Posons que :
Y *
a; = ——2‘d
by =(1+yd )f i=1n-2 (IMI-3-36)
Yo%
C=—1q
o 5 )
et:
{rt;} =81 {T9) (I11-3-37)
avec :
- ld* b, T ( *} i
rt = d (T 4T +{l-vd | Ty (1II-3-38)
i=1,n-2
d’ou I’équation algébrique (I11-3-35) s’écrit ;
_al bl Cl 0 . . . . 0 ) T1j+1 ( I'tl ]
0 ‘32 b2 Co . T{H 1ty
T3]+1 I't3
=y . (I1-3-39)
T]{tlg Tty 4
-3 bnoz Cpoy O || [rths
i 0 . . . 0 a,_» by_» Ch_2 ] LTIJ;-‘-I; Sy
Les noeuds 1 et n sont attribués aux conditions au limite avec :
=1 i=2,3 (pour tout t > 0) (II1-3-40)
T(n, ) =T, 1o

Le changement de la premiére et de la derniére ligne du vecteur du membre droite, permet

d’avoir une matrice tridiagonale et par conséquent plus maniable, et ceci en posant :
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b, ¢ 0 o1 {7l [ )
a, b, ¢ I rt,
0 7" rt,
oL b= b (T-3-41)
ir::j—+31 oy
.3 Op3 Gy T Flous
L0 0 a,., b,] T )
avec :
ty =rty -

1 (III-3-42)
ity =1ty 5 — Cn—2Tr'I

I11-3-2-2- Résolution du systéme découplé résultant :

L’hypothése qu’on a supposé, a savoir la déffusivité thermique est constante, nous a
permet d’avoir un systéme de deux équations découplées, leur discrétisation nous a conduit 3 un
systeme de deux équations algébriques découplées, dont les matrices sont définies positives et a
diagonales dominantes. Les différentes étapes de résolution de ce systéme sont résumés dans

TPorganigramme 1 (Annexe I).

3-2-3- Discrétisation de I’équation de la chaleur dans tasons o le cas oit le systéme est

coupleé:

Dans ce cas on considére la chaleur volumique équivalente (pC)* et la conductivité
thermique apparente du matériaux (A*) dépendent de la teneur en eau pondérale ®, ce qui nous
conduit & résoudre le systéme (II-3-1) de deux équations couplées tel qu’il est proposé dans le

chapitre II.
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Apres réarrangement 1’équations (ITI-3-25), s’ écrit:

l_‘_( )J+]l;1 TJ+1 +[I+_}_'[(}C )fj:fg +(}[ )f::fz JJT,’H +_I (;L')ij::n o _
2 ( )”” - '2 ((pc)' ):"’”2 i 2 ((pc)* )j-e-l.f_‘? TS

v 0 o {l_r[@‘)ﬁm+(>€‘)‘;.HJ]T R

((pc) ),mv il 2 ((pc) )‘,mz ((pc) ),mz i+]
1=2,n-1
(OI-3-43)

Soit sous la forme matricielle :

[4]{P"'}= [D]){T} (HI-3-44)
Ou:

[AJ{P  j={r} (II-3-45)
Avec :

i+]

1T [(?»)i,,,z .T.ﬁ?&i_ézlf_zJ T

pourtout i=1,n-2 et k=i+1
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En posant de méme que précédemment :

ST O\
ly =12 ;tu AP )LJWJ

i w Y i+1/2 e
((pc) )k (I1-3-47)
= Yj+b
c. __1 (7L )i-uz
1 w Yj+1/2
2 {(ocy )
pourtout i=1,n-2 et k=1i+1

Nous pouvons alors écrire |'équation (I1I-34-3) plus simplement :

a, b, ¢, 0 . : : : o7 () ()

0 a b, c . S ¥ty
y i rt, |
S L or=e L 3 (I11-3-48)
T
. a,; b,y ¢, 0 Tnjjl 1, s

L 0 an—Z n-2 Cn—2 N \Tnjﬁ-l ) f’f,,_g )

Rappelons que .les noceuds let n sont attribués aux frontiéres du domaine et sont :
T, j))=T,
) =1, 5=23,.. (IT1-3-49)
T(n,j)=T,
Nous aboutissons donc au systéme tridiagonal suivant :
b ¢, 0 . . : 01 (] [
a, b, ¢, . . T rt,
0
A TP S G (HI-3-50)
0 :
M an—3 bn—3 n—3 Tn.i.*‘jl rtn—3
L 0 anfl bn-l N \Tnj.*]‘] ) Lrtn—2 J
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RESOLUTION NUMERIQUE

Avec toutefois ,les changements suivants au niveau de la premiére et de la derniére ligne du

vecteur représentant {rt}.

ot — ge _ J+l
rt, =rt, —a,.T

TJ+|.

n=2"n

Fl,_y =V, 4, —¢

I11-3-2-4 Résolution du systéme couplé résultant ;

(I-3-51)

L’organigramme2 (voir Annexe I), résume les étapes de résolution des deux équations

algébriques couplées, déduites de la discrétisation du systéme de deux équations a dérivées

partielles du modéle mathématique de PHILIP&DE VRIES généré ,dont les matrices sont

tridiagonales, définies positives et diagonales dominantes.



CHAPITRE IV

RESULTATS ET DISCUSSIONS

IV-1 INTERPRETATION DES RESULTATS
IV-1-1 Profil hydrique pour (f) et (pC)* constant
IV-1-2 Profil thermique pour (1) et {pC)* constant
IV-1-3 Influence de (1) et (oC)* sur les profils hydriques et
thermique

IV-2 PRESENTATION DES RESULTATS

TV-2-1 Profil hydrique pour (1) et (pC)* constant

IV-2-2 Comparaison des méthodes d’élément finis et des
différences finies (profil hydrique)

IV-2-3 Profil thermique pour (1) e {pC)* constant

IV-2-4 Comparaison des méthodes d’élément finis et des
différences finies (profil thermique)

IV-2-5 Profil hydrique pour (A") variable e (pC)* constant

IV-2-6 Profil thermique pour ¢4’} variable er (pC)* constant

TV-2-7 Profil hydrique pour (A’) constant er (pC)* variable

IV-2-8 Profil hydrique pour (A') et (pC) * variable

IV-2-9 Profil thermique pour (1°) et (pC)* variable
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CHAPITRE IV Résultats et discussions

IV-1 INTERPRETATION DES RESULTATS :
IV-1-1 Profil hydrigue pour (1) et (pC)") constant :

Les profils hydriques présentés sur les figures (IV-24) (a)et(b), IV-2-2) (a) et (b),
(IV-2-3), montrent les distributions d’humidité a différentes temps (4jours, 9jours, 16iours, 25
jours, 30 jours, 44 jours, 50jours, 62 jours, 90 jours, 135 jours) obtenus par calcul ou Pon peut
noter la présence de deux zones bien distinctes :

- une zone seche, comprise entre la face exposée ouverte , et ’interface de condensation ,
et

- une zone humide, saturée en liquide condensée, comprise entre I’interface de

condensation et la surface sous refroidie en x =L

Dans la zone séche, I’évaluation de la teneur en eau suit la loi d’adsorption du matériau,

tandis que dans la zone humide, don !’interface progresse au cours du temps sous I’influence

~ copjointe des effets thermiques et hydriques, la condensation se poursuit.

Les résultats de comparaison entre la méthode des différences finies et ceux des éléments
finis pour les profils d’humidité sont portés sur les figures (IV-2-4) (a) et (b) pour 9 jours et 16
jours, (IV-2-4) (a) et (b) pour 30 jours et 90 jours et (IV-2-5) (a) et (b) pour 135 jours et 180
jours

d’une maniére générale les résultats montrent le caractére satisfaisant de la méthode des
différences finies , malgré ce léger décalage des résultats, par rapport a ceux des éléments finis
qui ont ¢été déia bien comparés avec ceux expérimentaux [/9], ce qui confirme la validité du
modéle de PHILP DE VRIES pour décrire les phénoménes observés expérimentalement .

Le décalage constaté peut provenir de (A} et (pC, 7, pris constants (indépendants de

I’humidité).

IV-1-2 Profil thermique pour ((/1*) et (pC) i*) constant :
Les profils thermiques présenté sur la figure (IV-2-6) montre la distribution de
température a différents temps obtenus par la méthode des différences finies, ot I’on peut noter

la présence de profil thermique linéaire ce qui est tout a fait normal car I’équation de la chaleur

est discrétisée indépendamment de celle hydrique (A) et (pC)') constant)
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Les températures calculées par les deus méthodes de calcul fig.(IV-2-8), montrent une

parfaite équivalence des résultats obtenus par les deux méthodes,
IV-1-3 Influence de ( (A") et (0C)°) sur les Profil hydriques et thermiques :

Les figures (IV-2-9) a (IV-2-18), montrent les profils hydriques et thermiques obtenus
par la méthode des différences finies appliqué au systéme d’équation couplées du au modeéle de
PHILP DE VRIES généré, mais seulement les profils obtenus, que ce soit pour (4) constant et
(pC)* variable , o pour (A") variable et (pC)" constant, ol pour (1) et (pC)' variables, sont tout

a fait loin d’étre interprétés physiquemeflt.

D’ol on peut dire que la méthode des différences finies n’est adéquate pour fa résolution

des systémes fortement couplés.

Malgré que les coefficients ay, et a4 intervenant dans 1’équation hydrique qui dépendent de
la température, on a eu des résultats plus au moins satisfaisant dans le cas du systéme découplé,
mais seulement dans ce cas ces coefficients dépendent beaucoup plus de ’humidité, mais
légérement de latempérature , donc dans le premier cas (systéme d’équations découplées }, on a
résolve un systéme partiellement découplé mais surtout faiblement couplé, par contre dans le

deuxiéme cas on a résolve un systéme d’équations complétement et fortement couplées.
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Résultats et discussions

IV-2-PRESENTATION DES RESULTATS :
IV-2-1Profil hydrique pour (1) et (pC)" constant

0.240
0.200 ~
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3.\./ 0.160
3
0.120 =
0-080 Illlillll]l]lfitirli—l‘["r
000 004 008 012 016 0.20
X (m)
(a)
6.0 '
) |
3 I
- I
4.3 -:_ - —-‘I— 24 jours
1 —— 16 jours
— I
= -
R S K
s ] |
I I L
- f
. |
0.0 IA LENLELE ’I LI B I T & 1T I LI B I ) i r1raT
0.00 0.04 g0 012 0.8 0.20
X (m)
(b)

Fig. (V-2 -1) Profils hydriques
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0.0
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i . |
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0.00 004 008 012 016 0.20
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Fig. (IV-2 -2) Profils hydriques
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6.0
7 135 jours
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Fig. (IV-2 -3) Profikhydriques
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IV-2-2 Comparaison des méthodes d’éléments finis et des différences finies (profil hydrique):

.-(a)-
0.28
----- mdf
. el
0.24 —
&\2—0.19-—
=
015 -
0.10 e f——T——— T
0.00 0.04 0.08 0.12 0.16 0.20
Z (m)
-(b)-

o (%)

e e = TR T

0.1 +—=F="F———T T —

0.00 0.04 0.08 032 0.16 0.20
Z(m)

Fig.(TV-2-4) Profils hydriques[ 4]
(a) pour 9 jours et (b) pour 16 jours
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Fig.(IV-2-5) Profils hydriques[17] |
(a) pour 30 jours et (b) pour 90 jours
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Fig.(IV-2-6) Profils hydriques{ 4}
(i pour 135 jours et (b) pour 180 jours
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IV-2-3 Profil thermique pour (1) et (, pC)" constant

30 :
J -——A—-—— 4 jours
. : —J— 50 jours
25 —_ —@— 135jours
& 20
_ —~ .
@) 4
< -
i o
15 —
10 —
| 5 1 | I I I i ] I 1 I L) 1 l LI L I I I L )
(.00 0.04 0.08 0.12 0.16 0.20

X (m)

Fig. (IV-2-7) Profil thermique
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IV-2-4 Comparaison des méthodes d’élénents finis et des différences finies ( profil thermigue)
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Fig.(IV-2-8) Profils thermique
(i( pour 4 jours et (b) pour 135 jours
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IV-2-5 Profil hydrique pour (1) variable et (pC)* constant
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Fig. (IV-2-9) Profikhydriques
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Fig. (IV-2-11) Profikhydrique

64 o



CHAPITRE IV Résultats et discussions

IV-2-6 Profil thermique pour (1’) variable et (0C)" constant
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‘Fig. (IV-2-12) Profil thermique
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IV-2-7 Profil hydrique pour ()4.') constant et ( pC)* variable :
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IV-2-8 Profil hydrique pour (1) et (pC)" variables :
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IV-2-9 Profil thermique pour (1} et ( »C)" variables :
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CONCLUSION

CONCLUSION

Le travail présenté dans cette thése , concerne la résolution du systéme d'équations
couplées de transferts de chaleur et d’bumidité en milieu poreux du au modele de PHILP et
DE VRIES généré , par la méthode des différences finies et pour cela on a d'abord découpler les
deux équations pour simplifier la résolution et ceci en supposant que A" et (pC)” constant clest d
dire : la résolution de 'équation de la chaleur est indépendante de celle hydrique et les résultats
obtenus sont plus au moins satisfaisant comparativement & ceux obtenus par la méthode des

&léments finies , car ils présentent une méme allure mais avec un léger décalage .

Et afin d'y remédier 2 ce probléme on a pensé qu'il est nécessaire de coupler les deux
r - r * - » ’ -
équations en tenant compte de la dépendance de A" et (pC)° de Fhumidité , mais lors de la
simulation numérique on est arrivé a des résultats erronés ( insignifiants comparativement a ceux

obtenus expérimentalement) .

Ainsi on peut dire que malgré la mise en oguvre simple de la méthode des différences
finies surtout lorsque le domaine d'étude est de géométrie simple, cetie méthode présente des
difficultés dans les systémes d'équations fortement couplées aussi bien du point de vu

formulation que résolution numérique

Par contre, des travaux [19], ont montrés que I’utilisation de la méthode des éléments
finis appliqué a ce type de systéme d’équations fortement couplées, donne des résuitats
satisfaisants (concordent avec I’expérience), ce qui nous mene a conclure que la méthode des
éléments finies est plus recommandée que celle des différences finies pour la simulation

numeériques des de ce genre de probleme
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1- ORGANIGRAMME DE RESOLUTION DU
SYSTEME RESULTANT DECOUPLE

2- ORGANIGRAMME DE RESOLUTION DU
SYSTEME RESULTANT COUPLE



ANNEXE 1

1-Organigramme de résolution du systéeme résultant découplé :
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2-Organigramme de résolution du systéme résultant couplé
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