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Abstract :
In this study, the finit element method was used to verify the static and dynamic
resistence of wing airfoil. We have used the composite materials in substuctures.
Computer program was elaborated to evaluate stress and displacement by using

isoparametric element of eight nodes.

Résumé :

Dans cette étude, nous avons utilisé la méthode des éléments finis pour vérifier la

résistance en statique et dynamique d’un profil d’air évidé en utilisant des matériaux
composites en sous-structures. Un code de calcul a été élaboré pour la détermination des
contraintes et des déplacements en utilisant un élément & huit noeuds.
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Introdouction générale



INTRODUCTION

Le phénoméne de couplage entre la déformation de la surface et les forces
aérodynamiques instationnaires liées & ces déformations, et qut peut, dans
certains cas, conduire 4 la désintégration de I’avion en quelques centaines de
secondes, a poussé les spécialistes dans le domaine a faire des recherches afin
d’améliorer les performances des grandeurs aérodynamiques en vol.

Le sujet qui nous a été confié rentre dans ce cadre, et a pour objectif la
réduction du poids de 'aile d’avion et par conséquent 1’augmentation de la
poussée, ainsi que la réduction, au maximum possible, des déformations de sa
structure. |

L’outil utilisé pour effectuer ce travail, est la méthode des éléments finis
basée sur la descritisation de la structure a étudier en éléments simples et finis,
faciles a traiter. Elle propose une solution non exacte mais qui satisfait les
exigences pratiques, le traitement dans notre cas, est calcul, dans le cas statique
et dynamique, des déformations de la structure d’une aile d’avion chargé.

Ces charges appliquées sur I’aile sont calculées par le biais d’une “méthode
appelée méthode de singularité™.

La démarche a suivre passe par la diminution de 1’épaisseur de la structure
et le choix d’un matériau rigide et léger (matériaux composites - largement
utilisés dans le domaine aéronautique et aérospatial, est choisi dans notre cas).

On tient a préciser que le probléme a été traité numériquement, par deux
programmes : I'un pour la résolution statique en langage FORTRAN et d’autre
pour la résolution dynamique en langage MATLAB.
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L. INTRODUCTION

Lorsqu'un corps est en mouvement par rapport a lair, il est soumis a des forces
é¥mentaires de pression et de frottement qui s’exercant sur chaque élément de surface en
contact avec le milieu extérieur.

La réduction de ces forces élémentaires effectuée par rapport 4 un point de corps
arbitrairement choisi, conduit 4 une force résultante et & un moment résultant, pour toute
orientation du corps par rapport & la vitesse du mouvement.

La détermination des six composantes de ces deux grandeurs dans un triédre approprié
et celle des forces élémentaires font I'objet de Faérodynamique.

L'aérodynamique s’appuie sur un support théorique qui pe cesse de s’accroitre par
suite du progrés scientifique et des puissants moyens de calcul dont dispose les théoriciens,
mais il est souvent indispensable de considérer des formes géométriques simples et de recourir
A des hypothises simplificatrices, en considérant que les propriétés du fluide (air), sont
assimilés 4 un milieu continue, dont le comportement thermodynamique et chimique est
supposé obéir & certains modeles, plus ou mois complexes, selon les problémes 2 traiter.

2. AERODYNAMIQUE DES PROFILS D'AILES

L’étude aérodynamique dune aile doit étre précédée de celle de I'écoulement
bidimentiommel autour du profil.

La théorie du profil d'aile est faite pour différents domaines du nombre de Mach en
écoulement permanent et irrotationnel de fluide parfait.

Elle trouve son application dans le calcul des ailes d'avions, des hélices, et des grilles
d'aubes des compresseurs qui dérivent des profils d'ailes avec une loi de périodicité imposée
par les conditions aux limites.

2.1. MODELE DU FLUIDE INCOMPRESSIBLE

L’écoulement est uniforme A l'infinie amont est irrotationnel; les composantes planes de
la vitesse locale V en un point quelconque M(x,y) de I’écoulement, sont les dérivées partielles
du potentiel des vitesses $(x.y):

u=o§/ox , v=~04/dy

Etant donné un profil aérodynamique il s'agit de déterminer Je potentie] des vitesses
satisfaisant aux conditions aux limites ,I’écoulement est uniforme 4 I'infinie ,le profil est une
ligne de courant (vitesse tangente en chaque point du profil ).

La connaissance du potentiel des vitesses permet d'obtenir la vitesse locale V(u,v) en
tout point, et de la pression P lies aux conditions & Iinfinie Vo , po par I'équation de
BERNOULLI: :

P+ py V2 =Py + po Vo2
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Parmi les méthodes mathématiques permettant de déterminer le potenticl des vitesses
autour d'un profil, une des plus simples consiste & déduire I'écoulement autour de profil de
I'écoulement autour d’un cercle.

On sait calculer exactement ce dernier, en superposant deux potentiels de vitesses, le
premier donne un écoulement symétrique (fig-I-1-a), le second donne des lignes de courant
circulaires centrés sur le cercle de rayon (a), correspond 2 un tourbillon d’intensité I" (fig-I-1-
b).

La figure(I-1-c) donne les lignes de courant de Fécoulement due 2 la superposition des
deux potenticls, on obtient ainsi sur le cercle deux points A et B de vitesse mullesi: TI<
4.1t.a.Vo.

Figure (1.1)

Le théoréme de KUTTA-JOUKOWSKI permet d'énoncer le résultat fondamental
survant:

La résultante des forces élémentaires (de pression) sur le profil est une force normale &
la vitesse a linfinie amont Vo, son sens est obtenu en faisant tourner Vo de 90° dans le sens

opposé  celui de circulation , son module est poVol" dy sur une tranche de profil de largeur
dy, le coefficient C, de cette résultante est :

_ Po Vo I'dy
x - 2

1/2 py Voldy

La condition de JOUKOWSKI introduit la circulation: I' =4.n.a.Vosina

ol a est langle d’incidence du profil compté 4 partir de lincidence de portance mulle. par
suite : Cx =2 K sina
K: est un coefficient voisin de & qui dépend légérement de la forme du profil. D’aprés cette
théorie Cx maximal pour a = 90°
Au petite incidences il vient : Cx=2. K a
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2.2. REPARTITION DES PRESSIONS SUR UN PROFIL D'AILE

Laréparﬁﬁondwprwsiommunproﬁld’aﬂenntenévidenoed&srégionsde
surpressions (Kp > 0), ot Kp est le coefficient de pression définie par :

P~ Po
Kp=—" — "%
1/2 pgvg

oudesrégionsdedépresiom(l(p<0)parrapportAhpressionPoquirégneail’inﬁnie;!eur
évolution est trés nstructive, faisant comprendre k¢ mécanisme de sustantion et I'apparition du
décollement. De plus, elle permet de préciser la contribution de Tintrados et de I'extrados
assurent les 2/3 ou les 3/4 de la portance.

Dupoimdemthéoriqueumcirculaﬁonnepeuts'étabﬁranﬂomduproﬁlépmh'du
fluide parfait au repos.

Figure (I.2) Répartition de pression sur un profil d'aile en écoulement subsonique
(pour différentes incidences)



Chapitre Etude abrodynamique

3. DEFINITION GEOMETRIQUE D'UNE AILE ~ .:

Figure (1.3) Profil d'aile

Un profil d'aile définie par:

Bord d'attaque: A

Bord de fuite : B

La corde du profil :AB, désignée par (I)

L'extrados: AMB, et l'intrados: ANB

La ligne moyenne ou squelette M'N', avec (M'N") L (AB)

La fidche maximum : f, sa position définie par d/1

La courbure relative: f1

L’épaisseur ¢ = M'N', oti sa position est définie en % de la corde |; e/1 est 'épaisseur
relative.

Le rayon de bord d'attaque: r ,rayon du cercle oscillateur au bord d'attaque .

Le rayonréduit défmiepar: p=

3.1. PROFIL THEORIQUE

Les profils théorique sont obtenus par le procédé de la transformation conforme qui permet
d'engendrer , & partir dun cercle, un profil de forme appropriée. L’intérét du profil théorique
est le suivant:

Connaissant I'écoulement théorique en fluide parfait autour d'un cercle, on le déduit soit
par des constructions géométriques, soit par calcul de I'écoulement autour du profil, on calcul
ainsi en particulier, le champ de vitesse en fluide parfait (écoulement potentiel) autour du
profil. |
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3-2- PROFILS EMPIRIQUES . .

De nombreux profils ont été obtenus par des méthodes empiriques par le NA.CA
(National Adveisory Commity for Aéronotics) depuis 1932.

Les profils classiques sont obtenus par une génération empirique que nous résumons, 4
partir dume ligne moyenne linéaire, prise pour axe des X avec origine au bord d'attague on
porte de part et d'autre de cette ligne, une ordonnée Y= f{X); la loi Y= f{X) choisi correspond

4 la distribution moyenne de I’épaisseur sur des bons profils connus, 1’épaisseur maximum est
située a 30 % de la profondeur.

e on passe de la ligne moyenne linéaire & une ligne moyemne dont om se donne
I’équation

e on multiple toutes l&sordoméesYparunfactemoonsiaxﬂpomfairevarier
Pépaisseur relative.

Les profils N.A.C.A sont désignes par quatre ou cinq chiffres dont la composition
permet de déduire les principales caractéristiques.

Exemple: N.A.C.A 2412 ¢t N.A.C.A 23012
o le 1% chiffre représente la courbure relative ¢ = 7e=0.02=2 %.

e le 2™ chiffre (4) - si 4 chiffres - représente le nombre de dizaine de I’abscisse d ¢ la corde
d/e=40 %.

o le 2™ et le 3*™ chiffres - si 5 chiffres - représentent le double de I'abscisse d de la fliéche
maximum d /1=15 %.

¢ Le dernier chiffre représente Pépaisseur relativee =h /1= 12 %.

4, CALCUL DES COEFFICIENTS SANS DIMENSION DE FORCES ET DE
MOMENT

_ La figure(I-4) représente une section d'une aile faisant une angle d'incidence soumise a
une  vitesse d'écoulement du fluide.

Le calcul sera fait suivant les deux axes OX et OY paralléle et perpendiculaire 4 la ligne
du corde respectivement.

La corde de l'aile désignée par I et les ordonnées des points les plus haut et les plus bas
sont désignés par z; et z; respectivement.

Considérons la surface de laile comme une mince plaque parfaitement rigide, la
pression 3 Fintérieur est uniforme et égal 3 Po.



Calculois la force normale exercée sur un élément de longueur §,, dont les
composantes suivant les axes OX, OZ sont 8, et &, respectivement.

alors: 8, = «(p - po) 8, cos(e) I-1)
ona: dZcos(e)=§; pour 1a géométrie de I'élément.

dod: 8Z=-(p-pu)dx par unité d'envergure.

Vo
= _—
Figure (I-4)
Pour un élément de Fintradoson & :
8Z =« p - po) Ox par unité d'envergure.
d'ol la force totale:

I 1
Z=[-@-pp)dx +{@-pp)ex a-2)

0 0

v

v

extrelos " intrados
Utilisons les ndices ex et in, pour I’extrados et I'intrados respectivement, on peut écrire :

il
Z = [l -Podex- @ -Pp) mlix | (-3)
0

La comnaissance de la variation de pression ke long de la corde, nous permet de calculer
le coefficient de portance Cz  définie par :
Z
T 12pVfs
Pour une envergure unitaire, la surface S est égale  Ia corde (I), d'oti le coefficient de
portance devient, aprés remplacement de la portance par sa valeur calculer en (I-3):
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fiP-P) e - @-P)u )i
Epvzl 0

Posons (1/Dhdx = d(xf[)etdewsonslasommeentmparemhésepar'/zp\’ol,l
coefficient de portance prend I’expression finale:

Cz="'

1
X
C, = _I(erx 'Kpin) d('g) I-4)
0 _
av Kp= -0 définiti
cC : = on
1/2p¥? pe
de méme pour la force suivant OX:

8x =-( P - Py ) 5s sin()
avec : 8s sin(g) = 6z

Le calcul nous conduit 4 'expression finale du coefficient de trainé suivante:
!
z
cx= | kpd(2) a-5)
v
Le moment de tangage du A la force Z calculé comme suite:

8M = [@ -Po)ex - @ -Po) in)x %

d'ot ke coefficient des moments de tangage du & Z:

Crmz = II(KPex "KPin)(%) d(“:') 1-6)
Puisque: ’ |
M
““M=1a p V2SI

Un calcul similaire au calcul de Cyy,, pour calculer Cyy; (coefficient de moment de tangage par
rapport 3 la force X), nous conduit au résultat suivant:

o=~ Jn-10.) () 5)

d’aprés la figure (I-5) on peut tirer les coefficient suivants :
Ci=C, cos{a) - C sin(a) (I-8)
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Coos)=C;, e  Csin(y)=Ca @9
Ce=C, sin(a) + C cos(0) (-10)

avec : y I'angle entre la résultante et la force Z.

~ Figure (1.5)
S. ECOULEMENT AUTOUR D'UN CYLINDRE DE SECTION CIRCULAIRE

Les transformations les plus courantes permettant, & partir de Pécoulement avec
circulation autour d'un cylindre, de reconstituer Iécoulement autour d'un profil aérodynamigue.

La fonction de courant est obtenue par superposition de I'écoulement autour d'un
cylindre

avec un écoulement a circulation de vitesse centrée en O
a? i Z) .
F(Z:)—Vo(zﬁzl)-f-znl"ln(a) {d-11)

La constante (a) représente le rayon du cercle, Vo représente la vitesse de Mécoulement
a I'mfinie amont et T la circulation de vitesse.

Si I'on souhaite étudier le méme écoulement sous l'angle d'incidence a |, Iaffixe z, sera
transformé en z; exp (-ict) correspondant 4 une rotation de a, dans le sens trigonométrique,
d’ou le potentiel complexe :

2 i z .
F(z)) = Volz; exp(-icr) + —exp(i)] + 5= T Inf- exp(—ico)]
Zi 2n a
Enposant z, =r exp(i01), la fonction potentiel F(zl) s’écrira :

10
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Fa=Vo s xpO-c) —-exp(-i Gra 4 5 Tl exp(i -a))  (-12)
d’ol on tire par identification avec :  F(z;) = ¢+,

a? r

$1=Vo(r +—=)cos(0 ~a)-5—(01 -0)
1 n

a? ' n (I-13)

V1= Vo(n ~ rl)ﬂn(el —a)+§-1—t-]q:)

La ligne de courant y,=0 est composée du cercle de rayon a (1= a), et de la courbe définie
par :

. r a
s, -a) = _21'I:V01'| el a-14)
T

Figure (1.6} Ecoulement avec circulation autour d'un cylindre de rayon a.

11
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Chapitre I
Le champs de vitesse est défini A partir des relations classiques : »
oy a’
Vn S Vo(1-—3)cos(8; - )
o nd, I
&y oy a* . r (-15)
Vui Y TR -Vo(1+}1—,)sn(91 -a)-“ﬁ;;'

A la surface de I'obstacle on aura (r;=a)

Y in) - o) o @16
Vg =-2Vp o1 T " 5 ”
Les points d’arrét A et A’ , sont obtenus pour :V,=V4=0
it : sin(0 )= r 1
sott pour : 1= 4nVya (17
D’ou, les valeurs de 0, et 8,- correspondant aux points d’arrét :
0 7 + o + arcsin( I )
A =
4maVy a-18)

. r
O p° =0~ arcsin( o)

La vitesse maximale est obtenue pour 6, =at+-l'2E ( point K ); et 1a vitesse minimale pour

8, m—% (point K’ ). :
r
Viax = Vatmax| = 2Vo *oma
% -19)

Vinin = |Vu1min_| =2V -5 =
r
Cette valeur minimale est positive, si: Vo> g c’est la limite de I’écoulement réel
pouvant étre engendrée par I'obstacle cylindrique.

$.1. Portance
La relation de BERNOULLI entre I'infini amant et un point M quelconque appartenant

au cercle, permet 4’ écrire :

12
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2 V2

V e
Py, +p ;’ =P+p— : (1-20)

La partie supérieure du cercle contenant les points A, K et A’ &stendépression(érande
vitesse). Tandis que, 'arc AK’A’ est en surpression .

L’écoulement, étant symétrique par rapport & I'axe OZ, la résultante globale
aérodynamique ou hydrodynamique Fz sera de méme direction et de méme sens que OZ

On la calculera par projection de I'effort élémentaire associé 2 la pression P sur la
surface (a.d6,)

2x
F,= [Psin(®; - )ade
0

Soit d’aprés la relation de BERNOULLI :

1
Fo= [ Po =5 p(Vo? — V9]sin®; - a)ade;

En remplagant V* par sa valeur issue du systéme (I-16) et en remarquant que les termes
en exposant impaire de sin(0,-a) s’annulent sur le domaine d’intégration.
La portance Fz s’écrira:
2n
VoI ¢ . 1 1. .
Fz=p—— J sin*(9; - @)do, = F, = pVy [ (0-a) - ;sinz(6, ~o)f;

donc, finalement:
Fz =pVol I-21)

Cette derniére relation est la loi de JOUKOWSKI exprimant la portance exercée sur un
obstacle par unité de longueur, on peut noter que Fz est dirigée perpendiculairement 3 Ia
direction de I’écoulement.

6. TRANSFORMATION CONFORME

La transformation conforme permet de résoudre I’écoulement autour d’une forme
quelconque A partir de ’écoulement autour d’une forme simple.

Au plan d’étude complexe (x;  y;) dans lequel est décrit 1’écoulement conm, on va faire
correspondre le plan complexe (X3,y2) ou (€,1) dans lequel sera décrit I"écoulement inconma.

Cette transformation s’effectuera suivant les principes et les régles de la transformation
conforme qui transformera a la fois la géométrie de "obstacle et la géométrie des lignes de
courant et des équipotentielles.

Cette transformation (T) s’effectuera a partir de la fonction f qui reste & définir &
chaque application:

13
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Z=-f.(Z])
On utilisera également la transformation inverse T définie par la fonction ' : z=f'(z,)

Figure (I.7) Transformation conforme (T).

La figure ci-dessus traduit cette propriété, elle montre la correspondance entre les
points A,B,C,DK et A’,B’,C’,D’ K’ appartenant respectivement a I'obstacle étudié ainsi que la
correspondanceentrelepointMappm'tenantAIalignedecourantwetlepointMappartenant
a 1a ligne de courant homologue. '

6.1. Propriétés de la transformation conforme

® La transformation conforme conserve les angles: si deux vecteurs forment dans le
plan (I) un angle a donné, cet angle sera conservé pour les deux vecteurs
homologues du plans d’écoulement (2).

‘e Les lignesde courant et les équipotenticlies étant orthogonales en un point du
plan d’¢étude, elles conservent cette propriété dans le plan (2) (en dehors des points
singuliers de la transformation).

o Les cites des équipotenticlles et des lignes de courant se conservent respectivement
au
cours de la transformation. La forme du profil réel correspond 2 la ligne de courant

y=0 de I’écoulement de référence.

* La circulation de vitesse entre deux points du plan (1) sera conservée entre les deux
points homologues du plan (2).

14



Chapitre I Etude aérodynamique

* Partant dans f¢ plan d’étude d’un cercle, & chaque fonction de transformation ®
correspondra une forme, et une seule, de Pobstacle dans le plan réel , inversement
pour définir A partir de la transformation conforme un profil déterming, il fandra
procéder 4 diverses retouches successives de la fonction (f) . c’est la difficulté
majeure rencontrée au cours de cette application.

® Pour reconstituer I'écoulement réel, il est pbssible d’utiliser plusieurs
transformations conformes successives.

6.2. Transformation de JOUKOWSKI
La transformation de JOUKOWSKI est définie de la fagon suivante:

- Atout point d’affixe z) du plan d’¢tude (1) est associé le point d’affixe z, du plan réel
(2) par la transformation définie par 1a fonction:

2= f@)=7 +o 0-23)

1
6.3. Transformation générale cercle-profil

Dansceﬁetransformation,bcercleémdiéestcemréaupohtOd’aﬁxezo,du
potentiel complexe (11) exprimé dans le repére (x1,y;) devient alors:

az
Zl -

Zy

F&) =il - ) oi-ia) + L —epa))+ g ap-ia) 029

La figure I-4- permet de définir I'affixe z, égaled:  z=xo+ yo

En introduisant ** b™ , Pabscisse du point d’arrét A’ ainsi que ™ B~ I'angle formé entre
Paxe OX et ke segment OA’ (B est négative), on aura respectivement :

x, =b—cosf
Yo =—asinf

(1-25)

soit : Z=b - a exp(if) (1-26)

15
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LRV

Figure (1.8) Transformation de JOUKOWSKI

Les points situés sur le cercle ont pour coordonnées:

,=acos@ +x, )
\=asing +y, 27
Utilisant Ia transformation de JOUKOWSKI définie en (I-23) :

Zz=21+b=/Z|=X2+iy;z avec : Z;=X|+iY|

l les pomnts transformés auront pour coordonnées :

bx,
x2+y?

-28
by (I-28)
yl x;2+.}’12

Les équations (I-25), (I-26), (I-27), donnent I’équation du profil de JOUKOWSKI a
deux paramétre libre:
¢ |’angle B fixant la cambrure du profil,

¢ e rapport b/(a.cosP) fixant I’épaisseur relatif.

16
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La ligne moyenne est pratiquement circulaire, figure (I-3), et on démontre que le bord
de fuite est un point de remboursement .

cas particulier

Lorsque I'angle = 0 la cambrure est nulle et on obtient un profil symétrique figure(l-
10-a), lorsque b = a.cosp, I'épaisseur du profil est nulle , Pintrados et I'extrados sont
confondus avec la ligne moyenne ( figure I-10-b ).

La corde est alors égale 3 (4b) et la cambrure géométrique égale 4 :

17
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Chapitre 11 La méthode des singularités

1- INTRODUCTION | | e

Dans I'étude des écoulements & potentiel, la méthode de singularité se révéle
particuliérement féconde et efficace pour résoudre une grande variété de probléme aux
limites.

La méthode consiste & remplacer le contour des profils par répartition déscritisée
de singularités permettant de reproduire le champ perturbé. La densité de ces
répartitions est déterminée par des conditions aux limites, en des points de contrdle
correctement répartis sur le contour des profils. La non unicité des singularités
utilisables confeére 4 la méthode, une souplesse remarquable pour résoudre une grande
variété de problémes aux limites.

2- PRINCIPE DE LA METHODE
La méthode consiste 4 ;
1. déscritiser le profil en k segments qu’on appellera « panneaux ». Les points de contrble od

s’applique la condition de glissement sont pris au milieu de chaque panneau constituant le
profil et se calculent ainsi de Ia fagon suivante :

2. charger les panneaux par des singularités d’une maniére dépendant du profil que Fon veut
analyser (profil portant ou non) ;

3. en chaque point de contrdle, calculer le potentiel de vitesse globale qui s’obtient par
superposition du potentiel de vitesse ¢ induit par tous les panneaux et du potentiel de
vitesse de I'écoulement uniforme.

On aura :

¢ =2 AD+bectromic | a-1)

4. imposer & partir de la condition (II-1) que la vitesse normale au point de contrdle soit
nulle, cette condition provient du fait que les particules ne pénétrent pas dans le profil, et
qu’d ses frontiéres la vitesse de ces particules est tangentielle, ce qui permet d’obtenir
autant de conditions que de charges de singularités, donc un systéme d’équations linéaires,

5. appliquer une méthode mumérique pour résoudre le systéme linéaire et trouver les
singularité
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Chapitre I La méthode des singularités

6. calculer les différents paramétres de I'écoulement ; le potentiel de vitesse, la pression, la
portance,...

4- APPLICATION A UN PROFIL ISOLE

Si ’on dispose au centre du repére un vortex d’intensité T', le potentiel complexe F(Z) et
Ia vitesse complexe conjuguée V'’ sont accessibles par les relation classiques :

4y 14
r
r Yo {7777 10y
———ip X H
0 0 Xo
il . il
F(Z)=5-inZ F@) =5 - InZ~Z,)
i T
V'=£=U—iV:‘=“L—' ] V'=£=U—iV= I )

En écoulement plan, on peut créer une nappe tourbillonnaire en distribuant de maniére
discréte une succession de vortex sur une courbe quelconque (C). Ces vortex d’intensités
différentes A priori, sont ici en nombre fini et sont centrés aux points Oy, Oy, Oy, . . . d’affixe
2,22, 7,,....

La courbe (C) est supposée connue par son équation y = h(x), ces vortex sont appliquée
aux points de contrble de chaque panneau.

‘T

yn

Yo1

Xo1 X

(Fig H-2) Création d’une nappe tourbillonnaire.
Ve
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..
ta
q‘)

- Pour ces vortex, le potentiel complexe est obtemu par superposition :
i k
F(z):;l):;rj In(z-z, (11-2)
F
On accéde 2 la vitesse complexe conjuguée V par les relations classiques

' ar , i 3 rl ra ‘ .
V——dz—U—zVuF(z)-zzj-l(z__zq):l:z.ASexp(—l-é') {-3)

avec ;

r
. 2.zsexp(-—i-8):repr&entel’inﬂuenoedutowbiﬂonmhﬁm&ne;

(1I- 4)

o AS= ,/(x}“ —xj)2 +(yj\\1 -—yj)2

* Expression du champ de vitesse

Le champ de vitesse autour du profil peut étre modélisé par la superposition de
I’ensemble des singularités et d’un écoulement plan uniforme de direction o, et du module V, 3
Pinfini amont. La vitesse V en tout point du plan sera définie par ke systéme suivant :

: I(r-7s) r,

3 2AScOSJ

1
u=Vocosao +R9(V')=V0 cosa, +§;;j=1 (x....xoj)z +(y-y0j)
V= ”
< 1 ¢ r(z-x,) .
szosinao -Im(")=V¥, sina, _2—2

T g (x "'xo;)z "‘()"‘.Voj)

r, .
zizASst

Condition de glissement

La distribution des vortex doit répondre aux conditions limite traduisant le glissement du
fluide & la surface du profil d’équation y = h(x) :

g(x,h(X)! @-6)

dh
= BN =)

remplaq;antuetvparkmsvaleursdans(ll-S)onu'ouve:
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Chapitre I La méthode des singularités

o 1 & I'j(x-xq) T
Vosnag ~-— ~—3ind
tg8(x,y) = ST (x-xg) +(y-yo)’ 288
e . k I';(y-Yo;) r
Vo cosa, + 1 Y7o =—cos$

27 i (x - x{)j)2 "‘(Y—Yoj)2 248

En développant cette derniére équation et en posant :

' . Y =Yo;
fG)=
* (x-x5,)* +(y-yo;)
. X""XOJ
£,34,)=
‘ o (x—xg5)* + (¥~ ¥o;)°
on trouve :
[t68,%,6i. ) + B, (. D], = 2nVofsiner, - tg8,cosary]
ou bien :

A; =15, F (G, D+F,G,j), 1<iskl<j<k
p B, = 21cVo[sina —1gd; cosao]

T-7)

(1-8)

(I1-9-a)

(I1-9-b)

Les fonctions F, (i,j) et F, (i,j) sont appelées fonction d’influence du segment porteur du

tourbillon T .
* Condition de KUTTA-JOUKOWSKI

La condition de Kutta Joukowski se traduit par I'identité du module de la vitesse au bord
de fuite. Soient V., et V;, les modules des vitesses respectivement cdté extrados et intrados. La

condition de Kutta Joukowski s’écrit alors :

Va=Vn
d’autre part,ona:
U, =V, cosd
donc on aura :

| Ua c088iy = Ui, cosDex

En remplagant U, et U, par leur valeur, on obtient :

cossi,[vows(a,)+ Zf ooss] a,[vocos(a.,n Zf -T;-

T-10)

(I-11)

(II-12)

o]

22
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avec :- .-
r., =.I_.'L"2.I:ﬂ;!., T, =£!.§_IL
AS J(X n—l Yn—l)2 , As'm = 'J(xn —- X )2 +(yn - YR)Z
£ = Yo=Y £ = Yo —Y;
i~ ) 20 Ixp; = 2 2
B R s I () +(-v))

soit aprés développement :

(A4, =c0s8,f,_ —cosd, fe, 1<j<k

Ao S Ay ¥ 2AS cosd, cosd,,

i 1
Apin=Aps + (ms T 2as,

re

)zcos&a €0sJ,

Aiﬂ.& = Ak.ﬁ 2AS 0055 0085

 B,., =2aV, cosa, [cos d, —cosd, ]

En appliquant Ia condition de KUTTA-JOUKOWSKI en (k) point, on accédera 4 un
systtme de (k+1) équations 4 (k) inconmues I'y donc un systéme surdéterminé dont la
résolution se fait par la méthode des moindres carrés. .

Une fois ensemble des tourbillons déterminés, on calcul le champ des vitesses en
utilisant les équations (I1-5).

Le champ de pression sera déterminé par application de la relation de BERNOULLI
entre Pinfinii amont et un point du profil.

Po+0.5 pVi= P+ 0.5 pV?

d’our:
P=Py+0.5p Vo’ - V)
d’ott Je coefficient de pression :
P-P
Co=7"
2
Epvo
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ORGANIGRAMME DU CALCUL
Vo, 0o, k
Calcul de la géométrie du profil
Sous programme de discrétisation
du profil
Calcul des points de contrdle
Condition de Kutta Joukowski
Sous programme de résolution
Calcul du champ de vitesse

=
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Chapitre T Une présentation dz o ME F

1. INTRODUCTION

La méthode des éléments finis MEF est trés utilisées vu les avantages qu’elle présente:
précision, formulation simple, domaine d’utilisation trés vaste et lexistence des logiciels
adéquats.

La MEF est connue comme un outil de résolution d'équation aux dérivées partielles,
son domaine d’utilisation est assez vaste et concerne pratiquement tous les problémes
physiques régis par des équations aux dérivées partielles.

On cite 2 titre d’exemple:

¢ L'aéronautique et 'aréospatial: satellites et avions,...

¢ Mécanique: dimensionnement précis des piéces, transfert de chaleur, ...

¢ Hydraulique: probléme d'écoulement, barrages, ...

¢ Eléctricité: probléme de champs électrique et magnétique,...

En mécanique des structures, il y a plusieurs sortes de formulation d’éléments finis:

a. Version déplacement (1a plus wilisée)

Elle a pour principe la stationnarité de Pénergie potentielle I de la structure (elle atteint
un minimum).

n% Jiet oy - Jtud' (£, Jav - J{u,}' {£.)ds
v v 3 (m_l)

La déscritisation en éléments finis du domaine [V] et de son contour [S] raméne
’équation de stationnarité de I'T A un systéme classique qui peut se mettre sous la forme:

[K]{U} = {F}
ol [K] est Ia matrice de rigidité.
B. Version contrainte
On utilise la stationnarité de I’énergie complémentaire IT’ (elle atteint un maximum):

=3 Jio ekt - .} tuhav=Ji5) fu, o @)

¢. Version mixte

Dans laquelle on définit la solution en termes d’approximation du champs indépendant
généralememduchampsdudép!acementetcehndesconu'amtes Dans ce cas on utilise 1a

formulation par I'énergie augmentée IT, .

=11+ Jia )Tt~ BHullev - ] Tfou) - foum i m-3)

{A-}: multiplicateur reprMant {f:}.
{A.}: multiplicateur représentant {,}.



Chapitre IIT Une présentation de s MEF

2, DETERMINATION DE LA RIGIDITE ELEMENTAIRE

Pour calculer la matrice de rigidité d’un élément donné, on suit les étapes
suivantes(version déplacement):

a/Construction des fonction d'interpolations N
Dans la version déplacement, Ia matrice de construction des fonctions d'interpolations
(qui sont au fait une solution essai, particuliére de ’EDP) suit la procédure suivante :
- Choix de la base polynomiale(interpolation non nodale du type polynomiale).
U= <P(x,y,z){a} (111-4)

ol P(x,y,z) base polynomiale.
-Relation entre variable modale (u;) et variables généralisées ()

{ui} =[A]{a} ou [A] = [P(x.Y;,Z)] (-5)

Si 'éKément n’est pas généré (volume nul) alors:
{a} =[A]" {u}  numériquement on évite I'inversion de [A].

L’approximation modale sera alors :
{u} = <P(x,y,2>[A]" {u}
{u} = [N(xy,2)]{u;} (I-6)
done: N] = <P>{AT" (1-7)

Cette fonction d’interpolation doit vérifier les conditions:
1N, (i) =By

2 IN(x,y,29) =1 - -8)

i=]
3- Z]:Ni(x,y,z) I(xi,yi,zi) = I(x,y, z), L: polynéme quelcongue.

b/Relation déplacement -déformation
La déformation dans le cas tridimensionnel linéaire s’écrit sous la forme:
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o[22 o o]
€, ox ....a_. 0
£, 0 oy o
IR
Y 2=l o i 0 \'
iy x 2 |lw T
Twl g 9 0
(Yed | 0 08z O
L 0z 0  5x ]
{e} =[L}{u}  ou [L] opérateur de dérivation.
or avec II-6 on peut écrire:
{e} = [L]IN]{uw} (I-10)
{e} = [B(x.y,2)){u} (I-11)
¢/ Relation contrainte-déformation

Pour un matériau isotrope homogéne, on applique Ia loi de HOOKE généralisée (cas

_bidimensionnel)

{o}=[D){e}

ou [D] est fonction du matériau seulement.

[ E(d-av) vE(1-av)
(l+a)l-v-av) (d+wWil-v-av)
vE(l-av) E(l+av)

[D}=

b

E: Module de YOUNG.

v: Coefficient de Poisson.

=1 dé formaton plane
= () contrainte plane

]

0

(I+aXl-a-av) (A+v)(l-v-av)

20+v) )

(1-12)

(III-13-3)

Pour un matériau composite (matériau anisotrope) la matrice [D] est donnée par:

(D]

-

E,

v,4E,

1-wvv,
tht

1-v,v,

t

I-wvv,

I~vv,

G,y

(T-13-b)
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E: Module de YOUNG dans Je sens long.,

E, : Module de YOUNG dans le sens travers.

vi: et vy Les coefficients de Poisson..

Gy : Module de glissement dans le plan (1, t) .
avec:

vi /B = v /E;
Ainsi 4 partir des relations (UII-11), (TT-13) on peut écrire:

K= .ﬁﬂ‘[ﬂ[ﬂdv (I-14)

- La matrice [K] est symétrique & cause du théoréme de réciprocité qui est une
conséquence de I'invariance de I'énergie de déformation par rapport au chemin suivi.
| -Néanmoins le calcul de cette intégrale peut s'avérer fastidieux, on utilise généralement
Pintégration mmmérique de GAUSS.
3- DETERMINATION DU VECTEUR FORCE ELEMENTAIRE

Le vecteur force élémentaire se trouvant dans le second membre de ’EDP a pour
expression :

£} = JIN1{s, Jav + JINI' {5, )as Im-15
foroevde volume + ' force de surface
4- ASSEMBLAGE

L’opération d'assemblage consiste A construire A partir des matrices élémentaires de
rigidité [K.] et de forces (f), les matrices globales [K] et [F].

Si nous reprenons l'expression de ['énergie (II-1) avec Iexpression intégrale de [K.] et
{f:] (II-14) et (I1I-15), on peut écrire:

TL =1/2(v)' KeJ(w)-)(E) (aI-16)
L'énergic totale de la structure étant égale 3 la somme des énergies élémentaires:

=51, = T2 (K Jo) - ()(£,) = 2 1K - a17)
{u} = f:{u} Vecteur déplacement total (global)

{F} =2{f,} Vecteur force global.

ol
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(K= ):[K,] matrice de rigidité global

Ainsi I'équation exprimant la structure la statique de la structure sera:
K] {U} =) (-18)

5- CONDITION DE CONVERGENCE ET PRECISION DE LA MEF

a/ L'erreurs dans la MEF

Pratiquement l'erreur est donnée par le corollaire suivant:

Hell <cb™ =l ug I (I0-19)
ou:
¢ : coefficient indépendant de I'élément.
h: taille de Pélément.
k : dégré du polyndme d’interpolation.
m: ordre des dérivées apparaissant dans ’expression des variables modales
(déplacement, rotation, gauchissement, ...etc.).
sim =1 probleme de classe c’, ol les variables nodales sont indépendantes .
Exemple : probléme d'élasticité, conduction...
si m =2 probléme de classe c', oui certaines variables nodales sont fonctions d’autres.
Exemple : flexion des plaques, coques, ...

& Précision
Pour améliorer la précision de la méthode nous pouvons soit:

- Diminuer la taille de ’éiément (h plus petit), ce qui a pour conséquence Pangmentation du
nombre d’élément pour déscritiser la structure.
- Augmenter le dégrée du polyndme d’interpolation par:
* augmentation du nombre de noeuds de I'é}ément (interpolation de LAGRANGE).
* augmentation du nombre de variables modales pour chaque noeuds en conservant le
nombre de noeuds de P'élément (interpolation d’ HERMITE),

c/Convergence
Probléme de classe ¢’(/c’) m=1 (/m = 2)

C1: Continuité du champ de déplacement et de sa premitre (ou sa seconde) dérivée a
Pintérieur de I'élément.

C2: Contimuité du champ de déplacement et de sa premiére dérivée 2 la frontitre entre
éléments. :

C3: Le champ de déplacement doit pouvoir présenter un état de déformation constant,

de plus ce champ doit donner lieu & des déformations lorsque ce dernier ne correspond
pas 3 un mouvement du corps rigide .
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» C1 et C2 représentent le critére de compatibilité ou de conformité mais elles ne sont pas
nécessaires. ;-

® (3 reste nécessaire (du point de vue numérique). Elle exprime le fait qu’une déformation de
I'€lément, sous un chargement, ne peut substituer sans application de conditions aux limites,
et Ia représentativité du mouvement de corps rigide avec une déformation nulle a I'intérieure

de P’élément.

* Par sa formulation, I'élément doit présenter une translation ou une rotation pure c’est le
critére de complétude.

6. APPLICATION A UN PROFIL D’AILE

Au début de cette étude, nous avons opté pour la déscritisation du profil de aile en
¢lément plan, cette déscritisation convient trés bien 4 la géométrie du profil. Cet élément est
utilisé souvent sous sa forme isoparamétrique, et comporte huit noeuds (figure-I11.1).

Les coordonnées des noeuds sont données dans le tableau (I11.1), et les fonctions de
forme, ainsi que leurs dérivées INV/IE et N/ A1 sont données dans le tableau -1T1.2.

AT
6
7 5
R 4 >
g
1 5 3

Sigure-111.1 : E¥ment de référence.

tableau-111. 1
2 3 4 6 7
0 1 1 0 -1 -1
-1 -1 S0 1 1
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tableau-I11.2
jj;._‘““j_ljj_j__ -1/4(1-5(1-m(1-+n+E) 1/4(I-n)(2§ﬁ1) 1/4(1{)(§+2n)
2 1/2(1-£)(1-n) (1) ~1/2(1-€2)
3 -1/4(1+5)(A-n)(1+1-E) 1/4(1-p2E-n) -1/4(1+)(E-21)
i e 1/2(1+E)X1-n°) 1/2(1-n?) -(1+E)n
s | -1/40+8)+(1-n-E) 1/4(1+n)(2E+) 1/4(1+E)(E+21)
R, i 172(1-£2X1+n) . -(1+€)E 1/2(1-8%)
T TT -1/4Q0-E)(1H+H(1-n+E) 1/4(1+9)(28-1) -1/4(1-8)(E-2n)
.8 12(1-€)(1-%) -12(1-n?) -(1-E)n

6.1 Construction des matrices élémentaires

La construction des matrices élémentaires nécessite I'intégration des fonctions
complexes sur des domaines géométriquement complexes.

YAL

Sfigure-IIL2: Elément réel

Dans la majorité des applications ces intégrales sont calculées numériquement, de plus
les fonction d’interpolation [N] ainsi que leurs dérivées intervenant dans ce calcul sont définies
sur Pélément de référence. Ceci nous oblige 4 définir une transformation bijective entre
Pélément réel et 1'élément référence.

Matrice JACCOBIENNE

Pour une fonction f quelconque on sait que :

a_otox oty
GE " oy & (TT1-20)

32



Chapitre 11T Une présentation de s ME.F

Les dérivées par rapport & £ et nj s’écrivent donc en fonction des dérivées par rapport 4
X et Y comme suit :

o1 |& Hio
aai _ gi. gyﬁ _%i 1.21)
anl Lon onlley
On pose i
(% o
0= 5% 5 (m.22)
[on an.

La matrice [J] est appelée matrice JACCOBIENNE.
Mais en pratique on n’utilise que Pinverse de {J] noté [3]} car on cbcrche a exprimer les
dérivées en X et Y (€lément réel) a partir de ceux par rapport a £ et n (élément de référence).

) (2
Kt=1"1% (1.23)
oy on

Le changement de variables précédent permet le passage de 'intégration d’une fonction
f sur I’élément réel a une intégration plus simple sur I’élément de référence.

I f(x)dxdy = I f(x(E)) det JdEdn (I1.24)

det J : étant le déterminant de la matrice JACCOBIENNE ([J]
Intégration des matrices élémentaires

L'expressions de la matrice élémentaire de 1’élément quadrilatéral & huit noeuds d'aprés
I’équation III.14 devient :

(K]= | J{B)[D)(B]det Jdzdn (.25)
De méme pour la matrice [M] (matrice masse)
M]= J JINGt N ] det o 11.26)

-1-1

Ces intégrales sont difficiles & calculer explicitement, alors on utiles une intégration
numeérique (méthode de GAUSS) qui dans le cas général s’écrit :
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1 K
Jewyr = Ywisce) @.27)
-1 i=]
k : nombre des points de GAUSS .
w; : poids des points de GAUSS.
On pose :
F(g,n) =(B][D][B]det J (IT1.28)
alors [K] devient :
(k1= | fremazan m.29)

“1-1
Si on intégre tous d’abord par rapport a £ , en suite par rapport A 1, et en utilisant la
relation IT1.26 on obtient alors:
. ,
[K]= {‘.ZwiF(E,,n)]= 2w, 2w FE.n,)

I j i

d’ot : (K)= 2.2, w,wFE,m, (I11.30)
i

6.2 Modélisation des charges

Dans Papplication de la M.EF. et dans le cas des structures élastiques, les charges
appliquées a la structure sont données par:

@ = [fivre,av+ [Ny gas @m31)

f. :charge par unité de volume.
f; : charge par unité de surface.
[N]: fonction de forme.

Ces intégrales sont calculées sur I’élément réel, il faut donc les transformer en intégrale
sur Iélément de référence. L’équation (I11.30) comprend deux charges :

¢ Chgrge volumétrique:

En passant de P'intégration sur 1’élément réel & ’intégration sur 1’élément de référence,
les charges s’écrivent:

@ = Ifinrs, dets m32)
On voit donc que le calcul de {q,} est presque identique & celui de [M] pour le cas du

profil d’aile étudi¢, la force volumétrique qui entre en jeu et le poids : f,= -p.
Donc:

{q= I[N]‘ pdV (111.33)
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o Charge surfacique

Pour les charges surfaciques, on a choisi & prendre les résuitats de distributions de

pression le long du profil déterminé par la méthode de singularité.
Pour notre application on n’a considéré un vol & Mach 0.3, et 4 une altitude de 10000

métres, ceci donne :
Pe = 0.4127 Kg /m’® ; V.= 90m/s.

La répartition des charges pour trois angles d’incidences (2°,8°,16°) pour un profil
N.A.C.A.4412 est tirée de la référence [4].

6.3 Maillage de 'aube

Les préblémes d’espace mémoire, de temps d'exécution ainsi que lindisponibilité de
calculateurs ont limité notre choix du maillage. Pour notre cas nous avons opté pour le

maillage suivant:

26 Eléments ,
119 noeuds ,
238 degrés de liberté.
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Chapitre IV La méthode des éléments finis en dynamique

1- INTRODUCTION

+

De nombreux problémes d'analyse des structures peuvent étre traités par les méthodes
d'analyse statique. Cependant, il existe également de nombreux cas oll on ne peut négliger les
forces d'inertie et d'amortissement résultant de la variation des forces appliquées; citons a titre
d'exemple, la réponse d'un avion a une rafale .

On utilisera alors 12 méthode d'analyse dynamique qui est l'objet du chapitre suivant.
2- PRINCIPE DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS EN DYNAMIQUE

On va exposer ici la méthode la plus utilisée en dynamique des structures. Cette méthode,
basée sur une déscritisation spatiale par éléments finis de type déplacement, permet 1’étude du
comportement dynamique d'une structure par la connaissance des déplacements aux noeuds en
fonction du temps.

Nous allons considérer successivement :

e La discrétisation spatiale du domaine en éléments finis.
e La formulation au niveau de ’élément .
¢ La formulation globale aprés assemblage .

3- DESCRITISATION SPATIALE

Cette phase consiste 4 découper la structure (domaine V) en éléments finis sous domaine
(Ve) de formes géométriques simples.

Les formes d'approximation des déplacements, définies dans chaque élément en dynamique
sont tout a fait analogues a celle de le M-E-F en statique; soit :

{Uxy.z0}° = Pxy.2)]" {a®)} VM e V° (éiément e)
En statique, on raméne le probléme continu & la résolution d'an systéme d’équations linéaires 4 N
inconnues, alors qu'en dynamique on aboutit & la résolution d'un systtme d’équations
différentielles du second ordre 4 N fonctions inconnues du temps .
4- FORMULATION ELEMENTAIRE

On rappelle I’expression de I’énergie potentielle totale en fonction des déplacements aux
noeuds de I’écoulement , soit:
IT = 12{U° ()} [K'J{ U°(1)}- {U° (1)} {F}

avec : [K°]=vIrBr [DIBlV
Fy= JINT {830V + N sy
En ce qui concerne 'énergie cinétique de I’élément, ona:
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"B = JoUe ) e v
avec : M]= I AN "]‘ {N]JdV  Matrice de masse cohérente de I’é}ément (e)

5. FORMULATION GLOBALE

La formulation globale du probléme consiste & obtentir des équations du mouvement 3
partir de I’expression des énergies cinétique et potentielle en fonction des vitesses et de
déplacement aux noeuds de la structure . '

L’¢énergie potentielle totale étant égale 2 la somme des énergies élémentaires:

H= 21'1: =2(1 12U} K KUM} - {UOFF (OD =1/ 2{U1)} [K° {U®)} - {U()} {F}

fu(t)} =2 {Uc(t)} vecteur déplacement global
W} = 2 EF ) vecteur force globel
e=1
k] = E[Ke] matrice rigidité globale

e=1

L’énergie cinétique de la structure peut s'exprimer comme suite:
B. = 2.E: =1/ 20 (U0} M H{UW)

soit . = 4% {U(D)}' [M*{U(1)}
avec :[m]= X[M ] matrice cohérente de la structure .

e=1

On voit d'aprés I'expression matriciclle ci-dessous que le schéma d'assemblage des
matrices de masse est tout a fait identique  celui des matrices de rigidité #lémentaires.
On effet :

U=V {u®)} KHU®}

Les équations de LAGRANGE permettant d'obtenir les équations discrétes du
mouvement, soit pour une structure sans amortissement:

0 CE, aEcaU

o G =f;
&5y, CTAMET)

d’ou I’écriture matricielle suivante:

MO0} +KI{U®)}={F(1)} av-1)
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6: METHODE D'ANALYSE MODALE

L'analyse dynamique d'une structure peut se ramener & la résolution dun systéme
d’équations différentielles du second ordre.

Deux approches fondamentales sont envisageables pour cette résolution :

L'une d'entre elles consiste 3 résoudre ce systdme différentiel par imtégration directe,
Pautre consiste 4 définir la solution dans la base des modes propres de vibration de la structure.

Cette méthode qui est appelée méthode de superposition modale est largement utilisée en
analyse dynamique linéaire.

6.1. Méthode de superposition modale

Dans le cas de structure faiblement amortie, le plus fréquent pour de nombreux domaines
d'applications, et en particulier des structures aérospatiales la méthode de superposition modale
utilise les modes propres réels de la structure non amortie. On se raméne done, dans ce cas, &
Pétude des petites oscillations libres(analyse modale) de la structure non dissipatrice associée,
c'est a dire 3 la résolution du probléme aux valeurs propres générales :

[kl{x} = o [m]{x} (Iv-2)

avec: [k] :matrice de rigidité de structure
[m] :matrice de masse de la structure.

Le systéme (IV-2), de dimension N, a N solutions propres x; permettant de définir les
déformées modales de Ia structure et N valeurs propres associées

A =@

1 1

La difficulté principale de résolution du probléme (IV -2) réside dans son ordre €levé.
6-1-1. Méthodes de résolution des problémes aux valeurs propres

Deux stratégies de base peuvent étre utilisées pour 1a résolution des problémes aux valeurs
propres de grande taille résultant de la modélisation par éléments finis .

La premiére classe de méthodes, dite méthode de Condensation, consiste & réduire la taille
du probléme initial tout en n'altérant pas son spectre basse fréquence.

La premiére méthode de condensation utilisée 3 été celle de la condensation statique des
rigidités associée & l'utilisation de masses concentrées; au contraire, la méthode de condensation
de GUYANE procéde par condensation paralléle et cohérente de rigidité et de masse; c'est la
méthode la plus utilisé.

La matrice de masse résultante d'une condensation de GUYANE étant pleine, on a
souvent recours a certaines méthodes permettant de ramener le probléme aux valeurs propres
condensé 4 une forme standard.
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On procéde 4 la résolution de ce probléme aux valeurs propres en mémoire centrale en
utilisant des méthodes classiques.

Parmi les méthodes de transformation usuelles citons celle de JACCOBIE de GIVENS ou
de HOUSHOLDER..

La deuxitme stratégie envisageable pour ia résolution du probléme aux valeurs propres
initiales de grande taille, correspondant a une organisation dominante hors mémoire centrale .

Si l'on dispose pas de possibilité de résolution de grands systémes linéaires hors mémoire
centrale ,la seule méthode envisageable est celle de la minimisation du quotient de RAYLEIGH
définie par:

U(y) y'ky .
R(Y)=—S=—"— otient de RAYLEIGH du mode de déplacement
E(y) ymy "’ Qu ? Y

Cette méthode est simple pour la mise en oeuvre, mais trés peu performante comparée aux
méthodes suivantes .

La plupart des méthodes sont basées sur l'utilisation répétée d'un module de résolution de
systémes linéaires & organisation hors mémoire centrale et avec possibilité de cas de charge
multiples.

L'une de ces méthodes est basée sur la propriété des suites de STRUM, elle consiste &
évaluer directement les racines de I'équation : det(k-om) =0  dans une bande de fréquence
prescrite.

La deuxiéme méthode, dite d’itération inverse peut étre considérée comme une variante
hors mémoire centrale de la méthode classique d'itération. Dans cette méthode, la valeur propre
la plus basse et le vecteur propre associé sont obtenues en itérant sur un vecteur de départ en
résolvant un systéme linéaire a chaque itération. ‘

La méthode d'tération inverse sur sous-espace ou sa variante, la méthode d'itération
simultanée est.basée sur des itérations inverses effectuées en paralléle sur un groupe de vecteurs
de départ. Ceci permet la définition d'un probléme aux valeurs propres d'itération qui permet la
séparation des solutions propres et dont la résolution peut se faire en mémoire centrale en utﬁxsant
une des méthodes classiques de transformation . '

La demiére méthode dite de LANCZO-GRANDELL est basée sur la transformation du
probléme aux valeurs propres initiales en un probléme de dimension réduite sous forme standard
avec une matrice tridiagonale .

Les différentes stratégies envisageables pour la résolution des probkmes d'analyse modale
sont récapitulées dans le synoptique de la figure IV -1)
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6-1-2 Principe de la méthode de superposition modale

Nous allons présenter le principe de la méthode de Superposition modale dans le cas des
structures faiblement amorties dont I'amortissement est présenté par amortissement visqueux
équivalant.

Le systéme d'équations du mouvement cotrespondant au modéle initial, s'écrit:

[M]{u} +[C}{u} +[K}{u} = F(1)} (Iv-3)

avec: [C] matrice d'amortissement visqueux correspondant aux D.D.L physique {u} .

Exprimons l¢ mouvement de la structure dans la base des modes propres réels par Ia
résolution du probléme homogéne : o*[m}{x}=[k]{x}

Soit les valeurs et les vecteurs propres associés :
M=0), A =05,., A, =0
X9, X9 .., X}

En utilisant la base modale tronquée (m<n), on a Pexpression fondamentale suivante:

(u}= 2 = [Pl av-4)
N,(t)
avec: { n}= vecteur des coordonnées modales .
ML (1)
(@] =[XP,.., X"} matrice modale tronquée .

En outre, on rappelle que la transformation (IV-4) diagonalise les matrices de masse et de
rigidité, on a en effet, les propriétés d'orthogonalité des modes :

[OF[M]{®] =[m] matrice diagonale (m x m) des masses généralisées .
[®)[K)[®)=[k]  matrice diagonale (m x m) des rigidités généralisées .
On rappelle que pour le mode i on a la relation :

ki= m]
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Condensation de non Résolution hors ol
Guyan mémoire centrale de
K, =v'Ky svstdmes linéaires
MM = WTKW I
K, x=3M | ]

g a7 A aaT Minimisation | | Suites de Sturm | | Itération | | Lanczos-
du quotient + itération inverse Crandall
de Rayleigh inverse avec simultande

( gradient décalage
conjugués )
Transformation
4 la forme ‘ Résolution d’un probléme
standard aux valeurs propres réduit

My, =U'U

p=UK, U’

Résolution en

mémoire centrale
deDy= Ay

Petit nombre de
solutions propres
cherchées

Itération Givens Jacobi Householder
directe QR
{simul-
tanée )
I
|
Restitution des vecteurs
propres ;
Uxy=y
=YXy
I
Bornes d’erreur
Recyclage itératif

Figure IV-1: Synoptique des méthodes de résolution en analyse modale
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Cependant, en générale, la transformation (IV4) ne diagonalise pas la matrice
d'amortissement modale [C]. La matrice d'amortissement [c] est pleine .

[PHC)[®]=[c]
Aprés avoir utiliser la transformation (VI-4) dans le systéme (IV-3) et le prés-multiplier
par ¢, on obtient le systéme des équations modales du mouvement, soit :
[ma}{n} + [e]{n} + [KHn} = [®] {F(1)} = {£(t)} av-5)
avec : {f{t)} vecteur des forces modales

Ainsi, dans le cas général, les équations modales du mouvement sont couplées par
l'amortissement .

Il existe certaines conditions sur Pamortissement qui permettent d'assurer un caractére
diagonal & la matrice d'amortissement modale, c'est & dire :

[OTIC)[®] = [ea] = [2myuy]

Amortissement proportionnel

La condition d'amortissement proportionne] introduite par RAYLEIGH s'exprime sous
forme: :

[c]=ao[m]+ay[K]

ag et a; sont deux constantes spécifiées
Danscecas ona:

[®]'[C][@] = ao[m] + a1[K]
d'olt le facteur d'amortissement du i™ mode :

C, _
Ime, 20, 2

a, a,0

§’.=

Cette loi définie par les valeurs d'amortissement de deux modes a l'avantage de simplicité,
mais elle n'est pas satisfaisante pour I'étude de structures complexes .

Séries de CONGHEY
CONGHEY a représenté une condition générale sur les matrices d'amortissement de telle

sorte qu'elles puissent étre diagonalisées par la transformation des modes réels .
Cette condition s'exprime sous la forme des séries suivantes :

43



Chapitre IV La méthode des éléments finis en dynamique

[C]= [M],Zofa,- (IMJ[K]Y

onmontre que fona:  [®J[CI[®] = [2mut;]

avec:
1 I a
- — 2 _ o 2 2m-3 .
= o, Z:ajmi = 2(co. +a,0; +a,0; +...+a, 0] i=1lm

Cette loi générale d'amortissement est définie par les valeurs d'amortissement de (m)
modes, cependant, cette condition sur I'amortissement n'a pas de fondement physique et présente
surtout un intérét académique :

Hypothéses de découplages dynamique

La pratique la plus couramment utilisée actuellement pour l'analyse dynamique par
superposition modale consiste & ne retenir pour le calcul de la reponse dynamique que les termes
diagonaux de Ia matrice d’amortissement modale .

Cette hypothése, dite de BASILE, est formulée de la fagon suivante:

Méme en présence de découplage modale d'amortissement, les équations modales du
mouvement sont dynamiquement découplées pour les structures faiblement amorties, si la
séparation des modes en fréquence est satisfaisante.

Cette hypothése a été justifiée par differents auteurs qui ont formulé des critéres de
découplage sous des formes voisines. Ces critéres de découplage s'expriment sous les formes
suivantes pour un mode (j) donné :

1C..
% Cy <<1 (HASSELMAN)
Cji
2%, = c_ (WARBURTAN)
K mink

avec: Q= (%,—)2 ~1  :Facteur de séparation en fréquence pour deux modes k et j .

£ : Paramétre d'erreur de ce critére de découplage
Les équations sont découplées si :

- Les termes d'amortissement sont petits, ce qui est vérifi€ pour les structures faiblement
amorties .

- Les fréquences propres sont correctement séparées .
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Dans ce cas on ne peut r-etenir que les termes diagonaux d'amortissement pour le calcul de
la réponse .

Le systtme des équations modales du mouvement (IV-5) se raméne 4 n équations
différentielles découplées ,soit :

[mIn+[cIn+[kin= @ {F} = {f(1)}
soit pour le i*™ mode : |

e 25 oin =2

avec : {0} = {X'F@)} forces généralisée du i'™ mode .
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INTRODUCTION
La programmation de la méthode des éléments finis n’est pas un but en soi, car de nos
jours il existe des logiciels trés performants traitant divers types d’éléments. Néanmoins,

Pingénieur doit connaitre les grandes lignes de celle-ci pour qu’en cas de besoin, il puisse
élaborer son propre programme.

dans ce chapitre nous donnerons les grandes lignes du programme informatique
¢laborer en langage FORTRAN .

Les sous-programmes

En suivant l’orgamgramme (V-1), on remarque que chaque étape du calcul est faite
séparément pour mieux organiser le programme

Les sous-programmes utilisés sont :

o Subroutine géomet

Ce sous-programme lit les coordonnées des noeuds et les connectivitées (noeuds
attachés a chaque élément) a partir d’un fichier de données.

¢ Subroutine évader
Il permet de calculer :
- Les fonctions de forme [N] et leurs dérivées par rapport 4 £ et 1
- La matrice Jaccobienne, sont inverse, sont déterminant et ces dérivées par rapport
aXety.
- La matrice [B].
e Subroutine stiffness
ce sous-programme calcul les matrices élémentaires [KE],[ME],[FE].

o Subroutine resol

c¢e sous-programme résoud le systéme en utilisant la méthode d’élimination de GAUSS,
il nous donne les déplacements de chaque point.

o Subroutine helement

il permet de calculer les contraintes aux noeuds.

Choix de nombre de point d’intégration
Le choix du nombre de point d’intégration optimal pour un élément fini n’est pas

explicite dans les ouvrages; ainsi pour les élément isoparamétrique, la référence [1] suggére un
nombre de points d’intégration permettant d’avoir une approximation exacte de (det J), alors
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que la référence [2] trouve que ce critére peut étre insuffisant. Néanmoins, en régle générale, le
nombre de points d’intégration doit étre compris dans un intervalle bien déterminé.

La référence {5} suggére un nombre minimat de 2 x 2 et un nombre maximal de 3 x 3,
pour I’élément isoparamétrique & § noeuds.

En ce qui concerne notre programme nous avons opté pour un choix de 2 x 2 points
d’intégration(intégration réduite) ainsi que leurs poids correspond.

Calcul des contraintes

le calcul des contraintes peut se faire en n’importe quel point de I'élément, il suffit pour
cela de spécifier les coordonnées. Les étapes de calcul seront identiques 2 celle utilisées pour le
calcul de la matrice [K] jusqu’a I’étape du produit [D]x[B], les contraintes seront déterminées
par le produit :

[F1={Dx[B{U}

Les références [5] et [6] suggerent de calculer les contraintes aux points d’intégrations,

car ¢’est en ces points qu’on connait le mieux les déformations. Mais il est plus facile de les

calculer aux noeuds (nous avons opté pour ce choix) vu que Perreur n’est pas trés importante
par rapport a ceux calculer aux points d’intégration.
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Organisation des programmes o résultats

Introduction des données. I
Pour chaque élément : I

Initialiser & zéro :
» matrice de rigidité élémentaire { Re],
« matrice masse élémentaire  [Me],
» vecteur force é}émentaire [Fe).

!

Pour chaque point d’interpolation : I

Calcul des fonctions [N] et leur dérivées par
rapportafetn, |

I

Calcul de la matrice Jaccobienne, de son
déterminant et de son inverse ,

l

Calcul de la matrice [B], de sa transposée ,

1

Accumuler [Re], [Me] et [Fe] :
[Re] = [Re] +det (J) » [B]' [D] [B]
[Me] = [Me] +det (J) « [B]'p[B]
[Fe] = {Fe] + det (J) » p[NT'

:

Assemblage de [Re], [Me] et [Fe]

!

I Résolution I
Calcul des contraintes I

Affichage des résultats

Organigramme (V-1)

-]
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L’étude dynamique
Pour I’étude dynamique, on a utilisé le langage MATLAB vu que Peffet des grandes
valeurs propres est négligeable par rapport a celles qui sont petites. On a pris en considération

que les 20 premiéres valeurs correspondant 4 la porte basse fréquence; on a résolu le systéme
en absence des amortissements par la méthode de superposition modale.

Les données pour la résolution, de notre systéme est :
« les matrices de masse et de rigidité,
« le force, surfacique et volumique.
et les résultats obtenus sont :
+ valeurs et vecteurs propres,
» les déplacements pour un pas de temps ( t = 20 sec. ),

+ les dépiacements aprés une déformation initiale, successivement pour un pas de
temps (t o = 4 sec.)

Les programmes en langage MATLAB, qu'on a utilisé pour 1’étude dynamique, se

présente sous forme d’un enchainement logique, des blocs d’instructions et/ou des fonctions
exécutables. Mais on a essayé de nous rapprocher d’une représentation sous forme

d’organigramme.
C’est pour cela que I"organigramme ( V- 2) a été élaboré.
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( Début ,

Matrice masse [M]
Matrice rigidité [K]
Force globale {f, }
Force surfacique {f, }

v

Calcul des valeurs et
vecteurs propres

Sélection des 20J

premiers modes

| ¥
Découplage

Résolution des systémes
m;it; +k; =1

y

Résolution par la méthode
de superposition modale de :

Y v
{u} =¥ {n} {u} =[v] {n}

avecug% 0

Fin

Organigramme (V-2)

bt |
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Présentation graphique des données (charge surfacique)
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Remarque : ces charges sont calculées par la méthode des singularités
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Chapitre V

représentation de résultats

Les résultats:des déformations pour la structure en acier
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Chapitre V Représentation des résultats

Déplacement v (m)
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Chapitre V représentation des résultats
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Chapitre V Représentation de resultats

0.008 T I ;
— — Aprés déformation dynaniqu;\,
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Remarque: u déplacement suivant x

v déplacement suivant y



Présentation des ailes aprés déformation

Apreés déformation

Avart déformation

Déformations emplifiées(Angle2©)

Aprés déformation

Avanit déformation

Déformations emplifiées(Angle 8°)

Aprés déformation

Avant déformation

Déformations emplifiées(Anglel6°)
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Chapitre © Organisation des programmes & résultats

INTERPRETATION DES RESULTATS

e statigue

- le changement du matériau et ['utilisation d'un matériau composite engendre des
contraintes et des déformation plus importante qu'un acier dure .

- La déformation maximale est localisée au bord de fuite.

- La vanation des déformations nous permet de choisir lincidence (¢=8°), la contrainte
est par contre plus importante pour ['incidence (a=16°)

e dynamique

- En générale, les déformation dans le cas dynamique sont plus importantes que dans le
cas statique.

- Comme en statique la réponse dynamique devient plus importante pour un matériau
composite que pour un acier.

- les déformations sont concentrées dans l'extrados ( l'extrados est soumis a une
compression).

- Le déplacement est trés apparent au bord d'attaque et de fuite.
- intensité des déplacements au bord d'attaque engendre une déformation importante.
- La déformation au bord de fuite présente une rotation dirigée vers le haut.

- Le choix des (20) plus petites valeurs propres est entiérement satisfaisant parce qu'il
nous a permis d'avoir des réponses dynamiques adaptés.

- En faisant varier Fincidence, on remarque également que l'angle d'incidence (0=8) est
toujours bien adapté 4 I'écoulement autour du profil étudié, alors que l'angle d'incidence
{a=16) présente le cas le plue défavorable.

- Pour les matériaux composites { on a utilisé trois sous-structures de matériaux
différents).
o Les déformations statiques et dynamiques sont présque égales vu que la masse est
petite devant la ngidité
¢ On constate que la déformation est plus importante au suos-structure médiane et-
cela est due a Iutilisation d’un matériau léger et moins rigide donc il est préférable
d’utiliser un matériau plus rigide que ce lui utilisé mais aussi plus léger et moins rigide que’
ceux utilisés au bord d’attaque et au bord de fuite.
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Annexe A ' Matenaux composites

" I- DEFINITION

On désigne sous le nom de composite des corps constitués de plusieurs matériaux de
nature différentes et ayant chacun une fonction bien déterminée.

Le type de composite employé dans l'industrie aéronautique et spatiale comprend une
matrice dans laquelle sont enrobées des fibres . La contrainte appliquée est essentiellement
supportée par les fibres, la matrice leur servant de support de protection et transmettant les
contraintes d'une fibre a l'autre.

Cette technique permet l'ufilisation de matériaux de faible masse volumique, offrant une
trés grande résistance dans les produits de dimensions courantes .

La lhaison fibre-matrice doit étre prévue pour transmettre- les contraintes de
cisaillement, néanmoins elle doit présenter une dictilité suffisante pour permettre une bonne
tenue du composite aux chocs. Un mouillage satisfaisant entre fibres et matrice est donc

indispensable.
H- TYPES DE MATERIAUX

Les matériaux pour fibres pour lesquels ont porté les expérimentations actuelles sont
principalement:
le carbone, le bore , le verre et le kevlar .

Les matrices organiques sont en général :
- Les résines époxydes.
- Les résines polymides.

Les fibres sont disposés parallélement dans la matrice-support pour constituer des
rubans ou des tissus.
Les pieces sont réalisées par empilage de couches de rubans (ou de tissus) et polymérisation .
II-1 Composite a base de fibres de verre

Ce type de maténau est, en général, utilisé pour des piéces assez peu sollicitées,
cependant, des applications telles que pales d'hélicoptére ou corps de propulseur bobinés
d'engins, correspondant a des conditions sévéres d'utilisation.

1I-2 Composite a base de fibres en carbone

ils donnent a la fois une résistance élevée et un bon module d'élasticité. Les applications
étudiées correspond a des piéces de structure d'avion, des carters de réacteur, ...

II-3 Composite a base de fibres en bore

Les applications sont aussi des piéces de structure, des fiittage de piéces tournant a
grandes vitesses, ...
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- Conclusion générale



CONCLUSION

On sait que I'une des plus importantes étapes de la conception d’une aile

d’avion est I’étude aéroélastique (effet aérodynamique sur I”élasticité).

Pour cela, on a fait une approche qui nous a permis de simuler (faire un
code de calcul) les interactions, en vue d’obtenir des grandeurs fidéles des

contraintes et des déformations.

Notre choix s’est porté sur les matériaux composites a la place des
matériaux métalliques pour les considérations suivantes :
* une possibilit¢ d’obtenir -a performances presque égales - , des gains en masse
d’environs 40% . Ce qui engendre une augmentation de la poussée et une
diminution de consommation en carburant.
* des piéces composites sournises a des déformations sont réparables, ce qui

n’est pas le cas des piéces métalliques.

Pour notre cas, nous avons pris en considérations les charges de pression et
de masse; une éventuelle force extérieure peut étre prise pour exprimer des
perturbations agissant sur Iaile ( tels que : les effets trous d’air, ou
dysfonctionnement des moteurs ), et de les étalonné selon les phénoménes

physiques simulés.

On peut calculer la déformation aprés une déformation imtiale, en calculant
la nouvelle répartition des pressions (sur le profil déform¢). On peut également
¢tendre cette étude sur un ensemble de profils acrodynamiques, et d’en voir

I"effet des sollicitations externes, en développant une méthode de simulation.
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