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Dans cette étude on aborde le probléme thermohydrodynamique du palier
cylindrique de longueur finie. La théorie générale THD est présenté amnsi qu'une
méthode globale de résolution par éléments finis. On étudie plus particulierement
Tinfluence des conditions aux limites imposées aux parois externes du palier, ainsi que
l'effet des variation de f'excentricité relative et de la vitesse de rotation de I'arbre sur les
caractéristiques statiques du palier. Le logiciel MEFTHD élaboré s'adapte a tout
mécanisme de lubrification et servira avantagesement dans toute étude dimensionnelie
d'optimisation industrielle.

ABSTRACT

The thermohydrodynamique problem in finite lenght journal bearings is studied
in steady state conditions. The général THD theory is presented as well as global
method for resolution by the finite element method. The influence of temperature
boundary conditions of the bearing outer surfaces is examined and also the influence of
the relative eccentricity and the rotational velocity variations on the bearing
characteristics. The software MEFTHD elaborated is adaptable to any mecanism of
jubrication and can be usefull avantageously n any dimensional study for industrial
optimisation.
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INTRODUCTION

Le déplacement relatif de deux surfaces en contact s'effectue toujours avec frottement,
qu'il s'agit de glissement, roulement ou pivotement. Le frottement peut €tre avantageux lorsqu'on
recherche l'adhérence ou lirréversibilité, il peut étre par contre nuisible lorsqu'il s'agit de
rendement mécanique des machines, il constituerait si l'exécution des machines était parfaite, la
totalité des résistances passives. En pratique, il constitue la majeure partie, exception faite pour
les groupes turbogénérateurs modemnes et quelques mecanismes particuliers, ou perte moyenne
d'énergie que représente le frottement est voisine de 5% de I'énergie mise en ceuvre (8 & 12%

dans le cas des moteurs a combustion interne).

On définit un mécanisme lubrifié par le contact de deux corps solides en mouvement.
Soumis a une charge et séparés par un film fluide, les deux solides sont caractérisés dans le

voisinage du contact par leur géométrie et leur cinématique.

Les paliers hydrodynamiQues ont une place importante dans I'éventail des réalisations
technologiques, en particulier lorsqu'il s'agit d'arbres fortement chargés et tournant a grandes
vitesses. Dans les conditions sévéres de fonctionnement, 'énergie dissipée par cisaillement dans
le film lubrifiant est importante, ce qui a\par conséquence l'élévation de sa température. Comme
la viscosité du lubrifiant décroit tres raptdement lorsque la température augmente,
l'échauffement entraine une diminution importante de la portance du mécanisme et une
atténuation des caractéristiques mécaniques des matériaux qui constituent les revétements
internes des coussinets, ainsi le risque d'avaries est accru. Ces deux effets montrent qu'il est tres

important de tenir compte du facteur température lors de la conception des pivoteries des

machines modernes.

La théorie isotherme de lubrification est largement utilisée pour le calcul des

performances des butées et paliers hydrodynamiques. Cependant, l'accroissement constant des

-

”
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charges et des vitesses relatives rend cette théorie insuffisante pour prévoir les performances des
dispositifs utilisés actuellement. Il devient nécessaire de prendre en compte les phénoménes

thermiques et de prévoir leur influence sur le comportement de ces mécanismes.

Les bases scientifiques de la lubrification ne sont que légérement antéricures a ce siccle.
En 1886, REYNOLDS [1] a proposé I'équation qui régit le phénoméne de portance dans un
palier. Les études théoriques entre les années 1900 et 1940 ont portées d'une part sur les
méthodes de résolution, et d'autre part sur les conditions aux limites associées a l'équation dite
de REYNOLDS. Durant toutes ces années, la théorie isotherme a été la seule utilisée. Cependant
en 1933, KINGSBURY [2] a publié une étude remarquable intitulée " heat effect in lubnication

films " qui contient les concepts essentiels, qui seront développés ultérieurement.

Au début des années soixante, les équations fondamentales qui gouvernent le
phénomene thermique ont été développées. Cependant, si les équations sont posées, 1l reste a
préciser les conditions aux limites et résoudre ces équations aux dérivées partielles fortement

non linéaires a cause de la relation de variation de viscosité en fonction de 1a température.

Deux types d'approches ont été proposées pour '¢tude du phénoméne en lubrification :
Certain auteurs voulant prendre en compte des phénoménes précis développent des méthodes
numériques sophistiquées et coliteuses, d'autres possédant des moyens de calculs limités ou
mettant en avant la nécessit¢ d'obtenir un résultat rapidement font des hypothéses

simplificatrices importantes et résolvent le probléme de fagon analytique ou semi-analytique.

Dans lanalyse des problémes réels de lubrification, on rencontre souvent des
configurations géométriques, des contraintes extérieures et des conditions aux limites d'une
grande complexité. La méthode des éléments finis que nous avons utilisé dans notre étude est

d'une utilisation beaucoup plus aisée que celle des différences finies.

Dans ce travail, nous présentons au chapitre 1 une étude bibliographique détailiée qui

montre I'évolution de I'étude concernant le probléme thermohydrodynamique.

Au chapitre II, nous abordons les équations de base de la mécanique des films minces

visqueux, nous insisterons particuliérement sur les équations qui régissent le comportement d'un
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écoulement en régime thermohydrodynamique laminaire ainsi que I'équation de la chaleur dans

les massifs.

Au chapitre I, nous appliquons les équations de la mécanique des milieux continus au

probléme des paliers lisses

Au chapitre IV, nous appliquons la méthode des éléments finis aux paliers. L'application
d'une part du principe de minimisation de l'énergie de dissipation visqueuse dans le film et
d'autre part la méthode de GALERKINE conjointement aux équations de I'énergie dans le film et

de la chaleur dans les massifs permet la discrétisation du probleme par éléments finis.

Enfin, le chapitre V sera consacré a la validation du programme numeérique, réalisé grace
4 1a confrontation des résultats obtenus par notre programme a ceux relevés expérimentalement

ou trouvés par l'utilisation d'autres méthodes numeériques.
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CHAPITRE I

ETUDE BIBLIOGRAPHIQUE

La recherche scientifique sur le probléme thermique en lubrification
thermohydrodynamique a commenceé en 1933 avec la publication d'une étude de KINGSBURY
[2], cette derniére comporte une partie expérimentale (dans laquelle l'auteur présente un

viscosimétre a manchon conique) et une partie théorique basée sur les équations suivantes :

n=7(T) @1
_, 90
s | 12)
H=U-U)=-kL | (13)
dy -

Dans ces relations, T, p, U et T sont respectivement la temperature, la viscosité
dynamique, la vitesse et 1a contrainte de cisaillement dans le film 4 une distance y de la paroi du
coussinet, K et Up représentent respectivement la conductivité thermique et la vitesse du film au

point ot la température est maximale.

On peut remarquer que si I'on dérive la derniére équation par rapport 2 y en considérant t

constant on obtient :

au d’T
M(Td? )2+Kdy2=0 (14)

c'est une forme de l'équation de 1'énergie satisfaisante si l'on tient compte du fait que le probléme

est axisymeétrique.
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KINGSBURY [2] résout le systeme d'équation en se donnant la loi de viscosité, la

température T sur l'arbre, la température T, du coussinet et la vitesse de rotation .

Dans cette étude théorique, KINGSBURY monire que la contrainte de cisaillement 4 la
paroi du coussinet ct de l'ordre de 40% de la contrainte calculée dans le cas isotherme. Il en
deduit alors que I'échauffement du film provoque une réduction de la charge supportée par

l'arbre de 60% par rapport 4 la charge calculée par la théorie isotherme pour des conditions de

fonctionnement semblables.

En 1937, pour simplifier les calculs, SWIFT [3] a utilisé une viscosité moyenne effective
qui selon lui permettrait de calculer de fagon satisfaisante les grandeurs caractéristiques d'un
palier. La question était cependant de savoir quelle valeur doit €tre attribuée a cette viscosité

moyenne.

En admettant un coefficient de conduction X indépendant de la température et une loi
simpliﬁée de variation de la viscosité avec la température, HAGG [4], en 1944 a proposé une
solution analytique au probléme de KINGSBURY [2]. Il a présenté aussi un viscosimétre a
cylindres coaxiaux. les résultats ont permis de valider les calculs et de démontrer le

comportement visqueux newtonien des huiles utilisées.

D'autre approches du phénomene thefmique ont été effectuées pour expliquer les
phénomeénes de portance mis en ¢vidence expérimentalement durant la deuxiéme guerre
mondiale par FOGG [5], dans le cas d'un blochet a faces paralléles. Dans ces travaux publiés en
1946, FOGG [5] attribue ces phénoménés de portance entre faces paralleles a la dilatation du
fluide sous l'effet de l'échauffement. Cet effet va pendant une vingtaine d'années susciter de

nombreuses recherches.

Ainsi, CAMERON et WOOD [6] en 1946, SHAW [6] en 1947 et CHARNES [6] en
1953 ont étudié avec des degrés de sophistication divers la variation de la densité avec la

température.

Dés 1949, COPE [7] fait intervenir 'équation de 1'énergie sous une forme simplifiée pour

obtenir la température du film. Quelques années plus tard, GUILINGER et SAIBEL [8],
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ZIENKIEWICZ et HUNTER [9] sont les premiers a présenter une méthode pour résoudre
simultanément I'équation de REYNOLDS et I'équation de 1'énergie dans le film.

En 1958, CAMERON [10] a montré que dans le cas du blochet & faces paralleles, les
déformations thermiques de la surface fixe, peuvent expliquer l'effet de la portance mis en
évidence par FOGG [5]. Il a mis aussi en évidence la prépondérance de la variation de la

viscosité avec la température devant la variation de la masse volumique.

A la méme époque, TIPEI [6] a proposé une loi de variation de température basée sur le
fait que la température augmente lorsque 1'épaisseur h du film décroit. Il a proposé ainsi une loi

de variation de la viscosité sous la forme :

i h a
=7 2 L5
M, ( hi / @)

ou a est une constante comprise entre O et 1 qui, pour les gaz et les fluides isovisqueux est égale

a zéro.

Ainsi dans les années 1950, les chercheurs ont essayé par des voies différentes de
prendre en compte influence de la température sur les caractéristiques d'un contact lubrifié.
VOGELPHOL {6] en de multiples occasions, a eu le mérite de rappeler que la seule approche
scientifique possible pour calculer la température dans un contact lubrifié et de faire une analyse
thermique compléte d'un systéme formé par le fluide et les solides délimitant le contact. l a

¢
publié en 1965 l'état de ces réflexions a ce sujet. \

En 1962, DOWSON [11] a modifié I'équation de REYNOLDS classique afin de prendre
en compte les variations de la viscosité et de la masse volumique suivant l'épaisseur du film. Il a
obtenu ainsi 1'¢quation dite de REYNOLDS généralisée qui permet avec l'équation de l'énergie,

l'étude des phénomenes thermiques en lubrification hydrodynamique.

TIPEI et DEGUEURCE [12,13], ont présenté une solution thermohydrodynamique pour
une épaisseur de film variant de fagon exponentielle ce qui a permis de découpler I'équation de
REYNOLDS [1] et de I'énergie en écrivant une relation entre la viscosité et l'épaisseur du film.

De plus ils négligent le gradient axial de température.
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En 1974, HUEBNER [14] a proposé de traiter I'équation de I'énergie comme une
équation elliptique, ce qui a permis de prendre en compte le phénomeéne d'écoulement inverse
qui apparait aux excentricités élevées. une telle approche n'est pas justifiée, car I'équation de

I'énergie en lubrification n'est pas une équation elliptique .

Demi¢rement, SMITH et TICHY [15] ont proposé une solution analytique pour
déterminer les caractéristiques thermiques d'un palier . Il se sont inspirés de I'équation de

(énergie formulée par MC CALLION [16] en considérant la viscosité constante.

Au fil des années, différentes hypothéses souvent lices aux moyens de calculs utilisés ont
été publiées. Parmi les hypothéses posées, beaucoup portent souvent sur les conditions aux
limites associées a I'équation de l'énergie. En effet les premiéres hypothéses consistent, soit a

imposer la température sur l'interface film solide, soit a admettre la condition d'adiabacité.

En 1963, DOWSON et HUDSON [17,18], ont introduit dans le cas du blochet la
condition d'égalité du flux de chaleur de part et d'autre de l'interface film patin fixe. Sur cette
. frontiére, la température et le gradient de température ne sont plus imposés arbitrairement mais

ils résultent de la condition de continuité du flux de chaleur.

DOWSON et MARCH [19] ont essayé d'étendre les résultats théoriques obtenus

précédemment, au cas du palier cylindrique. \

t
En reprenant les hypothéses de DOWSON, EZZAT et ROHDE {20] ont rés‘olu le
probléme thermohydrodynamique dans le cas du blochet de longueur finie. Il ont impos¢ des

conditions convectives sur la température pour les parois extérieures du patin.

HAHN et KLETTLEBROUGH [21] ont examiné des situation de complexité croissante

en partant de condition isotherme jusqu'a la conduction pour chaque surface du patin.

HUEBNER [22] a proposé une solution thermohydrodynamique compléte pour une
butée, il a montré qu'il est souvent possible d'utiliser une solution adiabatique pour déterminer
les caractéristiques de fonctionnement. Le méme auteur a utilisé la méthode des €léments finis et

a montré que cette méthode est avantageuse dans le cas de géométries complexes.
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On peut dire ainsi, qua I'heure actuelle, on sait bien prendre en compte les conditions

aux limites entre le film lubrifiant et les solides délimitant le contact.

D'autres auteurs ont analysé l'influence des déformations thermo-élastiques. Celle-ci est
d'autant plus grande que les pressions atteintes sont importantes, c'est le cas des contacts

hertziens, ou le cas des structures déformables ( cas des patins 4 faible épaisseur ).

Parallélement a ces études théoriques, des essais ont été effectués pour valider les
modéles de calculs employés. Ainsi, DOWSON, HUDSON, HUNTER et MARCH [23] ont
mené une expérimentation approfondie pour un palier lisse. Ils ont montré les différents roles
joués par le fluide, l'arbre et le coussinet dans I'évacuation de la chaleur produite par dissipation
visqueuse. Ils ont confirmé les faibles variations de température circonférentielle de l'arbre et

axiale du coussinet.

SEIREG et EZZAT [24] ont présenté une étude expérimentale pour un palier lisse,
ouvrant ainsi la voie a une approche semi-empirique du probléme thermohydrodynamique.
SEIREG et DANDAGE [25] ont développé cette approche pour obtenir un modéle de calcul
utilisant un nombre de SOMMERFELD modifié qui permet d'utiliser les formules du modéle
isotherme, il est cependant dommage que les conditions aux limites sur les température ne soient

pas prises en compte dans le calcul.

En 1984, BONCOMPAIN [26] a présent¢ une étude numérique par différences: finies
pour modéliser I'écoulement thermohydrodynamique dans un palier lisse. L'auteur a tenu compte
du transfert de chaleur entre différents corps en présence. 1l a montré que ces conditior'as aux
limites de type adiabatique peuvent étre en premiére approximation utilisées pour le calcul des
grandeurs globales, mais qu'elles ne permettent pas de connaitre la température réelle dans le

palier.

En 1985, BOUSSAID [27] a présenté a la fois une étude sur les paliers lisses en régime

turbulent et sur le probléme thermohydrodynamique en utilisant la méthode des éléments finis.



CHAPITRE II 9

CHAPITRE 11

EQUATIONS DE BASE

IL.1. INTRODUCTION

les relations générales permettant l'analyse thermohydrodynamique d'un contact lubrifié
sont déduites a partir des équations décrivant le comportement des milieux continus. Nous les
présentons succinctement, puis nous les appliquons au cas particulier de la lubrification en ne
prenant en compte que les termes prépondérants, ce qui permettra de définir les équations locales

de la mécanique des films minces visqueux.

I1.2. EQUATIONS GENERALES DE LA MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS
les équations générales de la mécanique des milieux continus traduisent les lois de
conservations suivantes:
- La loi de conservation de la masse
- La loi de conservation de la quantité de mouvement
- La loi de conservation de I'énergie
par ailleurs, il faudra rajouter a ces lois de conservation, des lois de comportement spécifique

aux milieux et aux phénomenes étudiés.

I1.2.1. LOI DE CONSERVATION DE LA MASSE
Soit Dy,(t) un domaine matériel de S (systéme étudi€) que 'on suit dans son mouvement.
-»
Chaque point de sa frontiére dDn(t) a donc la vitesse U de la particule fluide avec laqueile il

coincidé a l'instant t. Pour ce domaine la loi de conservation de la masse se traduit par I'équation

d
E; Dm)pdv =0 (th)
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Modifions cette équation & I'aide du théoréme de transport de Reynolds appliqué a

I'équation de conservation de la masse, il vient alors :

ijnmrr) pdv =] @dvﬂ‘ pii.idA =0

dt Diaft) at Daft)

(1.2)
Le théoréme de la divergence permet de transformer l'intégrale de surface du second

membre, et la relation (I.2) devient :

d op -

— dv = —+ Div(pu } Jdv=10
1o 08 =L, 2+ Div(pit ) ] .
Cette relation est valable pour tout domaine Dyy(t). En supposant p et U continus ainsi

que leur dérivées premicres, il vient :

% +Divipiu )=10
ot (IL4)
Cette expression représente la forme locale du principe de conservation de la masse. Elle s'écrit

aussi sous la forme suivante :

6t a Xi (H.S)

Lorsque le fluide est incompressible on peut écrire :

pu ) _ 0
O xi (IL.6)

11.2.2. LOI DE CONSERVATION DE LA QUANTITE DE MOUVEMENT
La loi de conservation de la quantité de mouvement écrite sur un domaine matériel Dp(t)

prélevé dans S se traduit par l'équation :

d —
:i?jD“(” Pudv=[,y fidv+]opy oy ndA (I.n

qui exprime que le taux de la quantité de mouvement de Dy(t) est égale aux forces appliquées
sur ce domaine . |

Dans cette relation, o;; représente le tenseur des contraintes s'appliquant sur Dy(t) et f; les
efforts volumiques agissant sur ce méme domaine .

Le théoréeme de transport de Reynolds appliqué a 'équation de conservation de la

quantité de mouvement et celui de la divergence permettent de transformer (I1.7), en :
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ij(g)[p u'fi'( (GJ)]dv=0
dt Ox; (IL.8)
comme le domaine Dy(t) est arbitraire et I'intégrale supposée continu, on peut écrire :
p %u_' = f,‘ + ..a_o.‘{.
t 3} Xy (H.g)
Soit encore en développant le premier membre :
Cu: Ou Jo ;
p(_u+uj_u")=fi+ Gy
6t 6 xj 6 X (H.IO)

Cette relation est la forme locale de la loi de conservation de la quantité de mouvement .

REMARQUE : en lubrification, la loi de conservation de mouvement et la lot de conservation de

la masse permettent d'obtenir I'équation de REYNOLDS .

i1.2.3. LOI DE CONSERVATION DE L'ENERGIE
La troisiéme loi de conservation de la mécanique des milieux continus exprime la
conservation de l'énergie. .
Cette lo1 sera appliquée successivement aux trois milieux physiques rencontrés dans
notre probléme : le film lubrifiant, l'arbre et le coussinet .
‘la formulation de cette loi est faite en négligeant les effets électriques, magnétiques et
chimiques .
Soit F l'énergie d'yn domaine matériel Dp(t) d'un systéme S. Par énergie, il faut entendre

la somme de I'énergie interne et de I'énergie cinétique .

On aura dong :

)
E(D,)= -[D.,.(r) p(6+3uiui Jdv

(.1t
e(x;,t) représente l'énergie interne massique.
Soit P° la puissance des efforts extérieurs s'appliquant sur Di(t) on a :
Pe__—_[Dmm fiuidV+IaDm[I) TiuidA (H_IZ)

Dans cette relation T; représente la composante du vecteur des forces surfaciques
agissant sur le domaine Dp(t)

soit dQ/dt le taux de chaleur regu par Dp(t) :
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On peut poser pour une partie Dy,(t) découpée dans S :

agm) _,
20t (IL13)

Ainsi q est une densité surfacique de taux de chaleur recu par conduction & travers

0Dy(t) et traduit les échanges a travers Dyy(t). Par ailleurs, la loi de FOURIER concernant la

transmission de chaleur suppose que :
6(KT)

ox (I.14)

ou X est le coefficient de conduction du milieu considéré .

q - —q,nr

La loi de conservation de I'énergie se traduit par 'équation :

dE(D) _ ., 4Q(D)
dt dt (11.15)

ou en explicitant :

d i ~
E;Iomm plet P w)dv=J, o, fiwdv+{,, (Tiu+q)dA (1.16)
le théoréme de 1'énergie cinétique qui s'écrit : "'
d .
dt L17)

permet de simplifier I'équation (IL.16) .

Dans la relation (I1.17), E(D) est l'énergie cinétique de Dy(t), P° la puissance des efforts

extérieurs s'exercant sur Dy(t) et P la puissance des efforts intérieurs qui s'exprime par :

P=- le (r)o'ysydv

(IL18)
ol g; désigne le tenseur des taux de déformation :
81j=i u +auj ),

2 0x; Ox (I.19)

Le théoréme de 1'énergie se traduit alors par l'equation :
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d 1
EID,,MEP wia; @ =—IDm(rJGﬁ'8ﬁdv
+ J Dm(f)f wdv| o, L1l d4 (11.20)
retranchant (I1.20) de (II.16), il vient, en tenant compte de (I1.14) :

E.{Dm(r) pedyv = IDM(,)GgSng'faDm(,)q,-njdA (Mm21)
soit en transformant l'intégrale de surface en intégrale de volume a l'aide du théoréme de la
divergence :

d 94,
'J;J.D..,ﬂ) pedv = ID,,.(U ( 0"1'8"!'-6_ Jav

Xe (I1.22)
si I'on admet que les intégrantes sont continues, l'équation aux dérivées particlles associées a
(I1.22) s'écrit ;

de 94,
df ax,- (]1.23)
En portant la loi de Fourier ( I1.14 ) dans ( I1.23 ), en obtient enfin :
de
P—=o,&;% ( kT )
a Oxi Oxi (1.24)

Cette expression représente une forme tres commode de I'équation de 'énergie, mais elle

ne fait pas apparaitre explicitement la température qui intervient dans I'énergie interne massique

€.

Considérons le milieu comme un milieu bi-paramétrique, dont I'énergie interne massique
e est un potentiel thermodynamique fonction des variables v et T (v=1/p) ou v est le volume
massique. (annexe 1).

soit donc :

e=e(v,T) (I.25)

alors

de dT
e Z T2, 2
dt (IL.26)
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Or, on sait que la chaleur spécifique C, du fluide a volume constant est définie par :
Oe
= ( A )v
or (IL27)
et
Ce oP
(— Jr=(= \T-P
ov oT (11.28)
En revenant aux variables p et T, il vient :
de df oP d 1
e pC | T(=)o—-P | p—(—
P =P, [ (ar)" }pdf(p)
le terme p d/dt (1/p) peut étre transformé en se servant de 1'équation de conservation de
la masse :
pdly__1ldp_ou (1.29)

dt p pdt_axs

l'équation de I'énergie s'écrit alors :
dT %, Ju;i 0 oT
PC = [P-T( 2 ), [T 40 0,4 ——(K~—)
dt 6T axi ax,- 6x,- (H30)

Cette équation est trés générale et peut s'appliquer a différents milieux physiques .
11 faut noter qu'elle s'applique particuliérement bien lorsque on traite le cas des fluides
incompressibles, car alors :

ou:
ax:

=0
et I'équation ( 11.30 ) se reduita :

dT

0 or
E=Gy8y+‘“‘“(K"'—*)

pC, EPREr

(1.31)
Si le fluide n'est pas incompressible, on peut trouver une autre forme de I'équation de

I'énergie en faisant intervenir I'enthalpie massique / :

h= e+£
P (11.32)
soit
e ot h _£

P (I1.33)
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reprenons alors I'équation (11.24) et exprimant le terme du premier membre

de dh d
P =P P "E( f )
(IL34)
Chosissons l'enthalpie comme une fonction de la température et de la pression alors
(annexel):
dh oh dT _oh _dP
_=(_ )p_+(_ )T_
dt o tdr  op 7 dt (I35)
avec
oh I
(5}; Jr=—(1-TB)
P (1L.36)
ou P est le coefficient de dilatation thermique donné par :
1, 0P
B = ‘_( a_T )P
P (1L37)
’ par définition :
\ oh
| ( s )p = Cp
or (IL38)
ou C, est la chaleur spécifique a pression constante, il vient ainsi :
dh dT dP
—— —+(!-T .
P 7 PCr 7 ( B) i (11.39)
portons ce résultat dans (11.34) en tenant compte de (11.24), alors :
dT dP d P dP 0 oT
e =TB—+pf — }-—tg, e+ —f K—
Pdet Bdt pdt(p) 4 Foie ax'_( 3xs) 140

Cette forme de l'équation de I'énergie est plus particulierement utilisée lorsque la masse

volumique p du lubrifiant est variable, comme par exemple dans le cas des gaz.

I1.2.4. LOI DE COMPORTEMENT DU FLUIDE UTILISE
Dans cette étude nous supposons que le fluide utilisé est un fluide visqueux newtonien. Il
satisfait donc aux hypothéses de linéarité, d'homogénéité et d'isotropie. 11 faut cependant noter
que de nombreux fluides ont des lois de comportement qui s'écartent de ces hypotheses.
Cependant dans le cas étudie ici, lhuile lubrifiante d'un palier a = généralement le

comportement d'un fluide visqueux
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newtonien, dont la loi de comportement s'écrit :

oy =( -P+10)5,+ 2us, 41

ol

£ = i % + @.{. )
représente le tenseur de taux de déformation, O le taux de dilatation cubique, A et p les deux

coefficients de Lamé, appelés encore dans le cas des fluides coefficients de viscosite .

IL.3. EQUATIONS GENERALES DE LA MECANIQUE DES FILMS MINCES

VISQUEUX
En mécanique des films minces visqueux, le milieux étudi¢ est formeé de deux solides,

séparés par un film mince de lubrifiant dont I'épaisseur est trés faible devant les autres

dimensions. Ainsi l'une des dimensions du contact est privilégiée par rapport aux deux autres .

Si 'on néglige la courbure générale du film, le systeme d'axes orthonormés peut Etre
choisi de telle sorte que le plan X;0Xj soit paralléle au film. Dans ces conditions , les surfaces

de contact peuvent étre représentées dans ce repére par les équations H;(X;,X3,0) et Ha(X,X3,0) .

\ X2 Un

13

X3
fig.Il.1: Systeme d'axes
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Si l'on suppose qu'il n'y a pas de glissement entre le fluide et les parois du contact, Ia
vitesse du fluide a la paroi est égale a la vitesse de celle ci au point considéré. cette condition

peut s'écrire :

U=Un Vi=U;z; Wi=Uj3  pour H=H;,

(11.42)
Uy=Uy Viy=Uz Wy=Uy pour H=H;

L'¢épaisseur du film représentée par H=Hy-H, est toujours petite devant les autres
dimensions du contact .

Compte tenu de la forme particuliere du contact, les équations de la mécanique des
milieux continus peuvent se simplifier considérablement, car certains termes sont négligeables

devant les autres .

Pour déterminer l'ordre de grandeur des termes des différentes €équations, une analyse

dimensionnelle est nécessaire .

Tonm o x o _x oV
R T A L
U, L W
U 7 ! VIVH . W v
— Y T — A
uz_“_;k:_‘- p:i, T_—___..
un ;\40 pa Tﬂ
C K ~
Cp—_p. : = B:.E..
Cpo Ko By

(I1.43)

Dans ces expressions L et V sont respectivement la dimension et la vitesse
caractéristique selon les axes OX; et OX3, H et VH/L celles suivant X, ; L/V, g, Ao, po, To, Cro,
Ko et o définissent respectivement l'ordre de grandeur du temps, de la viscosité dynamique, du
coefficient de viscosité, de la masse volumique, de la température, de la chaleur massique, du
coefficient de conduction et enfin du coefficient de dilatation calorimétrique du fluide .

Ce changement de variables conduit & poser pour la pression

- )
p=p 2
HoVL

Par ailleurs un paramétre d'échelle e=H/L est mis en évidence en mécanique des film

minces visqueux, il est de l'ordre de 102,
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IL3.1. EQUATION DE CONSERVATION DE LA MASSE
L’équation (I1.5) s'écrit sous la forme sans dimension

Ve, .o %, G d

P = (PUD (U * (U ] =0

t Ox Ox; 0x; (11.44)

- On constate que tous les termes ont le méme ordre de grandeur. Ainsi, sauf dans des cas
particuliers simples, il faudra toujours utiliser I'équation compléte de conservation de la masse .

I1.3.2. EQUATION GENERALISEE DE LE MECANIQUE DES FILMS MINCES
VISQUEUX
11.3.2.1. INTEGRATION DES EQUATIONS DE NAVIER
L'analyse dimensionnelle de I'équation de conservation de la quantité de mouvement

conduit aux équations de NAVIER simplifiées :

oP 0 U
=—(n—)
Ox; Ox: Ox:
oP
Ox:
oP 0 ouU
S —(u—2)
(?xj Ox:  0x: (11.45)

Dans ces équations :

- Les forces massiques F; sont négligées .

- L'épaisseur du film H, - H; est trés faible devant les autres dimensions (Hy-H,)Y/L est
approximativement égale 3 10,

- les forces d'inertie dans le fluide, sont nég]iéeables devant les forces de viscosité et de
pression .

Pour intégrer les équations (11.44) compte tenu des conditions aux limites décrites en
(11.42), il est commode de poser :

po[r b

o onfx,&,x3,t)
(11.46)

J= I“_____ﬁﬁ_____

Aoulx,§,x3,t)
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pour x»=H, I=J=0
et pour x; =H; lesintégrales / et J prennent les valeurs suivantes

I(Hy)=1,= 7 X285
”(Xr * t)

J(Hz) J2 IHZ dxz

Hix:. Y (IL.47)
1 vient alors :
U—-—(I J )+U21'UHJ+U”
0 x; 2 J2

U,= (I g1z )+U23 Uis

J2

J+
3x3 Uiz

(1L.48)
De plus 1'équation de conservation de la masse permet d'obtenir

oU; , OU;
U,= (—+
2=, Ox; Ox;

Jdx:t Uz

(11.49)
L'équation { 1.5 ) de conservation de la masse s'écrit aprés intégration & travers

'épaisseur du film :

, OP
fin 5y dvetf, axl(PU,)dx;

(I1.50)
On peut transformer cette équation en se servant de la formule de dérivation des

intégrales qui s'écrit en prenant pour argument une fonction F(x;,H;,x3,t)

OH
e = e He Fdx F ’H 3 ;t 2
H ax;dxz on IH, - Flx1, Hyxs )axi
3,
+F(XI,H.U)C3,[) Hl
Ox; (1.51)
aveci=1ou3

Par ailleurs, pour i = 2 on peut intégrer directement

I

Hy (PUz)dXJ P Un-pUr
Cx2

(IL52)
Ou p; et p; sont respectivement les valeurs de la masse volumique du fluide sur les parois 1 et 2
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Compte tenu des relations (11.42), (I1.50), (IL51), (I1.52), il vient :

0 o}
.[ Pdet2+—jH,PU3dxz P, Uy—— ki P, Un—— Hz
Ox; 5x3
aH aH{ 5 Hs
PUn—— o) to,Un—7— s +92U22'P;U12+EIH, Pdx;:-
’ 2a§2+PzaH’=0
t ot (11.53)

Les deux premiers termes peuvent étre explicités grace a l'expression des vitesses Uy et

Us données par (I1.47) en intégrant par partie et en posant au préalable :

R=[, p(x1.8 x:.0)dE

R R
G=[y E(x; )dxg I _xide IF

(I1.54)
11 vient alors :
oP
H, " pUidx: = RzUz:'a_G (Uz-Un )F
X
oP
' Iﬁi pUsdx:=R,Uz- G-(Uy-Up )F

| Ox; (IL55)

ou R; est la valeur que prend la fonction R 4 la parois 2 .

En regroupant les différents termes, on obtient 'équation de la mécanique des films

minces visqueux généralisée qui s'écrit :
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15} or 0 oF aHz
(G + G Uu(R F+U F
£ ax.r) 6x3( 3x3) ax;[ wW(R-F)+ U FJ-p,Un 3x;
5H
p,Un—— [Uzs(Rz'F)"'UisF]'
Ox am
CH; ‘ 6H.' OR;
p2U23 6}[3 p;U!J ax3 6t
OH oH
9272'*'9; EY I"'PgUzz p, Ui
(11.56)
11.3.2.2. EQUATION DE REYNOLDS GENERALISEE '

Généralement en lubrification la vitesse d'une paroi du contact est tangente a cette paroi,
I'équation de la mécanique des films minces visqueux généralisée se simplifie car en plagant

Porigine du systéme d'axe sur cette paroi on peut poser H; =0 et H =h (fig. IL.2).

En utilisant les coordonnées cartésiennes XYZ , les conditions aux limites sur la vitesse
s'écrivent : "
surlaparoi 1 ,poury=0 U=U;; V=0 ;W=W,

surlaparoi 2 ,poury=h U=U;; V=V, ; W=W,

AY N

fig. 11.2 systéme d'axes
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Le choix du systéme d'axes impose a la vitesse Videla paroi 1 dans la direction y d'étre

identiquement nulle .

Les vitesses u , v et w du fluide s'écrivent alors :

U:Q‘E(]-ﬂ).,.[]?'w

J+U
ox J2 J: ]
ey (L
W=§£(I-12J)+W2-W"J+W,
& J T (IL57)
dans ces relations
= te ep
0 b
d
12:[2 ldy J>= 2 Y
H H (I1.58)

Des expressions précédentes, on déduit les contraintes de cisaillement dans le fluide :

W= (y- 5_P Us-Uy
ox J2
apP W
P £ ) Weow
J: (T1.59)

L'équation de Reynolds généralisée par Dowson en 1962 s'écrit

ch

_(G—) —(G_) = _[Uz(Rz F)+u,Fj- p;U26

oh
+—[W2(R2 F)+w,F]- psza

.@&_ %-l—p V
ot ler 7 (11.60)

+
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ou les fonctions R, F, G et R2 sont définies par :

R=[] plu&,z)dE

o
F=—j B—dy
J2 u

f?
R
G=[' Tydy—hF

R:= I‘rh) pdy (I1.61)
Ces relations doivent étre utilisées pour I'étude des contacts dans lesquels on tient
compte de l'effet thermique. 11 faut de plus : ‘
- L'équation de continuité pour calculer le champ de vitesse U; dans le fluide .
- L'équation de 1'énergie pour calculer la température dans le fluide .
- Les relations qui donnent les variations de la masse volumique et de viscosité avec la

température . Dans le cas des liquides , la masse volumique est généralement supposée constante
Il faut par ailleurs connaitre avec précision les conditions aux limites sur la température .

11.3.2.3. INTERPRETATION PHYSIQUE DES DIFFERENTS TERMES DE
L'EQUATION DE REYNOLDS
Dans cette équation ;

- Le terme :

0 o 8P
—_ -F}+ Fl-—(G—
6x[Uz(Rz V+UF] ax( 6x)

représente la variation du débit massique dans la direction x pour une section de dimension h
suivant y et unité suivant z .

-Le terme:

e g . oP
O r Wl Ro-F)+w, F -G
82[ 2 R;-F) 1F 62( 82)

représente la variation du débit massique dans la direction z pour une section de

dimension h suivant y et unité suivant x .
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Dans les deux expressions ci-dessus, le premier terme correspond au débit di au
déplacement des parois (écoulement de Couette), le second terme correspond au débit di au

gradient de pression ( ecoulement de Poiseuille).

-Le terme :
- (U %"'W ?_}?._V )
.Pz 2ax ‘2 Py 2

représente la variation du débit massique dans la direction y ; Les trois termes de cette
expression caractérisent respectivement l'effet de l'inclinaison dans la direction x , de
l'inclinaison dans la direction z et de la vitesse dans la direction y .

- Le terme :

R ) %
ot P

caractérise l'effet transitoire di a la compressibilité du fluide .

La connaissance du champ de pression et du champ de vitesse permet de calculer les

caractéristiques statiques (portance, débit et couple de frottement) et dynamique du mécanisme .

I1.4. EQUATION DE L'ENERGIE DANS LE FILM LUBRIFIANT
I1.4.1. DIFFERENTES FORMES DE L'EQUATION DE L'ENERGIE
L'introduction de la loi de comportement du fluide dans I'équation de l'énergie, permet

d'écrire cette derniere sous la forme :

dr _ o or
pC o= (K

oP
AT ) 0+2ug,e,
dt ax,v ax,) 9 (aT )P us!e}

(11.62)
Cette équation est la forme générale de I'équation de l'énergie dans le cas d'un fluide
newtonien .
Si de plus on considére que le fluide est incompressible, et que le coefficient de

conduction X est constant, on obtient alors :

dT T
C,—= Ki";"‘ 2hgyey
dt Oxi (11.63)
Dans le cas ou I'évolution n'est pas incompressible, on préférera la forme (11.40) car :
cy&; =-P O+ 2Ug;e;

Le terme




CHAPITRE 11

25
d P
—(—)-pB
p&(p)p
devient ;
pi(f)-pe =fi£_£ d_p+p9)
dt p dt p dt
L'équation (I1.40) prend la forme
dT dpP & _aT
PC,,-—=TB—+2M8;,-8,-,-+—(K—) i
di dt I x; Ox: (11-64)

Cette derniére formulation de I'équation de I'énergie est commode lorsque 1'on veut tenir

compte de la variation de la masse volumique a I'intérieur du film, car elle fait apparaitre le

terme :

_ 1 dp :
b p(aT 7

qui est un terme connu .

Dans le cas ou l'on néglige la variationde pona:

C=Cp

De méme lorsque le milieu est un solide, on a évidemment avec une trés bonne

approximation C, = C,.

I1.4.2. EQUATION DE L'ENERGIE DES FILMS MINCES VISQUEUX
Dans le cadre de la mécanique des films minces visqueux, I'équation de I'énergie se
simplifie trés sensiblement. Pour mettre en évidence les termes prépondérants devant les autres,
nous pouvons écrire cette équation avec les variables sans dimension définies par les relations

(11.43). L'équation de l'énergie (I1.64) s'écrit alors :
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— oty
pepcp( L 2L) B,,T,,NdﬁT(-——+U,--)+-—-(K—) i e
Ox; X; x2  Ox: My Ox;
6T \
WY LN iy
Ox; Ox; Ox; Ox;
! :
. Ar7, o1/, {
) N, [(ﬂ) ey, '—
Ox: Ox; {
; U, U, U
;o +267 () (2 (2]
h , Ox; Ox3
}
U, ol .
"’NdP-E [(_]) +(—== 3 {
Ox; dx; .
¥
dU,dU; ouU,dU, U, 8U,;
+2( U, 0Us | oU; Uz U 3)]
8x; Ox;  Ox; 5x; Bx; Ox:
?
| oU U
\ tNape'[(5= = ) o = )]
Xi X3 (IL.65)
Dans cette relation, le nombre de Peclet P, et le nombre de dissipation Ny s'écrivent
respectivement :
_ P CUH
) KoL
2
Ns= LA
KoTo

En négligeant dans I'équation (I1.65) tous les termes multipliés par g et par &', et compte

tenu de I'équation (I1.45) qui permet d'écrire :

I'équation de I'énergie s'écrit ( Annexe 2 )



“‘*—t—‘
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—— 8T — T — 8P — 0P
P.pCpo(— -+U.———B0T0NJBT(—-+U;——+U3—:)
Ox; Ox; Ox;
o _oT U, 2. OU; » !
+——(K==)+ N, (=) +( = )]
Ox2;  Ox; dx; Ox2 (11.66)

En revenant aux variables dimensionnées dans I'équation (I1.66), il vient :

oT oP

Col— - T _+ U—*Us7T
p p(at axj) B ( o Iaxx 3ax3) _
i,
or ou ou
(K + [( ’) +H—=)]
5xz xz/ Ox» (IL67)
L'équation (I1.67) est la forme particuliére de I'équation de 1'énergie appliquée aux films
minces . ‘_'
La signification des différents termes de cette équation est la suivante : '
oT - . o
- pC A : terme caractérisant 'accumulation d'énergie.
or . S .
pC,U;—  :terme caractérisant I'énergie de convection.
Xi
0 oT . s .
——( K ——) : terme caractérisant I'énergie de conduction.
Ox2  0Ox2
l:( a—Ul )+ ( U P il : terme caractérisant I'énergie de dissipation visqueuse.
Ox2
P P P
BT( % +Uh opP +Us i ) : terme caractérisant I'énergie développée par compression qui est
X1 X3

nulle dans le cas d'un fluide incompressible

I1.5. PROPRIETES DU LUBRIFIANT

Les propriétés physico-chimiques des huiles lubrifiantes varient en fonction de
nombreux paramétres. Les plus souvent retenus sont : la température, la pression et le taux de.
cisaillement. Nous nous attacherons plus particulicrement a rappeler Il'influence de Ia

température sur divers grandeurs physiques caractérisant une huile lubrifiante .
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IL.5.1. DENSITE
La densité augmente avec le poids moléculaire et est plus éleveée pour les bases
naphténiques. Pour les bases paraffiniques, une relation a été établie, qui permet de calculer la

variation de densité avec la température ,elle s'ecrit :

dr= dp-aT (H68)
Dans cette formule, dy est la densité a la température de 0°C, T est la température en °C

et @ un parametre qui selon la nature de l'huile varie entre 0,00064 et 0,00066

1L.5.2. CONDUCTIBILITE THERMIQUE

La conductibilité thermique varie avec la température et peut étre calculer par la relation :
0.101

15

K=

(51—0.00054 T ) (1L69)

Dans cette formule, X est la conductibilité thermique exprimée en Kcal/m.h.°C .

d;s la densité a 15°Cet Tla température en °C

I1.5.3. CHALEUR SPECIFIQUE A PRESSION CONSTANTE
La chaleur spécifique dépend elle aussi de la température ; elle peut étre donnée par la

relation :

Cr = 2 +0.00081 T) (IL.70)

1
——(0.40
-v'dls(

Dans cette formule, C, est la chaleur spécifique exprimée en Kcal/Kg.°C, d;s la densité a

15°C et T la température en °C.

11.5.4. VISCOSITE

De toutes les propriétés physiques a considérer en lubrification hydrodynamique, la
viscosité est la plus importante. Dans les systémes hydrauliques, et d'une mani¢re générale,
chaque fois qu'un lubrifiant est employé, c'est principalement la viscosité qui conditionne les
pertes par frottement, le rendement mécanique, la capacité de charge, I'épaisseur du film, et dans
beaucoup de cas l'existence de l'usure .

la viscosité caractérise I'aptitude physique d'un fluide & assurer la lubrification sous des
conditions définies de vitesse, de charge et de température . '

En général, les fluides ont une viscosité qui dépend tres largement de la temperature.
Cette variation qui, au voisinage de 20°C est de 2,5 % par degré pour l'eau, peut atteindre 10 a

15 % par degré pour les huiles minérales .
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Cette variation est décroissante, la viscosité chute trés rapidement aux basses températures
puis plus lentement aux température élevées .

Différentes formules ont été proposées pour déerire cette variation de la viscosité avec la
tempeérature .

IL5.4.1. FORMULE DE BARR

Elle s'exprime sous la forme :

[log(v+0.8) " = A+ %

(IL71)
Dans cette formule, T est la température absolue (T=7°C+273), A et B sont des constantes

spécifiques de thuile et v est la viscosité cinématique en centistokes (mm?s) .

11.5.4.2. FORMULE DE HUGEL ET CLAIRBOIS
Elle s'écnt :

Dans cette formule, u est la viscosité dynamique en millipoiseuille (mP1 ou mPa.s), Test la

température absolue, a, b et ¢ sont des constantes caractéristiques de I'huile .

11.5.4.3. FORMULE DE MAC COULL ET WALTHER

Elle s'exprime sous la forme :

LogLog(v+aj=mLogT+n (IL.73)

Dans cette formule v est la viscosité cinématique en centistokes (mm?/s), T est la
température absolue et m, n sont des constantes spécifiques de Thuile. La constante @ ajoutée a la

viscosité cinématique prend la valeur 0,6 pour toutes les huiles de viscosité supérieure a 1,5

centistokes pour des huiles de viscosité inféneure, elle prend les valeurs :

0,65 entre 1 et 1,5 centistokes
0,70 entre 0,7 et 1 centistokes
0,75 entre 0,4 et 0,7 centistokes

Clest cette formule qui a été retenue par 'ASTM (american society for testing materials), car

si I'on porte sur un graphe en abscisse le logarithme népérien de la température et en ordonnée le




I
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Log Log de la viscosité cinématique, la courbe représentative de Ia variation de la viscosité avec Ia
température est une droite. Ainsi, connaissant la viscosit¢ d'une huile a deux températures, il est
facile d'en déduire la viscosité a toutes températures .

L'extrapolation n'est valable qu'entre 0°C et 130°C. Au dela de ces température, les mesures
deviennent nécessaires .

St Ton veut prendre en compte de fagon trés précise ces vanations, i est souhaitable de
disposer d'un prélevé expérimental de la viscosité en fonction de la tempeérature pour Ia plage de
température dans laquelle on désire utiliser Ihuile .

H.6. CONCLUSION

Les équations de la thermohydrodynamique des films minces visqueux peuvent s'appliquer &
n'importe quel type de contact lubrifi€ par un fluide newtonien. Cependant, le probiéme général fait
mtervenir un grand nombre de paramétres qu'il est difficile de prendre en compte dans toute leur
généralité : géométrie et cinématique du contact, condition aux limites, propriétés physiques des
composants...

Aussi nous limiterons Fétude au cas particulier important du palier lisse .
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CHAPITRE III

THERMOHYDRODYNAMIQUE DES PALIERS LISSES

IT1.1. INTRODUCTION
Dans un palier hydrodynamique, un film dhuile sépare totalement l'arbre du coussinet
(fig.Il.1). En fonctionnement ,les centres du coussinet et de 1'arbre ne coincident pas, il existe un

coin d'huile convergent-divergent .

Le lubrifiant est entrainé dans cet espace convergent par la rotation de l'arbre ; il y a
création d'un champ de pression qui s'oppose a la charge et assure 1'équilibre. Au démarrage et a
faible vitesse, la portance hydrodynamique est trés faible ; 1l peut y avoir contact entre 'axe et le

coussinet, dans ce cas, le palier fonctionne en régime de lubrification semi-fluide ou mixte .

Nous nous limiterons dans cette étude au régime hydrodynamique établi, nous

supposerons aussi que 'écoulement du fluide a travers le palier est laminaire .

En 1958 CAMERON [10] a mit en évidence la prépondérance de la variation de la
viscosité avec la température devant la variation de la masse volumique. aussi dans cette étude
nous prendrons en compte la variation de viscosité en fonction de la température et nous

négligerons celle de la masse volumique.
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rainure d'alimentation

‘l
b

fig 1.1 schéma d'un palier lisse

I11.2. GEOMETRIE ET CINEMATIQUE DES SURFACES

Un palier lisse (fig.IT1.1) est constitué d'un coussinet, de centre O, et de rayon R, et d'un
arbre de centre O, et de rayon R,. Sous l'action de la charge les centres O et O, ne coincident
pas. La distance 0.0, est l'excentricité e.

L'angle que fait la ligne des centres O.O, avec la direction de la charge est 'angle de
calage ¢. Si les axes du coussinet et de l'arbre sont paralléles (palier aligné) et st I'on néglige les
déformations €lastiques des surfaces sous l'effet de la température et de la pression, ces ‘deux

paramétres sont suffisants pour repérer le positionnement de l'arbre a l'intérieur du coussinet.

Les rayons Re et R, étant trés voisins (R#/(Re-Rq) ~ 10°), On peut, en négligeant la

courbure du film, développer le coussinet ou l'arbre et l'assimiler a un plan (fig.II1.2).
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Y4
arbre
-L2
o) » X
2nR
¢ coussinet
4
z
fig.111.2: palier développé
Compte tenu de ces hypothéses, I'épaisseur du film a pour expression :
. h=C(.[+8COSB) (]II 1)
soit sous forme sans dimension
h= b I+¢ cosB
c (111.2)

Dans ces relations :
c¢=R-R, estlejeu radial imposé par l'usinage.
£e=elk est l'excentricité relative, elle variede 0 a 1.

6=x/R, ¢st 1a coordonnée angulaire.

Dans le repére associé a la figure II1.2, dont le plan XOZ est confondu avec la surface

développée du coussinet et en considérant qu'il ny a pas de glissement entre le fluide et les parois,

les conditions limites sur la vitesse sont :
sur le coussinet: Y=0; Uy=0 . V=0 ; W;=0

surlarbre  : Y=h ; U,=U=0R, ; V=0 ; W;=0

a3y |
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ML3. EQUATION DE REYNOLDS GENERALISEE ET CONDITIONS AUX LIMITES
Pour les conditions de géométrie et de vitesse définies précédemment et dans le cas d'un

régime stationnaire établi, I'équation de Reynolds généralisée (11.60) s'écrit :
5 oP . d P
-—(G—)+——(G-Q— )= Uﬂ(;,_ﬁ
Cox ox Oz oz ox J3 (111.4)

L'intégrale G est définie par la relation(I1.61) et les intégrales I, et J, sont définies en (11.58).
Nous devons résoudre cette €quation en tenant compte des conditions aux limites, ces derniéres
s'écrivent dans le cas d'un fluide incompressible :

- Dans la rainure d'alimentation paralléle a laxe du palier qui est généralement situé- a

lintérieur d'un domaine angulaire défini par 8, €[-/2 , 1/2] on écrira :
P(8,.2)= P,
si I'alimentation se fait a une pression P,
- sur les bords du coussinet : p(e,%) = p(e,_ig.) =0
- sur la frontiére du film P(8,z)=0
ou 0;, abscisse de ﬁn‘de l'arc actif est déterminée par la condition :

cP
0 =9, —=0
pour 0 ™

“ Par ailleurs, avec I'hypothése de non glissement entre le fluide et les parois du contact, le

champ des vitesse dans le film s'écrit :

oP J
P=(r- Ly Ly+y,
ox

g J:2

oU oW
y=_p 2L 0% y
o (o T Y

=Q(1_.{_2_J)
oz Js (IIL5)
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1IL.4. EQUATION DE L'ENERGIE DANS LES DIFFERENTS MILIEUX
L4.1. EQUATION DE L'ENERGIE DE LA MECANIQUE DES F]LMS MINCES
VISQUEUX

Appliquons I'équation de I'énergie écrite en (I1.67) au cas du palier lisse défini par la figure
(1IL.1) et en supposant que :

- Le régime d'‘écoulement est stationnaire,

- La variation de la masse volumique avec la température est négligeable, ainsi le coefficient
de compressibilité  est nul,

- Lerc;oeﬂicienrt K de conduction est constant.

Dans ces conditions et en utilisant les variables x, y, z, ['¢quation (11.67) se réduit a :

oT  oT oW
PCpr—-"*'V“"‘W""‘) ko [(—“—) "'(*—) ]
x o 6y (IIL6)

1.4.2. EQUATION DE LA CHALEUR DANS LE COUSSINET
Au sein du coussinet, les phénoménes thermiques sont régis par l'équation de l'‘énergie

(I11.64) dans laquelle il faut annuler le champ des vitesses. il vient alors :

or T T T
pCPat K(a* &T, &

)
0% oy o7 (ITL.7)

Cette équation est I'équation de la chaleur .

En régime permanent :
a_
ot
Téquation (111.7) devient :
8T a T, &T _
ox oy o7 (I1L8)

IM.4.3. EQUATION DE LA CHALEUR DANS L'ARBRE
Au sein de l'arbre, les transferts thermiques sont aussi régis par I'equation (I1.64) en régirhe

permanent, mais cette fois le champ des vitesses n'est pas nul .
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On peut donc écrire I'équation de la chaleur dans I'arbre sous la forme :

Fr §Tr. oT or
+ + =
o 3y 6,22) PC,( U,

oT
+Va__)

K( or
O "oy (I1L.9)

Dans cette relation U et V, représentent la vitesse dun point de larbre suivant
respectivement les directions x et y. .

Les équations de I'énergie (111.6) et de la chaleur (111.8) et (II1.9) sont des équations aux
dérivées particlles du second ordre dont linconnu est la température. pour la résolution de ces
équations, il ¢st nécessaire de définir les conditions aux limites sur la température approchant au

mieux la réalité physique.

I1.5. CONDITIONS AUX LIMITES SUR LA TEMPERATURE
111.5.1. LES DIFFERENTS MODES DE TRANSMISSION DE CHALEUR
Maintenant les équations fondamentales qui gouvement le phénomene thermique sont en
place. Cependant, si les équations sont posées, il reste 4 préciser les conditions aux limites et a

résoudre ces équations.

Si on sait que la production de la chaleur & lntérieur du film se fait par dissipation
visqueuse, le mode d'évacuation de cette chaleur du palier n'a pas ¢t facile a mettre en oeuvre. En
effet au fil des années, différentes approches souvent liées aux moyens de calculs utilisés ont été
publices.

De notre coté nous pensons que la combinaison des trois modes de transfert (conduction,
convection et rayonnement) peut avoir lieu simultanément sur les différentes interfaces rencontrées
dans le palier.

Rappelons bricvement les lois ou formules associées a ces différents modes de transfert.

- La conduction exprime la densit¢ de flux de chaleur qin; qui traverse un élément de surface

unité, elle obéit a la loi de Fourier :

q.n; = —Ké—n,- (111.10)
Xi

- Le rayonnement obéit 4 la loi de Stefan-Boltzmann, la densité de flux de chaleur émis par

une surface d'aire unité s'éertt :

gn=ec T’ (1L11)
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ou T représente la température absolue de la surface rayonnante, € le facteur d'émission ¢t o la
constante de Stefan-Boltzmann (6=5,6688.10® W/m?.°K*),
si l'on considére une masse gazeuse a une température T, qui échange de la chaleur avec

une paroi rayonnante a température Ty, on peut écrire la densité de flux de chaleur sous la forme : |

o(Ti-T3)
I-S"+]-82+ 1

£1 g2 Fn (11.12)

g;m=h(T;-T2)=

h. est le coefficient d'échange par rayonnement ct s'exprime en W/m’.°K, il dépend fortement de T,

et T2. : 3
F; est le facteur de forme qui est éga}e’ a l'unité pour une surface convexe. nous aurons ainsi :
o(Ti-T}
g,m= ho(Ti-T:)= _.__(_J
1 1
—_t—-]
&1 &2 (I11.13)

- La convection est un mode de transfert d'énergie qui correspond a l'action combinée de la
conduction et du mouvement du fluide. Ce mécanisme a lieu & l'intérieur d'une couche limite
thermique et son étude est trés délicate.

On peut cependant approcher la quantité de chaleur évacuée par convection a l'aide de la loi

de Newton qui s'exprime sous la forme :
q;'ni=hc(T}'T2) . 011.14)

he est le coefficient de convection et s'exprime en W/m’.°K. 11 caractérise I'échange de chaleur.

I11.5.2, CONDITIONS AUX LIMITES SUR LA SURFACE EXTERNE DU COUSSINET
Sur les surfaces externes du coussinet S et S, (fig.111.3) frois types de conditions peuvent
étre employées :
1) la surface est 4 température fixée T

ains sur S, : T . =T

(IIL15)

et sur S|; : Tr

IZ:iL/Z =
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Y 4

Sk \\W 1 _

fig.111.3: différentes surfaces du palier

c'est un cas idéal qui suppose que cette surface est maintenue a cette température Ty par un

écoulement extérieur au palier .

2) 11y a convection et rayonnement sur ces surfaces. On a T'habitude de regrouper les lois de
rayonnement thermique ct de convection. Ainsi, étant donné une paroi de température de surface
T, de facteur d'émission g, en contact avec un fluide 4 température T, de facteur d'émission &, h. et
h, étant les coefficients d'échanges superficiels par convection et rayonnement. On peut écrire pour

le flux de chaleur :

g = he(Ti-T) Y he(Ti-T2) = (b B HTi-T2) = M(T1-T2) (I11.16)

h est le coefficient global d'échange superficiel. Il est essentielleent fonction de la vitésse du fluide

et des températures Ty et To.
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On peut donc écrire sur S; :

k2 w1 -1 (1I1.17)
ar . r=Re
et sur S :
20 __wr| -1 (I1.18)
aZ Zetis Z=tL72

Dans cette relation
k. est e coeflicient de conduction du coussinet
h est le coefficient global d'échange, il varie avec la température ‘
R. est le rayon externe du coussinet
Ty, est la température ambiante
T, est la température dans le coussinet
3) les surfaces S; ou S; peuvent étre isolées.

C'est le cas limite de 2) pour lequel h, tend vers zéro et :

o _
on (111.19)

sur cette paroi n représente la coordonnée normale a la paroi. Cest une condition du type
adiabatique.
Naturcllement ces trois conditions peuvent étre combinées pour une paroi donnée afin

d'approcher au micux la situation réelle.

ML5.3. CONDITIONS AUX LIMITES A L'INTERFACE ENTRE LE FILM ET LE

COUSSINET

L'interface Sy, entre le film et le coussinet est baignée par le film lubrifiant ; totalement dans
1a zone active du film ct en partie seulement dans la zone inactive ol régne un mélange de lubrifiant,
de vapeur saturante et d'air.

Sur cette interface, differents types de conditions ont été écrites. Nous les classerons en
deux groupes.

Le premier groupe comprend toutes les conditions aux frontieres qui ne nécessitent pas la
résolution de l'équation de la chaleur dans le coussinet, ce sont chronologiquement les premiéres qui

ont été écrites. Le second groupe prendra en compte les conditions qui nécessitent la résolution de

cette équation.
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- Premier groupe de conditions aux limites.

1) Sur S, la température est imposée a une valeur T; :
Ainsi ;

T o 8
b = T (II1.20)

c'est bien entendu la condition la plus simple 4 mettre en oeuvre, c'est pourquoi elle a ete
employée par les premiers chercheurs qui ont étudié le probléme thermohydrodynamique. |
Une telle condition peut difficilement se justifier d'un point de vue physique. {

2) Sur S;; le gradient de température est nul. ‘
Clest 1a condition dite "adiabatique”, elle s'écrit :

orT

il

(I1.21)
Certains auteurs se sont servis largement de cette condition. Elle suppose qu'en chaque

point de l'interface, aucun flux de chaleur ne pénetre dans le coussinet considéré comme un isolant
parfait.

- deuxiéme groupe de conditions aux limites.

Pour ce type de conditions, On traduit la continuité du flux de chaleur. Comme 'épaisseur
du film est trés faible, I'écoulement est tout entier situé a lintérieur de la couche limite thermique et
on peut admettre que seule la transmission de chaleur par conduction intervient.

Dans ces conditions, on peut éctire :

Kh%

oy

oT.

= Kc
or

y=k

(I11.22)

r=Rc

certains auteurs supposent que le flux de chaleur est radial dans le coussinet. Dans notre étude on ne
fera aucune hypothése sur ce sujet. '

Dans les relations précédantes :

K, est le coefficient de conduction dans Ie film qu'on suppose constant.
~ R. est le rayon intérieur du coussinet.

- Ty, est la température dans le film lubrifiant.

T. est 1a température dans le coussinet.
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IL.5.4. CONDITIONS AUX LIMITES A L'INTERFACE ENTRE LE FILM ET L'ARBRE
Pour cette interface, les conditions précédemment présentées, de type température imposée

et adiabaticité ont été utilisées. Cependant la condition la plus réaliste est, comme nous 'avons dit au

paragraphe précédent, la condition de continuité du flux de chaleur transmis par conduction.
Cependant l'arbre étant en rotation rapide, ce flux est indépendant de la coordonnée

angulaire 6.
Ces conditions s'écrivent : !
oo _ g 0T (I11.23)
ay y;{) ar r=Ra 1‘
T, est la température dans l'arbre. '
et pour un rayon donné R; on a une température constante mais qui n'est pas imposée :
Thp=T (I11.24)

II1.5.5. CONDITIONS AUX LIMITES AUX DEUX EXTREMITES DE L'ARBRE
1) Au deux extrémités de l'arbre, on peut supposer la température connue et égale 4 une
température légéremeﬁt supérieur:a celle du lubrifiant froid entrant dans le palier, afin de tenir
compte du réchauffement du fluide rejeté sur les faces latérales du palier. On posera par exemple :
T, =(L1+12)Ta (111.25)
ou T, est 1a température d'alimentation.

2} La condition écrite ci-dessus a I'inconvénient d'étre trop rigide. La température des
extrémités de larbre est figée, quelles que soient les conditions de fonctionnement. I1 vaut mieux se
servir de d'une condition de type convection et rayonnement. On écrira alors :

T,
K a 6 = ""h( T a

Z lexisa

~Ts) | (I11.26)

I=tL/Z

dans cette relation :

- K, est le coeflicient de conduction de l'arbre.

3} h cst le coefficient global d'échange .
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L6, CARACTERISTIQUES STATIQUES
I11.6.1. CHARGE ET ANGLE DE CALAGE

La charge et l'angle de calage sont obtenus par intégration du champ de pression sur Ia

surface du palier. A I'équilibre dans le systéme repére (o,k,]) (figill.4), ona:

d'ou

y €t

Wi =-[, PcosB dS=Wcos

Wi=-{, Psin0 dS = Wsin¢ (11.27)
w
¢
1
6
o) »Y
K
X
fig.111.4
_ 2 2
W=witw: (I1.28)

= arctg(—LVi
Wi (111.29)
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111.6.2. DEBIT
Le débit du palier résulte de celui de la rainure. Le débit est obtenu en mtégrant la vitésse
normale a la fronti¢re le long de la section de sortie. Ce débit trouve son importance le fait que sa

valeur est la méme que celle du débit alimentant le palier.

Vu la symétrie du mécanisme, les débit.volumiques g; et ¢; sortant des deux surfaces du
palier sont égaux. Ainsi on ne détermine que le débit g, sortant de la face correspondant a Pabscisse

x3=L/2, En intégrant la composante W de la vitésse du fluide suivant 1a surface x;=L/2, on obtient :

4, =17 o Wl.ay,dydx (I11.30)

le débit axial total ¢ vaut le double de ¢, on a donc

q =2J’§“R_[:W|(Z=L,2)dydx (I11.31)

I1IL6.3. LE COUPLE DE FROTTEMENT

On s'intéresse particulierement au couple de frottement sur l'arbre, puisqu'il nous permet de
¢
déterminer la puissance dissipée par le palier.

L'état de contrainte de cisaillement permettant le calcul du couple de frottement sur l'arbre
s'obtient a partir des équations (I1.59). En remarquant que la somme des contraintes tangentielles t,,
est nulle, en raison de la symétrie du contact et en tenant compte des conditions aux limites sur la
vitésse du fluide (111.3) il vient :

J2 Ox J; (111.32)

Dans la partie active du film, c'est a dire jusqu'a ce que la répartition de pression devient

L nulle, le couple résistant s'écrit ;

C= J.mRTJZVﬁ’:h) dS

(111.33)

-
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1I1.7. CONCLUSION

L'équation de Reynolds est une équation aux dérivées partielles du second ordre de types
elliptique qui n'admet pas (sauf dans quelques cas simples) de solution analytique.

Plusieurs chercheurs ont essayé de résoudre cette équation en négligeant soit, leffet de la
température soit, leffet de 'écoulement axial.

Pour les paliers de longueur finie, différentes méthodes de calcul ont été proposé : analogie
electrique, méthodes variationnelles, développement en série et méthodes numériques. Les

méthodes actuellement utilisées sont pour la plupart des méthodes numériques.
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CHAPITRE 1V -

ANALYSE DU PHENOMENE DE LUBRIFICATION
THERMOHYDODYNAMIQUE LAMINAIRE PAR ELEMENTS FINIS

IV.1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous présentons la résolution du probléme de lubrification
thermohydrodynamique, avec un fluide incompressible en écoulement laminaire dans un palier
lisse, par la méthode des éléments finis.

Pour ce, on ¢tablit la formulation intégrale du probléme posé & partir de la minimisation
d'une fonctionnelle pour I'équation de Reynolds généralisée et de la méthode résiduclle de
Galerkine pour les équations de I'énergie et de la chaleur, en tenant compte des différentes
conditions aux limites dans chaque cas. Puis, on aborde la discrétisation des formes intégrales en
utilisant une approximation par élements finis, ce qui permet d'aboutir 4 un systéme algébrique non
linéaire a résoudre.

La méthode des ¢léments finis offre bien des avantages par rapport 4 la méthode, plus
commune, des différences finies, on peut citer :

- La possibilit¢ de formuler la solution qui décrit complétement le probléme pour un
¢lément individuel avant assemblage, ce qui raméne le probléme complexe a4 une séric de
problémes plus simples. .

- Une meilleure généralisation d'un point de vue géométrique.

- Une bonne adaptation a la présence de discontinuités géométriques.

- La possibilité de prendre en considération toutes les conditions aux limites envisagées. |

- Une résolution globale du probleme avec la méthode de substitution incrémentale, ce qui

¢limine les problemes de convergence numérique.

"
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IV.2. RAPPEL

L'analyse thermohydrodynamique requit la résolution simultanée des trois équations aux
dérivées partielles non linéaires :

- I'équation généralisée de Reynolds,

- I'équation de 'énergie dans le film,

- I'équation de Fourier pour le transfert de chaleur dans le massif,

Equation de la chaleur
Solide 2
Equation de Reynolds
Film + Equation de I’énergie

Solide 1
Equation de la chaleur
Fig.IV.1: Domaine de résolution

Pour un fluide incompressible en régime établi celles-ci s'écrivent :

1. L'équation de Reynolds géncralisce .

C'est une équation aux dérivées particlles elliptique dont l'inconnue principale est la

pression

o GO e G 3, I oh
_(__£)+_(__P)_ (U.?h'(Uz-UJ)J_Z)'Uz’a';"'Vz
2

ox pox’ Oz pozt oOx , , . av.1
(W (W3- Wi )==) - Wi
az( h- (W, :)Jz) s
avec
12=I25d§ J2=.[3£
n m
(IV.2)
2
I
F=p-2 G=pIg{L—dy-12F
2

Dans le cas du palier cylindrique (fig.IV.2),Ra et Rc étants trés voisins, on peut négliger la

- courbure du film et développer le coussinet ( ou l'arbre) et l'assimiler a un plan.

e
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™
y 4
W
abre
S
X b ///
> 0 »
Rg 2 xR
V;
! s
1z -
i lh .
Fig.IV.2: Palier développé
Les condittons cinématiques relatives aux surfaces s'écrivent:
CUi=Rew; Vi=W, =0
Us=Rsw,cosa ; Va=Rymsina ; W=0 (IvV.3)

ou ¢, représente la pente de la courbe h(x).

Y

: dh _1dn_ e o ,

o =——=——=-—g5in

8" R.d0 R, v-4)
La quantité e/R, étant trés petite, on peut effectuer un développement et se limiter au

1% ordre :

; ) dh Vs
=] ; sina =a =—/ _
cosaL o o (IV.5)
Dans ces conditions :
Ui =R¢ o
U2=Ra(!)a;V2=U2dh/dx (IV6)‘
et l'équation de Reynolds genéralisée s'écrit alors:
¢ Gop o Gop 0 F
(= )+ —(—— )=—(U:h- - — .
ax(pax) az(paz) = U (U;-Uy) p) (IV.7)
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2. L'équation de l'énergic

Clest une équation aux dérivées particlles parabolique a valeur initiale dans laquelle la
coordonnée x joue le role du temps dans les problémes non stationnaires.
or or or

pcp(ug;’rv?ay‘ﬂvg" —a(ké}j) u[(a) ( FJ (Iv.8)

k, p, et ¢, sont, respectivement, la conductibilité, la masse volumique et la chaleur spécifique du
fluide.

3. L'équation de la chaleur

C'est une €quation aux dérivées partielles elliptique.

EBZT FT &T or or  or

_ or or  or
oxl F oy o )T P lug vt (Iv.9)

kn(

K, pm, €t Cy sont, respectivement, la conductibilité, 1a masse volumique et la chaleur spécifique du

massif.

IV.3. APPLICATION DE LA MLE.F A L'EQUATION DE REYNOLDS GENERALISEE
1V.3.1. ETUDE DE LA FONCTIONNELLE ASSOCIEE A L’EQUATION DE REYNOLDS
GENERALISEE

Pour un fluide incompressible, la fonctionnelle associée a 1'équation de Reynolds généralisée
s'écrit
G S F o oh
Jp) =11 -~ VpVp + 2(hU2+F( 0,-0:))V + 205" ] O

(IV.10)
~ 2l pOAdr

Dans cette expression :

p = p(x,z) est la variable pression
V (nabla) représente 1'opérateur gradient
U; est le vecteur vitesse relié a la surface i de composantes U;,W; suivant les deux directions X, z
respectivement.
€ est le domaine de résolution dont la frontiere I se décompose en deux parties:

I'y o1 la pression est connue

I’y ou le débit est imposé

n étant la normale unitaire a et q=Q . n le débit normal a la frontiere I'
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Céitte fonctionnelié est obtenue en utilisant le théoréme d'Helmhéitz et Korteweg [28], sous
les conditions ci dessous:
1- Le fluide est newtonien
2- Les forces d'inertic et de masse sont négligeables devant ceux de pression et de viscosité
3- Les variations de pression a travers I'épaiseur du film sont petites
4- 1'¢coulement est laminaire
5- Le film est continu entre les surfaces en contact.
Le calcul des variations permet aussi de Ia déduire. On I'abordera plus tard pour Jjustifter
son association a I'¢quation de Reynolds généralisée avec les conditions aux lirites de type

Dirichlet et Neuman.

1v.3.1.1. THEOREME D'HELMHOLTZ ET KORTEWEG
Considérons le volume fluide V (fig.IV.3) limité d'une part par deux plaques () et Q)
dont la cinématique est donnée, et d'autre part par une surface latérale (S). Les conditions aux

limites sont telles que la pression sur (S;), une partie de (S), est imposée tandis que sur (Sy), le

A ] .
i complément de (S;) par rapport  (S), le champ de vitesse est connu (donc le débit). )
)

! y
S=S|USZ '
T=T,uT,
@) (y=h)
= x
@) (=0 7 -
[/ T
7
z I, =—+% Ty ;

Fig.IV.3: Volume fluide V

D’aprés le théoreme d'Helmhdliz et Korteweg [28], 1'énergie représenté par lintégrale:
Jip)=1, bdv+2l; pi.ads (Iv.11)
doit étre minimale.

—+» e . ‘
n est le vecteur unitaire normai a Sy,

—’ »
u le vecteur vitesse avec
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T U;-U
—p(f ]2_)"‘ Li+u,

2

(IV.12)
W,-W,

2

_op J
w_az(I_IZJ2)+ J+W]

¢ la fonction de dissipation qui, en mécanique des films minces visqueux et incompressibles

s'écnt:
Ou ow
b=pf(— F+(=—F :
o ( > S (IV.13)
J(p) peut également s'écrire :
Jp)=l, bdv + 2l pu.iids - 21 pi.ii ds (IV.14)

ou apres intégration selon 1'épaisseur du film (Annexe 3)

G ap G o, (U:-U, ) (W:-W; )’
J@=| — (== ;
Ol S ), T, 1. Iv.15)

+ 2. pQidr - 21, pO.iidr

avec

G op F
Qx=.[,h,udy=hUz——E'é;—( U;—U;)'E"

(Iv.16) \
Q= f; wdy=h Wz-%a—P-( W:-W, )—
La quantité _(5 _l; représente le débit normal a la frontiére I', ce débit est connu sur I'y et est
égal 3 q. |
Notons que les quantités, (Uy-U)/J; et (W,-W )%/J, sont indépendantes de la pression et
peuvent donc étre ignorées lors de la minimisation de J(p). |

Par ailleurs, le théoréme de Green permet d'écrire :

- 0 0
i pORdr=ly [ — Q)+ —@Q.)]d0 Iv.17)

" et Vintégration de I'équation de continuité donne pour un fluide incompressible :

60, 00, _ o

ox oz -Et_ (IV.18)
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Ainsi J(p) devient,
Jp)=lar —G(ap)z ( ) 2hU293 + 2th8
ox Oz
—2F(U2—U;)—p - 2— (Wz W;)"E + 2p6— ]da (IV.19)
p ox Ox ot '
- 2Irq gp dl

1V.3.1.2. CALCUL DES VARIATIONS ET JUSTIFICATION DE J(P)

De par sa structure, I'quation de Reynolds, pour un fluide incompressible, est semblable
aux équations de champ qui gouvernent beaucoup de problémes physiques. A ce titre, elle peut
donc étre considérée comme F'équation d'Euler-Lagrange d'une certaine fonctionnelle J(p) a étre
stationnaire.

Celle-ci peut étre obtenue par le calcul des variations [29], mais l'ayant obtenue par lé
théoréme d'Helmholtz et Korteweg, on se contentera dans l'annexe 4 de justifier son association a
'équation de Reynolds généralisée et pour les conditions aux limites du type Dirichlet et Neuman.

Citons ici que d'autres méthodes permettent d’arriver a la formulation intégrale telle que
celles des résidus pondérés, particulierement la méthode de Galerkine.

L’intérét porté ici sur les deux méthodes précédentes se retrouve dans l'interprétatiox}
physique de la fonctionnelle J(p) qui représente une énergie.

L'équation dimensionnelle de J(p) donne :

[J(p)] = ML’T? = Watt (IV.20)

IV.3.1.3. STATIONARITE DE J(P)
En régime hydrodynamique établi laminaire, lorsque seule la surface supérieure ( l'arbre )

est animée d'une vitesse de translation U suivant x, la fonctionnelle J(p) s'écrit

Jp =1,/ -G(ap) —G(ap) + 2(h——)U ]dQ 2Irq gp dr (IV.21)

I=J(p;px; Pz avec lanotation de Newton ou :

(IV.22)
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| On a alors, en premiére variation,
aJ af o
8J(p)=—8p+—35 +— +...
® PoL 7. (r.) 5 p,f (p.) (IV.23)
ou dp,5p.,Op, sont, respectivement, les variations virtuelles de P.PxP 2
et
oJ [
§=-2 r, 4 dal’
oJ Gédp . F
— =, (- 2=+ 2UMh-—)) dd
o I ( = T 2U 5)) d (IV.24)
- _@
ap, =l, (-2 =) dQ
soit, en tenant compte du fait que la fonctionnelle doit étre stationnaire
G4 Gé .
: .ol [ -2 ‘”6( i ps( =)
(IV.25)

+2U(11-F)5(a)]dg - 2l @pdr = 0

8J(p, px, Pz) repreésente aussi la forme intégrale faible W(p) de type Galerkine de I'équation de

Reynolds généralisée qui s'obtient par pondération des résidus et s'écrit:

op 0O G o
Wy =la [ - Ei’-—( 5p) - ——p—(ap)w(h-—) 2 (ep) 142

I., gdpdl = 0

(IV.26)

Lorsque le contour I est constitué de segments I';, parallele a l'axe x, et 'y paralléle a

l'axe z (fig.IV.4), cette équation peut étre formulée de la maniére suivante :

0 + X

s
AQ¥

—~J
I, lqz

Fig.IV.4: Domaine de pression
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Gaop o Gdp o
)=l (5 5 r) =L 25 (6p))

F @
+ [ U(h—;)a(Sp) dQ (IV.27)

+ -[rq, axﬁp dz — '[qu Ezﬁpalx

ou
(-  Géop F
= . ——+ R
9= ax Uth p)
_ G (Iv.28)
[ 2" e

1V.3.2. CONDITIONS AUX LIMITES
Pour un fluide incompressible, les conditions aux limites sur la frontiére T" du domaine
d’integration €2 (fig.IV.5) portent sur la pression et le débit volumique ( ou sur le gradient de
pression ) et s'écrivent:

pP=r, sur T,
(Iv.29)

. . F - . G -
"[hUz'F(Uz'UJ)'Fﬁpqu sur T,

* 3 — I . . I + .
ou h est le vecteur normal unitaire, q le débit normal par unité de largeur et U; (i=1,2) les

vecteurs vitesses associer aux deux surfaces.

rp -t rq

[pe—t——> Ty

Fig.IV.5: Domaine d’int¢gration .
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IV.3.2.1. APPROCHE PHYSIQUE DU PROBLEME DE RUPTURE DU FILM LUBRIFIANT

Selon la nature physique du probléme étudié (géométrie, cinématique,...), la pression
calculée peut étre inférieure 4 la pression atmosphérique en certains points de Q. Ces dépressions
vont entrainer une rupture du film selon trois processus possibles [30] :

a) de l'air, ou du gaz, en provenance de l'atmosphére ambiante peut s'introduire dans la
région en dépression jusqu'a ce que la pression dans cette zone devient égale a la pression
ambiante, ,

b) les gaz dissous dans le lubrifiant sont expulsés de celui-ci jusqu'a ce que la pression
équilibre la pression de saturation,

¢) si la pression est inférieure a la pression de vapeur, il y a vaporisation a la température
ambiante sous pression réduite et génération de bulles de vapeur qui peuvent imploser et entrainer

une détérioration des surfaces. F

La troisieme situation, fréquemment rencontrée dans les machines hydrauliques, existe

aussi en lubrification mais on observe plus couramment les deux premiers processus. v
1

Les études expérimentales [30] montrent que dans la zone de rupture, la pression est
constante et égale ou logerement inférieure a la pression atmosphérique car le lubrifiant étant
souvent en contact avec l‘r’extérieur, la pression atmosphérique et la pression de vapeur saturante

sont voisines.

IV.3.2.2. CONDITIONS AUX LIMITES POUR LA ZONE DE RUPTURE
Lorsque la pression est donnée sur la frontiere de 2, une condition suffisante pour qu'il n'y
ait pas rupture du film lubrifiant est que le second membre de 'équation de Reynolds reste négatif
en tout point £2. dans le cas contraire, il peut y avoir rupture. Ceci est couramment observé dans les

paliers lisses en régime permanent [30] ou la géométrie du film est convergente puis divergente.

Pour définir ces conditions et les prendre en compte dans le programme numérique, on a
adopté la modélisation assez fine, qui découle des travaux de Floberg [31,32,33], Elrod et Adamms
[34), et Bayada [35]. Le domaine d'intégration €2 est divisé en deux régions. Une région Q° ou le
film est rompu ct la pression constante, celle-ci est prise comme référence, et un domaine Q" ou il
y a génération de pression (p > 0 ). X" et >* représentent respectivement les frontiéres ou il ya

reconstitution et rupture du film lubrifiant (fig.IV.6).
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-+

Elrod suppose que la région ©° ou le film est rompu est non seulement déterminée par la
condition p = 0, mais introduit un paramétre B(x, z) qui représente le pourcentage de lubrifiant

contenu dans le volume élémentaire de hauteur h qui entoure le point M :

MeQ®eBxz)<letp(x,z)=0
Me Q" < B(x,z) =1 et p(x,2) >0
| (Iv.30)
Il suppose en outre que dans la région Q° le fluide peut étre considéré comme un milieu
homogene, les surfaces T~ et £ représentent des surfaces de discontinuités pour la pression et la
fonction B(x,z). L'équation de continuité est valable en tout point Q° et Q" et il y a conservation du

débit massique a travers les surfaces de discontinuité £~ et £ [36].

z 7 z* 5 st

o o

fim rompu film film rompu LY

complet QU o Qﬂ
or uir I

o p=b a0 pei

lubrifiant lubrifiant Bl
[iLe] 8=1
L]
air ar
Obsevation Modélisation

Fig.IV.6: Représentation du film lubrifiant

a) Domaine Q,
L’intégration de I’équation de continuité au travers de I'épaisseur du film lubrifiant donne

I'équation de Reynolds et la fonctionnelle J(p).

b} Domaine 2°,
L’intégration de I'équation de continuité au travers de 1'épaisseur h, compte tenu que la
pression est nulle dans cette région et qu'un volume élémentaire ne contient que le pourcentage [

de fluide, permet d'écrire :
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2 oot op 2
6x[P|3 U;-pB Jz(Uz-UJ)]

5 I, 5 (Iv.31)
+ —[pPBAW,-pB —(W:-W,) ] = -—
o | PRRW - pB (W W) ] = - (pBh)
¢) Le long des interfaces T~ et Z7,
On écrit la conservation du débit massique élémentaire
[p B Va]=0 (v.32)

ou [f(M)] désigne le saut subi par la grandeur f lorsque I'on traverse la fronticre £ en un point M
dans le sens défini par la normale n. V, représente la projection sur la normale o [36] de la

vitesse relative V du milieu par rapport 4 la frontiére .

U=V+W _ (IV.33)
_’
ou W désigne le champ des vitesses de Z dans son mouvement propre.

L'équation (TV.32) peut donc également s'écrire:
[" oBUR dy = [! ppW.71 dy (IV.34)

Soit encore, si U, et W, représentent respectivement la projection sur la normale des

-» —
vitesses U et W et si dp/on est le gradient de pression dans la direction normale a la frontiére

U

"W)+Ga—p-0 35
2 on (IV.33)

ph(B -1)(

En régime permanent les surfaces £~ et = sont fixe ( W, = 0 ) et on peut écrire:
gime p p

U
2

+62 -y (IV.36)

ph(B -1 -

Cette équation permet de déterminer les conditions aux limites le long des frontieres X :

a)  la reconstitution, le long de ¥, comme le gradient de pression est positif, la relation

montre qu'il y a discontinuité dans la fonction B(x,z) et dans le gradient de pression.

b) 4 la rupture du film, le long de ¥, le gradient de pression étant négatif, la relation

(IV.36) montre que celui-ci doit étre nul et la fonction  égale a H'unité.
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. Le lieu des interfaces £ est déterminé au cours de la résolution; d'un point de vue

mathématique, nous sommes en présence d'un probléme a frontiére libre.

Dans le cas du palier lisse, les conditions de fonctionnement adoptes sont telle que le film
lubrifiant se reforme au niveau des rainures d'alimentation. Par suite la frontiére X~ est déterminée,
seul " demeure inconnue du probléme, or la pression et sa dérivée normal s'annulent le long de
cette frontiére et la prise en compte de ces conditions, appelées trés souvent conditions aux limites
de Reynolds,

J
p= Loy s (IvV.37)
on
s'effectue directement en utilisant l'algorithme proposé par Christopherson [37] dont la
convergence a été récemment démontrée [38,39]. 1l suffit de résoudre le systéme linéaire par une
méthode itérative et d'annuler chaque terme de pression négatif ainsi que la dérivée normale

correspondante dés que celui-ci est calculé.

IV.3.3. DISCRETISATION PAR ELEMENTS FINIS

L’équation intégrale (IV.27) -constitue un modele mathématique représentant le
comportement du systéme physique continu. Elle n’admet pas de solution analytique, cependant
une solution approchée peut étre envisagée en utilisant 1’'une des méthodes d’approximation

numeérique.

La méthode des éléments finis apparait comme 1’'une des méthodes d’approximations par
sous-domaines (fig.IV.7) et consiste a4 utiliser une approximation par éléments finis des
fonctions inconnues pour discrétiser la forme intégrale associé au probléme, puis & résoudre le

systéme d’équations algébriques ainsi obtenu (fig.IV.8).
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Approximation
. non nodale
Approximation L
X appartient 3 V
sur le
domaine entier V Approximation
nodale u(x)=<N{x)>{un}
Partition en
sous-domaines V
Approximation générale "nodale"
—P par sous-domaines ey — N
Y U(x) = <N(x)>{un
N {non nodale et/ou nodale) ®) (0)>{ )
Approximation x appartient & V
par
sous-domaines
Approximation .
L par u(x) = <Nx)>{un}

éléments finis

Fig.IV.7: Méthodes d'approximation
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Formulation
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Approximation des fonctions inconues par
éléments finis et organisation matricielle
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Numerique
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Fig.IV.8: Transformation des équations d'un
systeme physique

o




CHAPITRE 1V , 60

.{V3.3.1. PRINCIPE DE 1’APPROXIMATION PAR ELEMENTS FINIS
Un modele mathématique d’un systéme physique fait intervenir plusieurs variables ou
fonctions dites exactes u..(x). Celles-ci sont représentées par des fonctions « approchées » u(x)
telles que la différence :
e{X) = u(x) - uex(x) (IV.38)

soit assez « petite » pour I’objectif visé.

Le principe consiste a approximer la fonction cherchée indépendamment sur des sous

domaines constituants le domaine d’intégration. Deux étapes sont nécessaires (40] :

a) Discrétisation géométrique du domaine d’intégration :
On identifie un ensemble de sous-domaines €° appelés éléments et constituants une

partition du domaine Q, chague élément est défini par ces noeuds géométriques.

b) Approximation de la fonction inconnue sur chaque élément :

On défini une fonction approchée u(x) différente sur chaque élément O par la méthode
d’approximation nodale en posant :

ut(x) = (NMEF} (1V.39)
ou {P,f} sont les variables nodales et représentent les valeurs inconnues de la fonction exacte
u(x) en n points de 1’élément appelées noeuds d’interpolation dont les coordonnées sont
appelées coordonnées nodales.
(N°) sont les fonctions d’interpolation sur 1’élément ¢ déterminées de maniére a ce que la

fonction approchée u’(x) coincide avec la fonction exacte u.(x) aux noeuds d’interpolations,

soit
u(Xi) = Uex(xi) =u;i  i=l,n (IV.40)
ou encore
O siizj L, j=1 V.41
Nj(xi)_ 1 Si I.=j I,J— ,n. ( . )

Les fonctions approchées u’(x) sur chaque sous-dommaine Q° sont construites de
maniére a étre continues sur QF et elles satisfont des conditions de continuité entre les différents

\sous—domaines.

"
ALY
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V.33.2 DISCRETISATION
'y

61

Pour pouvoir opérer sur un €lément nous remplagons la forme intégrale globale W par la
somme de formes intégrales W° dites élémentaires. NELT étant le nombre total d'éléments du
domaine de pression, on peut écrire

nelt

W(p)= Z We(p)=0

avee

(IV.42)
()=, { z +U(h——)} (5p°) didz
o { G® O )}dxd 1V.43
o |"p oz o P (IV43)
+Irq q.8p° dz + L q.0p° dx
ou
—e G Gop* I, — G op*
g, = > ox 7, ), g, =— o oz (Iv.44)
Si I'élément n'est pas adjacent a une rainure, les deux intégrales curvilignes sont nulles
En utilisant l'approximation par ¢léments finis
;‘\
»

p=iE) 5 =

(V) forr} 1v.45)
ou < N > représente I'ensemble des n fonctions de forme permettants I'approximation de la
fonction p sur I'élément, on obtient la forme intégrale suivantec de W™ discrétisce

S 8
-

o) |,
U g, {N}dz - L c}j{N}dx]

i

(IV.46)

Comme (N} est nul en tout point extérieur 3 Q° et comme {P,) ne fait intervenir que les

¢ .
variables nodales de 1’élément Q°, chaque terme W se calcul 4 partir des seuls variables liées a
la nature répétitive des calculs

I’élément ¢. Cette propriété a contribuer au succes de la méthode des éléments finis en raison de

Sous forme matricielle 1’équation précedente s’ecrit
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we(pty = (857) (KN} + {14+ {17)) IV 47)

- LN v

est la matrice fluidité élémentaire dont chaque terme représente un débit di a 1'¢coulement de

ou

Poiseuille sur 1'élément.

L _|oN
(1= v - {E;}dxdz (1V.49)

est le vecteur sollicitation de volume élémentaire correspondent & un débit dii a I'écoulement de

Couette sur 1'élément.
(=1 Tme - | givia (IV.50)

est le vecteur sollicitation de surface élémentaire correspondent au débit imposé a la frontiere de

I'élément.

La forme intégrale globale de pression se construit par addition des formes élémentaires

nelt

nelt
Wip)= 2 (p°) = LR MK R A 1+ 1)) av.s1y
e=] e=]
Cette équation étant valable quelle que soit la variation virtuelle 8P;, on peut écrire:
w(p) =8B\ (KI{E}+{E}+{E})=0 (1v.52)
ou pour le champ de pression :
{K] est la matrice globale,
{F,} cst le vecteur global des sollicitations de volume,
{F;} est le vecteur global des sollicitations de surface,
{P,} est le vecteur global de toutes les variables nodales,

<8P,> est le vecteur global de toutes les variables nodales virtuelles.

1V.3.3.3. ELEMENT D'APPROXIMATION NODALE.

L'équation précédente devant étre résolue simultanément avec 1'équation de I'énergie, la
connaissance du champ de vitesse donc de la valeur des gradients de pression en chaque noeud
est intéressante, ce qui conduit au choix de I'¢lément d'Hermite de type semi ¢! a quatre
noeuds (fig.IV.9) {40].

Les variables nodales sont la pression ainsi que ses deux dérivées dans les deux

directions.
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Yy L ¥

Hérrent de référence Vr Dérent réd V

Fig.IV.9: Elément d’approximation nodale

La pression et ses dérivées intervenant comme inconnues nodales, on remarque que:

- Le calcul des débits et des sauts de pression qui font intervenir les gradients de la
fonction approchée ne nécessite aucune interpolation entre les noeuds, les inconnues nodales
étants la valeur de la fonction ainsi que ses deux dérivées en x et en z.

| - L'équation de Reynolds étant résolue en coordonnées cartésiennes, le raccordement
dans le cas des géométries fermées telles que le palier cylindrique par exemple permet par

simple identification nodale d'assurer la continuité de la pression et de ses dertvées.

1V.3.3.4. ELEMENT D'APPROXIMATION GEOMETRIQUE

Les variables nodales étants ici les coordonnées des points nodales. Ceci pour le passage
de 1’élément réel vers 1'élément parent et vis vers ¢a. On a choisit 'elément simple de Lagrange a

quatre noeuds (fig.IV.10) [40].

Uy Uy

Flément de référence V' Ekément réel V'

Fig.IV.10: Elément d’approximation géomeétrique
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IV.4. APPLICATION DE LA M.E.F AUX EQUATIONS DU CHAMP DE |
TEMPERATURE
IV.4.1. FORME INTEGRALE DE L’EQUATION DE L’ENERGIE DANS LE FILL.LM
L’équation de 1’énergie est une équation aux dérivées partielles parabolique a valeur
initiales dans laquelle la coordonnée x joue le rdole du temps dans les problémes non
stationnaires.
La non linéarité résulte de la dépendance du champ des vitesses et de la viscosite vis &
vis de la température.
L’opérateur n’étant pas auto-adjoint, il n’existe pas de fonctionnelle associé a cette
équation. On peut cependant construire une équation intégrale en utilisant ’une des méthode des

résidus pondérés, a savoir celle de Galerkine [29].

1vV.4.1.1. METHODE DE GALERKINE

Les équations décrivant le phénomene physique peuvent s’écrire :

[ 67 or orl & _oT ou) (ow
A(D—pCpLua+v5};‘+wa—ZJ—5;(ka;)—u 5 +5 =0 sur

B(T=T- T=0 Condition de Dirichlet Ie long de I't (Iv.53)
or - ‘
B(T)= kg— —-qg=0 Condition de Neuman le long de T’y
H
ou

Q) est le domaine occupé par le film fluide

I'=TtwIq estla frontiére délimitant le domaine €

T et _q sont les valeurs imposées de la température et du flux de chaleur 4 travers les ‘
frontiéres, respectivement,

-+ .. - . . N
n désigne la direction normale a I'.

A(T) et B(T) devants étre nuls sur Q et I' respectivement, on peut écrire:
) oa(ndx + | 9B(TYAT=0 (IV.54)

ou ¢ et @ sont des fonctions arbitraires de la température.

Cette équation est équivalente aux deux équations différenticlles definissant le probleme

physique, c’est sa formulation intégrale par la méthode des résidus pondérés.
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Galerkin propose de prendre ¢ = - ¢ = 8T, sans que l’on perde rien en généralité
(puisque @ et @ sont arbitraire). ST représente une variation virtuelle.
La forme intégrale de Galerkin s’écrit alors :

w(n =] {——(k—)+ pC (ua—T+vZ—§+w6—T)}5TdQ

_j' K I (yﬂBTdQ + Iqardr—o e

ceci en supposant que la condition T = T sur I't est automatiquement satisfaite par le choix de

la fonction T qui pour raison d’intégrabilité doit éire de classe C? .

Iv.4.1.2. FORMULATION FAIBLE
Afin de diminuer 'ordre de dérivabilité de T(x,y,z), on intégre par partic le terme de
conduction dans les trois directions. On obtient alors la forme intégrale faible de Galerkin qui
s’écrit
oT o (87T) or or oT

W(T) = _[ {k"é'y*—a— pCp(u§+ v—ay—+ WE)ST} dQ

N [[aj (yHSTdQ o grar -

Dans cette équation :

(1V.56)

- u,v,w,l et q sont fonction de la température.

-TeC'; T=Tet 85T=0 sur I'r
IV.4.2. FORME INTEGRALE DE L’EQUATION DE LA CHALEUR kDANS LE MASSIF

Le méme procédé conduit a la forme intégrale de Galerkin suivante :
- oT -
wW(T) = LST{kmAT— pCU.VT}dQ - Ir 6’1{ ; E—q]dl" =0 (IV.57)

et aprés intégration par partic du terme de conduction, on obtient la forme intégrale faible qui
s’écrit
W(T)= JQST{-—kaTST.VT- p, CU. VT}dQ + J qSTdF =0 (1Vv.58)

Te C'; T=Tet §T=0 sur I'r
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1V.4.3. DISCRETISATION DES FORMES INTEGRALES FAIBLES ASSOCIEES
AUX EQUATIONS DE L’ENERGIE DANS LE FILM ET DE LA CHALEUR
DANS LE MASSIF
Nous avons adopter un méme principe de discrétisation pour le champ de température -
aux deux équations de l’énergie et de la chaleur vue qu’elles sont similaires au terme de
dissipation visqueuse prés.
Comme pour le champ de pression, on utilise une approximation par éléments finis. Soit

NELTF le nombre total d’¢léments dans le film et NELTM celui dans le massif. On peut écrire :

neltf neltm
Wo(T)= 2 W(T)=0 et Wy(T)= D W(T)=0 (IV.59)
e=/ e=]
ou les formes intégrales élémentaires s’écrivent :
oT" o(8T*) or: or°

aTe
W(T7) = T [ d
“(T*) Lr {k o +pC,(u 2 TV o W, )0 }

| Ha”j {yﬂsre aQ + _[rﬁSTedl" 0

wi(T%) = | ST {-k,V78T".VT* — p,C.UVI*}d + | g8T"dr =0 (V61)

(IV.60)

et

En posant pour I’approximation nodale sur chaque élément Q°,
=i} T =PI (IV.62)
ou <N> représente 1’ensemble des n fonctions de forme permettants 1’approximation locale du

champ de température, on obtient :
a) la forme intégrale discrétisée de I'équation de 1’énergie dans le film,

()= {k < >+pC (u{N}<aN>+V{N}< >w{N}(Z—f>>}{M:}dﬂ
L pﬁ j [ H{N}dg + (81:)J.r;§{N}dF=O

qui sous forme matricielie s’écrit :

we(re) = 6T (KT b+ {re b+ (1)) = 0 (1V.64)

(IV.63)
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k)= H‘Z—i’}@f >+pC (u{N}< >+V{N}< >+w{N}<%:~>)} Q@  (1V.65)

est la matrice thermique élémentaire du fluide dont chaque terme représente unc énergie

ol :

transmise par transfert due au déplacement du fluide et par conduction.

| Ou ow 1
(b=, —u[[aj +[ 5 j J{N} 4o (IV.66)
est le vecteur sollicitation de volume correspondent a I’énergic de dissipation visqueuse.
{r:}=} qin}ar (IV.67)

est le vecteur sollicitation de surface correspondent au flux de chaleur.

Dans ces expressions u,v,w sont les vitesses en un point donné du fluide et on peut
utiliser les mémes fonctions de formes pour les calculer en fonction des vitesses nodales calculés

par intégration suivant 1’épaiseur du film conformément aux équations (IL.57).

b) la forme intégrale discrétiser de I’équation de Ja chaleur dans le massif,

ON ON | ON N | ON
WL(T3)=(51'T)IQ.{"’€,"{ }(—") { }(—) {62 }(“é;"))

5
+ P,,,Cv(u{N}(%) ¥ v{N}(%H w{N}(a—]:) )}(I;f)dg (IV.68)
w61 | qintar

qui sous forme matricielle s’écrit :

Wi (1) = ST ([KUT b+ 1)+ {1)) av.69)

3= s A SIS G- )

+p,,,C'v(u{N}{ N}+v{N}{ ];r} w{]\f}{%})} a0 (1v.70)

ou

est la matrice thermique du solide dont chaque terme représente une énergie transmise par

conduction et par convection due au déplacement du solide.
=] giniar av.71)
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est le vecteur sollicitation de surface correspondant a ’énergie échangée a la frontiére du solide.
o

Dans ces expressions u, v et w sont les vitesses en un point donné du solide .

L’assemblage des deux formes intégrales Wi(T) et Wi(T) permet d’aboutir & un systéme
" d’équations algébriques pour le champ de température :
W(T) = Wg(T) + Wn(T) (Iv.72)
W(T)=[K|{Ta} + {F.} + {F;} =0 - {IV.T3)
Le calcul de toutes ces quantités élémentaires nécessite évidemment le choix d’un

élément de référence.

IV4.4. ELEMENT D’APROXIMATION
Les équations intégrales mettants en cause la température n’exige qu’une continuité de
classe C°, ce qui nous permet de choisir I’élément d’approximation le plus simple afin de gagner
en espace mémoire et en temps de calcul, d’ou le choix de 1’¢lément tridimensionnel

isoparamétrique a huit noeuds avec un degré de liberté par noeud (fig.IV.11).

[ ) 1€ES]

AN

1 t
Element de rétérence V [lément réel ¥

Fig.IV.11: Elément d’approximation isoparamétrique

Cet élément est aussi utilisé pour 1’approximation nodale par éléments finis du champ de
vitesse dans le film et pour la transformation géométrigue entre les éléments réels et 1’élément

de référence.
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IV.5. PRINCIPE ET METHODE DE RESOLUTION

: Le calcul et I’'assemblage des matrices et vecteurs ¢lémentaires puis la résolution du
systéme d’équations algébriques obtenu est une étape importante dans 1’analyse par éléments
finis.

Pour le calcul intégrale des différents termes des matrices et vecteurs élémentaires nous
avons utiliser la méthode de Gauss qui permet de calculer exactement un polyndme de degré
m=2r-1 sur I’élément de référence et o r est le nombre de points de Gauss [40].

L’assemblage des matrices et vecteurs €lémentaires se fait en les additionnant aprés
expansion.

Deux meéthodes de résolution peuvent étre adoptés selon qu’on résout d’abord 1’équation
de Reynolds pour le champ de pression puis les deux équations de ’énergie et de la chaleur qui

déterminent le champ de température ou qu’on assemble le tout en un seul systéme algébrique a

résoudre par une méthode itérative.

ALGORITHME 1

L’organigramme schématique donné figure (IV.12) est lié a la premicre méthode citée ci
dessus. Un champ de température initial, fixé a priori, permet de déterminer la viscosité en
chaque point du film. L’équation de Reynolds discrétisée (I1V.52) peut alors étre résolue par une
méthode itérative jusqu’a convergence sur 1’angle de calage. Le champ des vitesses dans le film
est alors calculé et un nouveau champ de température est déterminé par la résolution du
systéme d’équations algébriques (IV.’f3); ces nouvelles valeurs de température sont utilisées
pour V’itération suivante. Le processus itérative est arrété lorsque la différence relative entre les

températures obtenues pour deux itérations successives est inférieure a 0,01 %.

ALGORITHME I1

Le traitement simultané des trois €quations régissant le probleme permet d’aboutir par
assemblage des équations matricielles (IV.52) et (IV.73) & un seul systtme non linéaire a
résoudre:

K] {U} = {F} (IV.74)

ou [K] est la matrice globale obtenue par assemblage des matrices €lémentaires de fluidite,
d’énergie dans le film et de chaleur dans le massif.

{U} est le vecteur qui comprend les inconnues de pression et de température,

{F} le vecteur sollicitation qui contient des composantes de flux et de débit.
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Le stockage de la matrice [K] en « ligne de ciel » permet de gagner en espace mémoire.
Cette matrice ainsi que le vecteur sollicitation étants non linéaire, un processus itératif est
n¢cessaire pour obtenir la solution. Parmi les méthodes disponibles, on a opté pour la méthode
de substitution incrémentale. Celle-ci consiste & construire une suite de solutions {Uo},{Ul}, - -

-, {U'Y {Ui} étant calculée a partir de {U"'} en résolvant le systéme linéaire :
[KU™] (U = {(FU™}; i=1,2,3,... av.75)

ce qui peut s’écrire sous forme incrémentale en introduisant le résidu {R'}.
{R'} = {RQU™} = {FU")} - [KU™HJ{U"}
[K(U™{AU}= {R} (IV.76)
(U} = (U"}+ Q{AU}

Le vecteur {Ui"} ¢tant connu, nous pouvons construire les matrices élémentaires
[k(u"")] ainsi que les vecteurs ¢lémentaires {f (u"™")} puis les assembler pour obtenir [K(U"")] et

{F(Ui'l)} et enfin résoudre le systéme linéaire en {AU'} par la méthode directe de Gauss.

Q est le facteur de sur-relaxation, qui permet d’améliorer la vitesse de convergence, sa

valeur dépend de la forme de la matrice [K] et est déterminée par expérimentation numérique.

Ainsi, partant d’une viscosité de référence o, on résout le probléme ce qui permet
d’obtenir un champ de pression donc de vitesse et un champ de température et une nouvelle
valeur de viscosité en tout point du domaine de résolution. La convergence du processus itératif

est atteinte & ’itération i lorsque la norme entre deux solutions :

(AU NAU'}

] = oo

est inférieur a 0,001, (IvV.77)

L’algorithme correspondant a (IV.76) est donné figure (IV.13) ci-desous.
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Calculer une solution approchée {U°}, éventuellement nuile.
1=1, 2, ... (pour chaque itération)

pour chaque élément

Extraire les valeurs {u''} de {uh

Calculer [k(u'™)] et{fu"™)}

Calculer le résidu élémentaire
{r} = {f} - I ™)

Assembler comme dans un probléme linéaire
[k] dans [K]
{r} dans {R}

Résoudre comme dans un probléme linéaire :
[K]{AU'} = (R}
Construire la nouvelle estimation de la solution :
| {U'} = {U"} +Q {aU}
Célculer la norme | |n || de {AUi}

Tester la convergence

Fig.IV.13: Algorithme IT ; Méthode de substitution incrémentale

IV.6. ETUDE DE LA CONVERGENCE

L’erreur d’approximation en tout point x de 1’élément Q° est définie par :
e(X) = U(X) - Uex(X) ’ (IV.78)
L’erreur au point £ de 1’¢1ément de réference est :

(&) = u(g) - uex(®) (IV.79)

En deux points x et £ qui se correspondent dans la transformation géomeétrique, les

erreurs e(x) et e(§) prennent la méme valeur.

Pour caractériser |’erreur Strang [41] donne ’expressions suivante :




CHAPITRE IV - 73

’ lel, < el fug (%) (IV.80)
ou
- ¢ dépend du type d’élément et de I’approximation utilisée ;
- la base polynomiale de I’approximation est compléte jusqu’a I’ordre n-1 ;
- [ est la dimension maximale de 1’élément
- les dérivées de ’approximation u(x) jusqu’a I’ordre s sont bornées ;

- 'uex (x )’n est la norme de uex(x) définie par

i, ()| = Maximum sur Q° de |D"(u(x )|
6au(x) {a”’*":“ (IVSI)

v Dn — abesz
ou . (u(x)) a ax a by a cz

On constate que pour améliorer la précision de I’approximation nous devons :

- soit diminuer /, donc la dimension de chaque élément en augmentant le nombre
d’éléments nécessaires pour représenter le domaine entier 2,

- soit augmenter n, ¢’est & dire augmenter ’ordre du polynéme d’approximation ce qui
implique une augmentation du nombre de variables nodales ou de degrés de liberté de chaque
¢élément, ceci peut se faire : _

- par augmentation du nombre de noeuds d’interpolation de chaque élément
(famille des éléments de type Lagrange),
- par augmentation du nombre de variables nodales en chaque noeud en

conservant le méme nombre de noeuds (famille des éléments du type Hermite).

La convergence monotone de la solution approchée vers la solution exacte lorsque la

taille de 1’élément tend vers zéro reste cependant sujette aux deux conditions suivantes :

Base polynomiale compléte ﬂ
Pour que les erreurs sur u et sur toutes ses dérivées jusqu’a 1’ordre s tendent vers zéro il
faut utiliser une base polynomiale au moins compléte jusqu’a ’ordre s pour la construction des

fonctions d’interpolation. Ceci est d’ailleurs la condition d’integrabilité de W,
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< Continuité entre éléments
Pour pouvoir écrire W = ZWE, il faut que la fonction approchée u sur 1’ensemble du

domaine d’intégration Q satisfait les conditions de dérivabilités de la forme intégrale W : u et
toutes ces dérivees jusqu’a 1’ordre m qui apparaissent dans W doivent étre bornées.

Si u et ses dérivées jusqu’a ’ordre m-1 sont continues sur les éléments ct les frontiéres
entre éléments, la condition précédente est satisfaite et on dit que 1’élément est conforme. Un
¢lément est dit non conforme lorsqu’il ne satisfait pas les conditions de continuité requises. Dans

Cec cas
W=D W+ W (IV.82)

ot W9 est un terme di aux discontinuités entre éléments, qui n’apparait pas dans les termes W°.
Pour que la convergence de la solution approchée soit correcte, il faut que W soit nul, ou borné
et tende vers zéro avec la taille des ¢léments, en pratique cect peut étre vérifié grice a la

technique du « Patch test » [40].

Dans les formes intégrales (IV.27), (IV.56), (IV.58) seules les fonctions cherchées et
leurs dérivées premiéres apparaissent dans le calcul des W*, ainsi il suffit de disposer d’éléments
assurant une continuité C° pour que les con&itions précédentes soient vérifiées.

Pour le champ de température, 1’élément tri-linéaire choisi présente une base
polynomiale compléte d’ordre 1 et assure la continuite C% c’est & dire la continuité de la
fonction de température T(x,y,z) entre les éléments.

Pour le champ de pression, 1’é¢lément cubique (quadrilatére 4 noeuds semi-C') choisi
assure la continuité C° et n’est pas complet, cependant sa base polynomiale est compléte jusqu’a

1’ordre 1 assurant ainsi une continuité local C' pour la fonction de pression P(x,z).
Deux autres types d’erreurs existent :

a) Erreur de discrétisation géométrique

Lorsque la frontiére du domaine Q est constituée par des courbes ou des surfaces plus
complexes que celles qui définissent les fronticres des éléments (c’est le cas pour le massif du
palier cylindriquﬁe avec I’élément tri-linéaire choisi), une erreur est inévitable. Cette erreur est
appelée erreur de discrétisation géométrique. Elle peut étre réduite en diminuant la taille des

éléments, ou en utilisant des éléments de la famille Lagrange a frontiéres plus complexes.
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b) Erreur due a Iintégration numérique

L’intégration exacte des matrices élémentaires et des vecteurs sollicitation nécessite
Pintégration exacte de chacun de leurs termes. Ceci n’est possible avec la puissante méthode
d’intégration de Gauss choisie que si les termes sont des polyndmes, ce qui est en général le cas
lorsque la matrice jacobienne est constante.

Le choix du nombre de points d’intégration dépend du type d’élément utilisé et de la
matrice €lémentaire qu’on construit. En pratique on choisit le plus souvent un nombre de points
aussi faible que possible pour diminuer le volume de calcul. Cependant il existe, pour chaque
type d’élément, un nombre minimum de points d’intégration en dessous duquel la matrice [K}
reste singuliere malgré 1’introduction des conditions aux limites.

Pour I’élément isoparamétrique trilinéaire 4 8 noeuds, il faut un minimum de 2x2x2
points d’intégration.

Pour I’élément quadrilatéral de type Hermite a 4 noeuds, il faut 3x3 points d’intégration.

IV.7 CONCLUSION

Nous avons tenu en présentant la résolution par Eléments Finis du probléme
Thermohydrodynamique pour le palier lisse de garder 1’aspect de généralisation. En effet la
méme démarche est 4 suivre pour I’étude de tout mécanisme de lubrification régit par les trois
équations de bases. L’application de la méthode de Galerkin et le principe de discrétisation
étants les mémes, seuls changent la géométrie du mécanisme et les conditions aux limites. Ce
qui est par ailleurs, facilement repérable dans le code de calcul.

Ainsi, ’application de la méthode des éléments finis aux problemes de lubrification
thermohydrodynamique permet de prédire le comportement physique des mécanismes de

lubrification et par suite aide a la réalisation optimale.
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CHAPITRE V

PRESENTATION DES RESULTATS
ET VALIDATION DU PROGRAMME MEFTHD

V.1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous présentons les résultats théoriques obtenus avec le programme
thermohydrodynamique MEFTHD, élaboré au cours de cette étude, tout en les comparant aux |
résultats théoriques obtenus par R. Boncompain et Fréne [26,42,43] avec un programme aux
différences finies et aux valeurs expérimentales obtenues par Ferron [44].

Parmi les différents paramétres qui conditionnent le fonctionnement du palier nous avons
plus particuliérement étudié I’effet des variations de excentricité relative et de la vitesse de rotation
de l'arbre sur les caractéristiques du palier.

Par ailleurs I'influence des conditions aux limites posées aux surfaces externes du palier,
(fig.IN1.3) a ét¢ examinée en choisissant successivement:

a) Une paroi en convection avec un faible coefficient

b) Une paroi en convection avec un coefficient assez élevé

¢) Une paroi a température imposée

On a aussi pris en considération I’effet du rayonnement en lintégrant avec 'effet de
convection. En effet on peut considérer le coefficient d’échange globale comme étant la somme
des deux coefficients de convection et de rayonnement.

Pour chaque cas ¢tudi¢ les parameétres suivants ont ¢té calculés:

- la pression et la température dans le film lubrifiant ainsi que la température dans le
coussinet,

- la température moyenne du fluide recyclé,

- la température moyenne du fluide a ’entrée du convergent,




_CHAP! TREV 77

- le rapport entre le débit de fluide recyclé et le débit de fluide entrant dans le convergent,

- les pourcentages de chaleur évacués respectivement par le lubrifiant, le coussinet et
l'arbre.

Par ailleurs, la "viscosité équivalente” constante, qui, dans le cas d'un calcul isotherme
~ donnerait, pour des conditions de fonctionnement identiques, la méme charge que celie obtenue

par le calcul thermohydrodynamique a été calculée pour chacun des cas étudiés.
V.2. PALIERS D'ESSAI ET DONNEES PHYSIQUES

V.2.1. PALIERS A ,Bet C,

Le palier d'essai réalisé par Ferron et Fréne [45,46] est constitu¢ de deux bagues, 1'une
représentant l'arbre 1'autre le coussinet. Ce systeéme permet de modifier factlement le diamétre du
palier, son jeu radial et le rapport L/D de la longueur au diamétre. Le palier est alimenté en
lubrifiant par l'intermédiaire de trois orifices qui débouchent dans une rainure axiale dont
I'amplitude circonférentielle est de 18 degrés et la longueur de 70 mm.

Les autres données expérimentales, relatives aux deux paliers A et B qui serviront pour la
validation du programme MEFTHD par comparaison des résultats avec ceux obtenus par
Boncompain avec un programme aux différences finies TEHD « ThermoElastoHydro-
Dynamique », qui tient aussi compte de 'effet thermoc¢lastique dans les solides, et avec ceux

obtenus expérimentalement par Ferron sont les suivantes.

Rayon du palier R =50 mm
Rayon externe du coussinet Re =100 mm
Longueur du palier L =80 mm
Jeux radiaux Ca =145 um
Cp=123 ym
Viscosité de 1'huile a 40°C Mo = 0,028 Pa.s
Coefficient de thermoviscosité B =0,034/°K
Masse volumique de I'huile 4 40°C p = 860 kg/m’
Chaleur spécifique de 'huile © Cp=2.000 J/kg°K
Conductivité thermique de I'huile Ky =0,13 Wm°K

Conductivité thermique de l'air K =0,025 W/m°®k
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*

-Conductivité thermique du coussinet K. = 45 W/m°K (A et B)

Conductivité thermique de 1'arbre K, =45 W/m°K
Coefficient de convection du coussinet he = 80 W/m® °K (AetB)
Coefficient de convection de l'arbre - h, = 100 W/m® °K
Température ambiante Te=45°C (AetB)
Température d'alimentation To=40°C (AetB)
Pression d'alimentation po=70.10°Pa
Vitesse de rotation de l'arbre 500 <N < 5000 tr/mn

Pour tous les essais, les paliers A et B ont été alimenté avec ’huile ISO VG-32 dont la ‘
variation de la viscosité avec la température est présentée en variable logarithmique sur la figure

V.1

v (cSY)
100

10

. OC
| | 1 I 1 I ! | I I 1

0 20 40 60 80 100

Fig.V.1 : Variation de la viscosité cinématique en fonction de la température

Dans la gamme de température utilisée, la viscosité suit la loi suivante :

D

W= APy B +CT+1 (V.

ou T estlatempérature en degrés Celsius

A, B, C, D sont des constantes qui dépendent du type d'huile utilisé

L est la viscosité en Poiseuille ( Pa.s )
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Dans notre cas:

A=-1.13 10°
B= 16 10° f
C=-6.84 1072
D= 3.48510°

Le palier C, utilisé pour présenter unc analyse des effets thermiques, est supposeé |

alimenté par I’huile ISO VG-320 dont la viscosité est fonction de la température suivant la loi :

B=pge P70 v2

Les données physiques qui changent pour ce palier sont les suivantes :

Longueur du palier ' L =100 mm

Jeux radial Cc =100 um it
Viscosité de I'huile a 33°C po = 0,323 P1

Coefficient de thermoviscosité B =0,034/°K ¢
Coefficient de convection du coussinet 50 W/m?*°K < he € 600W/m?°K

Masse volumique de T'huile 4 33°C p =850 kg/m’

Conductivité thermique du coussinet K. =51,9 W/m °K i
Température ambiante Ty=23°C /
Température d'alimentation Tay=33°C (‘

V.2.2. TEMPERATURE DU FLUIDE RECYCLE

La température du fluide au niveau du dispositif d'alimentation (rainure) est
généralement supérieure a celle du lubrifiant d'alimentation. Ceci est dii au fait qu'une partie du.
lubrifiant entrant dans le convergent n'est pas évacuée latéralement mais fait le tour du palier en
s'échauffant et se melange avec le lubrifiant froid d'alimentation (fig.V.2). Pour évaluer la
température réelle d'alimentation nous supposerons celle-ci constante dans la section d’entrée et
nous prendrons pas en compfe la production de chaleur par dissipation dans la rainure
d'alimentation ainsi que les transferts par conduction dans cette méme zone. Le bilan du débit de

fluide et du flux de chaleur dans la zone d’entrée permet alors d’écrire :
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a) ’équation de conservation du débit sous la forme :
Ore =Ce + 0, (V.3)
ou Q est le débit du lubrifiant froid. Q, le débit de fluide recycle et Qs le débit a 1’entrée du

contact. Les débits Qo et Q, sont calculables a partir du champ de vitesse dans le film.

b) la conservation du flux de chaleur
Qr]:" + Qe]; = Qsej;e (V.4)
Dans cette relation T, est la température connue du lubrifiant froid et T: la valeur

moyenne de la température du lubrifiant recyclé.

La température T, cherchée a ainsi pour expression :

ro =20 40 QQ')TH V.5)

Q.

arbre

Qse

Fig.V.2: Schéma du mode d’alimentation
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V 3. INFLUENCE DES CONDITIONS THERMIQUES IMPOSEES AUX

Pour cette étude, [’excentricité relative ¢ du palier C a été fixée a 0,8 et la vitesse de;
1.
rotation ® de 'arbre a 2.000 tr/mn. g

L'examen des cartes des isothermes (fig.V.3 et fig.V.5) montre que l'influence de la_
condition thermique imposée aux parois externes du palier, sur la circulation du film de chaleur !
est importante. Sur ces cartes, I'épaisseur du film est représentée en variable adimentionnelle, ¢

c'est pourquoi cette épaisseur est constante quelque soit la section du film envisagée. De plus, les{
T

échelles ne sont évidemment pas les mémes pour le film et le coussinet.

.n."\
-

Dans le cas ou le coefficient de convection h, est le plus faible (fig.V.3) la paroi exteme{
du coussinet agit comme une véritable barriére thermique et, seul au droit du point de.
température maximale le coussinet évacue radialement de la chaleur. c'est le fluide qui emmene A
par convection la plus grosse partic de la chaleur (71%)(tableau I), l'arbre évacue encore une s
large part (23,8%) et le coussinet seulement 0,7 %. Une partie du flux de chaleur c1rcule‘{
circonférentiellement dans le coussinet et contribue a4 augmenter la température du ﬂulde'a:
I'entrée du convergent. Cette augmentation est due d'ailleurs en grande partie a la température

élevée du fluide recyclé, dont le débit atteint 20 % du débit total a I'entrée du palier. f

L
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fig. V.3 : isotherme dans le plans de symeétrie du palier (¢=0.8, @=2000 tr/mn,
h,=56.6 W/m?°C)
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fig.v.4 : isotherme dans le plan de symétrie du palier (=0.8, ®=2000 tr/mn,

température imposée 23°c)
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Tableaul: Caractensthues du palier en fonctlon des différentes conditions imposées
Différents conditions Convection Convection Température 1‘
a la paroi externe du h, =56,8W/m?°C | h,=568W/m?°C imposée
coussinet T = 23°C l
t\
Température maximale
atteinte par la surface 86 84,5 80
du coussinet en °C &
Viscosité équivalente 0,134 0,147 0,160 (i
en Poiscuille
1
Pourcentage de chaleur |
évacuée par: (
- le fluide 71 64,7 59.8 ((
- l'arbre 28,3 29,7 30,1 .
- le coussinet 0,7 5,6 10,1 ,
Charge supportée en 23420 25501 27973 f
daN (\
{
Angle de calage 40,36 40,26 40,09 ¢
Température du fluide 68,1 54,8 46 f;
recyclé en °C | {
{
Température du fluide a 39,6 37,1 354 .
I'entrée du palier en °C {
L]
Rapport entre débit 0,187 0,187 0,187 i
recyclé et débit total
Position angulaire du
point de température 240° 180° 180°
maximale

Les lignes de flux, tracés sur la figure V.4 sont déduites de la carte des isothermes. Ces

Jlignes de flux coupent orthogonalement la surface de l'arbre car cette surface est une
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fig. V.5 : lignes de flux de chaleur dans le plan médian du palier(e=0.8, ©®=2000 tr/mn)
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isotherme. Dans le film, deux zones peuvent étre distinguées. Dans la premiére qui correspond a
la partie la plus froide du film, l'arbre et le coussinet donnent de la chaleur au fluide. Dans la
seconde qui correspond 4 la partie la plus chaude du film, le fluide céde de la chaleur a F'arbre et
au coussinet. Ainsi, l'arbre et le coussinet du palier transportent une partie de la chaleur généree

par cisaillement dans le film de la zone la plus chaude vers la zone la plus froide du fluide.

L'augmentation du coefficient de convection ainsi que le fait d'imposer une température
ambiante (fig.V.5), a la paroi extérieure du coussinet, facilite I'évacuation de la chaleur dans
celui-ci ; le pourcentage ainsi évacué atteint 10 % dans ce dernier cas. Ce fait se traduit par des

isothermes qui deviennent plus circulaires.

" La conséquence de cette évacuation plus aisée de la chaleur est une baisse générale des
températures, aussi bien dans le film, que dans le coussinet. On note par ailleurs, le déplacement
du point de température maximale qui se rapproche de la section d'épaisseur minimale du film.
Ainsi, quand la chaleur s'évacue difficilement dans le coussinet, le fluide continue & s'échauffer
aprés avoir dépassé la section ou le cisaillement du film est maximal. On remarque aussi le
resserrement des isothermes dans le film, au voisinage de la surface de l'arbre. Ceci traduit le
fort gradient thermique qui régne prés de cette surface, et explique le role important joué par
l'arbre dans l'évacuation de la chaleur produite. Cet effet est dii a la température choisie pour la

surface de l'arbre.

A l'élévation importante de la température correspond une baisse trés sensible de la

pression (fig.V.6) de la charge supportée et de la viscosité équivalente qui passe de 0,323 2¢

dans le cas isotherme 4 0,134 2¢ dans le cas ou le coefficient de convection est le plus faible.
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——— Solution isotherme

- - - - Solution avec température imposée T=Ta= 23°C
— - - Solution de type convection avec hc=568 Wine G
— — . Soiution de type convection avec hc=56,8 Wime*C

Fig.V.6 : Courbes de pression dans le plan de symetrie pour

diffiérentes conditions 2 la paroi externe du coussinet.
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V.4.COMPARAISON THEORIE-EXPERIMENTATION ( PALIER A)

La figure V.7 montre la variation de la température a la surface interne du coussinet dans
le plan de symétrie du palier

- la courbe I a été obtenue expérimentalement pour une excentricité de 0,8 et un jeu
radial de 145um. La température maximale atteinte est de 51,5°C pour une abscisse 0 = 267°
[46].

- La courbe 1I est issue des calculs effectués a partir du programme MEFTHD dans les
mémes conditions. La température maximale atteinte est de 55,6°C et cette courbe se situe
toujours au dessus de la courbe expérimentale.

- La courbe UI provient des résultats obtenus numériquement par Boncompain a 1'aide de
SOn programme thennthdrodynamique, qui tient compte des déformations thermo-élastiques
des massifs en présence [26].

L'écart de température constaté au voisinage de la rainure d’alimentation est due a la
modélisation . En effet, sur le dispositif d'essai, le fluide d'alimentation refroidit le coussinet
dans la zone de la rainure, ce phénomeéne n'est pas pris en compte pour le calcul. Toutefois, cette
différence de température de l'ordre de 2 4 3°C n’entraine qu'une trés faible modification de la
charge supportée car dans cette zone la pression hydrodynamique est faible.

Les courbes de pression obtenues dans les mémes conditions sont présentées figure
V.8. Le maximum de pression est de 3 MPa ct la charge correspondante est de 8.000 N.

On note que les résultats obtenus par la Méthode des Eléments finis sont en bon accord

avec 1’expérience

V.5. INFLUENCE DE LA VITESSE DE ROTATION DE L'ARBRE

L’excentricité relative du palier C étant fixée 4 € = 0,8 et la condition a la paroi externe
du coussinet étant du type convection avec un coefficient h, = 56,8 W/m? °c, nous avons fait
varier la vitesse de rotation de l'arbre entre 500 et 5.000 tr/mn

La température a l'entrée du convergent (fig.V.9) s'éléve légerement lorsque la vitesse
augmente. Ceci est essentiellement di a 1'élévation de la température du fluide recycle car le

débit de ce fluide varie peu ; il passe de 16 % 2 500 tr'mn 4 19,5 % a  3.000 tr/mn.
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Fig.V.7 : Variation de ia température de la surface
interne du coussinet dans le plan médian
en fonction de la coordonné circonféren-
cielle ( N=2000 tr/mn ) .
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Fig.V.8 : Variation de la pression en fonction de la coordonnée circonférentielle
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Fig.V.9 : Température maximale afteinte par fa surface du coussinet
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W(daN) | 1 seaq (P
100000 -p.3
80000 — y
60000 27
40000 -
40.1
20000 -{ - |
1 oy
0 T ; y T ‘ }
0 1000 2000 3000
Fig.vV.10:----- Viscosité équivalente

——— Charge réelle, solution isotherme avec p = 0,323 P!

— - — Charge réelie, solution thermohydrodynamique
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Lorsque la vitesse de rotation de l'arbre augmente, on note un accroissement de la
température maximale atteinte par la surface du coussinet (fig.V.9). Ceci est Jjustifié par
I’élévation de la quantité de chaleur produite par cisaillement. On note de plus que la position
angulaire de ce point de température maximale est invariante, elle se situe toujours au voisinage

de 240°C.

La figure V.10 montre la forte influence de I'élévation de température sur la viscosité
équivalente qui décroit fortement. Ceci correspond 2 la faible augmentation de la charge avec la
vitesse dont la variation est beaucoup plus faible que ne le prévoient les calculs isothermes.

Par atlleurs, on constate que les transferts de chaleur sont peu modifies par la variation de
la vitesse (fig.V.11). Le fluide emmene par convection de 66 a 77 % de la chaleur, I'arbre de 21 &

30 %, la contribution du coussinet restant toujours trés faible.
V.6. INFLUENCE DE L’EXCENTRICITE RELATIVE

La vitesse de rotation de l'arbre est fixée a ® = 2.000 tr/mn et on impose toujours la
condition de convection avec h, = 56,8 W/m? °C a la paroi externe du coussinet. Nous avons fait

varier l'excentricité relative du patier C de 0,15 a 0,95.

La figure V.12 montre que la température maximale atteinte par la surface interne
augmente 1égérement avec I’excentricité. En effet, I’accroissement de excentricité se traduit par
une importante élévation de la puissance dissipée par cisaillement dans la zone d'épaisseur
minimale du film. Mais l'effet de cette augmentation est limité par la diminution trés importante
du débit de fluide recyclé (fig.V.13), ce qui entraine une baisse de la température moyenne du
fluide a l'entrée du convergent (fig.V.12). De ce fait, 1'¢1évation générale des temperatures se
retrouve limitée et en particulier la température maximale atteinte par la surface extérieure du
coussinet.

Par ailleurs, la diminution de la température a 'entrée du convergent se traduit par une
augmentation sensible de la viscosité équivalente, ainsi que le montre la figure V.13.

On note que la variation de P’excentricité relative n’entraine aucune variation de la

position angulaire du point ou la température est maximale.
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La figure V.14 représente la charge réelle en fonction de 1’excentricité dans le cas
isotherme avec la viscosité du fluide frais et dans le cas thermohydrodynamique.

Par ailleurs, la courbe de charge résultant d'un calcul isotherme effectué avec la viscosité
equivalente la plus faible (u = 0,08 valeur calculée pour € = 0,15) a été portée sur cette figure.

La différence entre ces courbes inontre I'mportance de la notion de viscosité équivalente

et sa variation avec les conditions de fonctionnement du palier, en particulier avec 'excentricité.
p

La figure V.15 montre la part croissante que prend I'arbre dans I'évacuation de la chaleur
lorsque l'excentricité augmente. En effet, le gradient de température a la surface de I'arbre croit
de fagon trés sensible avec l'excentricité. Par contre au niveau de la surface du coussinet ce

gradient reste toujours trés faible.

V.7. COMPARAISON THEORIE-EXPERIMENTATION ( PALIER B )

Les résultats expérimentaux [26,46] ont ¢té obtenues pour des vitesses de rotation de
2.000 tr/mn et 4.000 tr/mn et l'excentricité de maniere a obtenir une plage de variation des

charges allant de 2.000 a 10.000 N.

Les figures V.16 et V.17 montrent respectivement la variation de la pression maximale et
de 1a charge en fonction de l'excentricité relative.

On note l'augmentation trés rapide de ces deux grandeurs en fonction de l'excentricité a
vitesse constante, et on constate une trés bonne concordance entre théorie et expérimentation
avec cependant des valeurs théoriques légérement inférieures aux valeurs expérimentales a

fortes excentricités.

La figure V.18 représente les variations du débit sans dimension du lubrifiant. On
constate que les résultats expérimentaux sont en bon accord avec les calculs théoriques pour des
excentricités relatives comprises entre 0,3 et 0,5, en revanche, on note de légeres différences a

forte et faible excentricités de fonctionnement.
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Fig.V.18 : Débit sans dimension en fonction de I'excentricité relative
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Les figures V.19 et V.20 montrent respectivement les températures maximales atteintes
par la surface interne du coussinet et la surface de 1'arbre pour deux vitesses de rotation de 2.000
tr/mn et 4.000 tr/mn en fonction de I'excentricité relative.

On constate que les variations de la température de la surface de 1'arbre sont relativement
faibles en fonction de I'excentricité, par contre la température maximale de la surface interne du
coussinet croit nettement avec l'excentricité.

Remarque: Les résultats expérimentaux apparemment troublants pour les faibles
excentricités, qui indiquent que la température maximale atteinte par I'arbre est supéricure a
celle du coussinet s'explique par le fait que l'arbre du palier d’essai étant guidé par des
roulements 4 contacts obliques ceux-ci dissipent une certaine quantité d'énergie qui vient

perturber ia mesure des températures.

V.8. CONCLUSION
Les résultats théoriques montrent que :

- le gradient de température a travers et suivant le film lubrifiant est important,
- la chaleur circule de la zone la plus chaude vers la zone de la rainure d'alimentation. Ce

phénomeéne est dil a la convection dans le fluide, a la conduction dans le coussinet et a la rotation

de l'arbre,
- la plus grande partie de la chaleur générée par cisaillement est évacuée par 1'écoulement

du fluide.

La comparaison entre la théorie et 'expérimentation a permis de valider les hypothéses et

le programme numérique MEFTHD.
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CONCLUSIONS GENERALES ET PERSPECTIVES

Depuis des temps trés anciens, 1'homme s'est passionné pour la création de machines et
a, dés lors, compris que la lubrification des surfaces en mouvement relatif était I'une des clés de
sa démarche inventive.

Notre travail qui rentre dans le cadre de la lubrification basse pression en tribologie
répond avantageusement au sujet ainsi posé.

Apres 1'établissement des équations de bases régissants le phénoméne thermohydro-
dynamique laminaire en régime stationnaire, nous avons abordé sa modélisation en éléments
finis.

La methode des ¢léments finis permet principalement grice i la souplesse dans le
maillage, de traiter le cas de géométries aux contour complexe et de prendre en compte des
discontinuités dans la géométrie ou dans les propriétés physiques du fluide. En effet, le code de
calcul que nous avons développé aux prix d'un effort de conception important permet de traiter
une grande vari¢té de problemes de lubrification par une simple modification des données et
peut s'intégrer efficacement dans des logiciels d'études dynamiques ou de dimensionnement
industriel.

La démarche suivie dans l'application de la méthode des éléments finis au probléme
posé, & savoir, la formulation intégrale des équations de Reynolds généralisée de 1'énergie et de
la chaleur par minimisation de fonctions scalaires si possible ou par application de la méthode
résiduelle de Galerkine, puis la discrétisation nodale et géométrique, l'assemblage ct la
-résolution, est conseillée dans toute étude de ce type, principalement pour la résolution
d'équations aux dérivées particlles tenants compte de conditions aux limites précisées.

La comparaison entre théorie et expérimentation a permis de valider les hypothéses
ainsi que le programme de calcul. Aussi nous retiendrons de cette étude qui permet de définir

la champ de température dans le film et dans le massif les importantes conclusions suivantes :
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- la relation viscosité-température a une grande influence sur la distribution des
températures,

- la variation de la température 4 travers le film est importante,

- le fluide emméne par convection la plus grande partie de la chaleur produite, I'arbre en
¢évacue encore une large part, mais par contre le coussinet ne participe que trés peut au
transfert de chaleur,

- le fonctionnement du palier 4 forte excentricité permet d'augmenter la charge
supportée. Cependant l'augmentation de excentricité reste sujette & la température maximale
qu'atteindrait le revétement intérieur du coussinet,

- la vitesse de rotation n'augmente que légérement la portance au dépend d'une
élévation importante de la température de la surface interne du coussinet,

- les conditions aux limites sur la température peuvent étre trés variées, elles dépendent
de l'environnement et de I'implantation du palier. Le refroidissement de la surfasse externe du
coussinet pourrait étre un moyen intéressant pour augmenté la portance du palier.

En raison de sa structure modulaire notre code de calcul s'appréte efficacement & des
éventuelles extensions telles que, la prise en compte des phénomenes transitoires ou de I'effet
thermoélastique di a la-déformabilité des massifs en contact.

Comme complément & cette délicate étude nous proposons I'établissement d'une banque
de données rassemblant les différents types de paliers industriels afin d'utilisé ce code de calcul
comme outil d'étude en industrie.

Enfin, bien quiil n'existe pas a l'heur actuelle de théorie rigoureuse sur le phénoméne
thermohydrodynamique en régime turbulent, un compromis peut étre entreprit pour une

éventuelle étude numérique du sujet.
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ANNEXE 1

- EQUATION THERMODYNAMIQUE D'ETAT
- RELATION DE MAXWELL
- COEFFICIENT CALORIMETRIQUE

L EQUATION THERMODYNAMIQUE D'ETAT
les ¢quations issues des lois de conservation de la mécanique des milieux continus et I'équation que
traduit le second principe ne suffisent pas pour tous les parametres intervenant dans un processus
thermodynamique. Il est donc nécessaire de rajouter des lois de comportement caractérisant le
milicu étudié, En plus de loi de comportement purement mécanique qui relie le tenseur des
contraintes et le tenseur des taux de déformations, il faut adjoindre la loi de comportement
thermodynamique encore appelée équation thermodynamique d'état.

Dans les cas de mélange de fluides chimiquement inertes, (pas de réactions chimiques), et
sous une seule phase, cette équation indique que I'énergie interne massique e est définie a partir de

l'entropie massique s et du volume massique v (mifieu bi-paramétrique) , soit :

e=efsv) (1)

de plus, entre les variables d'état e, 5 et v, il existe la relation différentielle :

de =Tds- Pdv 2y

Dans cette relation 7 Représente la température absolue et P la pression.
On montre par ailleurs que la connaissance de la fonction e=e(s,v),permet de définir les
fonction T(5,v),P(5,v),... Autrement dit, tout paramétre d'état est calculable & partir de la donnée de

deux autres variables d'états.

II. RAPPEL SUR LES DIFFERENTIELLES TOTALES
En thermodynamique toutes les grandeurs peuvent étre classées en deux groupes : fonction

d'état et les fonction de transformation.
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La valeur dune fonction d'état (e par exemple), est déterminée univoquement par les
parametres de cet état (P,v.T). Pour déterminée la variation d'une fonction d'état, il suffit donc de
connaitre les valeur de ces paramétres aux points initial et final de transformation.

La variation d'une fonction de transformation (travail, chaleur) dépend de la fagon dont
s'accomplit la transformation subie par le systéme thermodynamique.

La propriété caractéristique dune fonction d’état est que sa différenticlle est une
différentielle totale.

Comme on Ia vu au paragraphe 1, il s'agira essentiellement d'une fonction d'état de deux

vartable de la forme Z = f{xy) telles que

S g2
dZ=( 2= ), de+( == ), dv 3

-

On sait d"aprés le théoréme de Schwars (analyse mathématique) que :

¥z _o8'Z

= 4)
oxdvy  Ovox

c'est & dire que la valeur dune dérivée mixte ne dépend pas de fordre dans laquelle on effectue fa

dérivation.

Amsi, si la différentielle d'une fonction quelconque Z=f{x,y) est écrite sous la forme :

dZ = Pdx + Qdy 5

et si la différentielle de la fonction Z est une différentielle totale alors la relation suivante est vérifié -

oP _ 30

g 6
o (6)
Considérons la relation (3) pour Z constant. Alors dZ =0 ¢t
oZ oz
— ), dx+(— ) dv=0
(6x)_» x (ay), v
(7

oz 0z, L ov, _
(Ex—)ﬁ(—év")x(a)z 0

on peut écrire encore cette relation sous la forme :

A -
(—é;-)x(a)z(az)_v ! (8)
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on établit ainsi une relation entre les dérivées des fonctions :
Hxy), x(yv.2), y(x:z)

On peut encore obtenir de l'équation (3) une relation souvent utile. En effet, dérivons cette

équation par rapport a x & condition qu'un paramétre quelconque d'état soit constant, il vient :

dz oz 0z . dv
—_—=f — + —_— -t
dx (Bx s (ay /s dx
a £ constant ceci peut s'écrire :
Yort oz Oz ov
—— =f - +{ — _ ).
( P J=( o )t ( ) Je { . Je 9

Tous ces résultats sont nécessaire pour établir les relations de Maxwell et calculer les

coefficients calorimétriques.

IIL RELATIONS DE MAXWELL

Elles sont déduites de I'4quation thermodynamique d'état (2) et en faisant intervenir Ia notion
de fonction d'état,

Désignons par x et y deux variables d'état choisies parmi les quatre grandeurs P, v, T et S.
La pression, le volume massique, la température absolue et I'entropie massique, étant des variables

d'état leur différentielles totales, ainsi :

dJe de

de=( ) av+( %) 4

e (6x)y A (ﬁ.v)" y

as=(5 ) (B ) a (10)
ox - ov

ov ov
dv={— ) dx+(— ) dy
v (ax Jy (fiv)' .

portons les relations (10) dans I'équation (2), i vient :

de a8 ov
—_— = - _ ——— 1
( r ). =1( o> )= P( > ) (11)

ce . 085 o
(a‘ )—V_T(é; Jo-P( . Jy (12)
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De plus comme les dérivées croisées de e doivent étre égale, on obtient :

or oS oP ov. _ 0T 088 0P, ov
( (.jy))r ( —hf ay),( ax)}. ( ax)-”( ay)x-(EJ-C—)_1,(5)_r (13)
En remplacant dans (13) x et y successivement par Pet S, vet S, P et T, v et T, on obtient
respectivement
ov . _, aor
(E ). =( >3 (i4)
ov . _ 0§
(5 Js=- P Iy , (15)
L Ov oS
— ) = 1
(aT)p(ap)r (16) |
ov .~ _ oT
(a_S br=( P X (17)

C'est quatre équations constituent les relations dites de Maxwell et sont & la base de la

défmition des coefficients calorimétriques.

1V. COEFFICIENTS CALORIMETRIQUES
IV.1, CALCUL DE L'ENERGIE INTERNE

Considérons I'énergie interne massique e comme étant fonction de v et de T, alors par

différentiation :

L% ara e
de~(aT N dT+(av Jr av (18)

Cherchons  exprimer  laide des coefficients calorimétriques et de loi de transformation du fluide

les deux termes suivants ;
de | de
— A el . —_—
( 3T ) ( v )
pour ce faire, substituons v 4 x et T a y dans 'équation (11), il vient

0 oA ,
(55— Jr=T( == )r-P (19)

Par ailleurs, I'équation de Maxwell (17) indique :

6s | _ P
(E)T_(a,r )v
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la relation (19) devient ainsi :

G - .
(55 )r=T(p WP (20

d'autre part et par définition :

Oe
C.={— 21
( T e 21)
On peut donc réécrire Iéquation différentielle (18) de la fagon suivante :
P
de=CodT+(T( 2 )P 22)

Ainsi la connaissance du coefficient calorimétrique C, et de 1a loi d'évolution P(T,v) permet de

définir la différentielle de I'énergie interne massique.
1V.2, CALCUL DE L'ENTHALPIE
L'enthalpie massique h est définie a partir de I'énergie interne par :

h=e+Pv _ (23)

soit en différentiant : |

dh =de+ Pdv +vdP
L'équation thermodynamique d'état (2) peut alors s'exprimer par :

dh =TdS +vdP
en supposant de plus que h=h(T,P), il vient en différentiant :

oh oh
dh=(— ), dT+{ — ); dP 24
( T a ( Y Jr (24)
et on obtient de la méme fagon que pour I'énergie intemne :
oh as :
—— ).=Tf = ). + 25
( P Jr=T( P Jrtv (25)
Compte tenu de la relation de Maxwell (16) on peut encore écrire :
oh ov
— J)p=v-Tf — 26
(aP)rV (aT)p (26)
de plus, et par définitionde G, :

oh
C=l—2)e (27)
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par ailleurs, le coefficient de dilatation thermique {8 est défini par :

Lo, 1w
B=-(or =357 (28)

A l'aide de ces définition on peut écrire :
dh=C, dT+v(1-TB )dv (29)

Ainsi, la connaissance du coefficient calorimétrique C, et de la loi d'évolution v(T,P) permet

de définir la différentielle de l'enthalpie massique.

LV.3. RELATION ENTRE C; et C,
Dérivant la relation (23) par rapport a la température et 4 pression constante, il vient :

oh de ov
—_ =4 + P —
(aT Jo (GT J» (aT o (30)
soit d'apres la definition de G, :
Oe ov
Co=(— ),+P( — 3t
on a de plus par définition :

oe
Cvz T~ v
(aT )

11 faut donc calculer (0e/0T), en fonction de C,.=(2e/0T)..
Pour ce faire , servons nous de la relation (9) dans laquelle on remplace respectivement : Z

par e, x par T, & par P, y par v, il vient ainsi :

de , _ e, B v
Py A el

( oT v aT

)s : (32)
1a relation (19) permet de remplacer le terme(8e/0v )r dans I'équation précédante et ainsi :
Oe oS ov
— ), =C,+[T( — };-P]{ — 33
Portant ce dernier résultat dans I'equation (31), on obtient en définitive :

oS . ov
=CHT( 2 )= | 4
Cr=CH T = ) 2 ), (34)

soit compte tenu de la relation de Maxwell (17) :
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c-c=1%£) 2, o (35)

or"" T’
On peut encore expliciter cette différence entre C, et C, en faisant intervenir les deux
coeflicient habituels :

p=te®, - 1,0
v(aT)'" p(aT ?

(36)
AT
X V(ap Jr o' P Jr

Pour ce faire, il faut calculer le terme (6P/8T), qui intervienf dans la relation (35) en fonction

de ¥.
Le résultat (8) permet d'écrire :
op oP or
- — — ), =-1 37
(ap )T(ar )v(ap Jp (37
soit
oP op op
— L == ),/ — 38
(aT)v (aT)"(aP)T (38)

et en fonction de (36), on peut écrire :

op
2y =g/
( v ) =B/%
La relation (35) entre C, et C, peut alors s'écrire sous la forme classique
C,-C.=TB*/py (39)

Le tableau ci-dessous donne les valeurs de C, et TB*/p pour quelques substances :

substance C, calig.°c TR%/py, calig.’
Huile SAE 30 0.4 0,096

Eau 1 0,005

Acier 0,12 13.10°

Ainsi pour l'eau et Facier la différence entre C, et C, est faible. Par contre pour Thuile la
différence est de l'ordre de 25% et doit étre prise en compte .




ANNEXE 2

ANNEXE 2

- CHANGEMENT DE VARIABLES GEOMETRIQUES
- ADIMENSIONNALISATION DE L'EQUATION DE L'ENERGIE
ET ANALYSE DIMENSIONNELLE

I. CHANGEMENT DE VARIABLE GEOMETRIQUE
Il est commode de fare subir aux équations du systeme une transformation qui

adimensionnalise les différentes grandeurs qui apparaissent dans les équations et qui transforme le

domaine occupé par le film en une parallélépipéde rectangle.

posons :

v=y/L ou v=yvh (1)

z=z/L ) z=z

h=h/c ou h=Ch
et
v=Chy
on posera de plus :
v=-1S et n=£
L R

on a en définitive, les formules de transformation suivantes :
0=x/R x=R6

v=v/h ou v=Chy (2)

==/L z=zL

kg |

et le domaine fluide réel se transforme en un parallélépipede rectangle que lon dénommera
"domaine de référence".
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II. ADIMENSIONALISATION ET ANALYSE DIMENSIONNELLE

Reprenons la forme développée en (1.64) pour l'équation de I'énergie en négligeant le coefficient de
compressibilité f, il vient alors '

oT aT T
pCo (UL =k Lk 2ueye, (1)
af X axf
pOSONS ;
¢ =2¢58y

¢ est appelée fonction de dissipation et cn coordonnées rectangulaire elle s'exprime pour une
evolution incompressible par :

S22y ey O e
A G ]

ou ov , oV oW ., ow oU
) (et — ) (—+
v e

™ Ez—)‘ (2)

Portons dans cette expression de ¢ les changement de variables indiquées en (11.43)
! v U 1oU | LoV

., OW ,
—'=~+ = f e " +—=—_+ —_—
(ay) "(az)] c—’(ha_v nae‘)

L1y +

i=2 " . -
R° 08 h

Ul 20V 16W , U 8W U,
+t—vVN —=t=—)"+—(—+v—= 3
c~’( " 0z h oy Rf(ae' 6:.') 3

le terme

devient :

k&L=l 0 S 4)

et le premier membre de I'équation (1) s'écrit

6T 0T . _pC,ToU 0T - 0T VOT , —oT
—+ I - —+ ‘+:—_+ W—: 5
A e ST AT Fav = P

En multipliant 'équation de 'énergie par C/KT, on fait apparaitre le nombre de Péclet :

2
=2E2C (©)

P,
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et le nombre de dissipation :

pU’
Na= 7
T (7)
il vient ainsi
8T —oT VoT 0T, ,..3°T 1 1T ,&T
P. _"'"."'+U———"+=__+VW—_ =n- Fram e+ R
G e 7 s VW T ey Y o
— U , 1 87, ow
+ 2NN ) b o J Ay —— )
M ”[(ae‘) h‘?(@y) v (62)]
- 18U .0V , LoV 10W
+N =—+n" ‘AN —t=— ) 8
du[(h & n ae‘) v =*3 ay” (8)

— W U
+ NN U—+v-—=
aM P-(ae. v 6:)

Or h=C/R est petit, de lordre de 10” dans les paliers courant, ainsi en négligeant les termes
ayant pour facteur h’ et les puissances supérieures de h, il reste :
T =0T VoTr K —oT, 13T  uw, oU, oW,
P. -*"_—+U—_+'="'—_"'+VW—... == -------‘I’“]\lrz1 — )+ (—) Q9
i 68" h dv 5! W oy ";f[(ay) (dv)] )

Dans le cas stationnaire, le terme
oT
ot

s'annule et l'on obtient la forme de 'équation de I'énergie dont nous nous sommes servis.
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INTEGRATION DE LA FONCTION DISSIPATION
A TRAVERS L’EPAISSEUR DU FILM

Soit & calculer f; ¢ dv

ou

et

ou , _ai:
¢_“[(5)+(6y)]

OoP U.-U
_(1 [""")'*' J+U,
oP

E(I 1—"‘) J+ W,

avec

u
. dv
L=tZa g=pZ
H u
Ou
Occupons nous du premier terme u( 5 ).
on a
@ @(g I_.ai) _____._U"U’QJ_
Qv ox (':}y J:fiy J: Qv
or
ol o &
- = = 24 = =~
v W
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J2)

d'ou
ou I 1 v
W) (—)[— () —-=
J2om
+(Uz U, )i 2U2-U16_P l_ﬁ_...
J2 [ Jo ox op J
soit en intégrant
ou , oP , v 5L
Paiay = Eppn Ly L1
o!-l(ay) v (ax)[”u y + — 21,]
N (U;-U; ) Ua-U;aP( 17
J: J> Js
et en simplifiant
oP G oP (U:-U, J
Ih — ) dv = By et T + Y y2-vr 7z
uu(ay) v p(ax) 7.
de méme, on peut écrire:
w W, G P, (W.-W, )
fou(av)dy— (&5t
et finalement, on a:
GoP, GoP. (U-U) (WW)z
Pog=2Cy . &2 i i
o Pdy = ( ) p(ah) 7, T,
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JUSTIFICATION PAR LE CALCUL DES VARIATION DE
L'ASSOCIATION DE LA FONCTIONNELLE J(P) A L'EQUATION DE
REYNOLDS GENERALISEE AVEC LES CONDITIONS AUX LIMITES

DU TYPE DIRICHLET ET NEUMAN,

Considérons la fonctionnelle
Jip)=\o Hp.p,.p, )dxd:
ou

e _»

P Ox ' S 4

Le but du calcul des variations est de déterminer parmi I'ensemble des fonctions p(x,z) celle
qui rend J(p) stationnaire. Soit P* cette fonction et Py une fonction approchant P* sur tout le
domaine d'integration Q.

Posons : P =P -Py =1 D(x,2)

Dans cette expression § représente le symbole variationnel, @ une fonction arbitraire de x et
de z et | une quantité positive qui tend vers zéro lorsque P, tend vers P,

J(p) est dite stationnaire lorsque :

&)=\, 8H(p.p,.p,)dxdz = 0

La vaniation virtuelle 8H est donnée par :
SH=H(P',P’,,P',)- H(P, P,, P,)
soit ‘

SH = H(P+n @, P+ @, P41 @) - H(P, P, P,)
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En négligeant les termes du second ordre, le developement en serie de Taylor donne :

oH
op,

cH
SH=n[ —¢+
cp

oH
¢.x+5';"¢,z]

soit encore

oH o  6H o0 oH 0 oH 0 oH
0H = oy — )+ — -0 — - —(—
Ot g, ) G, ) () o,

3J(p) s'écrit alors :

o g2 8 oH 5 oH 0 GO B OH
&)= nlo [ 55005, 5 g M dsd e [0 30+ (0 ) v

Le théoréme de Green permet de transformer la deuxieme intégrale qui figure dans le

membre de droite de 'équation précédente en une intégrale curviligne.

o 0 oH & oH oH OH
) = o [ 5o, ) g gy T+ e 6L oy - e

Appliquons ces résultats a la fonctionnelle

Gadp, G op

(=) —(—f+zua—p(h L) jaxdz - 21, gpar
p &x’ p'é x p Z7 40, 9P

Jp=l, I -

Nous obtenons

- 0.5%,,,8 6%, ,0 Ll
BB) = Mo §1 25— o)+ 25 ()25 (UR-U ) ] ds
Gép .. F G 8 —
+nl0rt Fap-zo(h-;))dz - (236—1:)de -21; 4qpdr

, Comme la fonction p(x,z) est connue sur une partie I'; de la fronticre I’ (paiagraphe V3.1,
la fonction @ est nulle sur cette frontiére et par conséquent, la deuxieme intégrale de l'équation

précédente est nulle sauf sur I,

Ainsi J(p) serra stationnaire que! que soit la fonction ¢ admissible lorsque les relations

suivantes seront satisfaites:
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0 Gdp 0 Gap 0 F
—f——— ) — ) = —t o —
ox pax) Bz(p 62) U&x(h p) sur )

ﬁ.(ﬁm-f)!%asp) =q suT,

pP=D, sur T,

Ce qui montre que la stationarité de J(p) conduit a I'équation de Reynolds généralisée et aux

équations représentants les conditions aux limites sur le débit et la pression.



