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ABSTRACT:

a;‘;mﬁﬁsq; :’:n::‘u . QJA.?JA
Ecels Hationale Polyiechmque *
. AR L‘glaﬁ, 5\3‘0\’)’\’3 Al ol
sa_ =t -t\jx ENE: I f@ W\ W
T asdl QY

=]
\}alzj\\__./\@m Ak o) O
Cﬁ%:mc j\ U\{J/\J M‘ \‘t7"’

The study of fluids flow around obstacls is of great importance in Fluids
Mechanics for its curent use.

The choose of the "PANEL'S METHOD" has been encouraged by Its
representatifs results of real flow, more the loads are complexs more these results are

convergents

RESUME:

Letude des écoulements autour dobstacles occupe un rang importani cans la
Mecanique Des Fluides vu les divers utilisations dans la vie quotidienne (Avions,
Voitures, Turbines,...).

La METHODE DES SINGULARITES a éé choisic pour ses “résultats
représentatifs de I'écoulement réel; ces résultats sont d'autant plus convergents que le
chargement suit la complexité de I’écoulement. '
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Chapitre 1: INTRODUCTION

I-INTRODUCTION :

L'étude du repos et du mouvement des liquides et dés gaz constitue ta M.D.F;
elle constitue 1 'une des branches de la M.M.C. comportant de nombreux problémes

auxquels se trouvent confronter les ingénieurs.
Ceci peut concerner par exemple,les problémes d'écoulement des liquides dans

les conduites, les canaux, les écoulements autour d'ailes ou fusclages et le caicul des

compresseurs et des turbomachines. :
Cette liste non exhaustive ne serait étre complétement évocatrice sans parler

des probléemes rencontrés en acoustique, en biomécanique, en météorologie et en
conservation d'énergie.

1-1-DEFINITIONS ELEMENTAIRES:

I-1-1-FLUIDE: ¢’est un milieu materiel continu déformable qui s’écoule, la
notion de fluide s’oppose a celle de solide, mais les deux sont constitués d "un grand
nombre de particules infinitisimales qui sont solidement liées entre elles dans les

solides et sont libres de se déplacer dans les fluides.
La propriété physique |z plus remarquable d’un fluide est sa viscosité
dynamique qui caractérise sa résistance a I’écoulement .

I-1-2-FLUIDE PARFAIT:un fluide parfait est considéré non visqueux ce qui
est un etat utopique de la matiére car aucun fluide ne répond a cette condition.

Les fluides parfalts constituent alors une fiction qu’on va utiliser comme
référence pour Ies cas idéaux d’approche et de simulation.

I-1-3-CONSERVATION DE LA MASSE:
"EQUATION DE CONTINUITE "

On concideére un element rectangulaire dans le plan (x, y) de profondeur unitaire
suivant « z » a travers lequel un fluide se deplace librement.

Le bilan de masse de fluide (entrant et sortant) doit étre égal 4 la variation de la
masse de fluide contenue dans le volume considéré v = pd.dy ]

A
Ip+\ﬂ‘)y

& 2
( pu) Ax - 8 pu) Ax
L & ? — Ay - p},+77
’ Ax
3 pv) Ax

w2
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en faisant un bilan de masse on trouve:

& 4 pﬂ)+0"( pv)
a Ta &

qui s”écrit vectoricllement sous la forme:
a3,

[% o .
L+Wpg)=0 . @n
L’¢quatien de continuité d’un fluide incompréssible et stationnaire s”écrit alors:
Vi=0 " (1-2)
et s”¢erit en bidimensionnel; e
o :
+—=0 I-3
& , (I-3)

I-1-4-ROTATIONNEL:

Soit le vecteur Fj(u,v,w)
Le rotationnel de ce vecteur s’écrit:

(&)
21
B=ror §=VAG=|Z |l v
rot q Py LJ
oflw
- &/
& _a)
& &
v =22 C (g
rof q = & d -
& _on
\& &)

On doit remarquer que la notion de rotationnalité est lide 3 I’élément fluide,
alors que la rotation est liée a I’écoulement fluide dans sa totalité, ainsi un fluide peut
tourner alors qu’il est irrotationnel (élément fluide non tournant) et un écoulement
fluide peut étre plan alors qu’il est rotationnel (€lément fluide tournant).

I-1-5-FONCTION DE COURANT:

On considére un écoulement plan [2D], on pourra toujours trouver une fonction
‘i"(x, Vi t)tel]e que :
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(x,y31) = ————W(;’y;’)' ' -5
W ynt) = ﬁp%i’—) (/-6

Cette fonction est la fonction de courant du domaine de vitesse U(u, v),
son intérét mathématique est évident puisqu' elle nous permettra de faire face a un
probléme a une seule inconnue (¥) au lieu de deux (u, v).

il existera toujours une fonction (¥) du point de vue mathématique n'importe
quel domaine de vitesse U(u, v), inais il restera toujours a vérifier, qu'a ce chamns de
vitesse U correspond un écoulement réel (vérification de I'équation de continuite):

ai & ' Iz A 4
-+ =0 <

& & - ad da (=7

La fonction de courant ne peut étre détcrininée que pour les écoulemients
bidimensionnels ou axisymétriques.

1-1-5-1-INTERPRETATION PHYSIQUE
DE LA FONCTION DE COURANT:

Considérons écoulement d'une masse de fluide a travers une courbe (ABP)
exprimé par unité de longueur suivant "z"
L’¢coulement a travers un element (dl) de (ABP) de gauche a droite est

(uaj/ vdx)

cet écoulement peut €tre de droite & gauche en tenant cbmpte des signes de n et'v.

YA

'p

! A ..........
X
L’¢écoulement totalest donné par:
”
I p(udy— vdx) , - { & travers B)
p _

cecl est aussi vrai a travers (ACP) vu le principe de conservation de la masse
44 .
j p(udy — vdx) ( atravers C)

4
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donc quelque soit le trajet entre A et P, I'intégrale est toujours vrai !
"o

I p(udy— vdx)

A

sl A(x(), y[,); on anra Ip udy— vdx) f (x,v) V!
J[xn ‘0)
Cette fonction s'avére étre exactement la fonction de courant Px, y.1) définie

auparavant puisque : d¥ = Edic +——dy

&
et d’aprés les équations (I-5) ,(I-6) on a:
VY = —vdx + ndy

donc _[p udy vaiwc Ipa"}’ po‘i’[x y)

A(Iﬂ ‘n) ’("n ‘n]‘

avec p,: densité de référence pour un fluide compréssible,
ou : densité du fluide méme pour un fluide incompressible.

Donc I'équation de ‘?(x, ¥, I) ainsi définic traduit une signification physique de la
fonction de courant qui est un écoulement de volume, de gauche a droiic & travers
n'importe quel courbe reliant le point P(x,y) aun pomt de référence choisi A(xg yo)
I'instant t .

Par contre la différence entre deux points(xi ,y,) et (x, ,y:) s' écrit quelque sort

(-’fz 1) (x 1)
‘l’(xz ,y,) ‘["(x, ,yl) o, udy - vdx) - _rp(z.'u’y— vdx)

4 A

(x2,02) )

"= p(ndy - vdx) =AY
(ximd '

qui est écoulement de voluine de gauche a droite a fravers une courbe liant

(xl,y,) d(xz,yz).

REMARQUE:
L’écoulement se fera toulours sulvant des lignes de courant et jamais a travers

elles.
' I~1-6~PQTENTIEL DE VITESSE:

Le champs de vitesse de I'ecoulement est irrotationnel dans les régions
spatiales ou :
VAG=0 ’

Cette équation donne la condition nécessaire et suffisante pour que le potentiel
de vitesse @ puisse exister; et par conséquent que la vitesse dérive d'un potentiel:

V-V

donc pour un écoulement plan irrotationnel d'un fluide incompressible
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el Y= —

@ ' ab
&

W=

et dans ce cas : V= 0 représente I'équation de continuité,
Les fonctions @ er ¥ sont orthogonales, car pour les lignes équipotentielles:
di+vdy = 0 { & !
udx + vdy = =y = -
Y dx ), v

et pour les lignes de courant: ‘ ,

dy v

udy — vdx = 0 = 7 ==
I[J )

o' on

De nombreux écoulements sont similaires a des écoulements de fluide
mcompressible,ce qui justifie en fait toute I'étude de ces écoulements et qui restent une
bonne approche de la réalité.

I-1-7-PRINCIPE DE SUPERPOSITION:

Définition: Si deux fonctions f1 et £2 sont des solutions de I'€quation de
LAPLACE, alors la fonction f1+f2 et toute combinaison a f, + f f,est aussi solution
de cette équation, cette propriété est lice a la forme linéaire de I'équation de
LAPLACE. : :

Et puisque on a pour des écoulements de fluides irrotationnels mcompréssibles,
verifiant I'équation de LAPLACE, donc les cotes des lignes de courant (ou celles des
equipotenticlies ) s'ajoutent algebriquement et les vitesses se composent géométri-
quement. .

Donc a partir de deux réseaux d'écoulement simples on peut déduire de
ouveaux réseaux. '
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I-1-8-CIRCULATION: -

Soit un champs de vecteur V(u, v, w ), on définit, la circulation du vecteur
le long d'une ligne quelquonque (C) reliant les points Aet B par I'intégrale:
r=1Vus =) Vs = |tic+vay + wa:

(c}

©)

Cette intégrale peut étre calculée en particulier pour un contour fermé
quelconque,pour un cylindre de rayon R en rotation sur lui méme avec une vitesse w

r:ffdsz J'Rdaw =2z Rw =T =27Rw.
0

I-Z-EXEMPLES D'ECOULEMENTS PERMANENTS
DE FLUIDES EN BIDIMENTIONNEL;:

I-2-1- Ecoulement paralléle homogéne:

Pour un écoulement uniforme parali¢le sclon la direction “x" avec une vitesse
U, la fonction de courant vy et le potentiel de vitesse ¢ sont donnés par :

Ay  Fx
Ce qui nous permet d'écrire les fonctions complexes :
¢ = wa(fct de x .s'eulemenf) et = Umy( Jut de y ..\'euiemenl)
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De méme on peut décrire notre écoulement En coordonnées polaires par:
cy

V - ] o =

Trap U=,
Sy é¢

VG:_Z:_U“)S“]H:I’%

Ce qui nous permet d'avoir
=1/ rcosf et =/ rsin@
o . W o

1-2-2-Source ou puits:

En un point du plan (x, y), un écoulement radial, soit entrant , soit sortant,
correspond a un écoulement engendré soit par une source, soit par un puits; en utilisant
les coordonnées polaires (r, 0) on peut écrire pour ( 1#0) avec dans la cas d' une
source:

Q=2mrV,
Et la nature radiale de I'écoulement implique ¥, =0 d'ou on peut écrire:
(6y . 3¢ = [dw 0 ¢
ré@ ' or réé. 2zr  dr
y_, 24 _ Tl v _24
ar ° roe dr rde
on frouve: :
Q : o
== of _ =
¢ Py, nr et v 2”9

Le puits est une source négative, donc pour obtenir les lignes de courant et les
équipotenticlles, i faut remplacer "+Q " par "- Q " pour obtenir a la fin:

source | o puits
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Si la source est située en un point Q(a, b) dans le plan (X, y),
r est alors la distance entre la source et un point considéré quelconque
P(x, y), on obtient alors;

¢ = (;)_in[(x— a)’ +(y—b)2]-“2

2
Q  [y-bl
y/:mafchx p
d'otr
Q. y-b
Y27 (x—a) +(y—~b)2
0 x-—a

1-2-3-Vortex ou fil tourbillonnaire]:

Pour un vortex libre ou irrotationnel, les lignes de courant sont des cercles avec
Yorigine comme centre et les lignes équipotentielles sont des lignes radiales a partir de
I'origine. :
La fonction de courant et le potentiel de vitesse ¢ pour le vortex peuvent étre
obtenus, puisque I'écoulement est irrotationriel, par:

VAG=0 = ———Lta—"(pp,)=0
7 roe r(?r(r ”)
o r
on V.=0 ef v, =
: 2rr
. 3y r 19¢
ainsi =V, =——— =———
ar 2xr roo
= ¢ =r-— et w=-—1Inr
2r

Remarque' pour tout trajet {fermé qui n’ mc]ut pas l'origine la circulation d'un
voriex irrotationnel est nulle.

[-2-4-doublet ou dipole:

C’est la superposition d’une source "+Q'" et d’un puits "-Q"" situés a la
distance ds I'un de Pautre sur 'axe des x.
Le potentiel de vitesse d’un point P quelconque est donné par:
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dr
en fuisant un developpement de ln(l +—— | on obtient

) _ia,
roo2\r

en né gligeantles fermes de second ordre et plus on obtient

iy

ol
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r)- 2w roos ‘27r ¥
p=Qds est I’intensité du doublet,de méme:
4 sind
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1-2-5-TABLEAU RECAPITULATIF:

Ecoulement

Ecoulement ~Source

uniforme

gsin(d -a)

Tgrsin(6 =a)

.............. - ; ‘
’ 0 T 7y 5-sin &
. C i S WA
r C?S( @) —Inr g S Y
" 27 2T T
2 .
S - Llnr £ sin@
L 2 | 2xr /
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II-1-INTRODUCTION INTUITIVE A
LA METHODE DES SINGULARITES:

L'ambition de ce chapitre est d'amener le lecteur, par une démarche
intuitive et pragmatique, i découvrir la METHODE DES SINGULARITES
dans le cas d'un probl¢me d'écoulements potentlels icompressibles autour de
différents corps.

La connaissance de toutes les partrculantes cinématiques et dynamiques
d’un écoulement de fluide nous pousse 2 1’étude des différentes équations
régissant cet écoulement (Equation de Continuité, Equation du Mouvement,
Equation d’Energie et Equation d’état).

Ces équations n’ont pas de solution analytique exacte générale et seules
une douzaine de solutions particuliéres analytiques ont €t€ trouveées.

Cependant plusieurs techniques approchées sont utilisées de nos jours
dont I’approche numérique, cette derniére est utilisée pout solutionner des
problémes d’écoulement ou I’analyse et I'outils analytique ne sont plus
capables de fournir d’informations. ‘

Plusieurs méthodes numériques de résolution des équations linéatres et
non linéaires existent-et parmi eux nous nous intéresserons a la methode des
singularités distribuées ou méthode des panneaux.

Cette méthode a une importance majeur dans Pindustrie et speualement
dans la simulation aéropautique et son utilisation devient de plus en plus
fréquente et fructueuse du fait d’une part du développement des. moyens
numériques de résolution et d’autre part de la convergence de la -solution
numérique obtenue vers la solution exacte. -

11-1-1-CADRE DE L'ETUDE
. Pour effectuer cette démarche intuitive, nous allons nous placer-dans le
cadre des ¢écoulements stationnaires bidimentionnels et irrotationnels de

fluides parfaits incompressibles.

11-1-2-MODELE DE SMITH

AL

figure 1.1



Chapitre I: Développement de la METHODE DES SINGULARITES 14

Soit le corps C, placé dans un écoulement uniforme de vitesse V_faisant
un angle o avec I'horizontale. Pour approximer 'écoulement résultant,
nous distribuons sur ce corps N segments. Sur chaque segment [Zj,Zj”] est
répartie une singularité de densité k;, qu'il convient d'ajuster .

Pour effectuer cet ajustement, il faut disposer de N contraintes. Ces
contraintes seront données par la condition de glissement sur la frontiere S du
corps C. Cette condition doit en principe, s'écrire en tout point de S mais cela
w'est possible vu que nous disposons seulement de N degrés de liberte.

SMITH a proposé la solution suivante :

Si le nombre N de segments est suffisamment grand et si les segments
sont convenablement disposés, alors les points x,, milieux des segments
[Zj,Zj+,] qu'on appelle "POINTS DE CONTROLE", sont proches de la
frontitre S .SMITH propose d'écrire la condition de glissement sur les N
points 4, .

De la méme fagon, si le nombre N de segments est sutfisamment grand
et si les segments sont convenablement disposés, la normale i, aux segments
[Zj,Z].+1] est une bonne approximation de la normale a la frontiére S en un

point proche de 4, . S L

Ainsi SMITH propose de limiter I'écriture de la condition de glissement
aux N points g, en utilisant les normales i, . - :

A partir de ce principe, on peut illustrer les étapes suivantes pour.simuler
la méthode : a

@ Discrétiser 1'obstacle en subdivisant son contour en un nombre fini de
points qu'on appellera "SOMMETS", ces sommets seront reliés par des
segments de droite qu'on appellera "PANNEAUX", puis localiser en chaque
milieu de panneau le "POINT DE CONTROLE" et définir ses coordonnées.

@ Charger les panneaux de singularités

© Calcuier en chaque point de controle la vitesse normale prodliit par le
chargement de sa singularité, notée AV, . Ensuite en appliquant le principe de

superposition, calculer la vitesse V, en ce point de contrdle induit par tous

les panneavx. On obtient :
V=Y AV

) o L up
On note que V, est la vitesse de perturbation. |
A partir de ce résultat, on pourra obtenir la vitesse normale globale au
poini de contrdle par la superposition de la vitesse de perturbation V, et la

vitesse de I'écoulement uniforme, notée V, . ., , o0 aura donc :
V, =V, +V

s ec, unif.,

O Imposer la condition de glissement de SMITH, autrememn dit que la
vitesse normale globale au point de contréle soit nulle, ce qui nous permettra



Chapitre II: Développement de la METHODE DES SINGULARITES 15

d'obtenir autant de conditions que de charges de singularités donc un systeme
d'équations linéaires.

@ Résoudre le systeéme linéaire pour trouver l'intensité de chaque
singularité en utilisant une méthode de résolution numérique des sysiémes
linéaires.

O Calculer les différents parametres de 1'écoulement.

1I-2-ANALYSE D'ECOULEMENT AUTOUR DE
DIFFERENTS PROFILS PAR LA METHODE DES SINGULARITES

11-2-1-ANALYSE D'ECOULEMENT AUTOUR D'UN PROFIL
- NON PORTANT:

Soit un corps C (fig.11.2), discrétisons la frontiere de ce corps pour
former un polygone de N cotés, les coordonnées des sommelts ( Xs, Ys)
de cet obstacle étant bien définis.

figure 11.2

Discrétisation d'un corps C en un polygone de N cotés

Nous proposons pour modéliser ce type d'écoulement, un chargement
concentré ou uniforme de singularités. Le choix de ce type de chargement est
justifi€ ultérieurement au paragraphe ( § 11-4-2)

11-2-1-1-CHARGE CONCENTREE DE SOURCE:

" V..

\

[

A

R

\

c &_

Sfigure 113
Influence d'une charge concentrée de source d'un panneau f
sur le point de contréle d'un panneau i
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Considérons la figure (II 2)sur laquelle sont illustrés deux panneaux
choisis arbitrairement i et j , chaque panneau est chargé en son point de

contrdle d'une source d'intensité k; définit par unité de longueur.

La vitesse induite par le panneau j sur le point de contrdle i suivant la
normale 7, s'écrit :

W =V. em(
avec —Wk" l(")
T 2pr

d'ou

27?’!'
La vitesse induite par 1'écoulement uniforme sur le point de contréle i
suivant la normale est égale a :

n ec. uail

=-U, sin(b} - a) ( I‘-l"l )

Pour trouver la vitesse normale globale V,,, il sutfit donc de superposer :
- La vitesse normale due a l'écoulement uniforme. K
.- La vitesse normale de pertutbation (1 = ).
- La vitesse normale issue de I'influence d'un panneau sur lui-méme (i =j }
car cette demidre nécessite un développement particulier dépendant du type

de singularités posées, ce développement est contenu dans PANNEXE A.

Soit : : Vm._-U sm(5 a)+22 , qm(g §)+ i (HZ)
avec : A
siné, = M ' oil )= Xs(i)+ Xs(i - 1) |
0y = f&%{@ o O M{i{__l) (1.3

(x(z)wx(j) (v(z y‘ )

ha
1. * REMARQUE i
ILa condltlon de fermeture de I'obstacle se traduit en lmpmant 'égalité

suivante :
j=-1=N s j=1

En imposant la condition " de glissement qui se traduit par

V., =0(i=1,n) , et ceci afin d'ajuster Vintensité des singularités,
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nous aboutlsqonc; aun systeme d'équations linéaires {AKk)=(B) a résoudre,

tel que :
AG.J)- sm( -6, )! ((y(t ~y(j )com’f —(x(i)*x(j )%iné". ),-

> noo ()= +(7)) + () - ()Y

Alii)=m

(1.4)
B(i)=2x Um(simi. cosa — coséilsin af) ;,;

Pour la résolution de ce systéme, nous avons adopté la méthode de Gauss

avec pivotation maximale de lignes.
L'intensité des singularités étant déterminées, nous pouvons maintenant
calculer par projection, la vitesse lang:,cnlicllc en clmque panneau.

os{6, 5) (115)

- U, wq(é' ‘o )+

;-ﬂ

11-2-1-2-CHARGE CONCENTREE DE VORTEX:
Considérons ( fig. II-4 ) sur laquelle sont illustrés deux panneaux i et j,

chargés chacun en son point de contrdle d’un vortex d’intensit€ égal 3 y, et y;
définis par unité de longueur.

14

i

s &'

N
figure -4
Influence d'une charge concentrée de vortex d'un panneau j
sur le point de controle d'un panneats i

Comme précédemment (§ 11-2- 1- -1), on calcule les différents termes
de la vitesse normale globale.
La vitesse induite par le panneau j sur le panneau i suivant la normate 7,

est :
Y,
err
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La vitesse induite par 'écoulement uniforme reste la méme, soit :
LV =-U, sin(6~a)

2 ec.unif.

» Linfluence du panneau sur lui méme suivant la normale p()ur un vortex
est nulle ( voir annexe A ).

La vitesse normale globale qu1 en requlte est alors :

v, =-U., ~:1n(5 - a)+ (9 5) (_f1-6)
.J"'l - '
avec: sing,,cos8;,r,, x(i),y(i) : définis precedemment par I’équation (II-3)

La condition de glissement sur la frontiere de l'obstacle impose que
V,.=0 (i=1,n) , on aboutit alors pour le calcul des intensités des singularités

au systeme {1 )= (B)
( )_uos(ﬂ 5)] ((x(t) X([))<.0‘;5 (y(z) y(;))ﬂn&)l

2 (:0)-2()) + (ym oy
Ai,i)=0 (-7)

Bli)=2n U?,(sinél. cosa — cosé, sina )

I
!

La valeur des singularités étant connue, nous pouvons calculer la vitesse

tangenticelle : :
V,=-U (,09(5 a )+ EZk sm( )+ Zs (11-8)
-l

.m g
B

11-2-1-3-CHARGE CONCENTREE DE DOUBLET:

De la méme fagon que pour une source ou.un vortex, la vitesse normale
globale V, sera ( fig.dI-5 ) :

\

\

figure {I-5 E
Influence d'une charge concentrée de doublet d'un pmmeau j
sur le point de contréle d'un panneau i
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La vitesse normale induite par le panneau j sur le point de controle i,

sera:
Vi=V.i sm( 5,.)+V0 ijws(@& -5,.)
or : V,; = Zfrlr ws@ etV = 2'::;; sin 6,
Vii= 2?? (9,.}. -0, )+ sing; 003(9,} - 51.)
d'on

Vai = Y Sm(Z )

- La vitesse normale due a l'écoulement uniforme :
1 ec.unil. == Um Sin {s.i - a)
- La vitesse normale induite par l'influence du panneau sur lui méme
nécessite un développement particulier établit en ANNEXE B.
Finalement, on peut écrire :

=-U, sin(cS,. -a )+ hz ;:_ l; sin(26’,.j. —-6) (11-9)

=1
L

x(i),y(i) : définis precedemment par I’équation(II- 3)

avec: st ,cos8,, 1y,

La condition de glissement sur la frontiere de l'obstacle impose que
yi=9 (i = ln) pour aboutir finalement ‘2 un systéme d’équation linéaire

{A]( u#)=(B) qu’on resoud par la méthode de gauss avec:
A( ) sm(z -4 )] (ZSmB cosf; cosd, — (cm g, —sin” 20, );mé')
., 27rr
Ai,i)=0 _ (1I-10}

Bli)=2xn Ux(sinél. cosa — coso; sina )

by

La valeur des sm;_,ularltes étant connue, nous pouvons calculer la vitesse
tangentielle :

]
i

-U, co';(()‘ a)+22 rlz cos{ 26, 5) (11211)

=t ij

J'Iel'
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I1-2-1-4- DISTRIBUTION UNIFORME DE SOURCES:

Soit un papnean j chargé d'une distribution uniforme de sources
d'intensités k; par unit¢ de longueur. ( fig.d1-6 )

figure 11-0

Distribution uniforme de sources sur un panneau j

Considérons un élément différentiel dSj sur le panneau j et étudions son
influence sur un point de contrdle i. ( fig.1I-7)

)

R

figure I1-7
Influence d'un panneau.j chargé uniformément de sources
sur un point de controle i

Au point de contrdle i de coordonnées (x(i).y(i) , chaque élément
différentiel dSj du panneau j induit une vitesse normale dV,, qui s'exprime :

k,sin(g, -5, )

——% ST
-2y /

r; représente la distance qui sépare le point de contrdle i et un point situé

r,_j'.=J(x(i)-x;)z'*e’.(i)_y’j |

dv, .=

mi

sur le panneau j, soit
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avec | .
)+ Xs(i -1
. Xs(l)+2 si-1) ol X. = Xs(j-1) +Sf cosd,
5(0) = Ys(t)+§s(t—l) Y= Ys(-1) S sinS

Un passage a une intégrale le long du panneau j est nécessaire pour
donner la vitesse normale induite par tout le panneau sur le point de contrdle
1, en conséquence nous aurons donc l'expression de Ia vitesse qui sera :

v, mfk qm( )

La vitesse induite par 'écoulement uniforme selon la normale 7, reste
toujours la méme et est égale 4 :

v;; ecunif, = = Um Sin(gi - CZ) ~
et la vitesse induite par Iinfluence du panneau sur lui méme et développé en
ANNEXE A.
La vitesse normdle g,loba]e s exprlmera alors :
k sinl@. - 8. _
V,, == U,sin(g, a)+2f ( )d3j+ > (11:12)
_l 0 3t
jui
On pose : . '
| Losin(g, -8,
I =f_(‘_'___)dsj
0 T
11-2-1-4-1-CALCUL DE L'INTEGRALE I:

-

Pour le calcul de I, remarquons que les termes de 1'intégrale sont fonction
de Sj, il est donc nécessaire de développer ces termes.
NOus Savons que ; : o

X;= Xs(j - ])+Sj CO80;
_ = Ys(j - 1)+.Sj' sind;
= (x(i)* Xs(j —'.1)— Sj msé}f + (y(i)— Y.S‘(f— I)— Sj sind; )2 “
sindl, = o) Ys(j _ 1)_& ind, el cosll, = X0 XS(j - ])_ haiad

l'ij | : rij

I : Sm( ()) smt‘) u)x(? —(,099 sing, -
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Ainsi l'intégrale 1 s'écrira :

((y(:) ys(j- 1) Sj sind; )vmé' (x (i)- Xs(]—l) Sj cosé. )Smé )dS] A1)
0 (y(t) Ys(] 1 bjsm5)z ( i)- Xs; 1) S;Losb)

Afin de pouvoir calculcr cette mté‘grale mettons la sous la forme :
!}
iy L F— - (11-14)
0 Si° —2L.Sj+ I} -

Les coetficients 1,,1,,1, et I, sont fonctions des deux panneaux associés
aux points de contrdles i et j et a chaque fois ils se répétent, il suffit donc de
calculer cette intégrale en fonction de ces coefficients ensuite remplacer pour
chaque cas les valeurs des coefficients appropriées. '

Pour des raisons de commodités de calculs, nous poserons le
dénominateur de I'intégrale 1 sous la forme :
P2 =St - 20,8+ 1t = (Sj- 1) + 1212
Le calcul de cet mtegrale est effectué en ANNEXE I pour donner le
résultat:

PREMIER CAS: [2-12=0

'}

l -1 ‘ - 1 1
1= Il ’_ (II .+]2(};—__]:+ T] (II-‘IS)
SECOND CAS: 1} —-Il >0
s (’1“"3)”3—1.3 (11+1) I-1, o) 116
=5 n 2 \/12——1 arctg\/- y: [4_15J (11-16)
. | i
11-2-1-4-2-CALCUL DES COEFFICIENTS:

Les calculs des coefficients 1,,1,,1, et I, se font par identification entre la
torme de l'intégrale de 1'équation ( 1I-13) et celie de P'équation ( I1-14).

((y(z) Ys{j 1) §j sind, )m& ( XS(j 1) S cosd, ):mrS) f 15”1
dsj = S]

-2, 9;+12

_{ (y(z) YS(] ]) S‘j*;mé') (x(z) Xa(;—l) S;uwﬁ)

d'ou
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(\ —Y\(}—]) Sjsind, )um‘) —(x st(,l—]) Sjcosd, )mm 1Sj+1,

(smo COSE; ~sind; coso, )\;+((y ~Y\(;w 1))&0@.(‘) —-(x - Xs(;— l))smé )- HRY R S
et
(\‘(:) X\(;—l)~ 8j cosd ) ()(r) Y?(}wl)— Sisind; ) —S; 21, Si+15
\] —2((,\{1 X\(;—l))u\s:) +(y(r) }’(yvl))»mé }]+ r(r) X\(;—l) (() ¥ (}—1)) -—.‘u - 21, \;+I

I:n identiliant, nous oblenons fmalcmcnl :

I, =sind, u)v.é -sind, cosd,

I, = (y(z) Ys(} - 1))um‘5 ( (i)- Xs(; ~ l))ﬂnﬁ
= (x(i) - Xs(j - 1))003(5’. + (y(x.)— Ys(_; - i))sm r),.

12 = (D) -vs(i - )] + (- 2 - 1)
13- 12 = (0= 0 =Din, - (-7~ Dhos )

(11-17)

. RFMARQUE
(I —I} étant un carré parfait deocas ou (I -1, )/ 0 ne se présentera
jamais, c'est Ia raison pour laquelle ce cas n "a pas €1é dwelnppc

ll-2-1-4f3-CALCUL DE L'INTENSITE DES SINGULARITES:

En considérant les deux cas cités précédemment pour la valeur du
telme(l -1 ) I'ajustement des singularités se fera en impoqant la condition de
ghssement, V, =0 (i=1,N)surla fropiiere S du corps C ( fig. -1 ). Soit

k 7 -0
V, == U,sin\d, - a)+2f*“;” )(IS_;'+ % =10

=0
Ji

- PREMIER CAS : (17 -17)=0

En substituant lexpression de Fintégrale T de T'équation ( 11-15), la vitesse

normale globale devient alots :
A

3 -
V,;.—~ U., sm(b —a)+2 Y. I, In ‘{:il] (I! +1, {IT:IEJF %)‘J+ % =0

Jet =

pef

;u -1 S LA o)
n ]_[} g1, !j_’_1+ l.’z) +k = I _:,,sm..(;!i_a

I=

i

Les intensités des smg,uldutt,x seront déterminées en résolvant le systeme
d'équations linéaires | Al (k)= (B) ol :
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(o
AG,j)=1, 1nL

A(i,i)= 7

(II+I L1
-1, 1,

" (1118)

Bli) =27 Uw(sin d, cosa — cosd; sina )
- SECOND CAS: (12 ~13)> 0
De la méme fagon que pour le premier cas, on substitut 'expression de

lintégrale 1 de I'équation ( 1I-16), afin d'obtenir I'expression de la vitesse
normale globale.

L, ((I —1I, +14-1§

j ([1 +iy) 1 -1 T K,
u-_ V. g'“(‘) a)+22 ' I \/l‘—l‘ arcigﬁ;j—anrg\/—ﬁ +5 =
J*l 7
i
N1, (-nferi-n (1[1.,,+12) 1 -1 _
= ;kj ?]n 2 ‘/14 -11 arctg _1‘ —arcty +k; = ZHUmsm(ch—af)

Ce systeme se met sous fa 1‘0rme [A] (A) (B). ce qui permet de déterminer
l'intensité€ k; des singularités (j = 1, N ), avec: !

AG, )21 .(I’I;Ij”f_
1= 2 n T J—larczg‘/—3marczg

A= 7

(11 " )( L-1, /

e

BG) = 22U, sin(5,-a )
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11-2-1-4-4-EXPRESSION DE LA VITESSE TANGENTIELLE:

Llintensité des singularités étant déterminées, nous pouvons maintenant
calculer par projection, la vitesse tdngz,entlellc en chaque panneau. :

vk, coslo, - &, ) |
- U, cos\S, -ma) 2 ds; + 0 (11-20)
jei ° |
On pose :
Leos\@. -0, :
J = ( : )dS; (11-21)
[l .
avec :

cos( ) cost, cosd, +';mf9 sind,

Cette intégrale est de Ia méme forme que I’intégrale 1 déja calculer, sui caleul
est effectué en ANNEXE 1 et suivant la valeur du terme (I -1%) on obtient
I'expression de l'intégrale 1, il suffit donc de redéfinir les coefficients 1,,1,,1,et],
qui se fera par identification. Nous trouvons : '

I, = —cosd, 088, ~sind, sin 5-,.
1, = (y(©)-vs(j - 1) sins, + (i)~ xs(j - 1))eoss,
1, = (x(i)- Xs(j - 1))eoss, + (y() —Ys( j-1)ksing,

(11.22)
I —(y(t) vs(j-1)) +(x(@)- xs(j-1))
iy (= ((x(t) Xs(j 1))<m5 (y(: Ys(;—l))u)eﬁ )
Finalement, la vitesse tangentielle s'exprimc de la fagon suivante :
- PREMIER CAS : !5—]’:0 .
. Xk, . 1y
Vfi:_U""COS(é"_a)_;;z;z ( |_ |]] (IIIS+.’2){ -1, TJ (11-23)

- SECOND CAS : 1,2 12 >0

2
Xk | I(l.i"—1 -0 (I|1+|,) -1
\ =_Um(‘—0-"(fs""a)“ —L[Ly ! '1n'1;__\~——“_ arclg {11.24)
1 1 1212”
j‘l

2 i J|4-11
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ll-Z;l-S-DISTRIBUTION UNIFORME DE VORTEX:

Soit un panneau j chargé d'une distribution uniforme de vortex d'intensités y,

par unité de longueur.
Considérons un élément différentiel dSj sur le panneau j et étudions son

influence sur un point de controle i. (fig.1I-8)}

\

L\

1

Vo

=3

figure I1.8 f

Influence d'un panneau j chargé uniformément de vortex sur un pomt de contréle i

Au point de controle 1 de coordonnées (x(i), y(i) , chaque élément différentiel
dSj du panneau j induit une vitesse normale dV,; qui s'exprime :

7’ i "“S(oij =9 )de

2 K

dv, . =

i

r, Teprésente la distance qui sépare le point de controle i et un point situé sur Je

panneau j, soit : J(x(: )-x, ) + (v(t) y,)
avec : |
Xs(i)+ Xs(i -1 :
(@) s(i) +2 s(i - 1) et x; = Xs(j - 1) + Sj cosd,
Ys(i)+Ys(i—1
JGi) = s(i) + Ys(i - 1) = Ys(j - 1) +Sj sing,

2 .

Un passage a une intégyale le long du panneau j est nécessaire pour donner la
vitesse normale induite par tout le panneau sur le point de contrdle i, en
conséquence nous aurons donc I’expreqqion de la vitesse qui sera ;

REMARQUE:
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L’influence du panneau sur lui méme suivant la normale donne une vitesse nulle

( voir ANNEXE A). :
La vitesse induite par I'écoulement uniforme sefon la normale 7, restc toulours

la méme et est égale a:

V, -U, sin(é‘.. - a)

17 ec.unif.

La vitesse normale g]obale 8 exprlmera alors :

8. -5,
V,=-U sm(5 a)+ ﬁfy OO;(” )d.S] + 0 (11-25)

J=r 0
Jui

L'intégrale de I' equation (II 25) peut s'écrire sous la forme :

[y codf,-5) )
W= Py 0-——;‘]’—'—-‘-1'(15] ) (H 26)

On voit bien que l'intégrale W de I'équation (11-26) est de la méme forme que
l'intégrale J de I'équation (11-21), le calcul de W est identique & celui de J, nous

aurons donc :
I, = —cosd; cosd; —sind sind;
1, = (@)= ¥s(j~ )sing; + () - Xs(j - 1)oss,
1, = (Y- Xs{j = 1)koss, + (i) -¥s{j-1)sins, (11-27)
12 =(56)-vs(j-1)) + (i) - xs{j-1))
12 <12 = ()~ xs(j - hins; - (4(0) - (i - 1))_cos§j)2

On trouve que la vitesse normale globale se met sous la forme :
t

- PREMIER CAS : 12—12 =0 :
=13 1 1 .
V,i=-U sm(é' a)+ 5:2” -’,lu[l |_’3' |] (] 1,41, (Ij_.l.‘ + }‘:)] +0 (1-28)

Il
jei

-SECOND CAS: IZ-1? >0

1y ’( ”4_]' (Ill.l+l:'.)( ar i1 -1r(‘l;"“—-b' "—] (11.29)
I3

N
V, i = -Usin(d, a') 22” d ‘ + 13—|3 lan.lb‘fﬁ—-ﬁ o I.%" x

=l
=i
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1I-2-1-5-1- CALCULS DE L'INTENSITE DES SINGULARITES

En considérant les deux cas cités précédemment pour la valeur du terme
(1,,2 2).J'ajustement des singularités se fera en imposant la condition de glmcment

V,.=0 (i=1,N ),surlafrontiére S du corps C (fig./1.1 ). Soit :

;,,-— U, sm(5 a)+ ifh cos(ﬂ §)de =0

T
= 2 5

]#l

- PREMIER CAS : 1’ - 12 =0

On impose la condition de glissement sur l'expression de la vitesse normale
globale de I'équation (11.28) : :

N, LT,
R = (=i R Ea
- 1 3

J=t
I

[ - .
:EJ’J /o (l I] (II'I.3+IZ'{#+ }{—) = Zfersin(J,--a) o

J”‘
jui i

Les intensités des singularités seront déterminées en résolvant le sysiéme
d'équations linéaires [A](k)=(B) ol :

-1 1
A(i.f)=1|ln[’ lj—13|1|] (’111 +12{[ _11 [_]

Al,i)=0

[

e

(11.30)

B(i)=27U_ (siué',: cosa ~ cosd; sina )
-SECONDCAS: 1;-1] >0
!

De la méme fagon que pour le premiér cas, on impose la condition de
glissement sur l'expression de la vitesse normale globale de I'équation (11-29) :

N I, — +I e
- 73|k, /( 4= (10, +1,) [y o
V-— U, sm(é oc)+!227r 3 In i3 | + \/14—1 arclg Iy _ﬂr(’g\/l;’df— =0

J=i

N [ -1 )’+12—12‘ ' |
1, Pk 4 13 (Illx"lz) {;=1, -1,
- ¥ Lial! _ ¥ - arclg . —arelg =y = = ZJTU,,, sin (‘;‘-_-a
213 R T W TN T o)
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Ce systéme se met sous la forme [A] (k)= (B), ce qui permet de déterminer
l'intensité k, des qingularité% (j=1,N), avec:
('")”4“" (l|1+12)[ A -1, -1,

A —*I _
( j) n ‘/14 T, arcly \/14 _!1 (nu‘g‘/14 _11

11-31
AG.i)=0 ( )

B} = 27U, sins, —a)

I1-2-1-5-2- EXPRESSION DE LA VITESSE TANGENTIELLE:

L'expression de la vitesse tangenticlle est directement obtenue par projection.

52 f;/ %m(@ -5,

=i g
i

L'expression de lmtegrale de I'equallon (Il 32) est de ta méme forme que
I'intégrale 1 de 'équation (11-14), les exprewnm des coeffictents 1 ,1,.1, et [, seront
celles du systeme (I1-17).

Vi.=-U, 005(5,. - )+ dSj+ “':" (1-32)

1

Suivant {a valeur du terme (! e lf) la vitesse tangentielle sera donn€e par :
-PREMIER CAS: /[ -7} =0

1 i 7
V,,=-U, cos(s, - a)+i 4 (e n )6 D 33y
\_ | : L1, 1, 2 :
J#l '
-SECONDCAS: /-1 >0 i
v |1 ‘(" ")”4“’*‘ RUUST S 1My
V==l codd, —a J+ L1 —Lin == nrerg - v—lm'—m‘cfg"'_;""j_ + =
“( ) ;27[ 2 142 14 79 Forg 142-1_3' ‘ J[}_[;_, 2
j=i ) ’ o
(I1-34)

I1-2-1-6- DISTRIBUTION UNIFORME DE DOUBLETS: !

Considérons toujours deux panneaux i et j, sur ce dernier une distribution
uniforme de doublets d'intensité x, , par unité de longueur, est appliquée. ( fig. 1-9)

Etudions I'influence de cette distribution sur le point de controle i, prenons
alors un €lément différentiel dSj et calculons la vitesse induite @V, par cet élément

suivant la normale 7, .

nip
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W

figure II-9
" Influence d'un panneau j chargé uniformément de doublets
sur un point de controle i

¥ .
4V, =V, ;sinl8, -6, J+-av, , cos(s, -5) | - (11-35)

f.l' lp r 'I]

Nous savons que :

o= LdSj et dv,. = 3 4Sj
P 2mr] 0 2m r !
Donc I' equauon (I1-35) dev:em
i y cosé, -
- dv,, = Tsln(ﬁ -9, )dS;+ (,m( -0, )de
. il
Ho. .
\ = dV,“p . f.-jz sm(ZQEi —Ji)dS;

Pour le calcul de la vitesse normale. v V,; induite par le panneau j sur le point
de contrdle i, il faut passer par une mtegrale le long de tout le panneau j.
¢ 7 sm(29.. - 5‘)

Vurp %.{dvmp f 27” asj
1 psines, -0 )
u L, A ij
Posons : < ' | R
isinl20. - 8, :
-J E'ir—*—)m - (H-36) +
0 i .
REMARQUE:

L’influence du panneau qur lui meme suivant la normale est développer en
ANNEXE B.
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La vitesse induite par 1'écoulement uniforme selon la normale 7, reste
toujouss la méme et est égale 4 : :
\/ucc.unif. == Uon Sln(é‘, - a)
La vitesse normale globale s cxpri'mera alors :

V., =~ U,sin(s, a)+ f |4 <;m(29 5)dS] (11-37)

i
=l g rj

11-2-1-6-1-CALCUL DE L'INTEGRALE L :

On sait que :

1

sin(26’,.}. -8, )= 2sin 8, cos 8, cosd, - (cos;2 6, —sin’ 6, )sin g,

avece | L
7 = (c)- X5(j - 1)- 5 cos5, § + (3(0)-¥s(j - 1) 85 sins, )
_ y@)-¥s(j-1)-jsing, : xi)- Xs(j - 1)- Sj coss,
Sing; = — ) et cos@, = -

i . ’ j

D'apres ces équations, on remarque que I'intégrale L est fonction umquem ent
de Sj et peut se mettre sous la t()rme
ISP -20,8+1;)

4 (-2, 412)

(11-38)

i

Les  coefficients I, 1,,1,, I, etl; seront déterminés ultérieurement par
identification de l'expression de L de I'Cquation (I1-37) et celle de 1'équation (I1-39).

Sj dsj
Lal -2 dsj+1,
J(S; ~2+ 1] f IJ(S} I ) “ f(s; —20,+12)

. 5
Soit : -
S & ts
L=f >dSj ., L, = : dsj .
% (9}2—213”3) i {(Sj2—213+]f)2 ‘ 'y
i
( dSj
et L, —f d
o (5% - 21, +1] )
Mettons le dénominateur de ces intégrales sous la forme:

(221, +12) = ((Sj A YL ) "

Notons que les termes I, et I, restent identiques 4 ceux du paragraphe
(§11-2-1-4).




32

Chapitre I Développement de la METHODE DES SINGULARITES '

A partir de 1a, le calcul des imégrales L, L, et L, est effectu€¢ en ANNEXE II

suivant la valeur du terme (lf ~ 12} pour donner le résultat suivant:.

- PREMIER CAS : -1 =0
(1 1) ( ARRIE p ) ,
Ll [—)+(1 -1, {(._1 ' EJ_ 5[_——(%_!}), ¥ I—;J(Js_zllf_,qll_l

(11-39)

-SECOND CAS: ;-1 >0

{ )
H\/‘ : drugl 114 3J— arct;:LmJ] |

n
_ | (IL40)

(1 )+1~—l IiJ

L4212 2LL 112 )/ b 2 .
( 173 “’)((b 1 4 )+(arctg(h)— ;zrctg(a))

.t

[

2 -2
222 —12)E | at+1 y
- ]1 X
H C ol d = = t
11-2-1-6-2- CALCUL DES COEFFICIENTS:

En comparaison avec les coefficients calculés au paragraphe (§1-2- ] -4-2),
les valeurs de I, et I, restent inchangées.
Pour les coefficients I, L, et I, , on identifie les numérateurs des exprewons

de L données par les équations (11-35) et (ll 33) afin de déterminer leurs
expressions. Soit

'qm(z ) (:s, -2, s;+1)
(s; VLS “

= l‘i]?' VSin(ZQI;j — 5,. )= [1._5]"2 — 2]3,81; +1 ‘

= ] (2 sinf, cosf, coss, - (cos-2 g, - sin’ o, )sin S, } 1.8i° = 21,8+ 1,
z(y(i) - ¥s(j-1)-Sjsins, ){x(i)— Xs(j - 1)- i coss,

I £

[avd

= T.

-

)cos&, -

( i) - Xslj- —-."\c‘.z ' i)-Yslj— —."Si!(.Z.\ \
- Lx() Xl ’_1) gjw.”’\ ~(y(t)_ Y(”r]) E ﬁ’]Jsimi-J=l.‘S'j?'—Zlg-S'H!s

ij i
i

i

B
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7

- 2{(”(1' G- -xG-D) ' ]c.osa.‘

((x(: X\‘(j l))smé' +()(1) Y.s(j l))wc:c? )Sj-mm& c0sd,Sj*

((( )= D -G v f) lans
-—2((x(.r.) Xs{j - 1))00';5 (y) Ya{; ]))<|n§l)\j+(u)96 - sin 6)S;J

= I,Sj* = 201,8) + 1, o
1

(‘).sinéj oS8, oSS, - (cos2 J_j--;s.inz'&“):in 5, )yf
((x(z) Xs\} I))smﬁl +(y i)- YS(] l)wﬁé' ).095 o e
((x(1 - X: s{; 1))00%5 (y(z) YT(_,' ]))ﬂmé’ )~m5

+2(y(t) }’s'(j ])Xx(z) Xs(; 1)).035 ((x(l) XS(] I)) (,v(a) Ys(} l)) }mé

=1,Sj*-21Sj+ 1, -
1, =2sind, cosd, wsé (c,oe 0, =sin ) )~1n5 o '
]2=\\t(l Xs(j 1))sm5 +(y ) }’9(; 1))0095 ),0<5 E

((x(t) xs(j- 1))(.0%5 (y(&) Ys(} ]))vmé )smé' .
I —2()}(1) vs(j- ])Xx(:) xs(j - 1))(.0%5 T
((x(t) Xs(; 1))2 (y(z) Ys(_,' 1))'}1115 "

;= 8In28; cosd; - c0s 24, sind,
1, = (<)~ xs(j-1)Xsin6, coss, - wsJ qus)
+ ()~ v5{j - 1))cos3, cos6, + sins st)
1, = 2y()- vs(j - I)Xx(*) xo(j - )eoss,
(- 1G-0) -G- 2 Y,

l=em(25 5) : o i

i =(x(:) Xs(; 1))9111(5 5)+(y(1) Yf(; l))‘.m((i a)

. 1, —Z(y) Ys(; I)Xx(:) X\'(j 1))1,0\5 :

_((x(c)-x.s{;-l))-(y(r)—y.§{;.- 1))}..15, S 41
1, = (i) - xs{j - 1))eoss, + (i) - vs(j - 1))sins,

12 = () =¥ < 1) + ()= x(j ‘{1))’- _. C ,
1i-1= ((x(;)— xs(j - 1))S,'n'5j - (y(i)—_ ys(j - 1))0085})2
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-PREMIER CAS : 17 -1} =0
En annulant l'expression de la vitesse V,, donnée par I'€quation (11-42), on

obtient le sysieme linéaire {[AI;;)= (rY oib:

{ [ 1) ! 1) i
A, )= -1, bf?* J+(l {m- EJ" 3((‘ o T}(l 20,1, + L1

A(,i)=14,i) (V. ANNEEXEB)
(11.43) -

B(i)=27 Umsin(éi - a)
-SECOND CAS: ;-1 >0

De Ia méme fagon que précédemment, on anmule fa vitesse normale donnée
cette fois-ci par I'équation (11-43), les termes du systéme seront par conséquent :

1. -1 ' -1 1
A(l ])— L= arctg( L 3; - arctg{—;—";] + 1, - |1 ‘ N
J —Iz( -1 I,-h ( _ e ((lj—ljni_t';)

(15+21,1§—21213—1,1i)1( b a
¥ (v [)2 2A\bT+1 alv
4~ ta .

Ali,i}=1{i,i} (v. ANNEXEB )

—
-l—r)‘—‘

) + é(mctg(h) - arctg(a)))

| (11.45)
Bli}= 27U «;in(é' aa) _
11-2-1-6-4- EXPRESSION DE LA VITESSE !
TANGENTIELLE | v

L'expression de la vitesse tangentielle V_; est établie par projection sur l'axe 7,
tangent au panneau i, de la vitesse due a leu)ulemem uniforme et de la vitesse de
perturbation et de l'influence du panneau sur lui-meéme [y

( ANNEXE B).
M L()\(Zﬂ -8,
V.,=-U, cos(c)‘,. - a)+ if 2 ) dSi + termeli = j (11-46)
i=10
J=i .
Posons :
(.09(29 -9, ) .
H=)———5—d5j (11-47)

1
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On voit bien que l'intégrale H peut se mettre sous la forme de Pintégrale L
donnée par I'équation ( 11-37 ), pour Ia définir il suffit seulement de redéfinir les

coefficients I,
et de I'expression de L (eq.1-38).

, 1, et I, par identitication de I'expression de H ( eq.11-47)

Les coefficients I, et I, demeurent inchangés (dénominateur identique ). Nous

obtenons :

I, - cos(25, - 5, )

I, = (x(]) X‘;(]—l ),(N((S -J )—(y( )- YS(]—]));m(S - )
Is = Z(y(l) Ys(]—l)Xx(l) Xq(]-—l)),mé'

+ ((x(i)— Xs(j - 1))2 - ()’(i)— Ys(j - 1)) ):055i |

suivant Ja valeur du terme (I J—1; lavitesse tangentielle sera donné par:

- PREMIER CAS : [>_]? =0

[(, 1
I+
“-n T
fﬂl

=i 1( 1

-U cos(& -a )+ Z——

- SECOND CAS: (17-12 >0

T+ T3

) Elﬁ

o A

i 1 1
T+(]2_III."- - 2

(lf“"j [;)

(1,-21,0,+11%)

)

)

[ —

!

ey

I3

)

(I1.48)

+ terme(i = j)

(11.49)

m=-U u\s((‘) a’)+§:—’- +(12—I,IJl ‘ 1 —I +"3f1713(i=.i)
(G- vis) )
1f b a
(I +2115 =211, —I,Ii) 2(]12+|_ Il:+1)
(l . ): + j’l‘(arclg'(h) - arclg(a))

(1.50)
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1I-2-2-ANALYSE D'ECOULEMENT AUTOUR D'UN PROFIL
PORTANT

Considérons un .écoulement autour d'un cylindre de longuenr infinie

(fig(11.10 ). :
En superposant le potentiet de vitesses ¢, d'un écoulement uniforme

et le potentiel de vitesses ¢, d'un vortex de circulation T, ot :

¢, =grcos(f - a) et P, =- 0

q 3 :
figure 1110

FEcoulement uniforme et vortex ( négatif ) autour d'un cylindre en rotation

La vitesse sur le cylindre, qui est tangente au cylindre, a pour expression :

U, -- (zqsan(a ) —— (I-51)

271

Le signe négatif provient du sens de rotation du cylindre ( CW ).
Pour une circulation nulle, deux points de stagnation apparaissent a :
01 = a 62 =T+ .

En faisant augmenter la circulation, les deux points d'arrét se déplacent le long
de la surface du cylindre tel que :
r

47 qr

6, =a+ arCsin(— ) et 8,=mw+a- 6

Pour une valeur singuliére de T, les deux points de stagnation coincideront de

: T
sorte que - 0=ca- > avec = -—4rqr

Le probléme qui se pose est de modéliser la circulation afin d'analyser les
éeoulements autour de profils portants, pour cela faisons, par analogie, le bilan des
efforts appliqués sur un panneau chargé de singularites.

La portance et le resultat d’une circulation qui est I’équivalent d’un moment,
alors pour le cas d’une distribution uniforme ( fig.1I-1] } .
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Ys

S0 I

figure 11.11

Réduction d'une distribution uniforme au point de contréle

Si on fait une réduction au point de contrdle on aura uniquement un vecteur au
centre et un moment réduit nul car le point de contrle est aussi le centre de gravité
de la charge.

Donc tout autre distribution non uniforme peut simuler les écouniement autour
de corps portants. en fait les corps sans portance ne sont pas de grande utilite dans
la realité,mais on s’interesse plutdi aux profils portants qui trovent leurs application
dans plusieurs domaines tels que I’aeronautique et aviation etc.....

Choisissons une distribution LINEAIRE ou PARABOLIQUE qui engendre
une portance.et faisons une comparaison entre ces deux distributions pour
I’apllication de la methode des singularités

Utilisons d’abord la plus simple ““distribution LINEAIRE™

5.1 . L |

j : | j
figure 11.12

Réduction d'une distribution linéuire au pamt de controle.

D-r.G-)

O e (1L3)

11-2-2-1-DISTRIBUTION LINEAIRE DL VORTEX:

Pour une distribution linéaire de-vortex ( fig.f/1.13 ), le cheminement pour
établir I'expression des vitesses est identique 4 la distribution uniformic de vortex
(§-2-1-5) a la diftérence que d'ms ce cas la charge n’est plus constante mais eile

est fonction de Sj.
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L

c &'

figure 11.13

Influence d'un pannea j chargé linéairement de vortex sur un point de contréle i

L'expression de {a vitesse m)mmle globale sera :

V,,-=—U,,sin(5,.-a).;.S:j(),s(}-v_])‘F r.Lj)- r(;-]) \uw(e 5)

J 27rr

=1

Qui peut se metre sous la forme:
5. _1)4S 8. -
ol - S Gy 2O 0)

(11.53)

En posant:

w(i, j)= f ‘m( ) et H(, 1) f 5 oo, - )de (11-54)

'J

L'équation (I11-53) s'écrira alors .

V,“ =-Uu, sm(& a)+_2:i{( ( J)— H(; j)

i=1 J

y (j-1)+ 1e.J) (,)] (11-55)

J‘

La condition de glissement impose  V,; =0 qu’on peut I"écrire sous la forme

matricielle [A](yﬁ.)= (8] .
On devloppe la somme de j=1 a j=N+1,pour éviter la double sommation de la
distribution du premier panneau,le point N+1 est confondu avec le point 1 donc:

i, N+1)=w(1)
M, N +1)= H(i,1) (11-56)
lN»: = [n

De plus le nombre d'inconnues du systeme, pour une distribution linéaire, est
de N +1 alors que nous disposons que de N équations, une condition aupplementalre
est alors & imposer, c'est la condition de KUT]A
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y N+ =y, (D) | . (11:57)
REMARQUE: .
L’influence du panneau sur lui méme (i=j) exige un developpement pdl’llLu]ler
qui se trouve en ANNEXE A
1I-2-2-1-1- CALCUL DES INTEGRALES W et H:

* L'intégrale W {eq.11.54) n'est autre que l'intégrale J ( eq.J1.21) déja calculée
en annexe I qui nous le resultat suivant les termes 1; - I3

PREMIER CAS: 12-11=0

A | Vo
|-.1f] (1.1, +1le IiJ (11-58)

SECOND CAS ; 13 >0

lllf'-lf*)g- -42
1

2
4

(G7)=1.1

\."‘

{
(iui)= ;‘ml

avec les coefficients etant définis comme suit:

J (1, +I)r 4o,

-1,
arct =~ arclg = (1I-59)
JIE-T L g\/h—lg 1-—12] |

4 ki

1 =- c0:<5‘. cosd; —sind; sind;

I, - (y(i)—_ij(j ~1))ksins, + (i)~ Xs(j - 1))coss,

1, = (x(0)- EXA( j-D)eoss, + ()~ vs(j-1))sing,

12 = ()= ¥s(G - 1)) + () - xs(j= 1))

1212 = (@) - Xs(j-)ing, - (0)-vs(j - 1))eoss, )
* Calculs de l'intégrale H est donné en ANN EXE 1 pour donner le resultat suivant
le terme IS - 13 i

PREMIER CAS: E-1}=0

. - . I3
H(i,i)=1,1,- (1,02 + ’2[-‘)(1. ~11 + }L)+ (1 +211, )1:{1 - ]—’) (11-60)
J 3 3 1
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Chapitre 11 :

SECONDCAS: Ii-1;>0

1 Si* -21.Sj+12)
l'l(],j)=ll1} +(]1[1+_]2)]ﬂ( d ; ) 4)
1T, 2
(2111.3"']‘2]3“‘[1]3)

( e L,

(1L61)
Les coéfficients étant définis comme suit :

I, = —cosd; u)sb —%ln(s sind,

, = (@) -vo(j - ]))smh + () - xo{j - 1))“,\5
1~ 31, 01 i,
13 = (- vs( - 1)) + () - xo(i - 1))
1217 = ()~ xsj - )sing, - () - vs{j - )oss, )

I1-2-2-1-2- CAL_CULS DE L'INTENSITE DES SINGULARITES

Afin d'éablir le systtme qui nous permettra de déterminer I'intensité des
singularités, il suffit d'imposer la condition de glisscment sur le contour S de

I'obstacle (fig.fi-1)
in
Vf.—-U \m(é' a)+-—5:

. .r-l

H&—st(j )J =

}’(J‘

[(w(: -2

~""——

;( ‘!( )‘ (l })) ( ) ( ) ()) 2r U, ‘;m(é' a)

N

< EA(l j)}’ )=272"Umsin(§,.—a)-
j=1

on définit les m‘ftfices du

En lmpmam les conditions (11.56) .et (11.57) ,
systéme qui nous permettent de déterminer l'intensité des singularités. qon
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A1) = w(i2)-

A= WE1)- H(i.l); "‘(l:N) | . ‘
AG,§)=Wi.j+1)- H(:'j +1), H6j) - (11.62)

i+l ]

( H et W pour i = j d& velopjé ¢s cn ANNEXE A )

i+l i T o

AGi)=w(,i+1)~-

\ )
"H,i+1) HG.i)
) +

B3(i) = ZVIUmsin((?'. - {1)

111-4-2-1-3- EXPRESSION DE LA VITESSE TANGENTIELLE:

On 2tablit I’expressmn de la vitesse tangentiele soit:

) (i-1)s 7(1) n(J ])3_, sin(f, - ")ds,' (11:63)

27T T

o==U, 00@(5 a)+

M=l o

REMARQUE:
L’influence du panneau sur lui méme (i=j) exige un developpement particulier
qui se trouve en ANNEXE A

L'intégrale de 1'€quation (11-63) étant de forme identique a celle donnée par

I'équation ( 11-53), la seuie différence réside dans 1a définition des coéfficients.
Ceul étant, la vitesse tangentielle s'écrit alors :

V.e-U mq(é. a)+~—5:((W( )_H(‘ J)] ( ) H(‘ }) ()]
V= U, - 2 S AG M)

7T G

avec .

H(: ) H(i,l).
I
H(z 1) H(i,N)

(r 1)=w(i,2)-
(l n) W(t lj

y :
Ai.5)- W(i,f+1-)— (',’ 1)), H(f’j) |

i
h'(lt-l—]) H(i.i)
l

ul i

j+1

A(t,i)= W(L i+ )—

( Het Wpouri = j en annexe A)
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Les coefficients étamrquand a eux définis pai' : | "y
I, = $iné, cosd, — sind , cass,
1, = (i) - vs(ji = 1))oss, - (x40) - xs(j - 1))sins,
1, = () = xs(j - ))eoss, + () - vs(j - D)sing,
17 = () - ¥l = 1)) + () - xs(j - 1))
12217 < () - X - 1))sing, - () - ys{j - eoss, )

11-2-2-2- DISTRIBUTION LINEAIRE DE DOUBLETS:

|

193

A

x
R

|

figure 111.14

Influence d'un panneau j chargé lincairement de doublets sur un pomt de contréle i

Pour une distrihulion linéaire de doublets (fig.dl.14), les étapes de la
formulation sont identiques 2 celles de la distribution lin€aire de vortex

Les expressions des vitesses sont. identiques a celles données par une
distiibution uniforme a la différence que lmlenxlte des singulaiités =<t fonction de
la variable d'intégration Sj, en effet :

ﬂ(j)=;u¢(j-—]) ..Us(l) ﬂs( I)Sj

l.

i
L'expression de la vitesse normale gloh’nlc est :

V- =-U, Rlll({) ——a) Efp (j)‘zm(za ‘S)

1% 27 r

Gl - $ - HOSVENEUES)

j=la 27Tf

ds;

if
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| Nl(ﬂg(} ly‘.ﬂln : )
Uil - o El ol i)

=1
lJ

(1;64)

Posons =
L.S7 qm(ZB -0, )

M(l ]) fsm(Z ) et D(l j) f dsj

'J ‘J
L’expression de la vitesse normale aura pour forme:

V,ﬁ ="U°°Sin(5f_a)+5;EhM(l )— D(] ]))ys(] )+ D(I ]),u (;)

j=t

11-2-2-2-1- CALCUL DES INTEGRALES M et D:

On reconnait l'intégrale M comme étant l'intégrale L donnée par I'équation
(II-35) dont le calcul a été fait, qui se trouve en ANNEXE II

.calcul I’integrale D:

L'intégrale D peut s'écrire : : S

LSf 9111(2 5) S;(I Si* -21,8j+1. )
DU, j)= =
(I ’) { rlj f (S] —2] +1 )2 Sj

1.
Ny f_ S r

D{i,j)=1f>—= -2 ds

6.9 “!(S.il—zls ) (s: -2 +13) l+II(SI — 20+ )

D(,j)=1,L,-21, L, +I, L, | . (IL6S)

Les intégrales L, et L, ont déja été calculées donné en ANNEXE 11 ).
Le calcul de integrale D(i ) est effectué en ANNEXE Il pour donner le resultat

——



Chapitre Il ! Développement de laMETHODE DIES SINGULARITES : 45

PREMIER CAS: [2-12=0 . e

4 .’ -
I, {l,-1 : 1 1
ij}=""inl+—1 - (31.1,-2I —
D(lij) 4 \n( 13 ) ( 1*a Z{Ij—lgx-'-lj]

1, (
-G A 15{

\

1
) )
~ . | 1 [ 1

_'3([11:: - 21,12 + [ﬂ,{m-% “E

(11.66)

'-1(. 1 , l)(1 ~2Ll,+112) (11.67)

SECOND CAS: I2-12>0

m(, J)—J— aret \;':I_,] amg(\/—i.].'?])-'
{

+('2"1"3{((1__11)?]+lz_lij"% _ (IL68)

(1 £2012-21,1,-112) )
2(1 e ) ((hz 1 a.z+1)+(arc,tg(b)-arutg(a)))
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(1L.69)

Développement de laMETHODE DES SINGULARITE

Chapitre 1l : § e .
~o 42\
o)~ -2t
k -1,
2 12__[2

((l —l)+l2 )

4115 + 41,1, -

1
+5([|I3— 1
(4111%+11 ~4LE +21214-3111 )(
h +1 a’+1
b1
: et b=—pk “2
JiE-p
'E

LS8 ]
—
—
—
»
|
(W]
—
[
e
j=+3
-
[#]
. —
1 T
—
ol
da 0
|
Ul —
- Y
ar B
o g
|
=]
—
[#]
~
-
'Y
e

) (arctg(b) - arctg(a)))

12} |
-

21

avec

[1-2-2-2-2-CALCUL DE L’INTENSITE DES SINGULARITES

En imposant la condition de é,li«cnﬁnt .Qur la fronti¢re, en plus des conditions
données par les équations (11.56) et (11.57) on aura alors :
M, N +1)= m(i,1) .
DG, N +1)= D(i1) et (N+1)=- u(1) (11.70)
IN+i =1/ ,
N LI EPN
—(,"l—)ya(J - 1)+ —([—)ﬂs(l)l =0
j j ;o

Vr;i = 0 |
1 N
=- U, sinlS, - )+E§((M(;,])_
i, j)
T M

() 2= 2
2 (z j)yt(] =27 Um.sin(é‘,. —a’)_

qui nous permefent de détermier ’intensité des singularités,soit

(f )) =2nU, Sin(r? o:)
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Dl 2) 1)(; 1) -
h I
R(i_,l_)+ (i, N)

1, Iy

A1) = M2 )-

Alin)=M(.1)-

A(i.j)=M(s,j+n)—')(:’jf')+ Dfi’j) . .

i+ i

pi,i+1) ©,i)
1 T

ivl i

B(i) = 27U sin(5; - ).

AG,i)=M(,i+1)- (MctD plmlr'i = j dé finiscn ANNEXE B)
11-2-2-2-3- EXPRESSION DE LA VITESSE TANGENTIELLE:

L’expression de la vitesse tangentielle pour ce type de distribution:

V”.=-Umcus((5,.—a)+§j(ﬂ( 1) ;:(1) ;:(1_1) ")um(z() 5)

27

j=l
Qui peut se mettre sous la forme:
\

RO e
V.--U, oos(é a)+ °
2 M(;)-ﬂ ok ),
(IL72)

On remarque que leq deux intégrales de I'expression ( 11-72) sont de la méme forme
que les intégrales M et D, il-faudra uniquement redéfinir les coefiicients 1, I, et 1, a leur

tour ces coefficients sont déja définis par le systéme  (11-48),
Nous pouvons directement écrire l'expression de la vitesse tangentielle, soit :

v, =-U, 00'4(5 a)+-—-2/\(: (i) (11-73)

=i

avec A( i, ] ) définit par le systéme (11-71)



Chapitre 11 : Développement de laMETHODE DES SINGULARITES: 48

H-2-2-3- DISTRIBUTION PARABOLIQUE DE VORTEX:

g8
\fli i-j ‘ i

I

¥

figure 1I-15
Influence d'un panncat j chargé [Paraboliquement de vortex
sur un point de contréle i

—

Pour une distribution parabolique de vortex(fig 11-15) .la methodologie pour
établir Pexpression des vitesses est identique A celle de la distribution linéaire de
vortex(§ 11.2.2.1),a 1a difference on a un terme enplus Sj*(variabled’integration),
puisque le chargement s’ecrit sous Ja forme.:

}'(1) ASj* + BSj+C avec A,B,C: sont dee constantes i déterminés par les conditions
aux ]mules

-7 (k.o = 75i-
2.‘7(j]s,'-|j = 79(]) |

d
Iy B =0
s,
Les trois conditions nous donnes:

}/S(j ]) }fs(j) ?’s(J) 7':(1‘1)

A= ]2 1 C }’S(.’*I

on.autit alors: -

7{i)=7.G- 1) ,2:40)- J’~('—1) r,(‘i_—.llg—n(.i)sjg

L’expression de la vitesse normale g g:,lnhdle sera alors:

%;=-Umsin(5i_a)+iﬂ7s 12 )-.;3+2}’.v.(f)“l}-’.v(f‘ D). (1) u)s(b? 7)

it 2r 1y

——t
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(1' l)f"‘"’( ) 5t (J) (-1 J“S’ "”“(9 -4, ) dSj

\
|
\{l_ =-U, Sin(é',. —a)+ Zl . (] l) v, (j)fS; ws(é’ -9, )d‘ JI

J

En posant: \

et

V== ind, —a J+r— b g , H-76
ol 2 (D) ) of O
e }’(J)J

La condition de glissement impose:
. =0 ,ce qui nous prmet d’avoir une equatlon matricielle sous la

forme[A](ys) [B].
On developpe la somme de j=2 2 N+1 pour éviter la double sommation de la
distribuiion du premier panneau,Je point N+1 est confondue avec le point | avec:

Wi, N +1)= W(j,1).

HG,N+1)=HE1)  (1077)

c(i,N+1)=c(i,1)

ys(N+1)=y 1) condition de KUTTA (1178) ©
IN+l = li

REMARQUE: :
Le catcul de 'influence du panneau sur lui méme (i= |) exige un developpvement
particulier est donné en ANNEXE A.

49
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11-2-2-3-1- CALCUL DES INTEGRALES W, H, C:

L’integrale W,H sont déja calculeés en ANNEXE Lpour | “intégrale C(i,)), il est
effectué de méme en ANNEXE 1 pour donner le résultat suivant le terme I - I;

PREMIER CAS : I; -15=0

12 ' ] 1
2 3 2
Ca,p= I1 2 (ZII +]2) (311 +21 I (1113+1213 l _[ 13}

(11-79)
DEUXIEME CAS : I>-12 5 0

-
l_

4

l_2 a !’_2111 _I;‘ .
C(i:j)= 11_15—+(2I'13+]2)i+(211[§'+12[3“ll;)[lnl i it 4|}

(11-80)

- 4LE 2L 3L - LI
. 131

1. -1,
,/15-15

arctg—ﬁ —arclg—FrF—— ‘/—- }
les coéficients état définit comme suit :
I, = —c08d, cosd; —sind; sind, _
1, = (y(©)-¥s(j - ))sinG, + (x(i)~ x5(j - 1))oss, ;
1, = (i) - xs(j < 1))eoss, + () - ¥s(j ~ 1))sing, K
. 12 (y(i)-Ys j-1) + (- xs{j-1))
-6 = ((x(.-,) xs(j- 1))smc5' (y(t) ys(j - ]))wsc? )

11-22-3-2- CALCUL DE L’ INTENSITE DES SINGULARITES: ©

Afin d’établir le systéme qui nous permettra de déterminer Pintensite des
singularités,il suffit d’imposer la condition de glissement sur le contour S de
’obstacle (tighi-1):

l

(w( 3! i), o )Jy(,-ﬂ \i

V. =0= V,,=-U sm(6 ar)+—§:'

v | J,.L | ( HG.j) C(l 1)\ ‘)J

y ..,-(.i)) - 27 U,sin(5, - o)

=1 ]

i((W(i, i)- z#‘_”‘i CS‘ 2 JpG-1)+ (2#—’)—?5—”—))
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En imposant les conditions (11-77) et (11-78),on définit les matrices du systémes qui
nous permet de déterminer I’intensité des singularités:

H(i,z)+ c(i,z)_(2 H(i,1) C(i,i))

AG,1) = w(i,2)- 2

1y 12 , 1
A, n)= w(i,1)-2 ('l]) Cflzl) ( H(li;N?_c(liiN))
G- wG500)-2 2, co];- N S
A1) = Wi+ ]j_\z H(i{.i - 1)+ C(llzl . 1)+(2 H?!i) - CEZ’)) (H ,W et C pour(i = i)

dé veloppésn ANNEXE A)

—

B(i) = 27 U_sin(5, ~ @ )

ll-2-3;3-3- EXPRESION DE LA VITESSE TANGENTIELLE:

De fagon analogue au (§-2-1- 3) on-€tablit ’expression de la vitesse
tangentigile:

V,, =~ U o5, ~a) EJ/}'(I-I) 2}’()) 7,(1 1) .

=l 0 j

(11 82)

prae

(1-1) r i) )“"(9 5)

REMARQUE:
Le calcul de I’influence du panneau sur lui méme (i=j) exige un
developpvement particulier est donné en ANNEXE A.

L’integrale de P’equation (I1-82) étant de forme identique & celle donné par
I’expression (H-74); la seule différence réside dans la définition des coéfficients, ceci
étant,l’expression de la vitesse tangentielle se met sous la forme:

V,,=-U (,os(é a)+———2((W( ) ZH(] ]) C(Z l)) (—1) ( H(]_ J) C(lj )} (J)J
V,.=-U wt:(J a)+———§:/\(1 1)}/(})

]-l
avec:

A(i,j) déja déterming par le systéme (11-81)
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) -
Les coéfficients étant définis par:

1, =sind, cosd, —sind, cosd,

1, = (y@) - vs(j - 1))coss, - (x(i)- Xs(]—l))ﬁmé

1y = (e0) - xs{j - D)eoss, + (50)-o(j - Dsin,
(y(t) vs(j- 1)) + (i) - xs(j 1))
- 12 = (- xs(j - 1)sins, = (0)-Ys(j-1)oss, )

1-2-2-4- DISTRIBUTION PARABOLIQUE DE DOUBLET:

figure I1- 19 e

Influence d'un panneau j chargé paraboltquemem de doublets sur un point de controle

1
Pour une distribution parabolique de doublet(fig I1-9),les étapes de la formulation sont

identiques a celle de distribution lineaire de doublet (§-11-4-2-2) les expressions des
vitesses sont identiques a celles donnés par une distribution linéaire doublet,a la
différence on a une integration en plus,tel que:

i (J) u(f 1) ﬂ:(] 1)- i) .

r (1‘)= m(j-1)+2 %

Pexpression de Ia vitesse normale g g,lobdle est dommée par:

vV, = * U sin(5}. —a3+ ifﬁ (])sm(29 -4, ) | -

= 27rr

Qui peut se mettre sous la forme:
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i 3 . VNS si 29;—3‘; )
" ('_1 f‘”‘(z”u -9, ) 2!&(.1) IM(J 1) I qu.(,zj ¢ )del

Vv, U,sinlg, - a +—1 2 ' j " ij
wi = " [ : A .
" 27 3 L li-1)- ﬂ,(.i)'f‘sl" sin(26; -5,) asi
| Eoe o5
(11.82)

En posant:

’

MGJ){I{%;—&;LS; O b)- ISJqln(ZB 5)

si*sin(26), -
el R(, J) f irin )de (11.83)

l'll

On aura I’expression de la vitesse normale:

V,,, -U,_ qm(ﬁ a)+—5: (M( ) ZD(I ') R(I l)) ( ) { D(l l) R(I 1)) ()J

REMARQUE: . \

l

L’influence du panneau sur lui méme (i=j) exige un developpement particulier
des integrales M,D et R qui soni donnés en ANNEXE Bpour les coéfficients sont
déterminer au (§-11-2-1-6-2) et sont donner par ie systéme(11-48) .

11-2-2-4-1- CALCUL DES INTEGRALES M,D ET R: .
Les intégrales M,D sont déja calculés en ANNEXE IT et de méme pour R(ij) qui

est calculé en ANNEXE 1 pour donner ie resultat suivant:

PREMIER CAS: 12-12=0

RG,i)=1,, +2(211, - (

)[61(1 ~11,)-1 L_I 1]

+[1,61,1, - 2102 - 1)( ),+T+';zll (| ) 1

(11.84)
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SECOND CAS: E-I2>0

¢

£

-2 -1
R(,j)=1i+(211, - lz)n(.‘—l%’mi)
4
1L

3
(61!1_,13—41.1§—51113—3121313+2121§+"'i2' ) I —11
arctg

(-1}

(. )

(21,21, - B - L2 + 41,2 - 11, - i

(1-1)+12—1- I
41,1} - 21§1§11+-I—“7-2]-l +3LEL 4+ 2‘ @i-g) o 1)
+ ‘ 7 12 e
(EERRD

(11.85) -
i1-2-2-4-2- CALCUL DE L’INTENS_ITEDES SINGULARITES:

En imposant la condition de glissement sur les frontiéres en plus les conditions
doniés par les equations (11-51) et (11-52) doivent étre appliquées pour ce type de
distribution ;ces conditions s’ écrivent dans ce cas: :

RG,N+1)= R(i,1) |
D(i,N+1)=D(i,1) et y(N+1)=y (1) (11.86)

M(i, N + 1) M(i,1)
On aura alors:

V=~ Umsin(@. _a)+—21;;.i((M(i,j).— D(l ])

=1
"Ce qui nous permet d’avoir I’égatité: - “-aé

iA(i i)ﬂs-(f)= 2r U 'ﬁin(& - a) ..g

Jel it
Ce qui nous permet d’avoir les matrices du systéme ui nous permettcnl de déterminer
Pintensité des singularités soit:
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Al 1) = M(G,2)-2

ol

D(i,2)+ R(i,z)_(2 D(i,l)l' R(i,'l)) |
i

2 5 1, - A
A= G 1)- 220N, (’;)+(2 (LN)_RG: ))
]N ], [N . IN

AL, j)= M, j+1)-2 ] t

p(i,j+1) R(, i+‘l)+(2 D(L.i)_R(L.i)) (IL.87)

j+l jrk j . i
Ali,i)=MG,i+1)-2 D(il’j ! 1); R(’l’; ! 1)+(2 D?’i)- R(;’i)J (M, D et Rpouri = jdé finis
i+1 i+l i i
enANNEXE B)
B(i) = 272U sin(s, - )
11-2-2-4-3- EXPRESSION DE LA VITESSE TANGENTIELLEFE:

L’expression de la vitesse tangentielle est donnée par

AiJ-uU-1) -1 eos(26, —(5)
Yanol “0‘;(5 a)+1210 # (] ‘”‘ (I)I:U (J ) ‘u (l l? - ( S-l ] (’);ﬁrr dsj
Qui peut se mettre sous la forme':‘
0, -0, Sj cos(26, - 8.

! [ﬂ 1- ])fu)s(fl ) 2 (]) l}u (j I)f y u)"(r2 ‘ )de)'
V., =- Umcos(éi —a )+ — ‘ g j 0 i

2 ,Z. ﬂ (,_ 1) i (])fS] ws(Z@ -0, )

B / 2
- (IL8R)

On remarque que les trois intéegrales sont dt: la méme forme que les intégrales (1I-83)
tel que:

V“.=—U,_,COS((5‘,— )+—_E/‘(f ) ()

Ou A(i,j) est définit en (11-87)
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[11-1-INTRODUCTION:

Dans ce chapitre,nous allons appliquer la méthode des singularités et ses
idées de bases a des profils de formes connues(cylindres, aubes) afin d'étudier
I'influence des différents parametres et obtenir les caractéristiques de 'écouiement
(coéfficients de portance et trainée,les lignes de courant et équipotentielles...)
et finalement représenter cet écoulement par le tracé des lignes équipotentielles et
des lignes de courants autour des profils.

111-2-CARACTERISTIQUES DE L'ECOULEMENT:
111-2-1-LE COEFFICIENT DE PRESSION:

En Aérodynamique comme en d’autres domaines, plusieurs paramétres
adimentionnels sont établis tels que le nombre de Mach « M » , le nombre de
Reynolds « Re » et d’autres, afin de leurs donner un sens comparatif et ¢’est de ce
point de vue qu’a é1é mtrodult le coefficient de pression « Cp » au licu de ld
pression elle méme,

Son expression est de la forme :

cp-L=t= (D)
qw
davec o
l UZ
qmwzpm &

* . masse volumique du fluide a I'inf ini amont
etou  « p_: pression a I'inf ini amont.

+ U :vitesse a I'inf ini amont

Cette définition est générale, elle est utilisée en Aérodynamique comme pour
un €coulement incompressible que pour un écoulement écoulement hypersonique.

Pour un écoulement incompressible, le coéfficient de pression peut étre
donner en fonction des vitesses seulement.

En considérant un écoulement de fluide autour d’un obstacle quelconque avec
P, la pression en un point assez loin en amont de [’obstacle et {/ _ la vitesse en ce
point et P la pression en un pomt proche de I’obstacle avec V la vitesse du fluide en

ce point.
L’équation de Bernoulli nous permet d’écrire :

P+l U? P+1 v?
- 2‘0 w = 2‘0

= P-p, =%p Wwz-v)

qu’on substitue dans I’équation (111-1) pour obtenir:
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.3

P_P E,}/SP(U.i“Vz)
. Kpul

. 2
Vv .
d’ou: - Cp=1- (U_) (1iI-2)

Cette forme d’écriture n’est valable que pour les écoulements de fluides
incompressibles, on remarque de cette équation qu’aux points de stagnation (V=U)
le Cp est maximal et est €gal a (]) et que pour V> U _ le Cp prend des valeurs

négatives.

111-2-2-COEFFICIENTS DE PORTANCE ET DE TRAINEE:

Considérons un profil C ( fig.11l-1), husons un bilan des forces qui s'exercent sur un
élément abed de larg,eur dx.

ds,=bc
ds, = ad

figure HI-1 |

Bilan des forces s'exercant sur un élément abed d'wn profil

Par projection suivant la verticale :

dR = Pds_ cosa, — Pds, cosa,
dR = (P, - B Jix

o F-F= 1PUi,(CPc.“ Cpi)-

= R_—%pU f(Cp - Cp, )alx

avec Cp, et Cp, respectivement leq coéfficients de pression de la surface sunerleure

( extrados ) et de la surface inférieure ((intrados ).
On définit alors le coéfticient de portance Ci par :



Chapitre 11l : Application -ch’ la METHODE DES SINGULARITES 59

L
Cl=- % f(cp, - cp, )dx (111-3)
. 0

Dans le cas particulier ot le profil est de forme cylindriqﬁc (Jig -2 ).

Pregsion (P)

.Portance (L)
A .

R

Trainée (D)

Jigure -2

Portance et trainée sur un profil cylindrique \

L'expression de la portance et de la trainée sont obtenues par intégration le long de
toute la surface :

27{7 ) l 2r
L= —fP.RsinQ dé et D= ~f]’.Rcoso9 dao
0 0

Les coéfficients de portance et de trainée sont alors déduits :

2 an
Cl=-[Cp.Rsin0d@ et Cd=-[CpReos0dd  (111-4)
0 0 .

111-2-3- POTENTIEL DES VITESSES ET
FONCTION DE COURANT:

Le potentiel de vitesses en chaque point est obtenu en superposant le potentiel de
vitesses di 2 I'écoulement uniforme et celui dii a la perturbation crée par l'obstacle.

Suivant le type de singularités ( source, vortex, doublet ), dont est chargé l'obstacie,
le potentiel de vitesses correspondant est différent et est donné par le tablegu
(§1-2-5). |

La fonction de courant est obtenue de la méme fagon que le potentiel de vitesse.

D'aprés les formules données par le tableau (§-1-2-5), il apparaii quiil est
important de bien définir la valeur de I'angle &, et le rayon r,.
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Soit un point P de coordonnées ( X, y ) ol nous désirons calculer le potentiel de

vitesses (fig 11-3 ).
P(x. y)

¥ . . 0
' figure 111-3

Influence d'une distribution de charge sur un panneau au poiit P

On aura : ' -
Y=y, : .
Gg=arctgx_xj gt r&.2=(x—xj)+(y_yj)‘ )
" x; = Xs(;:— 1)+ Si cos, ILS)
¥ = Y.s(; —-.1)+ Sj sind,

HI-3-PROFILS:

11I-3-1-CYLINDRE FIXE:

L'¢coulement autour d'un cylindre fixe est obtenu en combinant entre un

écoulement parallele homogene et un doublet.-
Sachant que pour I'écoulement paraliéle homogéne on a:

V. = U_cosf : W =U, rsing
! " ot : (I -6
{Vﬁ =-U,_sind y &, = U reost ( )
tandis que pour 'écoulement de doublet on a:
—p cos@ - sin@
r2x rt l T 2xr
, et - (nr -7)
-y siné M ocosd
Vo=o"7"""3 ;= i
2x r : 4 2r o

D'aprés le principe de superposition de LAPLACE:

T
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_H sing
W, =W +W, = U,rsinG - :
2a o
‘ ' M cos (1-5)
b, =_(I)p + P, = U _reosf - > 7 7
et puisqueonapour r=R W, =0 done
u=2r RU,
v, = Umr(l_- 5 )sinH
d'ou R (111-9)
b, = Umr(l + r—2] cosé
a partir du systeme (111-9) on obtient:
R\
V = Um(l— ?z—quSQ
(1ii-10)

R*
V, = Um(1+ -T')sinﬁ
‘ ro

Les points de stagnation correspohdent a VvV, =V, = 0, on trouve leurs
coordonnées réspectives en (r,8) suivantes:
point S, (r =R 0= ())
point S, (r =R 0=n :
Et puisqu'il s'agit d'un écoulement de fluide incompressible, le C()Lthuem de

Pression est donné par I'équation (111-2).
Sachant que pour 1=R: V. =0 et V, = -2U_siné donc V =V,

v \2
on a: C}J=]*(EJL) = 1-(2sing)’

o

Cp=1-4sin* @ (I1F - 11) ,

La discrétisation du cylindre se fait en coordonnées polaires pour une
localisation des sommets avec le nombre de panneaux N désir¢ Vuu tigure (111-5).

Jigure HHI-5

Discrétisation d'un cvlindre en 8 panneaux .
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27
8 =nm-——1>(-1 avec i1i=1LN
===

Les coordonnées des sommets sont égales a
Xs{i)=r cos8, et Ys(i) = r siné,

111-3-2-CYLINDRE TOURNANT:

L’écoulement autour d’un ¢ylindre tournant s’obtient par la combinaison d’un
vortex,d’un doublet et &’ un ecoulement paralitle homogéne; donc ¢a revient a
combiner I’écoulement de vortex et celui d’un cylindre non tournant, voir tigure

(111-4)

Vortex avec Ecoulement autour
circulation T . d'un cylindreiournant
' s

Ecoulement autour
d'un .cylindre fixe

A partir des équations régissants 'écoulement vortex on a:

| . ( ["dansle sens
‘ T r )
v,=0 Y = Tlni desaiguilles
Tr .
Voo r et ' : kd 'unemontre J (111- 12)_
? 2rr ‘ .
P om0 “
L " 2_}’1'

D'aprés le principe de superposition :

R’ r r
Wo- Uwr(l -5 )'siné? —In—

2 R ,
(11- 13)

R* T
P, =—Umr(1+~7)cﬂs€? ~-—=0
F 2n

A partir du systeme  (HI-13) on écrit:
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‘ 2
V.= Um(l - -?;)cos@
(1i1-14)

VvV, =U_l1 K in¢ L
¢ T +r2 s Tonr

pour localiser les points de stagnation i partir du systeme (11I-14) et de la condition
V. =V, =0, etenprenant r = R on obtient : -

- _r
9|’= o1 ———
m-sm( Az RU, )
: (111-15)

-r
a" = _ ginl ——
. amsm(élerUw)

Et puisque I' est positive donc les deux points de stagnation se trouveront
dans le 3™ et 4™ quadrant du cylindre.
Ce résultat n'est valable que pour —— — ( 1
d ‘ | 4z RU (
Si I'= 4z RU_. il ny aura qu 'un seu! point de stagnation situé sur la surface

du cylindre au point S(R, %) |
Dans le cas ou ' ) 4nRU_, le systéme d' équations (1II-15) n'aura plus de

signification, donc en revenant 2 la premiére équation du systeme (111-14) en

P
. S 2.
prennant r = R, on trouve V=0 e  csf=0 = Jou
: - gro X
- : 2
qu'on substitue dans la deuxieme équation du systénie (I1I-14)pour obtenir a fa tin
avec gr-_=
2
r r Y
= - =R’ 11I-16
r 4 U, \/(ZUrUm) ( )

La valeur minimale de "r" n'est pas acceptable puisqu'elle se situe a U'interieur
de T'obstacle. : : - '
Le coéfficient de pression pour le cylindic tournant est donné en remplagant
V, avec r =R du sysieme (11I-14) dans I'équation (11I-2), d'ot on obtient :

. V 2 I“
1Cp=1—((70) - 1—(Zsin9+m) (111-17)

an

Les coordonnées des sommets dans ce cas sont donnés par:
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5 :
6 = —‘(—5—(1’ —‘1)+ 9') ‘ avec i=14LN

Les coordonnées des sommets sont égales a :

Xs(i)=r (:()S'GJ.‘ et Ys(i) =r siné,
111-3-3- RANGEE DE CYLINDRES FIXES:

Soient deux cylindres de méme rayon 1 disposés verticalement et distant d'une
longueur L ( fig.11i-6 ). ‘ '
W

%Y

~
NI
N

§
—*

|/

figuie (-0

Discrétisation d'une rangée de cylindres

“
<

Le principe reste le méme que pour un cylindre isolé a la différence que
l'ordonnée des centres des cylindres est de = L./ 2, nous aurons alors :

' . L
Xs(i)=r cosé, et Ys(i) = - E+r siné. i=1N

' . L
Xs(i) = r cosé, et Ys(i) = S+ sind, _ i=N+12N

. 5 |
9.=ﬂ—(§(i—])+9') avec i=12N
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haad

111-3-4 PROFIL D'AILE:

Amb"

figure 111-7

Un profil d'aile présente une partie arrondie a I'avant et une pointe F & I'arricre
appelée BORD DE FUITE ( figill-7), le BORD D'ATTAQUE A est le point de
contact du profil avec le cercle de centre F.

Un profil d'aile présente deux surfaces, une surface supérieure appelee
EXTRADOS et une surface inférieure appelée INTRADOS.

La forme des profils étant normalisée ( NACA ), la discrétisation en N
panncaux se fait en introduisant les coordonnés des points disponibles dans les
tables.

Les profils d'ailes étant des corps portants, la distribution de singularités ne
devra pas étre homogéne et peut étre linéaire ou parabolique.

Lots de la détermination des intensités des singularités, une condition
supplémentaire doit étre intoduite, c'est la condition de KUTTA-JOUKOWSKI qui
consiste dans notre cas i ce que le bord de fuite soit un point d'arrét.
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1V-1-CALCUL DES POTENTIELS DE VITESSES ET DES
FONCTIONS DE COURANT:
Considérons un point P de coordonnées (xo, yn) appartenant au plan
( fig.dV.1 ), le potentiel dé vitesses et la fonction de courant en ce point seront
respectivement  déterminds en superposant le potentiel de vitesses et la fonction
de courant de I'écoulement uniforme et le potentiel de vitesses et la fonction de

courant résultants du chargement des singularités sur tous les panneaux de
l'obstacle.

. f
figure IV.] l
Influence d'une distribution de singularités sur un panneau j en un point'P

N

Il se dégage alors que les expressions du potentiel de vitesses et de la
fonction de courant devront étre établies en fonction du type de singularitcs et
du type de chargement. 11 est intéressant de rappeler les potentiels de vitesses et
les fonctions de courant, corresprndant aux types de singularités.

Ecoulement Source Vortex Dipdle
Uniforme ‘
U, geos(d -a) k 0 B osf
' 2xr ar?
$
U _gsin(@ - - "
0 g sin{8 — o ) | 0 4 H_ng
27T zr’
' ) ‘ k .
P . -8 L inr ‘_f’ sin &
qrsm(@—-cx) , 27 2 2t
pt
¢ Lln r 4 d A cosd
grcos(6 - g 2 27 271

N
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. IV-1-1-DISTRIBUTION UNIFORME DE SOURCES:

. Par définition on a:

N
¢G(]' y(J} ¢cc.unif. + . 2 ¢ij
) i=1
et .
N .
W({()’ yﬂ)= Wuc.tlnil‘.r " j E Wij

1

- Le potentiel de vitesses et la fonction-du courant dus i Pécoulerment uniforme
restera quelque soit le type de chargement et le type de singularités égales a:

(1v.1)

Beowmis. = U X0+ U_y, sina

: (IV.2)
Veeunt. = UnYgcosa—U_x,sina

- Le potentiel de vitesses et la tonc,tlon de courant dus au chargement umiorme de
sources sont €gaux a :

)_ —=r f Inr,dsS;
et (1v.3)

(1)

v, j)=~=*
En substituant I’ equatmn (IV.2)et(Iv.3) dans (IV. ]) on trouve :

¢(x0,y0) U, x, cosa +Umyosma+2?r‘-_lln r.dSj
4] .

et - | ' (IV 4

j=t

y/(xﬂ,yo) UmyU cosa -U_x,sina + }‘ ff? Sj

/

Les termes 0, et I sont définis par les eqmtlom ( HI-5).

REMARQUE :

Pour Ie calcul des mteg,ralet; nous utiliserons la méthode d'intégration numérique
de SIMPSON

.
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' V.1-2-DISTRIBUTION LINEAIRE DE SOURCES:

Dans ce type de distribution on Iintensité de la singularités dépend de la variable
d’intégration Sj ( fig.dV.2 ), d’ou la différence de Ja distribution uniforme :

W
] | A
A
. A ks
- ks. A T 5
. J_l ~ =
i S o ‘
' L.
. ‘ i
\ ‘ ﬁgureIV.Z
Soit une intensité :
| k()k(f ) .
k; —k(f D+ ,

J
Alors les expressions du potentiel de vitesses et de la fonction dé courant se
inettent sous la forme : : '
b . ' v L
] J !
¢(xo,y0 )= U_x,cosa +U,y,sina + Py Efk Inr, dS}

b/ A

f=lo

et | - (v.5)

(xo,yo) U yowsa -U.x, %1na+ﬂ>‘fk 6,dSj

V-1-3-DIST RlBUTlON PARABOLIQUE DE SOURCE:

La différence qui réside entre, les expreemonq du potentiel de vitesses et de la
fonction de courant de ce type de distribution et de la distribution linéaire est que
I*intensité de la singularité 4 un terme en plus de la variable d’intégration Sj*(figIV.3):

. Nigwre V.3
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501t une intensité :

k;=k(i-1)+2

k;(j)-'ks(.a-l) RO
I ' i

l

Les expressions du potentiel de vitesse et de la fonction de courant se mettent sous la
forme : ' ' ‘

¢(x0,yn)=‘Umx0 cosa +lUmy0 si

T 510

et (IV.6)

1

-
R IR AV .
!//(x“, Yo )= U_v,cosa —U_x,sina + Py Efkjﬁ,jd.‘y

i=kbn

lV-]-4-—le:'l‘RlBUTlON UNIFORME DE V‘ORTEX:
Pour ce type de distribution on a : o
#(50:¥0)= Brcur. + 2¢
et .

. . v
W(xﬂ ’ 'yr} )= v/t.'('.mu]". + z V/ij
. il

Onapour @, .0 € V..., estlemémequau (§ IV1L1) la différence on a pour
le potentiel vitesse et la fonction du courant dus au distribution umforme de
vortex(donné par le tableau)

orGYr
¢y = 3‘;{ 0, dS)

Y
YUy y
Wy =~ ‘;—’—) { lnr, Sy

Finalement on trouve:

(

o~ ¢(X0aJ’o) U.y,sinz +U xou)ea+2 Hde
i ‘ ’ . A f "}
- w(xu,yo)= U, y,cosa —U_ x,sina - E );(—]) InrdSj .. .
- : =1 2Ty

1V-1-5-DISTRIBUTION LINEAIRE DE VORTEX:

De la méme facon qu'aﬁ paragraphe ( § IV.1.2 ), on obtient l'expression de
V'intensité des singularités, soit :

y e j-)s n(f)*!h(j - 1)3’_
)
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" Do : .
¢(x0,y0) Umy0 sina +U_x, cosa + 2—Efy 0, dSj
J“l o
et : (IV.8) ‘
1 - 1 . f".
l//(x05y0)= U,y,cosa -U_x,sina - Py ;{yj Inr,dSj )
1V-1-7-DISTRIBUTION PARABOLIQUE DE VORTEX: .
S | .
De la méme fagon gu’au paragraphe'(§ IV.3), on calcul I expression de
Pintensité des singularités Soit: 3
7,(i)- 7\(1—1) 4 ()—V(l—l)
7 =x(i-1)+2 :
d’ou:

¢( D,yo) Umyuqma+U X, COSQ + Z—EI}f 8,dSj

J-l 0 [
et (IV.9)

y/(xf,,yu) Umy(,u)sa U, x,sina — 5—5‘_[;/ Inr,dSj

/=lo

1V-1-8- DlSTRIBUTION UNIFORME DE DOUBLETS:

En se référant au tableau et en procédant de la méme fagon que précédemment,
on obtient les expressions suivantes :. :

;1( )fc.mﬁ

=1

n...

N
¢(x0,y0) U xﬂu)sa+Umy0‘;1na E
| (1V.10)

el

| 6.
‘//(xo,yn) Umy0 cosd - U, x, sina + 2 ;U(;)fﬂm

IV-1-9-DISTRIBUTION LINEAIRE DE DOUBLETS:

Dans ce type de distribution, l'intensité dev. qmbuhnle% est exprlmee par la

relation :
" )= (i-1
H; = m,(j-1)+ ZAOLY, "‘_-(" )s_,'
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Les expressions du potentiel de vitesses et de la fonction de courant sont alors :

. . 1 & 4 iy COSGJ.}. .
¢(Xnay0)= U,y,sina +U _x,cosa — E;{T—d»
“ T (IV.11)
k . 1 & u,sinf, o l
y/(x07YQ)= Um‘y(i CoOsax —Umxo Sina + z_x;{—ru—idsj |

\
fV-1-1-DISTRIBUTION PARABOLIQUE DES DOUBLETS:

!
Dans ce type de distribution, {"intensité des singularirés exprimée par la relation :
b

)= (-1 G)- (i1 ‘
= (i 1)e2 1.3) ]»us(J )Sj_ 2,(3) lf_s(J )sz
i . i

Les expressions du potentiel de vitesses et de la fonction de courant sont alors:
: o
, ) , 1 & &4, co86,
(%o, 70 )= Uy, sina +U_x, cosex — ——Ef;ﬁﬂ—de
) . 2 =0 Y o

et _ ‘ (I1vV.12)

. - 1 &%, sing,
t//(xo,'y(\)= U,y,cosa -U_x,sina + 2—_2f4m~—"—d.‘if

j=lg¢ rr‘j

IV-2-CONSTRUCTION D'UN MAILLAGE PAR LES
~ LIGNES EQUIPOTENTIELLES ET LES LIGNES DE COURANT:

IV-2-1-PRINCIPE DU MAILLAGE:

Le potentiel de vitesses et la fonction de courant étant calculables en tous points
en utilisant la formulation basée sur la méthode des singularités, I'idée est de construire
la ligne équipotentielle et la ligne de courant & partir d'un point P de coordonnées

X, yo) bien choisies, puis en choisissant un incrément on boucle pour tracer les

lignes €équipotentielles et les lignes de courant suivantes jusqu'a certaines limites fixant
le domaine & mailler.

IV-2-2-TRACE DES LIGNES EQUIPOTENTIELLES:

Une ligne équipotentielle étant construite en joignant les points avant le méme
potentiel de vitesses, pour le tracé de celle-ci, considérons un point quelcongue

P(xo, Yo) out l'on calcule son potentiel de vitesses, on cherche afors dans un proche

périmetre a ce point, un autre point M(xl,y,) ayant le méme potentiel de vitesses, en
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répétant  successivement - cette démarche nous obtiendrons ainsi une ligne
équipotentielle. _ '

Pour la recherche du point M(xl, Y1)= dans un certain périmetre, qui a le méme
potentiei de vitesses qus le point P(xn, yq) , on utilisera la méthode de dichotomie.

1l nous a semblé pour ce tracé, que la description des étapes a suivre serait plus
claire en établissant un organigramme. (v. Organigramme I )

1V-2-3-TRACE DES LIGNES DE COURANT:

Le tracé des lignes de courant se fait de fagon identique a celui des lignes
équipotentielles a la différence que la recherche du prochain point se fait dans le
premier et quatriéme cadran. (v. Organigramme Il )
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ORGANIGRAMME T

-

( Début )

SR
/. )/

/ C hoisir un point P(X,y

1
‘ h= Clc—l
_*z*f__*}J
X=X |
Yo=Y |
—'r "'_“__1

iq:n- DY) |

non

':‘-”‘_Yti) Ynm.\: ~

oui

Flﬂ

L %:’,,

X, = Xoth: Yol

1?(_“5 Xo-h ¥ _._"_si

I
=]

R S -

Gam(XoYoy o
(t)h-‘q)( K Yn) ! 1'

E.

b= ()2 |

= OB
I

S (";“{ﬁ

Ko = Xoth.cosB: ! —r
Ye = Yot+hh.sind: I |

e

1 |

L

¢ — (XY, )J v

PO q))t
$2= (Qro )99 |

._l.

Pas de Solutiond . __l T
STQP

-~ BLOC &

ol n
+ i

non
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ORGANIGRAMME II

/Choisir un point P(x,%

I
h =cle
hh=nh

o

- Xe= X

Yo=Y
f

Wo = W Xe,Ye)

RHY

T~
ﬂ)){ﬂ%

ou

FIN

0 =m/2
h=-x ,/2
r
Xa = Xo;Ya:Yu'i' h
Xh = x»;‘fl»:&lo— h
1=1

Y = (XY
W = Y XYy

I

B= (O+6)2

Ye= Yo+ h.sirf

We=W( X, Y- )J

| Xe = Xo + hh.cmﬁJ

__Ll;___
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Chapitre v Interpretation des Resultats

V-I- CALCUL DES COEFFICIENTS DE PRESSION

V-1-1- ANALYSE DE L’ECOULEMENT AUTOUR |
D’UN CYLINDRE FIXE:

V-I-1-1- Charge concentrée de source:

On considére une distribution de source avec charge concentrée au milieu de
chaque panneau. On applique la méthode des smbuldutes qui nous donne le résultat
illustré par la figure (V-1).

On voit bien pour les deux points de stagnation sont bien déterminés 8=0°
et B=180° avec (Cp=1), la méthode approche la solution analytique.

La courbe est symétrique, ceci explique gu’on a un écoulement non-portant ( I'=0)
et la somme des intensités source égale a la somme des inlensité€s puits.

Pour un nombre de panneaux (N=8), on remarque qu’on s’¢loignant de part et
d’autre des deux points de stagnation on constate une légére différence entre la courbe
analytique et celle de 1a méthode des singularités, ceci est du aux variations rapides
des vitesses et au passage du régime accéléré vers un régime décéléré.

Pour une bonne convergence, il faut une bonne discretisation de I’obstacle en
augmeniant e nombre de panneaux, pour N=16 et 32 , on remarque une bonne
convergence de la méthode vers la solution analytique.

V-1-1-2- Charge uniformément répartie:

Le résultat est illustré dans la figure(V-2) .On remarque toujours qu’on a une
courbe symétrique( = Ki= (), pour N=8, les valeurs de cp obtenus par la méthbde des
singularités correspond point par point a la courbe théorigue, donc pour concluse si on
s’intéresse aux valeurs des coefficients de pression ,il est préférable d’adopter une
distribution uniforme, parce que ce chargement ne nécessite pas un nombre de
panneaux important et il permet d’avoir des solutions plus précises que dans le cas
d’un chargement concentré i

V-1-1-3- ANALYSE DE L’ECOULEMENT
AUTOUR D’UNE RANGEE DE CYLINDRE :

Pour ce cas, le résultat est représenté par-les figures (V-3)et (V-4 ), pour un
nombre de panneaux N=32 et 4(), on voit toujours une symétrie de la courbe a cause de
la symétrie géométrique des cylindres. On a les coetficients de pression, pour une
rangée de cylindres inférieurs au Cp du cylindre isolé du fait que les deux obstacles
adjacents forment une contraction ( la qeutmn d’entrée diminue), impliquant une
augmentation des vitesses au col : .

it
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V-1-2- ANALYSE D’ECOULEMENT
AUTOUR D’UN CYLINDRE TOURNANT:

On remarque a partir des figures (V-5-a ,V-5-b, V-6, V-7, V-8 ¢t V-9 ) ,que
les courbes des coefficients de pression ne sont plus symétriques et cela est dii a la
présence de la circulation qui tend & accélérer les particules dans la partie supérieure
du cylindre, et inversement pour la partie inferieure, les points de stagnations sont
parfaitement détermines.

On remarque avec les différents chargements (linéaire fig ( V-5-b ,V-7,V-9))
ou parabolique fig ( V-5-a ,V-6 ,V-8)) une convergence proportionnelle de la qolulmn
obienue par la méthode des singularités vers la solution analytique pour des nombres
de panneaux allant de 16 a 64. Et qu’on peut expliquer par le fait qu’une augmentation
du nombre des panneaux donne une meilleur discrétisation de 1’obstacle surtout 1& ot
Ia vitesse atteint des valeurs importantes avec des variations brutales ; 8€[60°,120°].

A partir des figures (V-10 ) et ( V-11),0n remarque que la courbe obtenue par la
méthode des singularités avec un chargement parabolique se superpose sur ceile
obtenue avec un chargement linéaire a I’exception des variations du Cp dans
Pintervalle d’angle : 0€[60°,120°], ol on remarque une 1égére différence entre les
deux courbes.Dans ce domaine d’exception, le chargement parabolique donne une
meilleure convergence que le chargement linéaire car le chargement paraboligue étant
plus compiexe ,il discrétise au mieux I’écoulement autour de ’obstacie surtout 12 ou
les variations de vitesse sont importantes. ‘

V-1-3- ANALYSE D’ECOULEMENT
AUTOUR D’UN PROFILS D’AILES:

On applique la méthode des singularités distribuées sur un profil
N.A.C.A. 4412, pour deux angles d’incidences a=2° et a=16° ¢t on fait une
comparaison entre les deux chargements avec la courbe expérimentale.

a=2°

Pour cette angle le résultat est illustré dans la (fig V-12),0n remarque
une assez bonne concordance entre la méthode des singularités et le résultat
expérimental .Le point de stagnation est bien déterminé Cp=1 sur le bord -
d’attaque. En faisant la comparaison entre les deux chargements on remarque
qu’on n’a pas une grande différence de la distribution des cp, on observe unc
accélération des particules sur I’extrados et une décélération sur I'intrados, on
remarque également une bonne concordance entre la courbe de la methode des
singularités et la courbe expérimentale.

On remarque une légere différence dans la zone situé 25% de la corde sur
I’extrados due au changement brusque du profil et on remarque également que la
courbe obtenue par la méthode des singularités est un peu inférieure a la courbe
experimentale ceci due a I’hypothése de travail choisie pour I’écoulement
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potentiel oli I’effet de la viscosité est négligeable, cette viscosoté qui tend a faire
diminuer la vitesse.

a=16°

Le résultat est illustré dans la figure (V-13),En comparant les deux
courbes obtenues par un chargement parabolique et linéaire avec la courbe
expérimentale ,on remarque gue les deux courbes se superposent, le point de
stagnation Cp=1 n’est plus situé sur le bord d’attaque et est déplacé sur
I’intrados dit & I’accroissement du I’ angle d’incidence .

On outre on remarque en ce-qui concerne I’intrados que la courbe obtenue
3 la méthode des singularités est identique a celle obtenue expérimentalement du
fait que dans cette partie de I’aube 1’écoulement.obtenue est voisin de I’écou-
lement expérimental i cause du faible gradient de la pression.

Tandis que sur 1’extrados la différence entre la courbe obtenue par la méthode
des singularités et la courbe expérimentale apparait a cause de phénoménes de
décollements de la couche limite, les décollements de la couche limite vent
géner I’écoulement tout en réduisant la vitesse. '

V-1-4- ANALYSE DE L’ECOULEMENT
AUTOUR D’UNE RANGEE DE PROFILS D’AlLEq
¢

Nous considérons pour une rangée ¢’ aubes uniquement I’écoulement a travers
deux aubes, ¢’est A dire un canal ,on pourra ensuite pour étudier 1’écoulement dans une
grille d *aube en extrapolant le résultat obtenu.

A pariir des figures (V-14 ,V-15 ,V-16 ,V-17),0n remarque que les c,ourbeq
obtenues par la méthode des singularités avec un chargement paraholique et un autre
lin¢aire sont identiques point par point pour les deux angles .

En ce qui concerne la rangée d’aubes ,la contraction de la section d’entrée du
canal crée un effet de blocage qui & pour conséquence d’augmenter la vitesse, en
comparant les résultats de la méthode et le résultat expérimental d’une aube isolée on
remarque que les Cp distribués sur I'extrados de I’aube infeérieure ainsi que ceux de
Iintrados de I’aube supérieure sont plus faibles que ceux de Pextrados et I'intrados de
I’aube isolée a cause de I’augmentation de la vitesse due au blocage ,notons que
I’influence de la variation de ’angle d’attaque a travers une rangée d’aubes agit de
maniere identique que celle étudiée pour un écoulement & travers une aube isolée.

A partir des figures (V-14), (V-15), (V-18) et (V-19) , on compare les Cp de la
rangée d’aubes et ceux de I’aube isolée pour différents valeurs de la distance entre les
deux bords d’attaque, on remarque que cette distance a une importance primordiale
dans la comparaison car en augmentant cette distance les Cp de la rangée d”aubes
tendent vers ceux de 1’aubes isolée. : x

‘
i
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V-II- ETUDE DES MAILLAGES:
V-1I-1- MAILLAGE AUTOUR D’UN.CYLINDRE FIXE:

Ia figure (V-20) représente le maillage d’un écoulement autour d’un cylindre
fixe.

On remarque que les lignes de courant et les lignes équipotentielles sont
Symetriques par rapport aux deux axes passants par le centre du cylindre, car le fluide
etant parfait donc non visqueux, le coéfficient de trainée (Cd) sera nul, de méme
puisque le cylindre etant fixe, donc non portant, le coéfficient de de portance (Cl) sera

aussi nul . :
On remarque aussi que les deux points de stagnation sont bien déterminés sur

le cylindre.

Les lignes de courant et équipotentielles décrivent parfaitement I'écoulement i
cause d’un choix judicieux des paramétres de calcul, on voit bien que ses lignes
contournent le cylindre de part et d’autre ,ce qui est en concordence avec la condition
de glissecment ou de non pénétration des particules fluide dans le cylindre.

V-II-2- MAILLAGE AUTOUR D’UN CYLINDRE TOURNANT:

Les figures (V-21),.(V-22) et (V-23) représentent le maillage d’un écoulement
autour d’un cylindre tournant obtenu par un chargement parabolique (deux premiéres
figures) et par un chargement linéaire (derniére figure). f

Le maillage raffiné est obtenu par un choix de calcul plus précis (incrémient plus
petit dans le calcul des lignes de courant et lignes équipotentielles). v

On remarque aussi que le maillage est symétrique par rapport i I’axe vertical
seulement, car le fluide étant toujours parfaii ie coefficient de trainée est commie pour
le cylindre fixe nul, alors que le coefficient de portance est au contraire du cylindre
fixe non nul. : -

L’explication qu’on peut donner c’est que la circulation I" du cylindre tournant
diminue la pression dans la partie supérieure du cylindre et 1a augmente dans la partie
inférieure et ¢’est cette variation de pression qui génére une force transversale qu’on

représente par le coefficient de portance.

V-1I-3- MAILLAGE AUTOUR D’UNE AUBE ISOLEE:

Les figures (V-24), (V-25), et (V-26) représentent le maillage obtenu pé{r des
chargements des singularités sur un profil d’aube isolée. :

On remarque que les différents maillages suivant le chargement et Pangle
d’incidence donne une bonne approche de Pécoulement réel (surtout pour de faibles

incidences) . B

Les points de stagnation sont parfaitement déterming et ils se déplacent suivant
Pangle d’incidence sur I’intrados ou sur I’éxtrados. ' ‘

Le manlage converge dans les zones ol les variations de vitesses et de pression
sont réguliéres. ' | -

i : i ‘
+



CONCLUSION GENERALE:

- Cette étude de la méthode des singularités pour différents chargements nous a
permis de comparer différents résultats obtenus et spécialement dans le cas des profils
portants. _ '

La premiére conclusion qu’on peut avoir concernant les coéfficients de pression
est que le chargement parabolique donne des résultats plus précis que ceux dn
chargement lin€aire, alors que pour le maillage, les deux chargéments donnent des
résultats semblables. :

En ce qui concerne les différents parametres de calcul, on a pu conclure que e
nombre de panneaux a une influence importante sur les résultats car plus le nombre de
panneaux est impotant plus la discrétisation de I’obstacle est meilleure et surtout dang
le cas ou les variations de pression sont brutales, de méme pour le chargement des
singularités, les chargements de forme quelquonque dans le cas portant ( parabolique,
cubique,sinusoidale.....) permettent d’avoir une discrétisation plus proche de la réalité.

On peut conclure aussi que le choix de la circulation resté libre et qu’il n’y’a
pas de valeurs particulieres pour discrétiser I’écoulement autour d’obstacles portants,
alors 1l y’aura autant d”écoulements potentiels correspondants 2 une infinité de choix
de la circulation, : _ .

Comme on peut conclure que la distribution des Cp pour une rangée d aubes
tend vers la distribution des Cp pour une aube isolée ce qui nous permet d‘adopter des
coétticients de correction entre ’aube isolée et la rangée d’aubes.
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FIGURE V-19:

Distribution des Coéfficients de Pression pour une rangée d'aubes

NA.C.A 4412 avec (alfu=2°

(Distance entre les deux bords d'attaque égale a 150% corde)
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FIGURE V-20

Maillage d'un écoulement autour d'un cylindre fixe
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FIGURE V-21

Maillage raffiné d'un écoulement autour d'un cylindre tournant
(Chargement parabolique) i
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FIGURE V-22

Maillage d'un écoulement autour d'un cylindre tournant
(Chargement parabolique )
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FIGURE V-23 -
Maillage d'un écoulement autour d'un cylindre tournant

(Chargement lineaire)



FIGURE V-24
. Maillage d'un écoulement autour d'une aube isolée

NA.CA. 4412 avec une lcharge paraboligue pour (alfa=0°)



 FIGURE V-25

Mailiage d'un écoulement autour d'une aube isolée

N.A.CA. 4412 avec une charge linéaire pour (alfa=0°)
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FIGURE V-26
Maillage d'un écoulement autour d'une aube isolée

NA.CA. 4412 avec une charge parabolique pour (alfa=10°)
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ANNEXE A

INFLUENCE D’UN PANNEAU SUR LUI MEME
DANS LE CAS D’UNE DISTRIBUTION
. DE SOURCES'OU DE VORTEX



ANNEXE A

-A.l INFLUENCE D’UN PANNEAU SUR LUI MEME
LE CAS D’UNE DISTRIBUTION UNIFORME DE SOURCE:

pour determiner influence d’un panneau chargé uniformément de source sur
lui-méme,considerons un volume de contrdle au voisinage de la source de longueur
.Ax et de hauteur infinitésimale (fig.A.1) et faisons un bilan.

A X

AN AN AN AN NN

Vo N N NN
figure A.1

e flux total accumulé A travers le volume de contrdle est égal au flux
sortant,soit:

kide =VAx +VAx
=k=2V

=v.-k ~

fa nature radiale d’une source entraine que le flux Test aussi, I'influence d’un
panneau sur lui-méme sera donc nulle suivant sa tangente et égale a k; /2 suivant sa

normale. _ : ,

A.IL1 INFLUENCE D’UN PANNEAU SUR LUI MEME DANS LE CAS
D’UNE DISTRIBUTION UNIFORME DE VORTEX::

De la méme fagon que précédemment, nous établissons un bilan pour une
distribution uniforme de vortex. .
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volurme ' ) \/ ._‘.

de controle .
\N
TN NN

figure A.2

)/r /l\'_ =2 VAr

A Vinverse d’une source, I’influence d’un panneau vortex sur lui-méme sera nutie
suivant sa normale et égale a y , /2 suivant sa tangente.

A-11-2 INFLUENCE D'UN PANNEAU SUR LUI MEME
DANS LE CAS D'UNE DISTIBUTION LINEAIRE :

On a les coefficients 1,,1,,1,,15 qui sont défims par:
I, =~cosd, cosd, —sind, sind,

l2= (Y(i )>-Y, ( - 1))s‘ir¢6i + (X(i )- Xs-(j— 1))503‘6i
L= (X()-X, (- 1))osd, + (X()- X, (j-1)sind, (1)
13- (Y-, (- +(x@O-x,G-1)

L’influence du panneau sur lui méme (i = j ) se traduit en posant 5, =5,

‘e i Y()_Y-. _1 . ' \ Ii . ‘
sind, =_‘l—l“%—-)=>Y(*)“Ys(.l—l)fi””h; (1)
Ona: J X(i)—X (._1) - 1
cosd, =—--T/‘2—J—:_:’ X(i)- Xs(j—])=zjcosﬁi‘ (2)
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On remplace (1) et (2) dans (1)

I, =-1

L=1/2
,=1/2
;=1/4

Ona I} =12 = 0 doncon va calculer Wet 1

. lf'_]-“ 5 L _l_
vl syt

H(i,j)élllj—(lll§+lzl_\(l 11 +T)+([ £ 20 )lnl
i

Ona:

On remplace [, ,1, ,1, dans les & quations(3) et (4)

{W(I j) ()
H(i,j)=-

A-11-3 - INFLUENCE D'UN PANNEAU SUR LUI MEME
DANS LE CAS D'UNE DISTRIBUTION PARABOLIQUE:

Dans ce cas il nous reste a calculer le troisieéme terme C( i . j ) puisque les deux

termes W(i,j) et H(i,j) sont identique & ceux définis précédemment
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Pour :

[;-1;=0ona:

c(ij )=1,1,2./2+(21,13+12)j+(31]1_,2+2121_‘)m['|_

Onreplace I, , ... I, dans I'é quation (5 ) on trouve :

C(i,j)=-1;

I

-1,

3
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ANNEXE - B -
INFLUENCE D’UN PANNEAU SUR LUI MEME DANS LE CAS

D’UNE DISTRIBUTION. DE DOUBLETS.
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B.I. INFLUENCE D’UN PANNEAU SUR LUI MEME DANS LE CAS
B’UNE DlSTRlBUTlON UNIFORME DE DOUBLETS:

Y

7]

ﬁgure B-1-1
B.1.1 INFLUENCE DANS‘ L’EXPRESSION DE LA VITESSE

NORMALLE:

L (1 ;) J'.sm(ZH )

L’ influence du panneau sur lui méme (1 = j ) se traduit en posant 8, =0, soit :
i
. esin 0. “
L )= TS, (L.1)

Pour des raisons de commodités pour le calcul de cette intégrale . mettons la sous fa
forme suivante:

)

1S+

Il'
) ey (1.2)
o (s‘f —20,8, + r,)

D'aprés la figure (13-1- 1), il apparait que :

\
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i

L P ] P L o
rii=5’—Sj=>rii2=(E’—Sj) =>(5’—Sj) =(Sj—13)+l;+l_§
La condition (1.3) n’est vérifiée que pour 12-13=0 cette condition supplémentaire

limitera ie calcul de L uniguement au cas : 15-13=0

¢ Calcul de intégrale L:.

sin 6 | +1, 8-l |'j_5_;
(n)_f s, = :‘i’ﬁds _lfmi_s +I, f__;_(h__l_l)31‘{ﬁisj+(l2+l‘]3)£(§._g

(N | H_g_]
_]f( ‘)+(1 +L, )fs - )—Il = 10J+(2+I1 Ao, OJ

Finalement:

x

5(1.4)

« DETERMINATION DES COEFFICIENTS [, etl,

La déterminaiion des coefficients se fait en idcntﬁ’iant fes équations ( I.1) éit (£2)
avec [,=1,.

On obtient alors:

| 1, =—sind, SRR
L=y()-Y,(j-1) (1.5)

1,

- 11=._,’_
b2
B.1.2 INFLUENCE DANS L’EXPRESSION DE LA VITESSE

TANGENTIELLE

0S8 28 h)

G, ,H‘

_I
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L’influence du panneau sur lui méme se traduit en posant 8, =9, , soit:

) | | H(ifj%fo‘:)“dsj | -';.-‘(1.6)

li
o L

Pour des raisons de commodités pour le calcul de cette intégrale, mettons la sous la

|
forme suivante :

IISj+.I.‘,_ s,
_21,8,+13)

o | H(i,i)=f(s2 (1.7)

On remarque que Pexpression de H donnée par 1’équation (1.7 ) est identique &
I’expression de L donnée par 1’équation (1. 2), le calcul sera alors identique a la

différence des coefficients qu’il faudra redéfinir en identifiant les équations (1,6)

.et (1.7).
_ . A
. 1 1 1+ ( 1 'lw
H(i,i)=-1 | 7——+— |- e
(VDRI (DA
‘ I, =—cosd,
avec: C l:=X(i)—X_s(.i—l) _ - (1.8)
lgml—z'- :
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B.1I. INFLUENCE D’UN PANNEAU SUR LUI MEME DANS LE CAS D’UNE
DISTRIBUTION LINEAIRE DE DOUBLETS:

Il important de rappeler que la condition (1.3 ) est aussi A imposer pour ce type de
distribution |

B.11.1 Influence dans I’expression de la vitesse normale:

M(j,j)= | ———=dS;

fij oy u

fsm(ZHU -, ) D( )—f Jvm(ZHU 0; )

L’influence du panneau sur lui méme ( i = j) se traduit en posant 6, =0, , soit:

heinO. '
M(i,i):f'wl%dsj | (1
0 ii .
LS sind, ‘
) DG,i)= 25— (11,2)
0

. K
On remarque que intégrale M n’est autre que I'intégrale L calculée précédemment ,
calculons alors uniquement D.

Intégrale se met sous la forme : -

.\l‘
L D(n)f (ISH)S | (”;5)

°(s;- 2135j+1§}

avec, l‘—I =0

jsindy (1 S, +1 )5

LS 5 S,

1,'38,2-61,S, +31; S,
-+ ds, +(21,1}+1 f —— s -

BN G) <S—I>

IIJ.’S 2-61,S,+31;
=3 ds, +(21,1,+1, fw_ds 21,124,111

(s,.—l,,)l | o6 ) (S I )

/

D(1 1)

:)"f .-
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I —6]S+3I
D(iLi)= fs

)
»{ln(s

Finalement :

as,+(21,1, +1, f(
i

(RS +1211)f
ofs,-1 )

1)

- / P

P
S ) FEELL)
) ! s,-1, OJ ‘ { z(sj-IJJ

D@, i)= ]?llf{(ljl;:[ll) }+(21,]3+l (l j] I J (III,+[ I {(——)T “]?} _ (1-4)

“l.

i

Les coefficients ont déja été determmes et sont donnés par le systeme( 1 .5)

B.I1.2 INFLUENCE'DANS | U EXPRESSION DE LA VITESSE
TANGENTIELLE: '

.,

] (i,.ikfwdsj | O Cos(rzzﬂij ), as
i YT

L’influence du panneau sur lui méme se traduit en posant 6, =9, ,S0ii @ -

|
. ﬂ“

1) “:2 ig4s
o] it

|

'S cost..
K(i,i):js—’ —dS,

o T

Ces intégrales peuvent $’écrire sous la forme :

1S,+1,
3d }
1fc 2 >
'8, -21,8;+12
l (1151'”2)5; S

(IL.5)

(11.6)
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Le calcul de ces intégrales est identique a celui des intégrales M et D, il {audra
uniquement définir les coefficients qui sont quant a eux déja établis et donnés par le

systeme( I .8 )i :

!

< B.IIL INFLUENCE D’UN PANNEAU SUR LUI MEME DANS LE CAS
D’UNE DISTRIBUTION PARA'BOLIQ'UE DE DOUBLETS:

B-111 .1 Influence dans I’expression de la vitesse normale:
vm(281J O; ) }‘Sj‘sin(EHij—.ﬁi) .
M i ] —J- ds i D(l,_])= | 2 ds;
.0 ij
L jzs_in(ZBij —6i)
TR ds;
rij

et R(l,J):

L’influence du panneau sur lui méme (i, j) => 6,=0, . On remarque que M et D
f.

sont déja calculée précédemment .calculons alors uniquement R avec:

.. J‘szsineﬁ ‘. _
R(i,i)= J—7—dS; (1I-1)
R R T

Intégrale R se met sous la forme

R(11)=f (IS +12> :

U(sz—zigs w13}

]J(s )ds +Iz{s _13) h

as;  (m.2)

=
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s —

1. 1
g -_xlgsznlgs 13 L 82
R(ii)-1, dS;+313 [ s - mf———ds f

; (s_h) W) ) )‘

USj—i:; -
lj IJ S Ig lj ds .
‘ j~ 3 j
e fasyon o 25 f S o)
()(S --l’; 0LS "-13) ' 0 SJ—I';)
12) ‘S —13[ (ﬂ 12)1 l 1 1 } (“ 12)1_% 1 1
E| l:4— 3]’;4“_' =2 3l +- 4+ — ,;_'____'7_7*____)_ ﬁ——zé
] Iy {]q| 11 lj—l_'; [ I} 2 (!j-*-l:), ]3
‘ g
1 |
3
._[3 __2
(- 8]

{
|H

|
—
(VS ]
o
[
|
— [l
(%)
|
et
(VST

- 3
Sl 1,13 1,12 2
R(i'i)ﬂllﬁ%‘(hhﬂz)liz{!n‘“mhﬁt}Jr'}l%(l_:le)”2]213:[1]'—113+i]"(3 123+ 223*1’
| | 1
S (1. 3) I T
L.\ i~ '/ 3_

détermination des coefficients 1,1, et15:

~.

La détermination des coefficients se fait en identifiant les équations (111 1)

et (111 2)
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I, —~—sm6

avec ly=1,, on obtient alorq 1, —y(])—Y (i- ‘l)

B.111.2 Influence dans I’expression de la vitesse tangentielle :

} fcn.s(zﬂlj -0, ) } J.Sj L(JS(ZH,J h3 )

'J

Ona: N(,j ) [———s; tP(;

o T(| ])_jS] (.()S'(Zﬁu O; )

'J

L’influence du panneau sur lui méme se traduit on posant 0, =9,

S| (,05‘8"
P
u - (l .l )=f 11 o
h I; .2
et 1(i, i}fi%%ds
o T

| |
Le calcul de ces;intégrales est identique a celui des intégrales M, D et R il faudra
uniquement identifier les coefficients_—— -

N(; 1)=
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ANNEXE I
- CALCUL DES INTEGRALES I(3j) H(ij). C(ij)
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I-1 calcul lintegrale I:

PREMIER CAS: T} -1_3 =0 -

I8i*ly o ‘s 1+!) ¢ (l’g)‘
1= I(Sﬂ,*-) f(’_ )) dSj + f

..
LS
N | l_lf % —(IS;+(I,11+I al

) ] (SI [ ) R
I’- 1 lj
[0+ (111,,+121‘ ,f;,'—h”n

L 1 1)
‘ J—. |_‘l+ 2 [_i_l-‘ji- I:;}

SECOND.CAS: 1I;- I >0

Finalement ;

i

y 1S, +1, | ' A dSj
5 + 1, 5
s e e
LY 2osj— 1 )+21 LA T
dsj + 1 -
R (T '2{(5?:‘—1;)“”343

I= ]_j} 2(}} 1) dS +([ +I)f a5

o(Si—1,) +1 (s, 1) +12-1

(uz+1 )f as;j

..0 “[3

o4

0/ 3] [ \

_l;/a*:rJ .

4

1=i1nj(‘€j-13)2+13 |«

Do) (g
T aroi
2 o yII-1? y 1/1 ST
Finalement: - '

H](J(’ “’)”2—’]) (11, +1,) 'Ijh-ll )
T e el
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1-2 CALCUL L'INTEGRALE H(i,j):

PREMIER CAS: 12-12-0

H(, i) - Ifﬂﬂ@—b—) f"'(“'”) I,f(j_ )d3]+lf(j_ )ds;

0 27T (J_ )2

i .
S -2+ BB 2L b (s 1)+
_'L{ SiP-20Sji+ 1 {(, ,)

dSj

H(, j) [fd&;+l]f2(zjl_l)}ldS+llf(] ,) fs‘j-l,

[

_ " .. 2 ‘ A .
- 1,{¢s;+(1113 + hl&[(sp;j ,
HG,j)’ h S]“; +(’11.3 + 12].1),(-_ Sjil )

g

+(12 + 2"1[.\)]"(‘%; 13]::

N 0
Finalement :

N | (1 1) f;
HG,j)= 1,1, = (1,17 + 121_1)\[}_ T, +TJ+(12+_ 21.1;)‘“(1“ ,—’] '«

ki
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1-3 CALCUL L'lNTEG!{ALE Caj): - e

SECONDCAS:  I;-1;>0

Ii il 1.8 : I Y e
H(} ]) J-S] U()Q( ) S](I[:’f—'i' I.’) ds, . fsjllﬁj +125j

2, Oksj 21Sj+12 MEIG 1S+

S‘) - 1, i
H I =4S
.j)- fsz 2US P {s ~21,5;+1~ /
If'sr 2AS+E- B2 i f2$}'+21_1-2[3
- '0 Y -21,.9;+r ‘ . 5'2—21 Sj+15

Sj dSj

H 1, Jasj 211 dsj - 11
G.j)- f ji+ fw 2lsj+12 ' fsz 218+ 1

woasi-1) | dsj
._js; T21Sj+ IBJ'“L”I TS+

ds;j

1, dS; ) 5
H,j)- ’S“ +2”( fsz(éls )l- Sj+1f%f“ﬁ21,éj+[] J.{ —-’HS‘HI*

+2Asi-1,) dsj
_Jsj YRR d.s””f PRI

I ) I . I
; Y 2(Sj - 1,) - dsj
Hi, j)= I ]1dSi e 3 : Sj+ {2007 + 11, - 1,1}
.4) L{S“("’-‘+_2"2)0f57--2133j+12d-’+( st )f} CSi+ L

i
Qriz+nn-117) (S-[ )
arcly) ———=

I} - 1_3 NIEE .

H(, j)=1Sj (11 + 11 ) In(s;2 -2115,+1 }

' 1\ (SP?-218i+1
o, )= 1, +(1,1_,+512)1n( /. = / “)
I |

(211 v 11, -

117)
\/l _]2 (arc!;, r—i‘ __a'“f‘ ,——}

,.n

q
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PREMIER CAS: [-12-0
".Sj? um(B 5) Y (I Sj+1, )
C -
G’) o 'f (Si-1.)

(i, j)- Ij ( j.s_; 3 dsj + IJ (_fjdsj

Si* ZIS'j +18j
Cl,j)=1 dSj + 21,1 dsj -1 1° dSj +1,
- J(;-)Z ey gy

L
C(i,j) -1 '[.9de1+(21[1_, +12){ - 5 dsj - 117 f_—'—,d,s*j
(;— J o(Si-1.)

~

i jy -1, +(211 I )fs’ (fj S’);”' dsj+ 21,11, + 1, )r(s; ])

2 7 dsj 72 S :
(214, +12)0f G-1) 11 { (s;'—l_‘)’d'sj

dsjy

.C(”) I_+(2[l +I) (3!! +211)f(]_ )d’sj 1(2![ Ij[(s; )

v dsj

c(i,j)= 1—+(2n +L) + (3112+211)f(1_ )d?ﬁ('*” +2”2)f(s; ry

| 1(211 l)f(j Py

[ . o 14
.y = 1% +(201, +1, Y, + Graz + 2,1 Jiolsj - 1f] + (i + 1,12 * e : }
) e 0

!‘*"11 - l l
saren [ (W AR N H -
_.[3 ” (l 3 +"_,[. -_!3 ]3

fhy]

‘ P2 :
Clp)=hts Qre 1Y +Griz v o, )In[

o e - -
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SECOND CAS: I;-1; >0
S cos(8, - 5, i2(1,8i+ 1,
Ci)- f 2 cos(8, )ds —f si2(1,8j+1.)

¢ 1
n i 0t a 4

-3

CG, )= ]fsz_yg d5’+[‘r(sj 1) (-’ —-’)

on  pose

CE =11, + 1,1,

o Ca ' t;

o 58 20850 - 128 .
]4=f.9j2—215j+12d& ijdS;+f(J~I) (!2_1)8
- Si

—+ 21, IS§ I

-G :) NPl f(w) )™

d'on

C','=[ 21[ I, IST IAY)

et ”(» T (, "
2 2

G, j) - i . +(211 N )fs’ E;] ;’;”(:’Pi'; )_[ dsj

Q

112"

By ,) (,_,)

L
CCEf=1 Lilan g, +1 )fds,+21 (211 o, )f

(S;-I) (! )"

. _114} 2(s7 -1, )+ 21,
o (8 - 1) (1 -13) o(%:—!) (1} —1)

\\

f

- v .
C(i,j)=l.é+(2’l’3+lz)1+(2"l1-‘2+"21"—1l2[4 J[(g 2(7)[ )(:211 )
. ¢ }_ -

dSj

(21112+” )r(s, S IED
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) ll[f ' IZ(SJ’_I.*)

12 : f Ty
Cli, )= 1,5 + @ra, + L)+ (21,12 | iy G )dsj

!

, i dSj

2 2 2 2 g
(4,1} 20,07 301,01} - L1, )0[5;'2 BTN TIE

¥ : ‘ 11} 11’} —-213[j+lf
C(i,j)=!l—£"+(2111_,+[2)j+(21[132+12[3— ; ){m’ 5 |

A1 1Y 4 20,0 =302 = 1,02 (-1, ) (-1, )
gy T rad 23 bareg = —arclgl——**—‘,— )J
- -1 W - Jro13
b
|
N
~ ~.
S
. ]

.
[
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.- ANNEXE I
| ‘
CALCUL DES INTEGRALES L(,j) , M(i,j) , D(,j), R(ii)

e

il

T e,



ANNEXE H

-

I11-1 CALCUL L'lNTRGRALE_ L:

.

PREMIER CAS:

d‘s;

L (o

J
dsj

b _{(Sj l )2

l

+21, L,

(12-13)=0

/ ] : 2L, - 11
" = 4+ — 2z —
: [ -1, n)* 1

(

i

L&) - 1)2+21 Sj—12 -
ISj
I CEN
y
2L, =- ST w201, ~ 1%L,
(’ L) dsj+1, Ly

((sf 1)

ki
Lz == Z(Sj_] )2.0 +]_1 ]_,3
ILL,
2(t -1)2 "2 '
5 dsj 1 "’;
L*_f(s; L) T a(si- ok
AT
N (=]

Fmalemem, on établit :

L=10—-200,+1], |

! ;{-‘\/ 1 ]Jﬂi 1’1\21 : : IL)I{ ]( - 1)

= A - LI R ‘2_;1—13J_ 2 A “+72+_1 _1+_“; : -
NGO SIS R (A



ANNEXLE 1T

2

I P R a
\+(12—111, NI TN YL
y ‘{(J}._r}) la‘J t(l 1) J

-SECOND CAS : 17 -17>0

,. SjP-20 S8+ ,
—dSj+ 20,0, - 121,
- "((S; I)+1 *l ) 0((8;—[)+[-—]
1 dS) C
f(sy 1)+1- 12+2"‘L2"I"_L“=1%12f talily =Ll
- G-I _

{.

Ll=\/—21——uarctg{\/lm—i] 2L L, -1 L, | |
1, -1 I, -1 .- ‘ o

R

)
) {((sj 1)+12—1) f((sj 1}+1--1)d81 L

’ +1 L,

) 2((Sj—13)z+[3—1_f)

) 0
1 : 1

L,=- T+ o+ L,

TGy ey 2

'._‘\‘\7 \ oy ds ' . 1 L
« Ly=f ~ -

(-1 -} G-n

Sj-1, s

\/l_: Jl -1

Nous aurons alors :




ANNEXE |

=

=

1 "

dr _11 ]j

L, =

(-1}

Posons encore p= f (
§

) =
Soit : _ 5+
dv =ds

f(s +1)
_ l( b a
P= o\t e1™ a4

avec 1

vl
-25

du = ')d
1 ’ (s*+1) s

= Vo= X

+1) st I +2f ,ds Hf(\ +1)

_J‘S " % I + *maq( )E

) + *Z"(cu‘dg(b) - arct “n’(” ))

L'expression de L, sera donc :

i 1
3 (12_1}(

b2+1 a’+1

. ( b a ) +.- %(a,-czg(h)— arctg(a)))

-1, -1,

avec\ a = S
| Ji

—L— ot h=—P——
- vii-13

_[3

f(s+1) SN TR « bi/!}#f

el intégrons cetle expression par parties.
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Finalement l'intégrale L seniéitia sous la forme :

S e 1 [j _ ]3 _ ]1 R
- L=1 = arcg |- arcigl~=——||+211, L, - LI,
12-1; -1} AN -1

— ( ] ] : - 1 ) . T ——
=21, -

+ -,+I_1L3J

U A1y rr-r) 20

(12 11 }(](b b+1 a a+ 1)+ _t“"‘g(b)_ "r”g(“)))

Apres toutes suhslnulmm on trouve Fexpression suivante :
i )
L= arcig - arclg —————
- - 1 l ,/r J -1 J
1
+(12—Ill‘1 : > -7 i
((Ij —13\)+1;-1‘3) 4J
Lo+ 2002200, - LI2Y/) b a
( — )((bz 1 2 1)+ (ar(:tg(b)— arctgla )))
a
2(12 -~ 1 ) o
-1, 7 /-1,
avec : \ @=Tr—e el b=- - =
- ' I; - f’.; fy -1
.\;
| &
NG
\\ e .




ANNEXT 1]

11-2 CALCUL L'integrale D(i,j) : -

PREMIER CAS: 1-1}=0
T 'hasit o208t 412108 - 41 i -
Ly = Z , —dSj+31.L, =317, + I 1,
(»31_13)
V‘- - 3 1
- an(.s.; S 30,0 =312, 4 101,
\ 0 .

L= 3L, AL

4
1 (sj-1,
L == 2 L3
: 4r( I, )+ :

N

S avedL,, L, et L, définis au paragraphe ( § IL4.1.6.1 ).

- o

i




| ' ANNEXE 11

. . g
En substituant les expressions de L, L, et L, dans P'équation ( 1IL63 ),
I'intégrale D s'écrit alors | -

\,

l(lj_hj)d 31( L, 3/} ' |
~In - 31, 4+ — [+ 311 - o
4 Iy '("f".\ ’-*J' L 211.“11)“ 2’-;)

D(, j)=1,

3
!
Finalement : - : ;
- . AU i 1 I
S D(l,_])—-z—lln( ! ) 311, -21 { +——) =
NG A ) Gr A -7 |
1 . 1 1 :
——@LIE =410, + 1, .
» 2 {(’i -1,) ]ﬂ

Te—




ANNEXE 1T

SECONDCAS: 1'-12>0

— 2 "
fw 121,57 4 (12 4 202 )5 - 41,0} dsj+30.0, - (2 + 202 ), + 1071,

49 (‘(’J _2"3‘8.1’."’14)
1 21 V ’ >
=Z1.1(.3,-2 2 4300, - (12 4202, + 1,020,
0 ) ) ' o |
1 (-2 w12y . L i
L, g41n( . I"E’ S w3 =12 s 200, + 1L,
: |

avec L, L, et L, définis au pdrabraphc(s‘}llc’llﬁl)
1 (pead 2y /I.—.’,]

L, =—In 3 +“” | greig S A —
4 4 L 1'4 J l‘/}—_l t ’t\/l‘.;“lll

(12 +212) - : ¥ 1,-+!,L1)
P 2((11—13)2”3_13) 2y J |
|{ 1 1/ 1 1: | \|
+1.1,; 2{ - ( ( ? ja )+ — arc"tg(b) - arctg(a)))
AY'E +1 a +1; 2 "
(-ry | )

Apres toutes substitutions L, peut se mettre sous la forme




ANNEXE I

/ ( IJ - 1 \ ( N ]‘ \\
arcig - —arcty j—
Vi1 l 1\/15 3 J u";—f&U
1
T’
2 232 2’(( -1, ) + I- b) !
1 (=210, +17Y
L= Z]n B + 3420
4 /, : ; (l( ,b - ,a )+l(arrrg(h)—m‘(:!g(u)))
: ) A W2Ah T+ a4+ 2
(;-13)
{ 1 1/ ¢ a 1
=15 ( (’ 1 [ T, l)+ by ar('r_g(h)marv!g(n)))
? a - 2
| (-1 ) |
1 1
(fj—13)?+13—1_3) 21
- (]42 + 2[:% . ( : ' )
1 I{ b 1
2 ( (b )+ 1 a2a+ ])+ E(arctg(b) - arctg(a ))]
{022y
,r 1 1/ ¢ 1 \ ‘
+ 1.0 ( (b :—l a;:_ 1)+5(arcrg(b)~ar'(.rtg(a))) Lo
(5
ou dé fa"\‘gon condenqée' ‘ |
1 {F-210,+1; 31, -1, \ ( -, 1)
Ly=7ln —arcigl ===
B R o e i e

[

lm(lgt

+(14:"—41.3)f 1 |
2 l(( 1)+I“T!).

-31,17)

P

: (( - 2 2“ )+ arctg(h) - arcfg(a)))
s oy WBT+1 a4l S
2Ar2-12) S

.l.

(a1?
+

En substituant les expressions de L, L, et L, dans I'équation

I'intégrale D
s'écrit alors : ‘

|




ANNEXE 1}

1

D, j)=1,

21,

+1
+

Zln

Vi -1

+21,

Finalement:

MG j)A

(! + 2102

3

1]

=0

31,

[ (-1
- I_J

lurc lgL‘/—J_— - arct %L\/

1

2

i

W

\
1,)+1§~1_§) ’5J

a

(41 SEINE )((h -

2112 )

Pm%

1 Il

_]1

i~
JiIi-1;

) (arcg(h)- mc!a{(a)))

)

a + |

-1,

ool

=13
1

1

_ 2((1_,-~l_j+"3".3)+ o

b

+

b?

(AN ) \(

oot

+l at+ 1

a

2 1“ b

2pz -y W

)+ arc;g(B)— af‘Ctg(“)))

2
a +1

!

) 2((/1. -1_1)’ +1; - 13) )

I, b

217

(i

21_1) 41

!,

u
PN ]) + (a.rc!g(b) - arctg(a)))

-2, -

oAr-1; )“

1113)(( b
VA

1a 1) + (m‘(:[g(b) — arciela )))

——




ANNEXT H

2

(=200 + 1

Dli, j)= llnt%——l'z—
\ 4

31 -2 11, S \
b | arclg] === | - arclg] ——=
Jre-e e Te NJror J

N \\ - )
~ . ‘\‘-A
(10 - a1+ AL - —IJ
2 ((1-1)+1~_1) 4J
{ ?
L0+ I = 4 +21[ ofs 23 )(( PEre za 1)+(arctg(h);m'z:f;:(a)))
2(‘,42 B 13 ). ) -+ @ +
-3 CALCUL L'INTEGRALE R(iy) :
On a: (
- S sin(26), Si2(7, 21\;+1)
R S
) (I i)- f 'y f (57 w21§;+1) !
Si*
R I _2 dSj +1. iSj
@.i)- f(s, S 2 Sj+ 1 ) lj(s, 21 s;+1 )( /T f(s, YIS
RG,j)=1L-20L, + 1L, (1 -3)

. e gt . . . {
Les integrales L, et L, ont été déja calculée dans D(i.)) et L(i,j) .donc’on va
calculer 1. suivant la valeur du terme I - I3:

PREMIER CAS: [ -1} =0

j ) ic- -t
PR Sj* - 41SF® + 6128 —ALSj + 1} . .

P O f A OS] ZALST dASj + 4l 0, - 0120, F A 10
o(s, 1 )’

(Sr -1,)

(HH R (v 2 R [ e
i i~ l~1, - L -1).: "2
i / )
+6[2/‘ I i\ { ' '\ ’)4( _1_\+!i/__ 1 +L\
<6y s R R
~ \\\



ANNEXE 1T

Donc finalement R(i,j) s'écrit:

R, j)=11 +2(2H -1, )In(

) [61(1 11) 1 [3)
L3I, - 21‘12 I \+— 200 -1 -1 ) — —W
LR (e S )

SECOND CA§: I3 -1 >0

Ond |
Si = 2087 12S)
[ -y ps
f(SJ PY) Sj+1 )z‘s (.S_; ‘~21_1.$j+13) dSp+ 21,1, l ',
| f 2 dSj+21,L, - 1,1 |
By 21+ A I L | |
(S’ ) §i zr; . dSj 2"’ dSj ,
fs —2Sj + J" ! fsy" -2 5j+1’ +2’-‘fs‘,-2 IEYRYINE +_21__Ja.4 -1,
L 1+11{( )2(’ —’)] 212 - 1 -l ,
= arcig —arcty
B R 5]
1 ((,-1.)+@: -1 )\+(1 a2 | \
2[ ]2 J (1_[) (I—I)IJ
o (41 a2 1 -1, ;|
: 2(1—!)(;_,) (,_,)1J

-l( I
2 ( lj_]_\ . —13 ]
a}(,{g\———M:_ N0 § 1 pe———

Ty oy TR

1 IJ. ~ 1,1 ,
Tiarctg = —arclg

) (-1 |
(a2 -1, "\ |
Lz(/ WE )l(z 1)+ (2 alf) ’:J L J




ANNEXYE 1f

aprés substitution on trouve:
N .l - 1 2.1 1 n
((,=0.) +@2-12) (a1 2217 + S0 \( 11, /. }
L_g=lj+2[31ﬂl + (( ]) (1 “1 ) I J

. 7 -12)

- (61_313;41;‘—213 ol . }
+ : arclg—t-“%‘ —arclg e
l : (,42_,;)3 VI -13 vii -13
\( , ( 1\|

2107 -1} —
Rl [y s

en substituant les expressions de L, , L, et [, dans I'équation (I1I-3) on obtient :

NN
! 211((11'"37*({"2"1;} I( ] +212\| L -1 Iy
o+ i : : ; + 3 +_2
I S L | [ :-1) J((,F,.A_:_Lz)ﬂt(,;_l,z) |
(orrz-an ity )
R(i, j)=!1 +| _,2 arclg f", '17 —arclg —— 2 °J
oy R
- (o \
| I 1
NN j -
( ala .{([j_lj)-_'_(]f_lf 1;}

“ -1, (12—. Y (2 -ar o 1 |
2{( .)4_\ !}( ){ a_ ___J
_anazY rl~l' | I\I

(4[ | ! R )
21 —I)J((l,—l) (o) 1 ') 1

\ 3 LI -
' 2 7 {arug
(- x)

Fmalemem on obtient:

- 21,
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| L
R(G, i) =1,1+(11, - 12),{#\
4

. o - Y . IIZ
(()Ill';[: - 41112 - [l]j — 3L, + 21,15 + tsly

| e

' ‘ 3 arctg

~

{
o @L - - L 4 4L |
gl - = L1+ 4015 -1, ~

| 1 " .
(lj_l_x)g"'l:f-lf f
2
ty

4113 - 21301, +

11 ' I . .
2__:_ +3LEL, + 5(2]; __13){ |

-
o ' ((IJ - ]7‘)"!

133

e m ]
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