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- RESUME.

L'objet de ce travall est la résolution des problémes liés
aux milieux multicouches ayant un comportement élastique
lineaire et viscoélastique lineaire (fluage et relaxation);
respectivement, et celaen utilisant une méthode Ad'équations
integrales de frontiére indirecte, en l'occurence la méthode
des discontinuités de déplacement .

. ABSTRACT .

This work consists in the resolution of probléms refering
to stratlifled (multi-layered) that have 1llinear elasticity
and linear viscoelasticity (creep, relaxation) behaviour by
using an indirect boundary integral equations, the
displacement discontinuity method one .
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I-INTRODUCTION

Representant une source d'idée ,1'ingenieur tend toujours a
rendre efficaces et performantes les richesses naturelles qui
l1'entourent ,en explolitant au mieux celles-¢l et avec les te-
chniques les plus avancées.

En effet, c'est son esprit créatif remarquable, gqui a fait
de 1l'industrie , colonne vertébrale de 1'économie de tout pays
ce qu'elle en est aujourd'huli .Plus gque cela ,ce secteur se
montre de plus en plus éxigeant, surtout dans des domaines
tels que l'aéronautique ,1l'éspace, la navigation, ot le droit
A l'erreur est impardonnable du fait que tout se calcule i la

seconde ,et oG l'ingenieur est amené A& mettre en relief tout
son savoir failre.

Ce soucl a permls, entre autres, aux matériaux composites,en
général ,et aux stratifiés ou multicouches, qui n'en sont
gqu'un cas particulier, de marquer 1leur présence, sinon
s'imposer ,dans des applications pratiques aussi importantes
que celles citées ci dessus, et cela grace A leurs propriétés
trés caractéristiques, telles que, leur stabilité a& la corro-
sion ,leur facilité de mise en oeuvre,leur grande resistance,
ainsi gue leur force d'adaptation , sans pour cela oublier
leurs hautes performances, dtes essentiellement, & leurs pro-
priétés mécaniques spécifiques trop éléves,ainsi qu'ad leurs
rematquable isolation thermique et sonore.

Cela dit, nous allons consacrer notre étude A ce genre de

matériaux ,et aux problémes pratiques qu'ils rencontrent

A cette fin ,on a choisi, la MDP .méthode des discontinuités
des déplacements ,comme outil numérique pour la résolution de

ces problémes en essayant d'approximer au mieux leurs solut-

ions analytitiques ,et cela a travers les solutions numériques
gqu'on obtient.



II-RAPPELS THEORIQUES
SUR L'ELASTICITE

I-ELASTICITE LINEAIRE:

1-EQUATIONS FONDAMENTALES DE L'ELASTICITE:

Supbosant un corps élastique, linéalre, isotrope, défini par
un domaine Q, délimité par une frontiére 8 .

Il existe deux fagons de procéder pour la résolution d'un

probléme d'élasticité suivant que les déplacements sont con-
nus ou pas.

Les équations nécessalres pour cela,sont en tout point :

e, . =1/2 (U . +U. )}...(1)
v, 1, J

Définies par la célébre lol de HOOKE :

i T S frL - (2)

qui par le biais de transformations donnera:

o = X S .+ 2ue. . ..
L3N] spp L “ELJ (3)

A, coéfficients de LAME : N = 206 /(1-2v) ; u = E / 2(1+v)

r

1.3-Equations d'éguilibre: (probléme d'élastostatique)
v it £.=0 |...(4)

On est donc en présence de quinze (15) équations &
quinze (15) inconnues : 6¢,6€e, 3u



83i 1les fonctions de deéeplacements ne sont pas incluses
explicitement comme inconnues,on aura recours aux éguations
de compatibilité qui s'écrivent en notation indicielle :

+ - & e .=
Lj,.km ckm,tj ik, jm jm, ik

0 (5}

et donc un systéme de douze (12) équations & douze (12)
inconnues.

On voit que la résolution d'un probléme d'élasticité revient
A4 résoudre un systéme d'équations aux dérivées partislles et
pour ce faire on aura besoln des conditions aux limites, qui
sont,pour un probléme général d'élastostatique, sous forme de
trois (3) types de problémes .

a-Probléme de DIRICHLET :( ou probléme du type 1 j
On se donne un champ de déplacement (3 composantes) en
tout point de la frontiére,qui constitue les données aux limi-
tes de ce probléme

u, = Ei sur a0

Les inconnues du probléme sont :

~ Le champ de o et de £ & 1l'intérieur du domaine et sur la

frontieéere,

- Le champ de déplacement A l'intérieur du domaine .

b-Probléme de NEWMAN :( ou probladme du type 2 )

Le champ de contrainte (3 composantes) est imposé en tout
point de la frontiére

t = Et sur an ; Et = o ;n,
Les inconnues sont

1
- ¢,  dans Q
i

- é:.“U.L dans 1 et sur

c-Probléme mixte : (ou de type 3)

On considére la frontiére 90 composée de deux parties :




x = (I ) U (£,) avec I NI =o
Les données aux limites sont :
sur (I ) ou bien [ t= Ei sur (X)) .]
u,
%

sur (Zz) u = sur (2‘)

t =

1

u =

t.
=t
e T W

Dés lors les fonctlons inconnues sont :

o, sur (X ) et dans O
i 2

ou bien | %ij
u.l.i sur (Z‘) et dans Q

sur (Zt) et dans O ]
u,

sur (22) et dans

CAS PARTICULIERS :

i) On appelle probléme homogéne associé A& un probléme

donné, le probléme dans lequel les données dans () et les
données aux limites sur (90) sont identiquement nulles .

11) Ainsi un probléme homogéne associé A un probléme du
type (1) est un probléme du type (1) dont les données
sont :

otj est nulle sur tout le domaine .
U sont nulles en tout point de la frontiére .

1i]1) On est en présence dA'un probléme mixte réqulier,ou
probléme de ROBIN,si et seulement si :

-Les données aux limites sur la frontidre portent soit
sur tL soit sur Ut‘
-Ces données assurent que pour 1le probléme homogéne

associé au probléme considéré , le produit scalaire (t‘.ua)

L

est identiquement nul en tout point de la frontidre 3Q
t . U=tU+tuUu+tu-=0,. (6)

La solution d'un probléme homogéne régqulier est unique .
Résoudre un probléme faisant intervenir quinze (15) édqua-
tions A& quinze (15) inconnues n'est pas chose facile,par
conséquent on optera pour une formulation du méme probléme
en fonction d'un nombre inférieur d'équations et d'inconnues
et cela suivant deux (2) approches .




roche basée sur épl e H

Les inconnues principales sont les composantes du chanmp
déplacement en substituant (3) dans (4) on obtient :

A + + £ = =G )...(7
spp‘t 2”£Lj.j . 0 { i ) (7)

Substitution de (1} dans (7) donne :

£ =u ® £ .= u . (8)
PP P.pP PP, p.PL
et donec :
g . =1/2 { u + u ) (9)
£3.) i.pp P.pi
A+ 4 + £ = 10
( L) “p,pi uui.pp . 0 (10)

(N + u)/u lu + (1/“)fi = 0 (11)

+ou,
PP i,pp
Ce systéme s'écrit sous la forme vectorielle suivante :

[((A + G )/u 1V (Vu) + VZ’u + (1/G)u = 0 (12)

Ce systéme est un ensemble de trolis (3) équations A& trois
(3) inconnues u, .Cette équation est connue sous le nom de
l'équation de LAME NAVIER (en MDF de NAVIER-STOCKES)

Approche basée sur leg contraintes :
Les inconnues principales sont les contraintes. En passant
par les équations de compatibilité en terme de contraintes on
aboutit & l'équation suivante :

Vo, .+ [1/(1+o)]lo . .- [(v/(1+v)]16, Vo = -f. -f  (13)
L | PP,V L3 | PP L | J L
or :
4
Lt A1/ IVe o } s Vo ==[(1+v)/(1-v)If
R PP b
L, ji i, i

+ Vo  ==[(l+v)/(1-v)]Vf
PP
En substituant dans (13) on aboutlt A :




Vi, + [1/(wle o= ~[v/(1-0)16 9 - £ -f  (14)

connue sous le nom de l'équation de BELTERAM(1892)-MICHELL(1899)
Soient,finalement les éqguations de 1'élastostatique en

termes de contraintes
Vo + [1/(l+v)lo = [v/(1-v)16 V¢ - £ -f. . (15a)
t) PP,L) L i, i.t
o + £ =0 . {15b)

Li.ig i

2~-PROBLEMES D'ELASTICITE PLANE OU BIDIMENSIONNELS :

Ce sont les problémes en déformation planes et ceux en
contraintes planes qul permettent des éguations encore plus
simplifiées .

2.1-Etat de déformations planes :

Cet état existe,si la composante uadu vecteur déplacement
est nulle, et les composantes u‘et u, sont indépendantes de
la direction (axe) xa on aura :

e__=g__= () (16)

=L =
31 23 a2

saa 1885
Cet état peut étre visualisé en considérant une plague mince
chargé dans son plan (x{xz),mais restrainte dans la direction 2 .
On a,donc,pour un tel etat seulement les relations suivantes:

£,,"0U /X ; &, =0U /0X, i8,,%8,,=1/20(8U /8% )+(8U,/0X )] (18)

APPROCHE CONTRAINTES

Equatlons contralntes-déformations:

o, E 1-v v 0 €.
%2 |= v o 1l-w 0 <, (19}
2 (1+v) (1-1v) 0 0 (1-2v)/2 €.,
Ou : O, Aspp + 2Gsu
r® As’p + ZGszz {20)
V42 ZGsaz



Remarque ; o_-= Ag__= v(a1

29 - +azz) indépendant de xs

1
Soit réciproquement :

£ .= [(1+v)/El[(1—v)a“-vozz]

€,," [(1+v)/E]!-vatt+(1~v)a&z] (21)

€,.,° 012/2G
On notera que la condition de compatibilité caractérisant un

tel état est telle que :

-] z 2 z, _ 2
(& s"/axz)+(a azz/ox‘) = 2(0 e$2/ax1axz) {(22)

qul par substitution conforme donnera le résultat suivant :
v:(a$‘+ozz) m-(l/l-v)[(0£1/0x1}+(af2/0x2)] (23)

BELLERAMI-MICHELL en déformations planes .

2.2-Etat de contraintres planes
On a : o =¢o =¢o = {

81 82 88

sstg 882= O
i APPROCHE CONTRAINTES :

Relation contraintes-deformations; i -
o;‘ E 1 v 0 511

o, |F—— 1 €, (24)

o;z 1 -v (1-v)/2 saz

s‘1= 1/E [a“-vaiz]

€,0" 1/E {azz-vattl
saz=1/2713=(1/20)aaz

avec ssau -v/E(a‘£+azz)

Pour cet etat l'équation de BELLERAMI-MICELL exprimant 1'équ-
ation de compatibilité en termes de contrainte est définle par:

Vilo, 4o ) = “(1+0) [(OFf /8X )+(8f, /8% )] (25)



1i APPROCHE DEPLACEMENT :
Les égquations de NAVIER (STOCKES) pour une situation de
contraintes planes s'écrivent :

v‘u1 + [(1+1/1-v)10/8X [(8u /8X )+(0u_/OX )] + £ /G = 0O 269
vzu2 + [(14v/1-2)18/8X [(8u /0X )+(du, /90X )} + £,/G = 0

Les conditions aux limites de type contraintes:

t=so n+ o _n
1 111

12 2
=ZG/(1—V)[(OU‘/OX1)+(DOU2/OXZ)]n‘+G [(GU‘/GXZ)HOUz/dX‘)lnz
t=¢o n+ o n _ (27)

z 124 22 2

=G [(BUt/OXzH-{OUz/aX‘)]n1+26/(1-v)[(v6U1/0X1)+(0U2/0X2)]n2

3-PRINCIPE DE SUPERPOSITION :

“La résultante nette de la combinaison de deux états de s0l1l1-
icitations est la somme des deux é&tats".

4-PROBLEME DE FLAMANT:

C'est le probléme d'une ligne de force concentrée appliquée
le long de l'axe Z perpendiculairement A& la surface d'un deni
plan élastique isotopique et dont la solution est un exemple
de solution sinquliére en élastique .

Fy

fig-3-probléme de FLAMANT

7 /LTI =X

On  volt que les contraintes sont nulles sur la surface
du plan (x,y) ,exceptée au point zero ol elles sont indétermi-
nées .Les contralntes sont singuliéres en ce point.




5-PROBLEME DE KELVIN (en déformation plane):

fig-4-probléme de KELVIN pour un
probléme de déformation plane

C'est le probléme d'une force concentrée en un point d4'un
corps infinil élastique dont la solution peut servir pour
obtenir des solutions analytiques A d'autres problémes.

IT-ELASTICITE ANISOTROPE:

Un cozrps anisotrope est un corps dont les propriétés méca-
niques changent autour du point (suivant la direction).

Suivant la loi de HOOKE ,il existe une relation biunivoque
reliant en chaque point les six composantes du tenseur contr-
ainte 3 celles du tenseur déformation ,par l1l'intermédiaire
d'une matrice symétrique ,d'ordre six (06) , soit donc un
maximum de vingt et un (21) constantes élastiques indépendan-
- tes;un tel matériau est dit possédant des caractéristiques
d’anisotropie élastique .

En général ,les deux formes les plus simples d'anisotropie
sont ,l’orthotropie et 1'isotrople transverse.

}-ORTHOTROPIE:

Un corps orthotropigue peut étre visualisé comme é&tant un
prisme ,composé par un réseau de trols (03) tiges mutuellement
perpendiculaires ,et de dimensions différentes (voir fiqg)

L(?f_s) Z

[] O
gt Wiy
éy/ : = , '-'-
Al B Fig- corps orthotropique
. % -
Cgﬁ Et:i*"g‘%:?'t ‘r.¢ ,::?.
e i o
R e e
"""l-u:'t'i'('f ! {izé_,,' (x2)Y
. . T LY ¥ S -
f -4 gf.-ig
' ¢ 5
,/ {-*; [".
' 9
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Un tel corps a des propriétés élastiques différentes suivant
les (différentes) directions et donc repondra dlifférement aux
contraintes normales et tangentielles applliquées sur chacune
de ses faces .

Un matérxiau orthotropique a neuf (09) constantes élastiques
indépendantes : -

.Trois (03) constantes E‘,Ez,Esrelient les déformations
normales (‘tt) aux contraintes normales (ati);elles sont
connues sous le nom de modules de YOUNG .

-Trois (03) autres G‘,GZ,Gs relient les déformations tange-
ntielles (eij) aux contraintes tangentielles (otj);elles sont
connues sous le nom de :modules de cisaillement.

-Finallement trois (03} constantes vi,vz,va,coéfficients de
POISSON ,reliant les déformations normales (eii} dans une
direction 1 ,aux contrailntes normales dans une direction i
différente .

NB :Toutes ces constantes sont des scalaires

2-ISOTROPIE TRANVERSE:

Un matériau transversement isotrope peut étre visualisé
comme un matérlau orthotrope ,a l'exception que deux de ses
ensemblies de tiges perpendiculaire composant le réseau ont 1la
méme dimension suivant deux (02) directions différentes

()2

o F}g- Corpé isotrope Eransverse

&

{i
{1
;
<
==l

ﬁf
=

XyY

AY
it
LY
Ay

t
_:'

.r: 2
iyl
5y

[ ]

‘//’
L'équlvalg§2e de deux de ses directions lui permet d'avoir 5
constantes élastiques qul consistent en : '
Deux (02) modules de YOUNG
Deux (02) coéfficients de POISSON
et un (01) module de CISAILLEMENT

10




Souvent ,le matériau transversement isotrope est considéré
comme un matériau Misotrope dans le plan" ,parceque ses prop-
riétes élastiques sont indépendantes de la direction suivant
un plan .

Remarque :Un matériau isotrope est le cas limite des matér-
laux orthotropes et transversement isotropes ,respectivement.

C'est le cas ou les propriétés élastiques sont indépendantes
de 1la direction suivant les trois plans , et les constantes
élastiques se réduisent A seulement ,E et v [vu gue G est
tonction de v et E (G = E/2(1+v))].

3-RELATIONS CONTRAINTES-DEFORMATIONS:

Partant des tests de contrainte uniaxials longitudinal et
tangentiel respectivement ,et en utilisant le principe de
~superposition (sommation) on aboutit aux relations contraintes
déformations suivantes :

5113 (l/Ei)att_(vzl/Eﬁ)022-(v31/E3)039 )

€2 " (V /B o (HI/E o, - (v, /E)o,
ESB._(vls/Et)aaa_(vzi/Ez)azz+(l/E8)as

823=(1/2G23)az
s1s=(1/2G")0
£

12“‘1/2G12)012 -

3 {28)
a8

i89

Procédant par des changement de variable les équations (1)
peuvent s'ecrire :

C4a” 854%s" 8,2%2t 8,5%0 )

€22° 924%4% 322%2" 325%s0

isai(j;;?;g+asyzaaa+ %3282 | (29)
za 44 28

€,9°(1/2)8_ o

€,2°(1/2)8, 0., )

11




4-CONTRAINTES PLANES-DEFORMATIONS PLANES:

Les relations ci-dessus (2), sont obtenues en'ggn;;aln;ga;

planes dans le plan (x,y) en posant

o = o = o = (
as i9 28

cela condult aux équations :

=z
€41 slﬂolt+ Sszazz
+
22" Sszaaa Szzazz
€27 (1/2)366012
avec :
518= £28= 0
et £ = 8 o + 8 e
sa i8 14 28 22

en inversant les équations (3) on obtlent

Tea™ (855,8,," 8,2%2207(8,,

o= (-8 & +8 & )Y/(B 8

zz 12 411 14 22

o = 24':‘2/3d

12 [+

(30)

12 {31)

Remarque :les relations contrainte-déformation,dans le plan
(x,y) contliennent seulement quatre (04) constantes élastiques

indépendantes .

De la méme maniédre,ces relations sont exprimées en déformation

plane en posant :

o = o =0
2

18 a
“an” T(8,a%t 825%2)/8,,
on a
Sat Bu :f,;z,.::,t: (1™ 24070,
z2 12 i8 za 14 22 28 a3
saz- 866012/2

12

B)Géz

3)622 (32)



soit inversement :
: &
Ted® c‘1si‘+ cgz 22

022= C12£11+ czzszz (33)

aiz= zcoocsz
oa : Cit,czzet C‘zsont fonctions des Si_j
NB :Comme pour le cas de 1l'élasticité isotrope ,il existe
une équivalence (formele) entre l'état de contraintes planes
et celui de déformations planes donc on peut passer d'un état

& un autre en modifiant ,seulement,les constantes élastliques.

Remargue:Sachant que l1'isotropie transverse n'est gu'un cas
particulier de 1l'orthotropie, on proceéde de maniére analogue
4 ce qul précéde pour établir les relations contraintes-
déformations en contraintes planes et en déformations planes,
pour ‘un corps transversement isotrope.

13



IIT METHODE DES DISCONTINUITES
- DE DEPLACEMENT : M.D-D
1-INTRODUCTION:

Beaucoup de problémes pratigques dans dlfférents domaines de
l'ingenieur tels que ,la mécanique des fluides ,les tansferts
de chaleur et de masse ,la mécanique des solides ,celle de 1la
la rupture ,l'élastostatique, 1'élasticité et autres peuvent
étre representés par des equations aux derivés parfiélles
regissant l'interieur d'un domaine 01 délimité par un contour
&0, sur lequel des conditions aux limites sont presccrites:
d'ou le nbm de problémes aux valeurs limites.

Pour approcher les solutions analytiques de ces problémes,
souvent difficiles A& déterminer par une résolution directe
des équations différentielles ,plusieurs méthodes numériques
ont été mises en place oG l'on peut noter la domination de 1la
méthode des élements finis{(M BE F), d'un degré moins celle des
différences finis (D E F) en tant gu'outlls numériques trés
pulssants ,et dotées d'une haute précision et d'une souplesse
étonnante.

Neanmoins , les vingts derniéres années ont vu l'apparition
en force d'une nouvelle technique,la méthode des élements de
frontiéres B E M ,généralement connue sous le nom de la méthode
des équations intégrales de frontiéres, qui ne cesse elle aussi

de s'illustrer par sa simplicité et sa variété d'application,

Ce sont, en éffet RIZZ0 (1967), en bidimensionnel, et CRUSE
(1969),en tridimensionnel,les premiers chercheurs A avoir uti-
lisé la B.E.M pour la résolution des problémes d'élasticité
linéaire.Cette méthode se base sur la solution analytique d'un
probléme singulier simple quil ,une fois obtenue (la solution),
sera utilisée pour construire la solution numérique pour des
problémes plus complexes.

Au contraire de la F.E.M , gqul nécéssite une discrétisation
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totale du domaine Q en éléments,un fajlt gui devient trés com-
pliqué lorsqu'il s'agit d'un domaine infini,la B.E.M se limite
seulement & une subdivision de la frontiére en élements joints
les uns aux autres , vu que la solution sinqulidre vérifie
l'équation différentielle gouvernant l'intérieur du domaine 0.

Tatvay dlpo;u\fs

Sur Lo fonlidre .
Fesssu de parints Wement de Fronfisre
d & iarieyr

ol domeire

Maillage par la MEF Haiﬂdge par la 100

En éffet ,les tractions tjet les déplacements uj,en ltabsc-

ence des forces volumiques, sont reliés par l'équation lntégrale
de frontiére comme suit :

c.u.(p) uj(p)H 'ru.(p,q) uj(q) ds{(qg) = U.u.(p:q) tj(q) ds(q) (1)

oQ :
P.gq sont des points se trouvant sur la frontiadre.
T,;+U;; sont les J *™®% composantes du vecteur traction et

celuil du déplacement en un point g ddes A une charge uni-
taire P dans la 1*™* direction,dans un éspace infini.

Le systéme d'équations (1) peut étre reduit en un systéme
d'équations algébriques ayant la forme:

Au=Bt (2)
oQ A et B sont des matrices exprimées par les Iintégrales de
Uu et Tu(il s'agira plus tard des coéfficients d'influences)

En assemblant 1les paramétres connus d'une part et ceux

inconnus de l'autre part,on obtlent :

M X =R | (3)
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M : matrice composée des colonnes A et B .
X : matrice composée des paramétres incopnus .
R : matrice composée des paramétres copnus .

En concluslon ,on notera que le principe de cette méthode est
la transformation des équations de volumes en relations intég-
rales reliant les paramétres connus A ceux inconnus, et donc
réduction d'un probléme tridimensionnel en un autre bidi-
mensionnel (ou un probléme bidimensionnel en un probléme uni-
dimensionnel), et ainsi 1l'obtention de systémes d'éguations
algébriques d'ordre inferleur (de plus en plus petit) facile
A résoudre.

L'ame de cette méthode peut é&tre structurée dans l'organig-
ramme sulvant:

f

forgggation systéme physique
équations 1 ]
) E Q.D.P
transforma. .\ l
des
équations { formulation intégrale approximation de fonctions
[ I ' inconnues par la méthode
systéme d'équations numériqgue:M.D.D

résolution algébriques

+
numér ique !
du systéme /7

|/

solution approchée //

2-PROBLEME INTERIEUR / PROBLEME EXTERIEUR

Un probléme est dit interiewr gquand le domaine A étudier est’
finl et est limité par un contour &, c'est l'exemple d'un -
disgue.Dans le cas d'un domalne infini,exemple d'une cavité A
l'intérieur d'un domaine infini, on a affaire a un probléme
exterieur, et c'est particuliérement & ce dernier type de
problémes que la M.E.I.F se voit utile,puisque 1'étude se
limite seulement A une discrétisation de 1a frontiere puis
étendre la resolutionau reste du domaine.
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3-CONVENTION DE SIGNE

Le contour d'un domaine £ini (probléme interieur) est traversé
suivant le sens horaire ,tandis celui d'un domajne infini (pro-
bléme exterieur} est traversé selon le sens trigonométrique .

4-METHODE DIRECTE /METHODE INDIRECTE

La M.E.I.F a été développée suivant deux approches, 1l'une
d'elles est d'origine mathématique basée sur des théorémes
classiques de la théorie du potentiel et consiste a mettre en
place des égquations algébrigues reliant directement les para-

métres aux limites inconnues a ceux connues d'ou le nom de
méthode directe '

L'autre approche est physique et consiste & chercher d'abord
la valeur des singularités, placédes tout au long du contour
discretisé en segments de droltes,et de la,calculer les para-
métres aux limites desirés,cette méthode est connue sous le
nomn de méthode indirecte telles que la méthode des contralintes

fictives et celle des discontinuités de déplacement.

5—METHOQE DES DISCONTINUITES DE DEPLACEMENT .
5.1-INTRODUCTION

Une discontinuité ,dans le déplacement ,peut étre visualisée
comme étant une fissure droite (rectiligne) composée de deux
surfaces (lavres) disjointes se déplagant relativement 1'une
par rapport a l'autre .

La M.D.D se base sur la solution analytique d'un problénme
d'une discontinuité constante dans un déplacement sur un seg-
ment de droite A l'interieur d'un domaine élastligue infini .

Elle consiste A diviser (discrétiser) le segment de droite
en une serie de N éléments ,reliés les uns aux autres ,et de
considérer constante 1la discontinuité sur chacun de ces
dléments,
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Ainsi et connalissant la solution analytique pour une dlscon-

tinuité élémentalre, on peut construire la solution numér igue
au problame donné, en sommant les effets de tous les élément.

5.,2-SOLUTION ANALYTIQUE (POUR LA M.D.D)
Soit l'équation de LAME :

(A + H)gTad dir u +  Au + T = 0 (4)
En prenant les forces volumiques nulles ;f =0
ona: (N + H)grad dir U + M AU = 0 ...(2)
Cette égquation, admet une solution suite A des représentations
spéciales.Dans notre cas on considére la representation de
PAPKOVITCH {voir annexe > qui est :
U=B - (1/4)(1-v) *grad (OM .B +3) ]

avec AB = 0 ;403 =0 (3)

En déformation plane ,selon le plan (x,y) ,les composantes du

champ de déplacement pour un coips élastique,isotrope et homo-
géne s'écrivent:

= .— - -1 |
U =B, (1/4) (1-v) (0/02)(xBx+yBy+B) ] 5)

-1
U = B~ (1/4)(1-v) (8/8y) (xB_+YB +8)

o Bx,By,ﬂ sont les fonctions de PAPKOVITCH ,determinées en
considerant deux cas particuliers:

-dans le premier cas on conasidére le plan y=0 libre de la
traction libre
-Dans le second cas, on considére ce méme plan libre de la

traction normale .

Donc ceci revient A cholsir Bx,By,  de telle fagon que l'on
att sur leplan y=0 ; axy=0 et ayy=0

En remplagant dans les équations contraintes-déformations on a
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1) 8i les fonctions de PAPKOVITCH sont telles que :

B = 0
By= 4(1-v)(0¢/8y) (7)
£ = 4(1-v){(1-2v)¢
o A¢ =0; ¢ est une fonction harmonique singuliére .
Les champs déplacements et contraintes correspondants seront
alors
U = -(1-2v) (o¢/8x) - Y(O ¢/6x0y)
U = 2(1-v)(a¢/ay) - y(a ¢/0y }

(8a)

et
o = 26 [(o°¢s8y*)+(8%p/ay™) )

o, = 26 [ (&P psay* )1+ (8%¢/ay")) (8b)
o= -2Gy(8°¢p/8x0y”)

ol G module de cisaillenment

NB : Pour que l1l'on ait (axy=0) sur (y=0) il faut que 6P¢/8x8yz)
so0it finie sur ce méme plan (y=0).

i1) 81 les fonctions de PAPKOVITCH sont telles que :
B = 0
B = 4(1-v) (ax/ox) (9)
ﬁ = 8(1-v)*s(ax/ox)dy
od AZ =0

Les champs de déplacement et de contrainte correspondants sont :

u = 2(1-v)(8x/3y) + y(d' x/ay )

uy= (1-2v) (Bx/O%X) - Y(O x/ %8y )
»

(10a)

et
o = 26 12(8°x/0xdy) + y(8°x/8x8y")]
o = -26y (8°x/o%8y*) (10b)
o, = 26 [(8x/0y") + y(8®x/ay") 1]

De méme gue pour dque (ayy=0) sur (y=0) 11 faut que (OSZ/GXJyz)
soit finile sur ce méme plan .




REMARQUE :Une fonction £ est dite harmonique si elle vérifle
1'équation de LAPLACE solt : '
Af = 0
5.3-UTILISATION :
Les solutions précédentes peuvent étre utilisées pour const-
ruire des solutions A certains problémes aux valeurs limites,
tel est le cas d'une discontinuité de déplacement constante,

sur un segment de droite |x|<a, dans un corps infini .

Ce problame est résolu sulvant les deux modes ,mode I et II ,
A'une DD cortespondaht respectivement & des discontinuités de
déplacement normal uyet celle du déplacement (tangentiel) tran-

versal U
o
FIB A~ Fis- b
LY

o .

Y —t
—_r
ot - *

u'za .

Figure-2- les deux modes d'une DD
wMODE. Iichevauchement des deux lévres lLune
par rapport Aal-‘autre.ce qui est phy-
siqguemeni imposeible.
LIMODE XX

La discontinuité de déplacement (voir croucH) est definie selon

x et y comme :

D=U (x,00)-U (x,0")= U - =U_+
x »® k.3 x 4

= - + - (11)
Dy Uy(x,O ) Uy(x,O ) Uy Uy+

Notons que Dx,Dy sont constantes .

En mode I :
comme vu précédement -l1l'équation (5a)- Uys'écrit :

U 2(1-v)(8¢/8Y) - y(o*¢say")
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Aussi les cqnditions aux limites définies pour ce mode sont :

a’y(x,O) = 0 -0 ¢ X € +®
Uy(x,O) = 0 x| > a (12)
lim Uy(x,y) - lim Uy(x,y) = Dy |x] < a
Soit :
D = { 2(1-v) [(0/0y1(¢(x;Y))|y=o_- (0/8y) (#(x,¥)) | yz°+] Ix|<a
Y 0 x| > a (13)
et l'on obtient :
00/0y | o= #/0Y| o, =D /2(1-v) ; |x]| <a (14)

Donc le probléme (aux limites } (12) est résolu facilement une
fols la fonction harmonique ¢ est convenablement choisle .

Pour ce faire ,on (notera) cholsira (¢ = arctg(y/x)! definie
par :

arctg(y/x) = axctg(y/x) + krn (fonction harmonigue)
Avec -n/2 =< arctgly/x) < n/2 argument

et ou : 1 si x <0 r Y>>0
" k = 1] sl x2 0 (15)
-1 si x <0 ,y<o0
Soit
0 ;3 x>0 'Y = 0+
arctg(y/x) = 9 i x>0 by = 0- (16)
moo ;3 x <0 L,y =0+ 1 gicontinulté
- s x <0 fyuo-

On peut construire A partir de cette fonction une autre
fonction definie par

h(x,y) = arctgly/(x+a)] - arctgly/(x-a}]
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telle que :

-n pour : x < -a ; y = 0-
arctgly/(x+a)l] = n pour : x < -a ; y = 0+ (17a)
0 pour : x > -a ; y = 0+
et :
-1t pour : x < -a }; y = O:
arctgly/(x-a)l] = n pour : x < -a ; y = 0+ {17b)
0 pour : x > +a ; y = 0+

S8oit en comblilnant les égquations (l17a)et (17b) on obtient une
fonction h(x) définie par :

0 ; x| > a y = 0+
hix,y) = n ; x| <a y = 0- (18)
-n ; x| < a Y = 0+

Ainsi ,en remarquant gque :

- - -2n ; x| < a
h(x,¥) |, o= ROX Y)Y ., [ o i Ix|>a (19)
et en identifiant (19) A& (14) on a sur |d] < a :
1 hix,y)|  -h(x,y) | .
I n Y Y
y=0 y=0
- +
2(1-v)
=-——————-[(a¢/ay)| - (agray) | ] (20)
D y=0
b 4 - y=O

+*

Ce quil donnera une expression de la fonction ¢ définie comme :
' (8¢/8y) = (1/4m)(D_/(1-v)]h(x,Y)
Solt

¢(x,y) = (-1/4m}[D /(1l-v)]){ylarctg(y/(x~a))-axctg(y/(x+a))]-
¥y

2 Z2.4-2 2 z . 172 (22)
{x-a)ln [((x-a)"+y ) +(x+al)ln [(x+a) " +y 17}
S8achant que :
S arctgl(y/(x+a))dy = y arctg(y/(x+a)) - (x+a)ln [(:1:+a|)z+yz]“z
2,172

S arctg(y/(x-a))dy = y arctg(y/(x-a)) - (x-a)ln [(x-a)*+y*]

22



NB :La fonctlion ¢ ainsi determinée est harmonigue ,et produit
des déplacements et des contraintes (voir équa.8a et 8b ) qui
disparaissent (s'annulent) & l'infini ,ces derniers ,contrain-
tes et déplacements sont continus partout dans le domaine ,

excepté sur le segment |x| < 2a pour les déplacements.

La fonction ¢ vérifie les conditions imposées en mode I tels
gue :
AP = 0 ; 2%/ (8xdy*) = 0 (23)
A travers l'équation (22) ,on voit gue ¢(x,y) est de la forme :
¢(x,y) = D £(x,¥)

fix,y) =-z%%T:;T—{y[arctg(y/(x—a))—arctg(y/(x+a))l

z2.4/2 2.4/2 {24)

~(x-a)ln [(x-~a)3+y21¥ %+ (x+a)ln [(x+a)*+y* 1'%}

En remplagant ¢(x,y) par sa nouvelle expression on aura des
déplacements et des contraintes ,dans 1l'équation (8a) et
(8b)exprimés comme suit :

@ =D [-(1-2v)£,x~yE ,xyl]
* y (25a)

uy= Dy[2(1—v)f,y~yf,yy]
o .= 2GDy[£,yy+yf,vvvl
%= ZGDy{—y.f,yyyl {25b)
ayy=ZGDy[f,yy-nyvvv1

En mode II :
Les conditions imposées pour ce mode sont :
o {x,0) = 0 -0 ¢ X < +wo
Yy
u (x,0) =0 x| > a (26)
D= 1lim U - lim U x| < a
b4 x ®

Sachant aussi d'aprés (13a) que :
u = 2(1-v)(9x/8y) + y(& x/8y")

En procédant identiquement au mode I on aboutit A definir x
telle gue
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x(x,y) = (+1/4ﬂ)[Dx/(1—v)]{y[arctg(y/(x+a))-arctg(y/(x-a))l

(x+a)1ln [(x+a)Z+y"1* " %+(x-a)1n ux~a)’+yzl"z} (27)

Soit x(x,y) = Duf(x,y)
ou f(x,y) deja définie ci-dessus .

REMARQUE :Cette fonction vérifie également les conditions

imposées pour ce mode .
Ap = O a’x/axay’|y=o= 0 donc finle

En remplagant f(x,y) dans les équations (7a) et (7b) on peut
exprimer les déplacements et contraintes comme suit :

u = Dx[(l—2v)f,x - yv.£,xy]
et ’
0xx=26(2f,xy + y.f,xyy)Dx
= . . 28b
%y 2Gy. £,xyy.D_ ( )_
axy=2GDx(f,yy + y£,vvyy) '
5.4-COEXISTENCE DES DEUX MODES8 (MODE MIXTE):
En utilisant le principe de supperposition ,on obtient pour
une DD constante D de composante D“,Dy ,les deplacements et

les contraintes définis comme sult :
u_ D _[2(1-v)f,y + y.£,yy1+D [-(1-20)£,x-yE,xv]
uy D“[(1-2v)£,x - y.f,xyl+Dy[2(l-v)f,y-yf,yy] {2%a)
et
o;x=2Gq‘(2f,xy + y.£,xyy) + 2GDy[f,yy+yf,yyy]
ayy--2GD ’y.f,xyy. + 26D J—y.f,yyyl (29b)
axy=ZGDx(f,yy + yf,yyy) + 2GDy[f,yy-yf;YYY]

REMARQUES :11 est faclle de vérifier que :
Les contraintes sont continues partout sur y=0 sauf pour x=ta
ol on note une discontinuité et une singularité dae & la pré-

sence du terme 'l/(xz-az).
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Par contre ,les déplacements sont continus pour |[x|>a ,y=0
mals presentent une dlscontinulté constante D(Du,Dy) sur le
segment |x|<a ,y=0. '

Les contraintes et les déplacements des équations (22a) et
(22b) sont éxprimées suivant un repére local 1ié directement A
la discontinuité de déplacement DD .

S8oit (x,y) ce repére local ,alors on a les expressions
suivantes :

u;-D;[Z(l—v)£,§'+ f.f,;;}+n;[-(1—2v)f,;-§f,;;1
u;=D;[(1-2v)£,§ - 9.f,;;lm;rzt1-v)f,;-irf,§§l (29a)
Pour les déplacements
0-c=26D- (2£,xy + Y. £,xyy) + 260;[f,;;+§f,§§}1
a;;z-2GD;y.f:xyy: ,t,,ZGD;[-y.f'yZZ]_ o (29b)
o:;:ZGD;(f'yy + yf,yyy) + ZGD;[f;YY”YflVYYl
Pour les contraintes
En posant :

F (6,0 £ =y [1nv [(X-2)%4y?1-In7 ((Gra)*4y"1]
Fs(x,y)-— f'; 4ﬂ—(ﬁi—' [arctan (x-a) arctan (x+a) ]
- - 1 T ¥
F _(x,y)= £ -- = T3} [ = -z = ]
Pl Lxy  dr(l-v) (x_a)z+yz (x+a)z+§'z
- - 1 r y: ¥ 1
F (x y)c f -—- = £ -=- = — —_
TR . XX sYY 4n(l-v) I.(S'(-a)z-!-)-lz (§+a)z+§2_'
oo c_ay2_ T2 o 2_ 52
Fe(Xey)= £ 200 = 4n(%—v) (X_a) z 1-,z z (xta) z gz 2 ]
. {(x-a)“+y"} {(x+a)"+y"}
- - 2y (x-a) (x+a)
F (X,Y”‘ f o = - [ ) - ]
? vy Arll-v) | s 12,572 {(x+a)Z+y%)?

On obtient:
u;=D;[2(1—v)F’—y§ul+D;{-(1-2D)F:-¥F‘1

—ah_ _ B < "~ TSy (30a)
uy Dx[(l ZV)Fz YF4]+Dy[2(1 D)F8 YFS]
pour les déplacenments
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GH=ZGDb[2F JHYF, ]+ZGD~[ ~F +yF ]
a;-=ZGDb[-yF ]+2GD [ -F +yF 1 (30b)
o~-=2GD-[—F 5 tYF, ]+ZGD [—yF ]
pour les contraintes

Pour pouvoir utiliser le principe de superposition et géné-
raliser le calcul A toutes les DD ,on exprime les champs de
déplacements et de contraintes suivant le repére global (x,y),
on obtient alors

u, =D*[ (1-2v)s8ing F +2(1—v)cosﬁ F +y(sinﬂ F -cosﬁ F 11
+D (-(1~2v)cosp F -2(1-v)sinﬁ F -y(cosﬂ F +sinB F )1

(31a)
u =D—(+(1 2v)cosf3 F +2(1-v)sinp F -y(cosﬁ F +sinﬁ F )]

+D [-(1- 2v)sinﬁ F +2(1- v)cosﬁ F -y(sinﬁ F -cosﬂ F 11
Pour les déplacements .

%« =2GD~[2cos r F +sin2ﬁ F +y(c052ﬂ F —sinZB F )]
+2GD—[*F +y(sin2ﬁ F +cos2ﬁ F 11

o, =ZGD~[281n ﬁ F -sinZﬁ F -y(cosZﬁ F —sinZﬂ F )1 (31b)
+ZGD [-F —y(sinzﬂ F +cos2ﬁ F )}

o; =2GD-[sin2ﬁ F -cosZﬁ F +y(cos2ﬁ F +sln2ﬁ F )1
+ZGD {—y(—sin2ﬁ F +c0526 F )]

Pour les contralntes .

5.5-PROCEDURE NUMERIQUE :

Pour une meilleure illustration de cette procédure,on consideé-
rera un ensemble de N segments de droites ,parfaitement reliés
les uns aux auvtres et formant une courbe quelcongque comme sché-
matisé par la flgure ci-dessous .
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(k)
L’

Plgure-3- Representstion des D.D W
Chaque segment de droite représente une discontinuité de dépla-
cement élémentaire définle suivant un repére local s,n comme le
montre la f£igure (3b) et dont les composantes D-et Dh sont don-

nées par les expressions :
D =u~ = u» (32)

D=g- = u=+ }

n N 12}

o u.et'un sont les déplacements ,normal et tangentiel .

Les contraintes normales et tangentielles au milieu d'un seg-
ment "i" peuvent étre exprimées en fonction des composantes de
la discontinuité de déplacement du "J"°"“4lément comme suit :

it=1,N (33)

En utlilisant le principe de superposition ,et ainsi tenant
conpte de 1'éffet des N élements (discontlnuités) on obtient
le champ de contraintes :

i i i i)
o= ) N A?.D.+E A.“D“ t=£:;~ (34)
i LI I ij i
aﬂ= E AhID.+z A‘thh
ou A_‘,A ,Ans et %ﬁ sont les coéfficients d’influences rela-

an
tifs aux contraintes sur la frontiére .
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De la méme maniére ,on établit le champ déplacement :

i ij 3 iy i
uﬂ = E B. BDD+2 B. nDn
i ii g i i=1,N (35)

ou B ,B ,B et B sont les coéfficlents d*’influonces
ba e nhn

an
relatifs aux déplacements sur la frontiére .

Ces deux systémes d'équations peuvent étre representés sous

la forme générale suivantg :

i ity 3 vy

baaz ca.'D-+E can'Dn : .

i iy O T i=1,N (36)

bnnz Cn..D.+E Ch“.Dn - :

oOu ba, bn sont les conditions aux limites (contraintes et dé-

_ i ty  tj

placements ) connues, et € , € ,C , C sont les coéffl-
as B8N 1y nn

clenfs d'influences .

81 les conditions aux limites prescrites sont les contralintes
i t
(o;)o,et (z & , on a :

i i i i

b9 =(a;)°; b“ -(an)o; on a alors le systéme éguivalent :

i tj LT B
( 0. )omz A..D.'I'E A.l'\Dn

‘ vid £ i=1,N (37)
( on )onz AMD.+E Al'mnl"l

it g .

81 les conditions aux limites preascrites sont les déplace-
ments (un)o et (un)o on a :.

i i : i
b. =(u-)°; b“ =(un)o; on a le systéme égquivalent :

i L% ti
(u) =f£B _.D+FY B .D
s O ae - an N i“ T,T (38)
i L S| L T |
(u“)oﬂz Bn-'Ds+E Br'n'\'Dr'a
28
TN e M 3 T B LY S =

b} - _ - —_
+Dn[(1—2v)sinr F, +2(1-v)cosy Fa+y'(siny F‘+cosr Fs)]
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i i - - - - -
a;=2GD. [;sin2r F‘—c0527 Fs-y'(—COSZy F7+sin2r Fa)]
+ZGDn [-y'(=in2y F7+c052y Fd)]

i § s - - _ _ (41b)
an=ZGD. [?sin,r F‘+sin2y Fs—y'(coszr F6+sin27 Fv)]

] - - — -
+ZGD“ [-F5+y'(sin2r Ed—c052r %,)l

O les expressions entre parenthdses représentent les coéff-
icients d'influences (et representent des intégrales).

Les équations (4la) et (41b) peuvent étre mlses sous la forme :

i i i ij b
u= B D+ B D
-] 28 B an n
AR T T TR A SR (42a)
u=8B D+ D D
1.1 ne 8 nn N
U O | i ti 3
o= A D+ A D
.= 28 B an n
L W i i ] (42b)
o= A D+ A D
1a) nes 8 nn n

B__ par exemple représente 1'éffet de la 3°™° composante

tangentielle de la DD ,D',sur la composante tangentielle du

déplacement ,U ,au milieu du 1°™ é1ément

Elément self-effects (influence de 1télément sur lui méme) :

Ce sont les termes diagonaux de la matrice des coéfficlents
d'influences.

Ils représentent 1l'influence d'une DD placée sur l'élément i,

par exemple, sur les contraintes et les déplacements au milieu
de ce méme élément |

Les éléments self-effects sont obtenus en évaluant (4la), (42b)

—_ - L |
pour x'=0 ,y'=0 ,r=3-8=0 on obtient alors (pour un élément i):
it _ i _
u;=D.[2(1—v)F°(0,0)]+D“[—(1-2v)Fz(0,0)]
i i (43a)

uhﬂbn[Z(l-v)F’(O,U)]+Dﬂl(1—2v)F2(0,0)]
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. i

o' =2GD [-F_(0,0)]
° _" (43b)
L -—

o =2GD _[-F,(0,0)]

Tout calcul fait on obtient :

Fz(0,0)=0
+, 1
FB(O'O )'- 4(1__1))
- 1
Fol 00 0= g1y
FS(O,O*)s-———l——— . ;at=demi largeur de l'élément i
2n{l-v)a
Soit e { " .
u+ =(-1/2)D ;ou- =(+1/2)D.
* i* P i (44a)
u+ =(-1/2)D_ ;i u -~ =(+1/2)D_
i i
. GD . GD
OF gl j OlE e (44b)
s n(l-v)a ’ n n(l-v)a
bonc :
ii it it it -
n =an =0 ’B-s ==Brm =t 1/3 pour y'nO: (45a)
it ii ii it A
Aon ghm =0 ;AOS skm'\ = m (45b)

Oon voit donc due les éléments self-effects relatifs aux dépla-

cements ,B:: et B;i sont égaux, mals sont discontinus cela est

dQde A& la présence de la DD .

Pour simplifier les calculs et éviter cette discontinuité on
adoptera la convention de signe vue précédement ,donc pour les
deux cas de problémes y=0 est rapprochée par des valeurs néga-
tives (y=0_) on aura alors pour la suite du calcul :

-

B:: =n;: =+ 1/2 (46)

t
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6~CONDITIONS DE SYMETRIE :

On parlera de symétrie pour un solide par rapport‘a un axe,
quand les propriétés élastiques ,la configuration géométrique
et les conditions aux limites de ce solide sont toutes symét-

riques par rapport A cet axe
L'utilisation de la symétrie pour la tésolution des problémes
d'élasticité par 1la M.D.D eat d'une extréme importance ,quand
on sait que le systéme d'équations est rédult de moitié (cas
de la simple symetrie) -fig 5~ a ,b ,ou de quart (cas de la
double symetrie) -fig 6-

Jh . . 34
Iy Sy
i : 34
| X
t 2 - - T T}
i i 31
I i
X, ~x *x
a) x=K eal un de symairie b) 1r=lcz est un axe de symeétrie
pour la structure. pour La -trt;lcturo.
figure-5

La atructure presente une double
symeirie par rapport aux oxes
X=K’,et ¥Y=K’.

1 2

X

figure-6

Etant symétriques, 1'élément j et son image j° auront des DD
tangentielles égales (en valeurs algébriques) mais de signe

opposées ,tandls que les DD normales sont égales et de méme

signe .ceci se traduit par les égalités sulvantes :
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p! = -p” o= -, v = -u¥

Remarques:

1-Ces résultats sont incorporés dans le calcul numérique pour
l'utilisation d'un maximum d'élements, en disposant que d'un
minimum de z&nes mémolres

2-Comme on le verra ulterieurement, une double symetrie empé
chera le mouvement de corps rigide.

T7-MOUVEMENT DE CORPS RIGIDE :

Lorsqu'un solide est soumis & des sollicitations ,il y a
création de contraintes et de déformations dde & la présence
de déplacements relatifs (des différentes parties du solide).

Téutefois, il existe un type de mouvements relatifs qui
n'en crée rien (ni contraintes , nl déplacements) conduisant
ainsi un mouvement d'ensemble du solide ;c'est le mouvement
de corps riglde (translation ,rotation ,du solide).

Un tel mouvement a des éffets néfastes ,qu'il faut éviter ,
sur la qualité de la solution du probléme ,lors du calcul nu-
mérique .

Pour la H.D.D,cés mouvements sont facilement éliminés, suivant
le type de probléme & consldérer .

Par exemple ,pour un probléme interieur ,des conditions aux
limites blen imposédes suffissent A empécher ce mouvement .
Pour les problémes exterieurs ,i1 faut consldérer des éléments
(un minimur de deux éléments) "additionnels" A 1'interieur de
la frontiére Q ,auxqguels on impose des déplacements (u',un)
nuls ;cela va empé&cher le mouvement d'ensemble de la region
exterieur.
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IV MILIEUX MULTICOUCHES

APPLICATION DE LA MDD AUX MULTICOUCHES
I- GENERALITES

Bien gue destinée A résoudre des problémes d'élasticité plane
pour des corps homogénes, et isotropes, la M.D.D peut rigoureu-
sement étre adaptée pour des milieux non homogénes, présentant
des proprlétés mécaniques (élastiques) gui changent avec le
point en tenant compte de guelgues considérations.

Ainsi, et pour mieux faciliter la mise en équation du compor-
tement de tels domalnes(non homogénes),il est conseillé de les
partager en plusjeurs couches homogénes isotropes ayant chacune
ses propres constantes élastiques(E,v,G) et llées les unes aux
autres par des "éxtensions"™ de frontléres (A l'interieur du
domaine) ou interfaces.

Oon peuf énoncer la définition d'un multicouche comme étant:
"Un empilement de monocouches (ou strates) isotropes,et par-
faitement soudées les unes aux autres ."

La derniére hypothése entraine la continuité des contralintes et
des déplacements le long des interfaces monocouche /monocouche

II- APPLICATION DE LA M.D.D AUX MULTICOUCHES.

On considére un milieu composé de deux régions finies (ni) et
(nz) homogénes ,isotropes et linéairement élastiques, dont les
contours (on‘)et(dﬂz] sont traversés dans le sens horaire

Ces deux regions ,finies ,sont liées par une jinterface, sur
sur laquelle les systémes de coordonnées (si,ni)et (sz,na,
liés respectivement a Ql et Qz sont directement opposés comme
1'indigque la figure-1 ci-aprés.
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La résolution du probléme aux limites illustré cl-dessus est
traité en considérant les copnditions awx limites sur les fron-
tiéres "libres " , (an‘) et (anz), regspectivement , ainsl que
les copditions de continuité sur 1l'interface.

Ces derniéres s'éxpriment pour chague point Q se trouvant sur
1'interface comme

(1) 2
o {Q)=c 7 {(Q)
. . } o
£11 2
o (O)=0n (Q)
Pour les contraintes, et
u(l)(ojz_BLZ)(Q)

il.i(Q):_ (2)(0) (2}
uh un

pour les déplacements.

Remarque;

La résolution numérique de ce probldme , par la méthode
des discontinuités de déplacement, consiste A& diviser les
contours {001) et (anz) (l1'interface comprise ) en Nl et N2
élements, respectivement, sur chacun desquels on associe des
discontinuités de déplacements Ds et Dn .

Notre but, est de déterminer les discontinuités de déplacement
Ds et Dn sur chacun des N1+NZ2=N é&lements de la frontiére de
telle fagon que les conditions aux limites ,et celles de con-
tinuités soient satisfaltes pour le milieu conslidéré.

Procédant de la méme maniére qu'au chap (Il1I},les contraintes

pour chague élement du contour (801) peuvent étre écrites comme:
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t(!.} i'j(l) 'j‘1§ t" j(l)
o = gAY DY + pal

28 -] h

i= 1,N (3)

i ij | PP
o'? = zAu) D, EA p‘Y

s [ -] 'h

Ainsi que sur le contour (an ) elles s'éxprinent comme :

(2 :

i
) T2, 2> (2) 2(2)
= y_: A2 D* 4 z A D!
i=4,N ‘ (4)
i i J ti J
o2 o r AS2 pfr r A2 pe2
bal ne - ] ialkal ™

Tandls que les déplacements pour chaque élément du contour(an1}
sont données par :

n‘= zi';u) Ij)u) + t; [j)“,
S8 * ] E n

i=t,N (5)

e~

oy _ zi'éuh l‘i)cn R z"; 'R l.‘i)(n
I'\" * Lalal

n

Ceux du contour (an ) sont donnédes par :

- (2 (2) tj j(Z)
za o “+ £8.>.D

izw (6)

(2) 2> J(Z) tjCZ) J(Z)
}:a 0%+ rB
. nn n

Remarque:
IL faut noter que les proprlétés élastiques (E,v,G) changent en
passant d'une region A& l'autre .Un fait gu'il faut prendre en
consldération lors du calcul des coéfficients d'influences.
Les équations (3)-(6) peuveut étre utilisées pour écrire un sys-
téme "génénal" de 2N équations algébriques A ZN dicontinuités
de déplacements jincopnues pour le milieu en question :
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i=1,N (7}
L J i J
b = C .D + ¥ Cnh .Dn
J J
00, les N1 premiédres valeurs de Dset Dnreprésentent les N1 va-
3 i] J J
leurs de Dset Dh,et les N2 valeurs restantes ,celles de D‘et Dn.

Pour résoudre le systéme (7),on est amené A faire parcourir un
élément "i" guelconque, se trouvant sur la frontiare ,suilvant 3
cas:

1°"cas: L'élément se trouve sur le contour libre (20 ):

Suivant que les contraintes, ou les déplacements qui sont
prescrites on obtient:

i i i
(1) e
i)Contraintes prescrites : o= (as)o ;jet o = (an)o

i i i i

b==(oo)o H bnn(an)° (8a,b)
Yiia
A I =N
L] en 41
C.’ = , (8c)
1) N +14 £ j £ N

7 L i i
De la méme maniére on obtient ¢ , C , C .
. an ne nn

i i i
(1) 1) _
ii)béplacements préscrits : u_= (ue)o et u = (un)°
i i i i
b.=(u.)o ; bn=(u“)° (9a,b)
Yices
ij Bnn i = N1
I Csa = : (3¢)
0 N _+1 £ j £N
i i L
De la méme maniére on obtient C , € , C
) an ne nn

2°™®cas : L'élément se trouvant sur le contour libre (80,)
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Oon procédde de la méme fagon gque précédemment, & l'exception
du changement des propriétés élastiques en (Ez,vz,Gz), ainsi
que les éléments influengants ,le, J varitant de de (N+1)A& N

Exemple: Si les conditions aux limites sont les contraintes

Yoz ¢ Lz ‘
Oon a : o = (o'n)o ;et o= (an)o

i i i i

bn=(o'n)° (10a,b)

=4
[
Q
e

i 0
c = ij
A2
-3
ij ij ij
Méme chose pour C“., c ,C

en nn

oe N+t S §EN (10c)

3?”‘Q§§L c'est le cas le plus délicat;l'élément se trouvant sur

1'interface dolt satisfaire quatre (04) conditions de
continuité :

-deux (02) conditions concernant les coptraintes (o_,o );
-et les deux (02) autres les déplacements (u_,u ).

Supposant ,maintenant que l'élément "i" se trouve sur 1l'une
des deux interfaces ,il existe un autre élément (fictif}) "Lf"
qui lui est coincidant et appartenant a l'autre Interface .

Pour mener A& blen la mise en équation du systéme (7) on impose-
ra deux conditions de continuite ,par exemple celles concernant
les contraintes, A l'un des deux éléments ,tandis que les deux
autres (celles des déplacements ) sont imposées A 1'autre éle-
ment .

Donc le cas o0 l'élément "i" appartient A 1'interface du con-

tour (an‘), les deux conditions de continuité des contraintes
sont donnédes par :
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i i
C1) (2)
o, o, = 0
. (11)
{4 o (2> = 0
n n
i i i

Les gquantites b., b“, C‘., ect ,dans (7) sont :telles gue :

i i i
b_= o;" - a;" = 0 (12a)
L i'(!.} i?z& (12b)
b = ¢ o 0
ba] b2l n
) [-1-] b=
C = . (12¢c)
: we "(2)
- A N1+l € 3 € N

£j ij ij
De la méme fagon on obtient € ,C ,C .
san ne nn

Oon renforce les conditions sur l'interface par les deux
conditions de continuité des déplacements concernant le
second élément .

En considérant A présent gque l'élément "i" appartient & 1'in-
terface du contour (anz) (tandls que "1‘" se trouve sur (ontl

on a les conditions sulvantes :

r

ie o Lz
u + u. = 0
i . {13)
o ¢4y 82 g
™ uf’l
: g y *w Yo : :
-+ b = U+ u =0 (14a)
T TS
’ b = u + u =0 (14b)
™ 1] 2]
t.jca)
| i B j £ N1
| C = .. (1l4c)
’ = Y
B Ns+l = ;€N

39




RIS R
De la méme fagon on écrit Con.(: . C .

ne nn
8e basant sur l'algorithme ci-dessus ,on a pu mettre en place
un logliciel pour la résolution des problémes d'élasticité pour
les corps non homogénes, et dont l'organigramme est donnée

cl-aprés :

Lecture des données

concernant chaque couche

Localisation et discrétisation
de la frontiére de chaque monocouche

Calcul des coéfficients d'influences
et formation du systéme
{b}= (C }.{D}
pour toute la structure

(multicouches)

Résolution du systéme par
GAUS8 asans pivotation

Calcul des déplacements et
des contraintes sur la frontiére
de chague monocouche

Calculrdes contraintes et
des déplacements A l'interieur

de chaque monocouche

FIN
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EXEMPLES

EXEMPLE 1:
Un anneau (v‘,G‘) dont le rayon interne r=a est soumis & une
compression radiale o= -P.

Cet anneau est & l'interieur d'un trou d*une plaque infinie
(vz,Gz) non sollicitée A 1'infinl comme schematisée par la
figure-1.

Connalssant la solution analytique d'un tube simple entourant

une paroi et gui est définlie par (voir TIMOSHENKO-FLUGGE) !
o =A-Br > ; o =A+BI?
rr [ 1 J
14w (15a,b,c)
u =
* rr E

[n (1-2v) * + B * ]

On é&tablit la solution analytique A notre probléme en formu-
iant gue :

- h
o' = A -Br *
4
1 _ -2
o= A‘+ Biz y asr=<p (l6a,b,c)
1 1+v -1
u"— B [31(1 2v) r+B£r ]_,

z _ _ -2 b

arr Az Bzr

o = A + B ? b=r (17a,b,c)
o F 2 F e

2 1+ -4
u = B [Az(l 2v) r + Bzr ] )

Et tenant compte des conditions aux limites et celles de con-
tinuité on obtient les contralintes sulvantes (wvoir croucw

-

1 2
e .= [(p :2 -p')-(p-p')-§;~]

b a £ r £b {18a,b)

a aZ
“os” 2 [(p b2 “p')+(p-p’) _I_z_]

ot



2
rr rz
b r 2 b ' {19a,b)
2
o = + p' ...t_'_
- 1- ] rz J

2(1-v ) p.a>/b*
od p'= =3 (20)
2(1-v )+(6_/G6_-1)(1-a®/b%)

La solution numérique A ce probléme est obtenue pour le cas :
-3
a’/b=1/2 ; v‘=vz=0.25 H G‘/G:=E1/Ez=2 ; et p/G1=10

Tenant compte de la double symétrle on descritise entre 0 et
n/2 ,le contour r=a et les deux parties de l'interface r=b ,en
20 élements chacun. La figure-2 révéle la préclsion avec
laguelle les résultats numériques convergent vers la solution
analytique.

bee
— golution gnallique
AdAA solution numerique

50.00

380 rgyon

- Contraintes
o
8

. . v=0.25 Annsau
-50.00 . w=0.25 Plaque

—100.00 Figure—2— Variation des contraintes normales et

tangentielies en fonction du rayon o
Iinterieur de Pannegu (0 r 1) et
dans la plaqus {r 1)

On remarque qu'a l'encontre des contraintes normales qui
sont continues les contraintes tangentielles ne le sont pas
et présentent une discontlnuité au niveau de 1'interface,ceci
se traduit par le failt que les deux lévres d'une discontinuité

sous pression ne se déforment pas de la méme manlére ,donc

42



pour deux discontinultés paralléles, les déformations £, .

et donc les contraintes tagentidlles sont discontinuea en pass-
ant d'une DD A& une autre (pour plus de détails voir annexe)
Toutefois on note que les contraintes tendent vers la valeur

nulle imposée par hypothése (chargement nul a 1'infini), et

qu'ad partir de 1l'interface elles deviennent symétriques un

fait assuré par les conditions de continuité.

EXEMPLE 2: Tube frette
L'éxemple précédent peut étre traité pour le cas ou le rayon

externe de l'anneau a une valeur superieure a b,et égale & b+ér.
On doit comprimer 1'anneau pour permettre son montage sur le
trou de la plaqgue.
Ce probléme admet comme solutions analytiques celles des equa-~
tions (1) et (2), seulement p' est defini comme :

2(1-v)) p.a®/b*+26 (1-a*/b*).61/b
p'= (21)
2(1-v ) +(6,/G,-1) (1-a”/b%)
" La solution numérique A ce probléme est obtenue en remplagant

la condition de continuité (ty.b) pour le déplacement normal par:

(1) ke (2)
u, (Q)-ér= u_ (Q) (22)
Pour 24 = -0.5.10"’, on obtient les résultats données par la
fiqure-3.
1ca.00 |
i AAMAA polution mumerique
50.00 ]
d -
g ] Goe
® ;
8 ] rrrr T 1
w LA LA ] TFrTrryTery
g soe uwnmmnhn)
2
o)
Q
-50.00 =3.10: v,=0.25



On remarque que pour les mémes données que 1'éxenmple
precédent

la solution numérique et celle analytique coincident.

en effet, on voit que le jeu radial existant fait que la
décroissance de o;-eat plus prononcée pour assurer les condi-
tions de frettage .

Exemple 3 ; anneau frette dans un autre anneau (f£1g.5)

F{B-S

La solution analytique est définie par :

o = A - B.‘.r'ﬂ
- } a<r<b
o = A + B_.r
s 4 2 »
-
g = Az— Bz.z z
-2 } b<r=<c




A =-P1+ B .a 2
4 i

-2 -2

Bsz —?:+sz + Bz Sz _?z

. fa “-b %) (a “-b %)
Pz2-P1 -2 -1
“P1(l-v ) +P2 Gu/CG2(1l-v ) - ————————(a "b(l-v )+b 7}

1 1 -z -2 i
B = — (a -b )

z -2_, -2 _ -2 -1 Gy -z . Gs -1
[(C b Y((1 vi)a b +b )+ ( -'é-'z—-'-c (1 vz)b +_G2 b J

A =-DP2+ Be 2
2 2

1)On maintient les mémes propriétés élastiques que celles
de 1l'éxemple précédent soit:

v1=v2=0.25 ; Ei/Ez=2 ;

On prend E1=2.105MPa ; Pi/G1=1o‘“

le rayon interne de l'anneau (1) (1<r<2) est soumis A une
compression radiale; le rayon externe de l'anneau (2)}(2=r=<3)
n'est. pas chargé (Pz=0).

La figure-4 illustre les résultats numérigues obtenues :

100.00 -
3| 2S00 solution numerique
3 =+ golution analytique
]
— 50.00 3
[ ]
% 5
g 000
B 0. 1.00 L . 3.00  3.50Rayon{m)
=] A
8 /6 -
=0, =2,10 =80
A oty s S S ) S
~50.00 /
Ko
/
A
—100.00 Figure—4 Variagtion dea controintes normoles et

tangentielles en fonction du rayon

On remarque la méme allure gue l'exemple 1, & l'exception gue
o . atteint la valeur nulle au point r=3 (rayon externe de

1'anneau 2)suivant les conditions aux limites imposées.
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VISCOELASTICITE LINEAIRE

I-INTRODUCTION:

Dans les équations d'états de certalns nombre de corps ,un nouveau
facteur intervient :le temps.

En éffet, la loi de comportement du corps est décrite par la rela-
tion fonctionnelle suivante :

£(o,g,t) = 0 (1)

cette relation trouve 'sa forme la plus simple si l'on lie deux
milieux qui s'interpenetrent mutuellement, 1l'un admettant comme
" modéle celui 4'un corl;s flastique, et i'autre d'un fluide wvisqu-
esux: le nouveau milieux obtenu_s'apbelle milieux viscoélastique.
Cela. dit, la théorie des milleux'viscoélastiquas consiste & géné-
raliser deux domaines se devloppant séparement suivant deux
théories A savoir :

t)La théorie de 1l'élasticité lindaire (loi de HOOKE)

it)La théorie des liquides visqueux (loi de NEWTON)

I1-COMPORTEMENT . VISCOELASTIQUE UNIAXIAL
Il existe deux expériences fondamentales pour la déscription du
comportement viscoélastique uniaxial qui sont :

1. EXPERIENCE DE FLUAGE ;

Consiste A soumettre une éprouvette A& une charge sinmple definie :

o(t) = % H{t- t ) (2)
ot H(x) eat dite fonction d’HEAVISIDE definie par :
0 X <0
H(x)= { | L (3)
1 x>0 o
L'évolution de déformation £ en fonction du tempé est :
e(t) =o o (tg .t o,) . (4)

O4% J represente fonctlon de fluage donnée par :

47

Conclusion; Un matériau est dit vicoélastique si sous 1l'action
d'une gharge constante il manifeste l'existence de
déformations dlfférés et cela gquelqgue soit le niveaun

de charge inferieur &4 la limite de rupture.
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REMARQUES ;

i-Le comportement du matériau est viscoélastigue linéalre
s'il existe une correspondance fonctionnelle linédaire entre

la contrainte o(t)et la déformation £{t}.

2-Le principe de superposition reste applicable pour les maté-

riaux viscoélastiques linéaires.

3-Quand lim J(t,to) est finie ,le matériau est assymptotiquement
stable ;il est dit solide.

Lorsgque Llim J(t,to) augmente indéfiniment avec le temps on par-
lera de fluide.

III-MATERIAUX NON VIEILLISSANT :

Ce sont les matériaux dont les propriétés mécanigues n'évoluent
pas avec le temps ;l'&ge du matériaux n'intervient pas.

Pour ce type de matériaux ,les fonctions J et R ne dépendent que
d'une seule variable

IV-FORMULES DE BOLTZMANN :

Partant de l'intégrale de STIELTJES ,connue aussi sous le nom
de l'integrale herjditaire (voir FiUtagr),et definie par :

F(t)=F g(r,t) &h/ot(T) dr (9)
Intédgrons par parties on obtient :
F(t)=h(t) g(t,t) ]’ -s% h(t) dgsor(r,t) ar (10}

On obtient ainsi les formules de BOLTZMANN qui sont :
pour le cas du fluage :

g(t)=e(t)J(0) & o(t) 83/8r(7,t) 4T (11)
pour le cas de relaxation :
o(t) £(t)R(0) -&5 &(1) R/OT(T,t) dr (12)

Ou bien en utilisant le produjt de convolutjon de RIEMANN
e{t)=DJ(t)/Dt * o(t)
o(t)=DR(t)/Dt * &£(t)

(13)

{voir NOWACKI}

49



ERINCIPE DE SUPERPOSITION DE BOLTZMANN:

Ce principe reste la base des équations mathématiques de la thé-
orle des corps viscoélastiques linéaires ,il s'énnonce comme

"Si un cycle de contraintes a‘(t) provoque la déformation s‘(t)
et le cycle oi{t) la déformation sz(t) ;13 somme des cycles
a‘(t)+aé(t) entratne la déformation de ¢ (t)‘+sz(t).“

V-COMPORTEMENT VISCOELASTIQUE TRIDIMENSIONNEL

Lorsqu'il s'agit d'une sollicitation tridimensionnelle on est
amené A définir :
-Une matrice de fonctions de fluage [J] qui
pour une sollicitation tridimensionnelle en contraintes:

o (t)=of H(t-T) (14)
i) i)
La réponse en déformation est définie par :
O .
EG BT (87T) oy guee sgmmasien,, (15)

-Une matrice des fonctions de relaxation [R] qui
pour une sollicitation tridimensionnelle en déformations:

e (t)=e{ H{t-r) (16)
v i)
la réponse en contraintes est définie par :
L) .
TR (BT 8 L e (17

Alnsl la relation (13) s'écrit pour le cas tridimensionnel :

€ij(t)=DJ cga /Pt * g (t)

(18)
o (t)=DR
ij

/Dt * (t)

ijkt “

VI-TRANSFORME DE LAPLACE :
La transformé de LAPLACE remplace le calcul dans l'algébre de

la convolution de RIEMANN.Elle est definie pour une fonction

guelcongue £, comme :
+ 0o

f(o)=8 {f(t)} = <f, €' = [ £(t)e ?"q
s

t (19)

Nous pouvons, ainsi écrire les différents paramétres d'un
probleme viscoelastique en transformé de LAPLACE .
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Dounees lnconnues ;
- Forces volumiques : f£(t}) —— f(0) (20)
- Conditions aux limites :

g (t)=u (t) — u (s)=u (o) (21)

t {t)=t (t) — t. (8)=t. (o) (22)
1 8 L A v LN

avec t.=o.. . n,
LN ) J

Equations :Pour un probléme statique, les équations en trans-
formé de LAPLACE sont :

o . .+ £ = OJHV ‘ (a)

ti, i i
siju(ljz)(ut,j+ujﬂ) (b) (23)
otj=k.stiétj + 2“€L5 (c)

Remarques :

l1-Les équations (23) sont similaires A celles d'un probléme
d'éla sticité lindaire (si le type de conditions limites ne
varie pas dans le temps).

2-X et M dans 1l'équation (23c) sont juste des fonctions qui
symbolisent les coéfficients de POISSON, pour le probléme
viscoélastigue correspondant .

VII- PRINCIPE DE CORRESPONDANCE :

Pour résoudre un probléme viscoélastique on pourra :

-8e servir de la solution correspondante du problédme élastique.
-Prendre l'écriture transposée, en remplagant dans l'expression de
la solution élastique :

par A(eo)

par M{o) (24)
par f(o)

miE| I

etc... )

On obtient la transformé de LAPLACE de la solution viscoélastique °
et en prenant son inverse, on obtient la solutton dans 1l'espace
temps .
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VIII- MODELES RHEOLOGIQUES POUR LE COMPORTEMENT
VISCOELASTIQUE UNIAXIAL : .

Le but est de construire les équations d'état et étudier les
lois physiques ayant trait au comportement des matériaux visco-
élastiques linéaires .
10)Modéles types : (en viscoélasticité)

a-Le ressort : matériau linédalre élastique (solide)

8a lol de comportement est decrite par :

o =E & (25)
T
Modale de HOOKE :
rB"(zs)
*e
b-L'amortisseur : matériau viséoélastique linédaire
F Sa loil de comportement :
o=1ne€ (26)
1
e rorrsd

Remarques :
-Un fluide est en continuelle déformation

~C'’est un modéle qui dissipe de l'énergie
a

Modéle de NEWTON : . ! v
..'(‘l )
SO
1
-Fonction de Fluage : J(t) ='ﬂﬁ*—"(t) (27)
-Fonction de relaxation : R(t) = n &(t) (28)

&(t):impulsion de DIRAC
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20)Modéles composés :

_ 3 N
a-Mod&le de VOIGT :solide viscoélastique
-L'équation decrivant le comportement est
o(t) = Ee(t) + ne(t) (29)
-Sa fonction de Fluage :J(t) = 2(l-exp(-E t_/n))H(t) (31)
~8a fonction de relaxation :R(t) = EH(t) + né(t) (32)
00
S8a réponse en déformation : £(t) = B (l-exp(-1/X\)) H(t) (33)
EG%F A :temps de retardation .
1}
E
o *t

Réponse en déformation pour Ll-éxperience
du Fluage du modéle de VvOIGT.

Remafque ice modéle présente une déformation assymptotiquement
stable.

b-Mod&le de MAXWELL :fluide viscoélastique

Sa loi de comportement :

7

£

o ‘

"'*ﬁ' ANNNAN 1 | ” o(t) eo(t) .

= {34)
—E + " =e{t)
-Sa fonctlon de Fluage :J(t) = &(1+t) H(t) (35)
~8a fonction de relaxation :R(t)=E exp(-E.t/n) .H(t) (36)
Pour 1l'essai de Fluage, on a la réponse en déformation :
1 t-t :
£ e(t) = o | 5—+ - (t-t ) (37)
% 1,//,//”’
E -
|
1.
1
éo 't

Réponse en déformation pour l-essai
du Fluage du modéle de MAXWELL.
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Modéle du sollide A trois paramétres :

: Es
VN —
El T
—— AV e t—
bu g W
hed

Ce modéle est décrit par la relation :

E‘H?.z n . .
o -——E:—— + 5 za = ne + Eis (38)
qu'on peut reécrire sous la forme :
o+Po=gq~s+qe (39}
n

- a_— q
avec ! P‘ E 7B
i 2

EE
- 172
qo E +E
1 2

nE

Y
ng E +E
1 2

} (40)

-

en passant par la transformé de LAPLACE :
o (1+P‘s) = (q°+q‘8)s {41)
équivalent & : Po =Q ¢

la transformé de LAPLACE pour la fonction de Fluage est :

- £ P
J = — —— (42)
s o 8 Q a
celle de relaxation est : R = S (43)
s P

Soit donc en utilisant les inverses :

1 1

J{t) = —ir—+-—iru(l—exp(-Ezt/n))].H(t) (44)
- 1 2
[ E, E +E,

R(t) = LW . Ez'l'E‘exp = """"'5—"t -H(t) (45)

les &xpériences fondamentales (de viscoélasticité) pour ce
modéle révélent les représentations ci-dessous :
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£ K
— o

o
...o f
q’. :
4 —
E | R .

‘ t 't

Essai de Fluage Eseai de reloxation
réponse en déformation réponee en contrainte
Remarques :

1-Ce modéle présente une é&lasticité instantanée, dae A la pré-
sence du ressort en série avec le modéle de VOIGT .
2-11 présente une déformation assymptotiquement stable .

IX-APPLICATION DE LA M.D.D AUX PROBLEMES VISCOELASTIQUES:

A cette fin ,le principe de correspondance nous sera d'une
grande utilité .

En effet ,le passage par le probléme élastique correspondant
nous facilitera la tache (probléme déja traité par la M.D.D)

avant de passer A la transformé de LAPLACE ,ou la diffjculté
se met en évidence.

1-PROBLEME DE FLUAGE

Les conditions aux limites sont: tsu=€ebélﬂ(t)].t: (46)

en tout point de Q
Cela se tradult numériquement par: {acu}=[Haﬂ.{ob} {47
Avec: [H{t)])=[I].H(t) : (48)

[I] étant La matrice Identité

-LE probléme élastigue correspondant formule;

{ac}°=[nl.{D}. (49)
[A]° peut étre décomposée sous la forme:
, G. . ﬁ
[A]ogm (A} {50}

ot (A)%est une matrice A coéfficients gégométrigues seulement.

55



En supposant qu'elle est inversible ,l'équation (49) s'écrit:
Zn(l-vo) s
{D}.—-G———- [Al] {o } (51)

c o
L]

La transformeé de LAPLACE de 1'éguation (51) est :

{5‘0,.‘“: 2n(l-vis»)

(A" 5_cas} (52)

Notre but c'est de trouver les D.D viscoélastiqqes,pour cela
on inverse 1'éguation (49);sachant que :

{o @iz 2111 (%) (53)
-] -3 c
On obtient alors :
~ ®-4_ O -1 1-vis)
{D(t)}v=2ﬂ:[h] {O’c}g ‘“""‘—é"('—;"—} (54)

Les contraintes A l'interieur du corps viscoélastique ,pour 1le

cas du fluage ,sont identiques A celles du probléme é&lastigue
correspondant,

Oon a? G. -
{am}og_z_‘;ﬁl-_v.){x] {D}. {55}

OQ,[K].est une matrice A coéfficients géométrigues seulement.

D'aprés l'équation (48) ,on peut reécrire l'équation (52) :

to, 3 =(K1" [A1*{o} (56)

c &

Soit en passant par la transformé de LAPLACE et son inverse :

fo wi=[K1* (21" (o w} ) (57)
m c

Cependant les déplacements A l'interieur du corps ddes & un
élément de frontiére " i" sont données par:

i -
fuctr} = -21—[51"“ {O':}g-‘{['ﬂ(a)]t} (58)

— 1 —
ot [W(e)]iﬂ <G(s) [M‘B,]i. (59)

La matrice [Mw] est donnée par :
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—(1 2v<a>)sinﬁ F +2{(1~veer) |-(1- 2vca)cosﬁ F ~2(1-v<¢ar)

cosﬁ F +y (sinﬁ F -cosﬁ F )I sinﬂ F —y (cosﬁ F +sinﬁ F )
[Mco>]= — - —_—

{1- 2v¢a>cosﬁ F +2{1-~v<¢os} —(l 2v(n))sinﬁ F +2(1 Vvie))
Lsinﬁ F ~y (cosﬁ F +sinﬁ F ), cosﬁ F -y (sinﬁ F -cosﬁ F )J

Donc inverser [Wts>] revient A inverser :

1-20¢a> | 1-Vce) . 1
eGia) 4 sG(a ’ T

En posant : ana"{ 1-20cms } -

8G(s)

-1 1-vie) s (60)
FI2=R {W]

FI3=R" {——-G‘_) } )

Remargue : les fonctions FI dépendent du modéle choisi.

L'équation (48) nous donne :
-y G

[A) {o} = {D} (61)
c' e

2rn({l-v l °

En utilisant le principe de superposition pour toutes les
DD ,les déplacements seront définies comme :

G
L -
{U(D}v[wu)] S E=TE ‘“..)}o (62)
De méme les équations (51) et (54) s'écrivent comme
G
o
{D(t)}v’ Fl2 ‘-(-*f:-i;o—) (63)
{ow} = [KI*(D)  —— @
v o 2n(l-v )o (64)
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2-PROBLEMES DE RELAXATION
-les conditions aux limites sont :uﬁu=ufaiﬂuuu: {65)
en tout point de Q

~Cela se tradult numériquement par :{uo}?lﬂuﬂ.{uc} (66)

~Le probléme élastique correspondant est :
{uc}=[B].{D}o (67)
~-Les solutions élastiques sont :{D}.={B]".{uc} (68)

L'écriture transposée de 1l'équation (68) est :

{m.,}-tmml".{ucm} (69)

Neanmoins la matrice (B] ne peut étre décomposée en un produit
de deux termes ,l'uh geométrique seulement et l'autre élastique

seulement ,respectivement.

Va que la matrice [(Blne fait intervenir comme terme élastique
que le coéfficient v  ,on restrelndra notre étude aux matériaux
ayant une fonction ww ,correspondante de v, sconstante on a :

v_=v =pmw=cste.
o v

L'inverse de l'équation (69) s'écrit alors comme :

{Duﬂv-[B] .{ucuu [B) {ut} (70)

{Dw} ={D} (71)
v ®

=Calcul des déplacement:
~Les déplacements sont données par :

-1
fui= E'm—)v !M]v'{D}v (72)

Remaxgue :
Les D.D et les déplacements sont identigues A ceux du probléme
élastique correspondant ,du fait que vozvvacste.
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-Calcul des des contraintes :

~-Le probléme élastique correspondant:
G‘ -
{O'.}= z—n(l_—v:r-[A] -{D}. {(73)

~L'édcriture transposée est :

6(9)

" —
W [Al [D(O)] (74}

{ow}=
8oit donc en inversant 1l'équation (74) ,l'éxpression des -
contrailntes suivante

1 : L] 1

{otr} = W[A} {D}v 2 {Gwm} ’ (75)

Un logiciel a éte mis en place pour la résolution
des problémes de fluage et de relaxation pour des milieux non
homogénes viscoélastiques

L'algorithme de ce logiciel est résumé par l'organigramme de
figure de la page suivante
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Lecture des données concernant
chaque monocouche
pb viscoélastique et pb élastique

Calcul des déplacements
sur la frontiére du
monocouche viscoélastique

Calcul des déplacements
& 1'interieur du
monocouche viscoélastique

Logicie
résolution du probléme élastique élaboré
correspondant au chap
précédent
Calcul des discontinuites de
déplacement DD viscoélastiques
FLUAGE RELAXATION

Calcul des contralntes
sur la frontiére du
monocouche viscoélastigue

Calcul des contraintes
4 l'interieur du
monocouche viscoélastigue

FIN

Organigramme pcur le calcul des
problémes de FLUAGE et de RELAXATION
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EXEMPLES

Pour illustrer l‘'application de la M.D.D aux milieux multicou-

ches viscoélastiques, on adoptera deux types de comportement :
Comportement type 1: |

pour lequel on conslidére les monocouches ayant un comporte-
ment élastique en dilatation et un comportement solide & 3
paramétres en cisaillement on a alors :

K=cste ;module de dilatation volumigque (voir annexe)
- La fonction correspondante A G,module de cisaillement, est:

a;y
; G=—-2--‘-:-u—- a ' (76)
et .= Q(o)
on a de 1'éguation (39) : G(°)=iZFTXT__ (77)
Pour un solide A trois paramétres on les relations:
Q =-%—+ P, o et 6-= qo/o+q‘o {78a,b)

- La fonction correspondante A v est :

. - 1l 3K-2G ) -
En élasticité ona : v 5 33 {79)

Sott Blere 3 J:o20lo) (80)

les fonctions FI correspondants sont alors :

_a-1] 1-2000) | _[ 6ps exp(-Ct}+ B (1-exp(-Ct))
Praceren-t{ 1525001 ] I g

(81
_a-1] 1-v(0) 4Ps 4
F12(t)=R { o6(o) ] [ - ]exp(~Dt)+ = -

o

18KPs B2 (B-D)* (B=C)?
{( 6KP£+q )q } { DC _e-t m—exp(*[}t)+ Wexp(-ct)

(82)
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FI3(t)=2.—‘{o(1;(; }= 2 _, 2Bs -?--] exp(-Dt) (83)

E1E2

1
Avec : q="—E—;T (o) ;Bﬂﬁ- %

n q°+6K
Pi= ———eo by ;C =

E +E
12
nE q

q°= E :E {ch ;D s — o
i 2

Tout calcul fait, et en inversant (77) on obtient :

E
1 -t A -t
G{t}) = 5——exp( iﬁ")+ 3r—(1~exp(-§:— ) (85)
D'ou ; Eg
G(0)=Go=0.5 3
v(0)=v =L...3L:.EL__ (86)
o 2 3K+E1/2

Soit finallement le probléme élastigue correspondant sulvant :

E=31(1+v°)

v=v° (87)
K= E

l 3(1-2v) |
o

Comportement typeg

Pour ce genre de comportement, on considérera les monocouches
viscoédlastiques ayant un coéffictent de POISSON copstant, et
un comportement de solide & 3 paramétres en cisaillement on

a alors :

v _=b(s)=cste
(88)
G(o)=0.5 Ea1

62



0.0010

(n;)
:
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o
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LALAA solution numerique
#+s+ gaolution analytique

Deplacement rodiol Ur
o ©

0.0000

0.00 1.00 200 J.00 4.00 5.00 8.00

Tempe (s)

Figure- - Variation du deplacement rodial Ur en
fonction du temps : cas de l'onneau a
linterieur d'une plaque infinie.

Ayvant validés nos résultats pour l'exemple précédent et pour
lequel on a établi la solution analytique, on s'est proposé de
voir le comportement de quelques problémes et pour lesqguels les

solutions analytigques sont difficiles & établir.

ii)Pour 1le méme cas de figure on a

anneau élastique :E«=12500MPa ,» =0.25 ; P+= 5MPa
1

plaque viscoélastique dont le comportement est de type 2
E2=6500MPa jv,=0.25 ;v =v =0.25
le modéle rhéologique correspondant: E1=Ez2=5000MPa y=5000

On obtient 1les résultats numériques illustrés par 1la
figure-7 .0On remarque la méme allure gue celle de 1'exemple
précédent et od le comportement asymPtotique stable se met

en evidence
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De plus, on a les relations liant les fonctions FI suivantes

Fll= (1-2vv) FI3

(89)
FIl2= (l—vv) FI3
ou 1 ‘
F13=2-1{ oG(o)] =-£—+ [ 2Py 2 ] exp(-Dt) {90)
. . qO qi. qO
FLUAGE :

Exemple 1 :anneau fretté dans une plague infinie non
chargée (P2=0).

i)anneau élastiqué, Plaque présentant un Copportement
viscoélagstique typel(volr ci-dessus)

-Données concernant l'anneau : v1=0.25 ,Et=2.10+5 ;P1=80

-Données é¢lastiques concernant la plaque: vz=0.25 ,Ez=l.10"5

La solution analytique pour la plaque est obtenue en consi-
dérant la transformé de LAPLACE, et son inverse, des égquations
(IV.16,c) et (IV.17,c) on obtient alors

_ L Y q LYY q
ulr,£)=" —Z—— (l-exp(- —=t)) - LL Pt o (. o,
b q‘ qa b q:. qa

o étant la valeur élastique(t=0) sur l'interface

La solution numérique correspondante est donnée par la fig-6

On remarque que celle-ci tend vers la solution analytique et

ou la valeur du déplacement est égale a celle élastique & t=0
on observe aussi que le matériau est asymptotiquement stable

un ' falt qui s'explique par son comportement solide.
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Figure- €- Variation du deplacement rodial Ur en
fonction du temps : cas de l'onneou o
finterieur d'une plaque infinie.

Ayant validés nos résultats. pour l'exenple précédent et pour
lequel on a établi la solution analytique, on s'est proposé de
voir le comportement de quelques pzoblémes et pour lesquels les
solutions analytiques sont difficiles a établir. |

ii)Pour le méme cas de figure on a :
anneau élastique :E:=12500MPa ,» =0.25 ; P«= 5MPa
1

plague viscoélastique dont le comportement est de type 2
Ez=6500MPa ;v =0.25 ;v =v =0.25
F4 v F4

le modéle rhéologique correspondant: E1=Ez=5000MPa ,7n=5000

On obtjient les résultats numériques illustrés lpar la

figure-7 ,0n remarque la méme allure qhe celle de l'exemple

precedent et ou le comportement-asymPtotique stable se met
en evidence |
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iii)anneau présentant un compportement viscodlastique typel
la plaque infinie est élastique '

Avec les mémes données élastiques gue celles de 1l'exemple (i)

On observe alors la solution numérigque ci-dessous figure-8

0.0016
E
S w=025 P80
5 0.0012 w0.25
5
e
©
£ 0.0008
50
S
&
[ '
o
0.0004
Hraas alements de Pinterfoca
GE6E0 sloments do ki fronliers libre
'o.oom

2.00
Temps(s)

F{gum'sd‘ Var(’a-\-igq Su dﬂ—b@o r_gme.w\)c raAl«Q en POnCL\'On du J{e:-n =0




Exemple 2 :anneau frette dans un autre anneau

i)L'anneau intérieur est élastique, celui extérieur est
viscoélastique typel
On prend comme donneées élastiques :
E1=12500 ;Ez2=6500 ;v1=vz=0.25
P1=5 ; P2=2Pa
l'anneau extérieur présente un gcomportement typel

On a alors la solution nuhérlque cl-dessous figure-9 :

WAO0S
-1 2500 -0,
Ey ' :;_o.zs&ulm viscoslovligus
Py=5 PyanltPy
0.0018
| .
5 Mog‘do rhaologique  correspondant:
= A=5000
B 00015
2
gl
: (o)
a
E 2.0013
o
L4
[+
2
0.0014

a.0014
o 1 235 m KE 5%

000282

—0.00264
b
£ (b)
[
2 ~0.00266
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ii)L'anneau intérieur présente un comportement typel,celuil
extérieur est élastique

On obtient la solution numérigue schématisée par la figure-10

RELAXATION :

Exemple 1 :anneau A l'intérleur d'une cavité

L'anneau est élastique, tandis que la plaque, présente un
comportement viscoélatiqgue Lype2 .
les données concernant l'anneau : E1=2.10"" ;v1=0.25;91=80
les données concernant la plague: E2=1.10"" ;v2=0.25;Pz=0

la solution analytigue est définie conme

q uml:"lz %u.r"

s (1-exp(- 3-t)) - —2— —exp(- 3-t)
'y P‘b 1

2
ol{r,t)=-

b-l.

ou n® est la valeur du déplacement a l'interface du probléme
élastique correspondant

La sclution numérique obtenue est comparée A& la solution
analytique dans la flgure-11 ci-dessous :




14.00

£,=2.10]7 v=0.25 P=80
12.00 Ex=1.10 vp=0.25: viscoalostique
10.00

L0 Solution  numeri
s Solution omlyti.g::

Controintes{MPa)
@
]

:

2.00
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00

Temps(s)
Figure—11—relaxatiom:variotion des contraintes normales

en fonction du temps au niveau de linterfoce
pour le cas de l'anneau/covite

On voit que la solution numérique converge vers la solution
analytique pour une discrétisation en 20 élements de
l'interface.

Exemple 2 : Anneau frette dans un autre.

L'anneau intérieur est élastique, tandis que celui extérieur
ést viscoélastique type 2. |

On a le méme probléme élastique que celui du cas du fluage.
on obtient alors les résultats présentés par la figure-12

ANLOn

100.00 " &;
~
a
b3 0.00
o
é —A D — =& — = A
£ —100.00
(=
O
(S}
25 E =210 P,=80
—200.00 2:&25 E3=1.10"C Py2P,vincoslkontique
~300.60

2. 3.
Temps(s)
—12— RelaoxationVariaton des contraintes normales
Figure en fonction d? temps sur linterfoce (Igwet la
aurface fbre (2} de lonneau v lastique.
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VECTEUR TRACTION : (contralinte)
Les contralntes peuvent étre représentées par un vecteur

*
H

appelé vecteur traction et note comme
t =(tx,ty,tz) voir flg.ci-dessous

gx;)‘k

—16)

VECTEUR TRACTION EN CONTRAINTE PLANE

Les composantes du vecteur traction sont reliées aux composan-
tes de la contrainte(et le vecteur unitaire normal)comme sult:

tt = o'Hn‘i (en notation indicielle).

= o + o ot
tx xxCOSA nyIn {1) ou n =cosa ,ny=slna
t =¢ cosa + o sina
y xy Yy

Il est plus commode de considérer les composantes (du vecteur
traction) agissant perpendiculaizrement et parallélement sur le
plan BC ;Ces composantes sont appelées :contrainte normale et

contrainte tangentielle .
(a) &)
I\ 74

N

S

. o "x
- . ’

A travers la flg 2-2 on volt gue les contraintes normale et

tangentielle sont relliées aux composantes du vecteur traction

comme suit :

Al



o =t slna - 't cosa ‘
2 x b4 1-2
o = t cosa + t sina
n x Y

En combinant avec (1) on obtient :

o = (¢ -0 )sina cosa -0 ‘(cos®a - sin®a)

° xx 2¥Y Lo XY 2 (1.3)
o= o cos a+ 20 sina cosa + o sin‘a

n XX ., MYy LI & 4

CAS8 PARTICULIERS : ;“ IR
Pour faciliter les calculs on adoptera les deux cas (particul-
iers) suivant lesquels le vecteur normal est en premier lieu
paralléle & l'axe (XX‘) ,puis dans'leISeéond cas il l'est par
rapport & l'axe (YY') comme schematigée ci—dessous {ceci se

résume par une double rotation du repé:ei(s,n)

| s K. '
b1 w'kﬁﬁtb" A i !

A w‘; , o
- ol > ‘ LI
q 4, - wﬁg// ' 1f
\ L
\\ " I .
\ +f
Y n
v ,/’”x + 0
-~ %8 a

- X
Sulvant la valeur de a on aboutira aux résultats suivants :

Dans le premier cas on a a=-3 et on a en comparaison avec
la figure 1 : -

E’n3q= B (1.4

Eg.]ag -B = -oxy
Les équations (2.3) deviennent alors :

2
o = g--cos 22 + 2--3inf? cos? + o--sin

x % x % Xy vy “ (1.5%)

,axy = (a;;-o;;)sinﬁ cosfs + a;;(coszﬁ - sinzﬁ)

-~

De la méme maniére ,le deuxiéme cas est definie par une
valeur a=n/2-3

k%]a= (rn/2)-8 = o

Yy
.l (n/2)-p = o

yx . B,
et les équations (1-3) deviennent alors :

- o z . . . o P . - - — z
ayy a;xsin B+ Zaxysinﬁ cosf3 + o;ycos £ .

{(1.6)
axy = (a;;—a;;)sinﬂ cosf? + a;;(cos ﬁz- sin™3)

A2



Remarquons que o =o
Xy yx

On a finallement :

o 2 L . 2
% = o, -cos R+ Zaxyslnﬂ cosf’ + a}ysin éd
o = a-~sinzﬂ + 2¢--s8inf3 cosf3 + a—-coszﬁ (1.7)
Yy xX Xy Yy, 2
axy = (o;;-a;;)sinﬂ cosf? + a;;(cos = sin"3)

LA LOI DE HOOKE GENERALISEE:

La théorie classique de l'élasticité est basée sur la gén-
éralisation de la loi de HOOKE +qui établit que ;
En chaque point d'un corps linéairement elastigue sles comp-
osantes du tenseur contrainte aijnaji sont rellés lindairem-
ent aux composantes du tenseur déformation eij-eji’ soit

aij= c etj

ou C définil les propriétés élastiques du corps .

Les relations contraintes déformations pour un corps liné-

airement élastique risotrope peuvent étre écrites :

€ =(1/E)lo -v(o +o )}
XX xx vy zz

€ ={l/B)lo -v(oe +o )]
Yy Yy xx E 3

€ 3(l/E)lo -v(o +o }]
zZ zz xx Yy

Soit en inversant :
o;x=(26/1—2v)[(1-v)cxx+v(syy+czz)]
o =(26/1-2v}{(1-v)e tv(e +g )]
Yy Yy XX -3
o =(2G/1-2v})((1l-v)e tv(e +e )]
- £-3 - §-3 xx Yy

~e

e =(1/2G)o ; € =2(1/2G)o
Xy xy Xz g
o =26 ¢ ; o =26 &
Xy Xy Xz x
E :module de YOUNG .
v :coefficient de POISSON .
G :module de cisaillement . v
XX G = E /2(1+v).

£ ={1/2G)o
Y Yy

o =20 g
vz

e

z vz

A3



POTENTIEL DE GREEN : H .

Dans le cas de la déformation élastique ,la déformation élas-
tique est réversible.Par contre dans le cas de la déformation
hyperélastique ,l'existence de la fonction ¢ montre que pour
tout cycle :

$ 50 =98Q =
tout comne l'état élastique ,l'état hyperélastique ‘dépend du
matériaux et des conditions du processus de déformation

— certalns résultats importants de la théorie de 1'élasti-
cité sont valables pour des corps en état de déformatloh‘éla—
stique ;Néanmoins ,sous sa forme actuelle ,la théorie de 1'él-
asticité est encore une théorie des corps en état hyperélast-
ique . :

L'idée de considérer un potentiel élastique est dae A G.dREEN
KIRCHOOF a construit le potentiel ¢ par une voile purement for-
melle en partant du postulat de la dépendance linéaire entre

les tensions et les déformations .
——eiy

—= Corps hyperélastique .

¢ ¢ (&, ii% ) i=1,3 ;3=1,3 potentiel de GREEN
S8a forme souligne le caractére réversible de 1a déformation
On obtient & l'aide des formules de GREEN

att= ¢ /dwii ;atj=0¢ /ZGaLj
ou bien encore :
aij= a¢ /astj les formules de GREEN donnant le contenu de la

loi physigque o, T ?. (shk, x ,T) pour des corps
hyperélastiques linéaires .
de¢ = %4 dstj
l'existence du potentiel élastique pour des corps possédant
des propriétés de symétrie élastique doit conduire a4 une (1)

dlminution_du nombre de coefficients .
-Corps hyperélastiques anisotropes :nombre de coefficients de
rigidité se réduisent de 21 A 3 ‘ .

-81 le corps posséde un plan de symétrie les coefficients
d'élasticité sont de (21-8=13) 13 constantes.
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-81i le corps est orthotrope les coefficients élastiques dis-
tincts sont de 21-8-4= 9

REPRESENTATION DE NEWBER-PAPKOVITCH:

La représentation de Papkovitch est une manlére de repreé-
seter le champs de déplacement u solution de l'équation de
Lamé en fonction deﬁcertaines fonctions vérifiant des conditiqns
préscrites.

Considérons la représentation de la solution de 1l'éguation de
Lamé sulvante :
— -_—  —
u = B + u,
od B est la solution de l'équation de Poisson vectorielle
AB+ u £ =0 |

et Uo est un vecteur correctif .
Cherchons u, sous la forme suivante :

—_—  ——
v = grad F

Pour trouver 1l'équation & laquelle satisfait f,porfons :

— p
u =B+ grad F
—
En tenant compte que B est solution de l'équation précédente

— g T — —

Au= -y f + grad AF ; div u = div B + AF

L'équation de BELTRAMI.MICHEL devient, pour 0 < v < 0.5
— —
grad (AF +(1/2)(1-v) div B ] = 0

Il suffit d'avolir comme solution pour cette équation:

AF = -(1/2)(1-v) =~ div B (*x%x)
— —]
Evaluons A{(CM .B ), on a d'abord :
— b — — —b
A ( OM .B )=(c5kjgl+ fl:a; )=2d1vB+_‘POM.AB

d'od en tenant compte de ( ) on a :

AS




— —— —p ‘ Ly T
div B =(1/2)A ( OM .B )+(1/2)u*( oM .B )

En remplagant maintenant cette éguation dans (**) on
obtient :

—_— —_— b
A [F +(1/4)(1-v)™*(OM .B ))= —(1/4)(1-v) " *( OM .£ )

D'od en notant gue:

1 ' ' : -1
P +(1/4)(1-v) (OM .B ) =-{1/4)(1-v) B,
On obtient:

AB =y (OM.f)

et l'on a

(1]

—_—
F = -(1/4)(1-v)"*(OM .B + B,)

le terme correctif est ainsi trouvé, et la solution u
admet la représentation sulvante:
— — —_— cep

u =B -(1/4)(1-») *grad(OM .B + B,)

— s ' g ——*
avec @ AB = -u'°f ’ A BoB $# (OM £ )

Cette représentation est connue sous le nom de représentation
de PAPKOVITCH .

Dans le cas de forces volumiques nulles elle s'écrit :

—_— g —
v =B ~-(1/4)(1-v) "grad (OM .B + Bo)

AB =0 ; 4 Bo = 0

CALCUL DES CONTRAINTES TANGENTIELLES SUR LA FRONTIERE:
En utilisant la loil de HOOKE

2G o
.. = 55— [ (1-v)cxx + vsyy ] (1}

Ab



- 2G -
o'yy = o [vsm‘ + (1 v)syy ] (2)
En substituant (2) dans (1) on obtient :
2G v
ex 1-v St T %y (3)

Cette relation est un moyen de calcul de la contrainte
tangentielle sur les deux lévres. On aura sur la lévre

positive et celle négative respectivement :
+ 2G + ‘ Ll +
@ e 1-v x¥ + 1-v o;fy (4)
- 2G - v -
Y 1-v o T 1-v o;fy (3)
En utilisant les égalités :
+
+ = auu ( 6 )
€xx ax
. o,
£ = (7)

Pour le premler et le dernier point des deux lévres de la
discontinuité .
et

forward difference:

L+l i
du - Fx ) - £(x )
ax X=X i+ i
X - X
backward difference:
t i~-1
au = f(x ) - f(x )
ax X=X i i-1
X - x
difference finle centrale
au S 1¢'Sed B 163 P
ax x=__ x'\.+1 i-4




Pour les autres éléments
Cependant, pour dea éléments présentant une inclinaison
différentes, les uns aux autres, on aura un probléme pour le

calcul de :
i i i

i
o’ o’ au_ &~
X m et x = —
ax as % as
Dans ce cas on donne les formules suivantes :
i—a* i-1 i i-1 i i-1
( e lJaze = u_ cos (-3 ) + u_ sin (B -3 )
i¢1+ i+4 i i+1 i i+s
{ u )az=s’ = u_ cos (3 -1 1Y - u sin (3 - 3 )
soit donc
i; i,
8 u 9 u_ irs i i isa i i-1
o = y u_ cos (p-n8) - us cos( -3 ) |/A8
i:s i+a i i:s i L4 m
—[ u sin1lpg- p) - u_ cos{ 3 -3 ) |y48
i - i -
du 6u° i+t Y S t:s i i-1
Fx = —33 = u_ cos( 3 - f3 1) - u gin ( 3 -3 ) |/488
i:s i+d i i:l i P-4
- { u_ sin("B - ) - w cos{ B - 3 )]/AS
od

1 i i-1 i i+l i+1 i

{ -
TAS =a cos (- )+ 2a+a sin (3 - £ )

c'est la projection de la distance dans la direction §=si
entre les milleux des é&léments 1-1 et 1+1 .
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Figore -4 clement o jacliraizone differentes

CHANGEMENT DE COORDONNEES :

Pour l'étude d°un corps,definl par un ensemble d'éléments
il est plus intéréssant de travalller suivant deux repéres,en
ltoccurence, le repére local et l'autre global .

Tandis gue le repére local est propre A chaque élément,ne
donnant que les informations (coordonnées,déplacement,...)
concernant cet élément en guestion ,le second,le repére global
est lié A tout l'ensemble du corps (de la structure) et son
intérét se trouve lors de l'utilisation du principe de super-
position,d'ou l'obligation de passer du repare local au celui
global,loxrs du calcul,pour généraliser ainsi les résultats .

Ainsi et se référant & la figure ciﬂdessous,caractériéant un
élément muni d'un repére local (x,y) de déplacement u(ux,uy)
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pour lequel on veut connaitre le déplacement u(ux,uy) suivant
le repére global (x,y)

Y : cela est donné comme suit :

x|

I\ uy=uX cosf + uy sing
[

P ux=uX cosf3 - uy sing
] /" reciproquement :
Wiy

vy co3f - Wy sin B ux=ux cosf? + uy sinf3
L7

TR uy=-ux sinf@ + uy cosf?

. g & cos
G snf gig1-
De la méme maniére,les contraintes sont exprimées dans 1l'un ou
l'autre des deux repéres .(Une étude plus détaillée est donnée
‘dans la partie index )

Pour les cordonnédes :

X=(X - Cx)cosf? - (Y - Cy)sing
Y=(X - Cx)cosf3 + (Y - Cy}sinf3

Figure-2



Vi- CONCLUSION

On a pu démontrer A& travers notre étude pour les milieux
multicouches leurs gqualités mécaniques remarquables, en
mettant en évidence leurs fagons de réaglr aux différentes
sollicitations auxqueles ils ont été soumis, et cela pour un
comportement élastique linédalre et wviscoélastique 1linéaire
{fluage et relaxatlion) succéssivement.Un failt qul confirme
leurs utilisation accentuée dans les domaines sensibles de
la vie gquotidiénne.

L'utilisation de la méthode des discontinultés de deplace-
ment nous a permis 1'obtention de résultats qui satisfont les
solutions analytiques correspondantes:Ceci révéle une de plus
les caractéristiques numériques (qualité de la solution , pré-
cision, convergence,...) de cette méthode.

Enfin, on tient 3 signaler QU'en ce qul concerne la visco-
élasticité on a pas pu présenter toutes les solutions analy-
tigues par faute du facteur temps qui s'est i1llustré de
nouveau, mals cette fois ci en limitant nos modéstes moyens.
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