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— Resumeé @

Ce rapport présente la formulation de l‘élément‘ bHET
utilisé pour 1'analyse des plagques minces de formes arbit—
raire, cet élément & trois noeuds possede les trois ddl
fondamentaux, il présente différent aventages par rappot
4 d'autre éléments 1ieés & la simplicité de la formulation,

son éfficacité et son fiabilite.
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. ABSTRACT

this report presents the formulation of DKT element,
.ﬁhich is utilised in the analysislof plate of arbitfary
schapes, this elements has 3 nodes with three fundamentals
degree of freedom, it presents differents advantagess
against other elements in the features of .simplicity of

formulation, its officiency and its reliability.
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BISLIOTHEQUE — i .:cal)!
Ecele Kationale Polytechmigue

I-INTRODUCTION

La mod#lisation et 1 analyse des systémes formés de
plagues minces constituent deux activités sssentielles en calcul,
des structures rencontrées en aéronautique,construction automobile,

navale, nucléaire . . . « .

Le développement d élements finis fiables et éfficaces a
toujours constitué un sujet de recherche actif mais les difficulteés
sont telles que les progrés sont lents et couteur, les
difficultés rencontrées pour ubtenir| des éelements finis avec
cisaillement transversal (CT), ayant un nombre reduit de noeuds et
de variables nodales, ont conduit plusieurs chercheurs & formuler
des &léments trés satisfaisants " sans mode parasite et blocage en
CT "plusieurs elements finis de plagues ont été proposés A& partir
de 1968 permettant d’'obtenir des solutions numé@riques a des
praoblémes de plaques minces en accord avec les hypothéses de

KIRCHHOFF ,parmis ces éléments on a : "élément de type Kirchhoftf

discret ".

ODEN, WEWPNER, STRICKLINMN, et ses associes, et DHATT ont éte
les  premiers a proposer 1°idée d'inéruductiundﬂces hypotheses
{ Kirchhoff discréte ), les premiers résultats numérigues ont été

~obtenus simultanément par STRICKIN et AL et par DHATT.

I’ objectif dé cette etude et de présenter les .aspectg
ésgentielles de la formulation de 1°&lément DKT (discréte Kirchhoff
triangle } de commenter certains reésultats et les comparer A
d’auters elements triangulaires sur 1le plan de la fiabilité,

performances et efficacite.



Notre travail est composé de trois (0F) parties, dans la
premiére partie nous commencopns par la preésentation de la méthode
des éléments finis (MEF), puis nous alluns abordés la théorie de
flexion des plaques (type MINDLIN/REISSNER, et KIRCHHOFF/FOISSON )

dans la deuxigme partie nous commengons  par la  formulation de
1"élement DKT ouis la présentation du logiciel RE_FLEX ( Recherche
et Enseignoement en modélisation des structures FLEXibles ).

Nous terminons 1 étude par une présentafinn de quelqueé
.résultats numeriques (tests sur le DKT ) et une concluasion

générale.

[



11.FORMATION D° ELEMENTS AVEC MEF [1,2,10,11]

IT.1- INTRODUCTION ¢

la méthode des élémenfs finis représente 1'éxtension des
méthodes matricielles a 1 etude des structures continue Elle nous
permet d'etudier le comportem ent approché d’un domaine continu en
le traitant comme une structure composéde d’'éléments independants
reliés entre eux uniguement par les .nneuds. Pour traiter un
probléme par éléments finis,il éxiste en tout trois formulations

possibles.

¥ Formulation en deplacements (méthodes des deplacements).
¥ Formulations en contraintes (en forces).

¥ Formulation mixte.

Four la premiére formulation,on définit un champ de déplacement
=g} suppqsant qu'il satisfait la compatibilité des deplacements &
1"interieur de 1'dlement.Ceci en choisisant une fonction
déplacement permetfant de définir 1'etat de déplacement d’une

fagon unique.

Donc cette formulation suppose gque les conditions de compatibilité
des deplacements sont satisfaits,ce qui nous amenera & poser
les: equations d'équilibre puis les résoudre afin de déterminer les

déplacements nodaux,c’'est la "Solution en deplacements".

La deuxiéme formulation consiste & définir un champ de
contrainte de fagon & assurer 1 éqguilibre de 1'élément,puis poser
les équatiuﬁs de compatibiliteé des déplacements et les résoudre

pour obtenir les forces ( Solution en contrainte ).

La troisieme fotrmulation est wun mélange des deux autres,ce

qui a donne naissance au concept d’'elément finis hybride.

la premidre formulation " déplacements “"présente certaines

facilites par rapport aux autres ( plus grande souplésse:



facilité d’approche des déplacements admissibles ).

-
E

I1.2- DEMARCHE ELEMENTS FINIS

\

ETAPE 1: Elle consiste & choisir un systéme de coordonnées et
une numérotation des noeuds appropriése pour 1 élément.
ETAPE 2: Choisir une fonction de déplacement de tous les points
de 1'élément.
ETAPE 3: Relier les déplacements géméraux de 1 élément a ses
deplacements nodaux.
eTAPE 4: Relation entre déplacements et déformations :
{£} = [B1{&} R (I1.1)
ol £ = déformation.
é = déplacement.
ETAPE 5: Relation entre déformation et contraintes :
{ed = IDMe) — (2)
oli e = déformation.
o = contrainte.
ED]= matrice d'#lasticité.
On aura :

, {oy = [DILB1{S3 {11.3)
L'equation (3) eéxprime la relation entre contraintes et
déplacements. _

ETAPE &6: Relier les charges nodales aux déplacements nodaux

les contraintes internes {o(x,y)} sont remplacées
par les charges nodales {Fe} statiquement
équivalentes,et ces dérniers sont reliés aux
déplacements nodaux.0u voir calcul de 1'énegie de
déformation, ainsi on deftinit la. matrice de

rigidite de 1 élément par =




eTAPE 7:

eTAPE 8:

ETAFE %:

(K] = I (1% D31 [BI dv
v

(I1.4)

Assemblage de matrice de riqgidités élémentaires et

introduction des conditions aux limites.

Dn aura =

K_1{63 = {F
L g]{ ¥ iFy

Résolution " calcul des déplacements nodaux
{63 = [Kg] iFy
apres introduction des C.lL..

Relation entre contraites et deplacements.

On a =

{03 = [D1 [BI {&3 (&tape 5)

donc =

{3 = [H1 {&%3 avec [H] =

(I1.5)

({I1.46)

(D1 [B]

En génerale , la matrice [H] contient des termes en x

et v ,et relie donc les  contraintes internes en

chague point (x,y) de 1 élément aux deplacements

nodaux {&7}.

ETAPE 10:

ETAPE 11:

etc.

Calcul des valeurs et vecteurs propres.

Résolution dynamique.



11.3— CONDITIONS DE CONVERGENCES :

Les éléments ( de type déplacement ou de type mixte ) doiven!
vérifier certaines conditions afin d’abtenir une bonne solution.
Ces conditions sont :

'

II.3-A— CONDITION DE COMPLETUDE =
Elle se traduit par les deux conditions suivantes :
1- Representation des modes rigides :

Quand préscrit aux déplacements des valeurs correspondants a
un déplacement d ensemble,on doit avoir un état de deformation nul
dans 1 'élément et done des forces nodales nulles .

2- Representation des états de deformations constants :

AQuand on préscrit aux déplacements nodaux d’un élément des
valeurs correspondants a un état de deéformation constant,on doit
trouver cet &tat de déformation 4 1 interieur de 1'élément.

iI.3-B—~ COMPATIBILITE =

L95 fDnctinns de deplacements sont de continuite Cn~1 ou n

ect le plus grand ordre des dériveéees presentes dans 1l éaxpression de

1 énergie de déeformation. .
Aprés 1'assemblage,il faut qu’on ait:
— Une continuiteé énergétiquer: les forces exterieures et
interieures doivent s’équilibrer.
— Une continuité géometrique : les éléments doivent rester

juxtaposés.

II.4~ ANALYSE DES ELEMENTS TRIANGULAIRES A 7 DDL A L ETUDE DE LA
FLEXIOCN =



(wleﬂlgﬂ)
- (b
% (3) | )
Fl% (_ﬂ'\)
Ces eléments possedent 9 ddl : un déplacement transversal et

deux de rotation autour de 1'axe x et y au trois noeuds.

Ces éléméntg peuvent etre classes suivant trois modéles :

1- Modéle deéeplacement basé sur la théorie de Kirchhoff des plagues
minces.

2—- Modéles contraintes hybrides basé sur la théoprie de Kirchhoff. -~

3— Modéle deplacement deriveé de la theéorie des plaques incluants

les déformations due a 1'éeffort trancheant.

¥ ELEMENT DE MODELE DePLACEMENT

La formulation de ces é&éléments est basee sur le principe
de l'énergie potentielle 'minimale,au la compatibilité requise

impligue trois déplacements nodaux
Parmis ces éléments, on cite :

a- L 'élément appelé A proposeé par Adimi sur uwun polynome

incadblet .

_ 2 2 3 2 L2 3
Wix,¥Y) = Ty O XHC Y H+C X HO Y +C X X Yy e Ry HC oy

Cet élément ne respecte pas :




— La completude : il manque le terme Xy correspondant A mvy= const
— La compatibilité : pas de continuité entre éléments.

11 ne converge que pour un trés nombre d éléments (maillage +trés

fins).

b—- L élément proposé par Tocher appelé T basé sur un
polynome complet A ? termes obtenus en regroupant les termes en
2 2 . -

'y et ny soit @

-

- . 2 2 3L, .2 2 3
win,y) = c1+czx+c3y+c4ny+c5x +be +C?h +ca(x y4y h)+qu

Cet elément ne respecte pas :

"=~ La continuité de o (derivée normale discontinue).

- L'invariance géometrique .

La convergeance de cet element est problematigue,elle depend des

ronditions aux limites.

c— L"é&lément (zo) proposé par Zienkiwicz basé sur un champ
incomplet du troisiéme degré exprimé en coordonnées barycentriques
(coordonnées d'aire) cet eélément ne respect pas la continuite

des pentes normales (mh) mais il converge de fagon continue.

d_ L'élément T10 proposé par Tocher basé sur un polynome complet du
troiseéme degré et donc 10 coordonnées généralisées A partir
de 10 ddl (fig.Z2).

slwd
.-
48y
- A )
w
Je
i 0‘ L w)

?ﬂg (n.t)

Le degré de liberté& du noeud 10 est éliminé par condensation.



e— L'elément conforme IA propose par Zienkiwicz A& partir de
l"élément non—conforme ZO0.Malheursusement,il est moins précis que
1’élément initial.

d— L' 'élément HCT proposé par Claugh et tocher est basé sur  une
subdivision en treois triangles,dans chague sous_elément,on utilise
une approxXimation incomplete du troisieme degré &4 9 termes (soit
27 ddl pour 1 'élément complet),parmis ces 27 ddl ,18 sont éliminés
en écrivant les conditions de campatibilité entre ces sous—
éléments d'une part et d autre part par condensation de fagon a
aboutir au triangle habituel de 7 ddl. 7
La formulation implique des manipulations algébriques fastidieux et

et 1'élément est dit trop rigide.

g— L 'élément BCIZL propose par Zienkiwicz ne respecte pas la
compatibilité.

-L'élément BCIZ)1l convergence probleématique.

-1"é&lément A% derivee du BCIZI , polynome ihcmmplet.

,I1.3- TESTS DE VALIDATION ET PERFORMANCES DES ELEMENTS i

1'objectif général des tests numériques est d'évaluer les
résultats obtenus par un code de ©alcul utilisant un élement

particulier. Ces tests permettent :

~ de veérifier 1la satisfaction des critéres de convergence.
— d'évaluer la précision de 1’'élément(déplacement,contraintes,
fréquences propres,...) pour les problémes donnés.

— de verifier la bonne programmation .

Le cheix du type et du nombre de tests est trés important pour une

bonne . validation des codes .

On distingue les tests :
— avec un seul élément .
— avec plusieurs déléments (patch—test).

- avec diffaerents maillages (test de precision).




I1.5.1- TESTS AVEC UN SEUL eLl£MENT .

I1.5.1.1- MODES RIGIDES ET PARASITES :

Un eléement (de type déplacement oqu de- type mixte) deéfini
par =a matrice [K] devrait idealement pouvoir représenter
1"état de déformation nulle ou d'energie interne nulle (mode ou
mouvement de corps rigide).

Différentes possibilites existent pour vérifier’ cet aspect

parmié les quelle on cite :
¥ Calcul des valeurs et vecteurs prnp%es de [K]:

— Le nombre des valeurs propres nulles doit étre égal au nombre de
" modes rigides. En deux dimensions et coordonnées cartésiénnes,
mr=3 (deux translations,une rotation) 3 en trois,mr=6 (trois

translations , trois rotations)

- Le nombre de A nuls superieur a mr définit IlIe nombre de modes
dits parasites (4 énergie interne nulle).Ces modes parasites
doivent disparaitre aprés assemblage de plusieurs éléments pour

eviter la singularité de (K]

— Les valeurs propres de 17élément doivent etre indépendantes
du systéme de coordonnées choisi pour le calcul de [KI1 (&lément
geometriquement isotroaope).

I1.5.1.2- MODES ASS0OCIES AUX DeEFORMATIONS CONSTANMTES &

Pour respecter le critére de convergence, 1l élément doit de

plus representer exactement 1'état = de déformations ou
contraintes constantes . LlLa wmatrice (. de rigidite est
associdée a 1l 'eéxpression variationnelle (travail virtuel interne

d'un &lement deplacement ou mixte). La relation (II.B) peut etre
utilisee pour verifiar la representation de 1"a&atat de

déformations (ou contraintes) constantes.

. AD .



0f, 3 = I rB1% {03 dv (1I1.7)
v

[K] {Un} = {fint} (11.8)

— Pour un é&tat de contrainte {¢} choisi (par exemple <o>=<{1 00 . >
On calcul {fint} par {1I.7), ensuite on reésoud (I1.8}), aprés
introduction des conditions aux limites homogénes pour Eeliminer
les modes rigides.la solution {Un} obtenue doit etre compatible

ave: la solution théorigque . Et :

= I1.9
{a}cal. CR1 CEB] {Un} { )
Devra etre égale & {o} choisi.
IT.9.2- PATCH-TESTS
On peut vérifier par diffeérents tests numeérigues la

représentation des états de déformations nulles et constantes sur
un ensemble d ' éléments (patch.en anglais).
Ces tests completent ceux qui concernent un élement et leurs

objectifs sont de verifier :

~ Les étapes de la programmation relatives & 1'assemblage de
plusieurs éléments .

~ La stabilité de la soplution {uz = [K]_l{f}
ou: non existance de modes parasites (dues a 1 integration
numerigue reduite ou selective ou a la non coherance des

- champs deplacements/contraintes en .formulation mixte ).

- La capacite d'elémenits non—compatibles ou non standards a

représenter les etats de deformation constante pour

- A4 -




des maillages guelcongues.
Un patch-test peut etre é&ffectue de plusieurs
forme "B", dite cinématique,est la plus simple, elle

étaper suivantes :

a— choix du domaine =

fagons.

implique

Un maillage quelconque est choisi de fagon' a avoir

mains un noeud A 1'interieur du domaine .

= Y
Exemple 3 . ‘ 2,

TWa (w.3)

b-Définition d'un champ de déplacements U(x)

un état de déformations désirées {constantes ou non}
U(x) = Pm(x)

. Pm= polynome d’ordre m

s tous les noeuds du contnur du domaine.

UC = Pm(xc)

d— Assemblage puis reésolution du probléme
[K1{Uy = {F}

On dit gque 1'élément passe le patch- test si @

U(xi) = Pm(xi)
ou x, représentent les coordoonnees des noeuds

La

les

awut

gui traduit

(11.10)

c-Introduction des conditions aux limites ({(déplacements),

(II.11})

(I1.12)

internes

at




si les deformations caleculées correspondent aux déformations

théoriques choisies.

l.a forme "B" est adaptée & 1 évaluation des performances pour
les modes constants et non—constants (modes superieurs). La forme
"A" relative & la vérification de 1 é&tat de déformations

constantes. { la forme A est un cas particulier de B )

Dans les farmes "A" et "B" et pour des é&tats de deéeformations
constantes,il n’'y apas de sollicitations appliquees,on peut
également considerer un assemblage d’ éléments et  des
sollicitations aux noeuds du contour en a&accord avec un  egtat de
contraintes constantes: C’est 1la forme "C" du patch-test (dit
mecanique). Déns cette situation,on prend en compte le minimum de
conditions aux limites permettant d’éliminer les mouvements de
corps rigide.

I11.5.3— TEST DE PRECISION D‘UN{ELENENT :

Les performances des éléments sont classiquement évaluees en
comparant les solutions numériques obtenues par éléments finis &
des solutions theorique ‘de reéferences ou a des resultats
gxperimentaux lorsgue ceux—ti sont disponibles .

On compare par exemple 3 ‘

' - Un déplacement (fléche au centre) ou une rotation

maximum.

— Une norme en déplacement,par exemple @

Ew = J (wef - wexact) “dR (II1.13)

— Des éfforts résultants en des points particuliers.

- L'energie potentielle totale .

.




ITI.THEORIE DE FLEXION DES PLAQUES [1.:3,4.6,7,8.9]
II11.1-INTRODUCTION
*— On appelle plague un salide limitée par deux plans

paralléles distants de h est par une surface fermée normale & ces

plans.

Fiva ( “\-"_)

T

Le plan #&quidistant des deux plans est le plan moyen .
¥*x-Les propriétés de flexion d'une plague dependent en
grande partie de la grandeur de soan Epaiaseur' par rapport
aux autres dimensions de c¢ce fait les plagues peuvent étre
classées en trois groupes :
‘ - les plaques minces avec Taibles fléches.
— les plaques minces avec grandes fléeches.
— les plagues epaisses
Les plagques minces avec faibles fléches obeissent aux hypotheses:
— Le rapport de l’'epaisseur de la plague h sur la petite
dimension latérale doit étre inferieur a 1/5 .
-~ les fléches w de la plaque doivent etre faibles par

rapport & son epaisseur soit: w/1 < 1/h .

II11.1-THEORIE DE KIRCHHOFF—-POISSON

IIT.1.1-HYPOTHESES

{a theorie de kirchhoff se base sur les les hypothéses

suivantes :

- Ay -



1. les forces extérieures  peuvent considéres commes
appliquées au plan moyen et normales a celui-ci (y compris le

poids propre de la plaque).

2. ‘ la contrainte ¢_ sur tout elément parallele au plan

=

moyen peut étre negligée par rapport a o, et ay,an aura donc :

o = G (I11.1)

3. l1e2 plan moyen ne subit aucune contraction ni extention
lors de 1a flexion de la plague. Le déplacement d'un point du

plan moyven se reéeduit donc & sa seuwl composante normale w, on aura :

s~ O
(III.2)
Vo© O
4. les normales au plan moyen avant 1la flexion restent
perpondiculaires a4 celui-ci aprés la flexion, cela revient a
négliger 1'effet de :isaillemént, on aura =
sz = Vs T ¢] {II1.3)
ml
C_ mp, — -
Avant  la Llexion apres la $le'xion

Fig (III.)

II1.1.2-ETUDE DE LA FLEXION PURE

Selon les hypothéses faites, les relations de défaormations

déplacements se reduisent & :

- 16




ou

v
e, =— (111.4) e = — | (I11.7
ax - az
av ’ au 8w
£, = —— (II1.5) Yoz P + o =0 (I111.8)
y ' ay i
au av O av
Vv + (I11.6) = — + = O (II1.9
Ry ay I 62 oy 3z

On se raméne donc a un eétat de déformation plane dfapraés
" 1'équation (III.7) =

Ww=w{x , v) {III1.10)

En integrant les équatiohs (II.8) et (II.?) il vient que :

du
U= -z — -+ uo(x,y) (II1X.11)
ax
v
v = _ZTY + Vg(x,y) (111-12)
Mais selon 1 hypothése (3) de Kirchhoff U, =Vg = 0
d'ou =
dw aw
u= = Z —— at v= o~ Z

ox ay

(I11.13)

- l6-



L
x

Fig.(II1.2)

En substituant les eéquations (II1.10) et (III.11) dans les

equations (II1I.4} (IIX1.5),(III.4) on obtient :

g w
sx = -2 = (I11.14)
%
2
g Tw
£ = =z (III1.13)
2
|4 ay
. a zw
Y., = =2z (I11.16)
*Y a a
Xy

- 13-




AL e }y=-z { %k 3} ,{k} vecteur courbure

soient alors 3

5 = - 5 = kx (IIX.17)

ou kx tcourbure du plan moyen dans le plan XZ

1 a Tw
—_— = = = k (II1.18)
o

2
Y oy 4
ou ky :zcourbure du plan moyen dans le plan YZ

1 2 %o

=k, , (I11.19)
F-4 Sxéy 14

ou kz :courbure du plan moyen dans le plan XY

N.B : Une courbure est considerée positive si elle convexe vers le

bas , la fléche est negative,ceci implique le signe moins (-)

IIT.1.3—~ RELATIONS CONTRAINTES COURBURES :

"En utilisant les farmules de la loi de HOOKE generalisee

pour un état de contraintes,on se raméne a des relations entre
contraintes et courbures.

-\9-



( ox - oy)

e, = {I111.20)
"Ex
({ ¢ - v oK)
£ = Y 4 (II1.21)
Y Ey
Tx rd -
=.___Z_ (I1II.22)
ny &
Ry
ce qui donne :
Ex e&x
o, = (1XY.23)
vxExE
(1-v v+ 22 Y
(1—vxvy)
Ey ey
o = (I11.24)
14 v ExE
(1-» p J+ L 2 Y
X (1-v v )
Xy
Txy= Bxy 2’xy {II11.25)

En introduisant les courbures de la plague on obtient:

-\9-




a4 w
_(Ex axz )
o = z (I11.26)
F vxEy 8 Ew
{1-v v )+ —
(1xvyv )ayz
azw )
-{E
Y ay?
o = = = z (III.27)
Y Yytx 8 “w
(1-» v}t
Xy (1 vxvy) 0x2
a zw
% =—2 Gx —_— (III.28)

Avec :

Ex’Ey :modules de Young dans le sens X et Y respectivement.
vx,vy icoefficients de poisson dans les deux dimensions X et Y

G tmodule d'élasticité transversale.

Dans le cas d'un materiaux isotrope :

Ex =yE = E
- vx = vy = v et G = STTT0)
sous forme matricielle :
[ 1 v o} T ¢ . N
ox X
E
o = = w 1 Ly 1« & >
14 1—v 1—» Y
o L 0
z i 2 |t nyd
(I11.29)
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d ot Lt o ¥y -z [ec] € k 3 (111.30)
avec {kj=vecteur constant
III.1.4 — DETERMINATION DE L 'ENERGIE DE DEFORMATION

l1'énergie de deformation U, est donneé& par :

f
4
U=U =1 { oY { &3 dv =1j { o1t e ay
fz v Fd ~
en utilisant les relations {I1.14) et (11.30C) on aura :

u=ijv—z{k? fcl1(=2z){k3dy

u =ij 3 ek 3y e1 ok oay "
1 t 2
avev = dx dy dz =====}) ] =2J; { kY Lel{k 3 ds th z- d=z
' =z
Dot =
E h3 a 2w 2 a 2w 2 a 2w a 2w
U= e 2 £{ ) ¥ (— =) + 2v { )( )+
24{1—v) J] 2 b 2 2
'S ax ay ax dy
. a 2w 2
2{1-uv)( ) ¥ dx dy (I1I1.31)
ax 8y

I11.2- THEORIE DE MINDLIN - REISSNER

Dans la théorie de Kirchhoff ,la formulation de 1 &lément
plagque exige une continuite Cl,chnse qui est difficile a
réaliser pour formulation assez simple conduisant &4 des résultats
satisfaisants. :

La theorie de MINDELIN REISSNER permet de formuler ler éléments
tenant compte des déformations de cisaillement dues a 1°'éffort

tranchant mais qui n'éxige qu'une continuité Co.

-4-



I1T.2.1 HYPOTHESES

La theorie de MINDLIN REISSNER est basée sur les hypothéses

a— hypothese de la contrainte plane, éxprimée par:

o, =0 (111.32)

b— Lés sections planes avant deéformation restent planes

apres déformation ceci se traduit par

u = z ﬁx(x,y,z)
(I111.33)
v = Z ﬁy(HsYsZ)

3 2 rotation d'une fibre initialement normale au plan moven

3 P 3By ‘

3 i/ | X Q/

7 6, & .
o0 P > X o > Y

O  pian xz Plan YZ
~Fig(r1r1.2.14-

X On n’impose pas que 1les sections normales au plan moyen

restent perpondiculaires a ce dernier apres deformation.

c— Le deplacement est uniforme a travers 1 épaisseur de 1la
plaque.

We=w(x,y) o C(111.34)

d- les rotations sont uniformes a travers 1°épaisseur de la

plague.
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B =08 (% ,v)  (I11.35)

e— On néglige la rotation autour de 1 axe =z

)
il
<

Fig.{III.2.2)

> X
& w dw
On a = Y. = + 3 ’ Y. = —— + 3 (I1I.34&)
* a x * Y gy Y
Avec : y = déformation de cisaillement
N.B La présence des efforts internes de cisaillement font

diminuer la déformation en diminuant la rotation de 1la normale,
ceci est du au fait que les efforts internes sont developpés pour
permettre au corps d'étre dans un é&tat . le plus stable poassible

c’est a dir ayant la plus petité energie de déformation.

ITI.Z2.2-RELATIONS CINEMATIQUES

IT11.2.2.1-REL ATIONS DEFORMATIOMS-DEFPLACEMENTS

Dans la theorie de Mindlin on se donne un modale de

déplacement basé suUr la trois variables indépendantes;le

déplacement transversal w(x,y) et deux rotations Bx(x,y) at
¥a¥Y)-

ﬁy( sY

Le champs de deéeplacement s'éxprime en fonction de ces

trois variables par les relations suivantes :

1

u = z Bx( ¥ 4 ¥ ) v = Z ﬁy( X 2 ¥ ) w=w (x , v ) (I1I.37}

Le tenseur de déformation s écrit :
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H

£ =z = z =

® 3 ﬁx,x yxy

a
rgY

e = 2z = Z =

Y ay BY,Y sz
Ez =0 2/y:v: =

Le tenseur de déformation est composé :

A— D une déformation de flexion .

“x ﬁx,x
= \ =
‘{E}-isy 4[3Y’y ;
rd s
X - +
i YJ | *aY ﬁy.xJ
telr=2z2z+{%k 1}

(111.38)

(IIXI.39)

f{ kK } est le vecteur courbure

B— D une défarmation de cisaillement

I1I.2.2.2-RELATIONS CONTRAINTES—-DEFORMATIONS

En utilisant 1la 1loi de HOOK

...al...

(II1.40)

generaliseepour

un



materiaun isotrope,on obtient les relations suivantes :

o F 1 1% 0 £
X 1 e
o = v 1 &) £ (I1I.41)
Y 1—v2 4
1-2v y
T 0 G Ry
Xy L o g
sz 1 ¢ sz
=G (I11.42)
T 1 0 ¥

Yz ye

ITI.2.3-DETERMINATION DE L. ENERGIE DE DEFORMAT ION

L'énergie de déformation est donge par =

L t
U= —- J { ot { £ 3 dv
v
2
1 Hodtter, +1o3 s nav=u +u
U= v f ¥ T AL ¥ f c
2
(I1II.43)
Uf : Energie de déformation de flexion.
Uc : Energie de déformation de cisaillement.
ITI.2.3.1-DETERMINATION DE L ENERGIE DE FLEXION
1 + 1 t
Uf = — {cr}f {e} dv = {2y, [c] {3 dv
2 2 f

EN utilisant les relations precedentes on aura :

T




h

2
[ I =2 [cl dz ] {k3idx dy
7 h
2
t
o ﬁx,x
v i Q 3 dx dy
11— YV
0 Q +
Yo ¥ 2 ﬁ“sY ﬁY:“
E h3 P 2 1—v 2
U= —— bt 3 +2 + + dx d
a1l By )72 By Byyy T By oy ™ By ) X Y

(I11.44)

III.3.2.2-DETERMINATION DE L ENERGIE DE CISAILLEMENT

J, - .U
On a : u = {o}_ {y} dv = —— :
’ c v € 2 si Jh

| 2
L
2
soit . tgqy = J fo} d=z
c
_h
2
_ 1 .
D'ou U= — {d} {yY dx dy
(o
2
Pour pouvoir déterminer g on doit adapter une certaine

distribution des contraites de cisaillement a travers 1 epaisseur

de la plaque.
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si {o} = {const} , {gq} = h {c]t{y}
D'une facon génerale on a : {g} = [c}y {r7

avec 3 [r]y =k h [c]C ot k est un facteur correctif dépend
du choix de la répartition des contraintes de cisaillement.
Ainsi l'énergie de cisaillement peut ce mettre sous la  forme

suivantes :

1 ¢ 6 h k 7,2 i 0 .
=— ] {33 tC]Y {3} dy dy= — T - dx dy
2 2 o 1
?Yﬁ sz
E
Four un matériau isotrope : 6 =
2(1+v}
E k bh o -
D’ ou u = — [ w  + 8, )7 +(w +p ) ] dx dy (111.45)
S a01+0%) Js ’ Yoy
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V= FORMULATION DE L ELEMENT DKT [ 1.2,5]
IV. 1~ INTRODUCTION

La recherche internationale sur la, formulation d’'éléments
finis de plaques et 1 évaluation de leurs performances a #té depuis
1965 et encore 1992, une des plus actives dans le domaine du calcul

des structures par éléments finis.

Les caractéristiques essentielles des théories de plaques,
dites du premier ordre, communément associees auM noms de REISSNER

MINDLIN (plaques epaisses) et de KIRCHHOFF (plagques minces).

LEs difficultés rencontrées pour obtenir des éléments finis avec
cisaillement transversal (CT)y ayant un nombre reduit de noeuds et
de variables nodales, ont conduit plusieurs chercheurs & farmuler
des eléments trés satisaisants (sans mode parasites et blocage en
CT) parmis ces éléments on cite : les glements de KIRCHHOFF sous

forme discréate.

UDEN,WENPNER,STRINCLIN et DHATT [1,5]1 ont été 1les premiers
des 1948 A proposer 1°%idee d'itroduction des hypothéses de
 KIRCHHOFF sous formes discreéte pour pallier aux problemes posés par
la formulation d &léments simples et conformes basés sur la théorie
des plagues minces de KIRCHHOFF, les premiers resultats numeriques

ont ete cobtenus simultanément par STRINCLIN ET AL =2t par DHATT.

IV-2— FORMULATION STANDARD DE LA MATRICE DE RIGIDITE

Pour les plaques minces,les déformations de cisaillements et
donc de 1 'energie de cisaillement UC sont negligéables par rapport
4 1 'énergie de flexion Uf la matrice de rigidite de 1'élément DKT
pour 1l analyse des plagques minces est basée simplement sur

1'éxpression de 1 'énergie de défcrmation..

Uf = I [K]t [Df] CE 1dx dy (IV.1)
A
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L équation (IV.1) ne contient que les premiers dirivées de Bx
et By et il est relativement facile d'établir des fonctions

d’'interpolation qui satisfassent la compatibilite exigee.

Puisque ﬁx et ﬁy sont des variables de 1 'équation (IV.1)
il est necessaire de lier les rotations de la normale au plan
maoyen et le deplacement traﬁsversal w {qui n apparait pas dans
l1'equation précedente (IV.1l) ceci peut se lfaire avec les

considérations suivantes :
a- L'élement triangulaire doit avoir que 9 ddl qui sont
le déplacement transversal w et les rotations ay et SY aux

noeuds situés aux sommet du triangle .

b= 1la solution du KIRCHHOFF &tant connue (pour les plagues

minces) les rotations nodales doivent &tre :
& = 4+ w : et g = - oW
‘c— Les elements modéles des plagues minses étant gouvernes
par la théorie de KIRCHHOFF , 1les hypothéses de cette théorie
ﬁeuvent ¢tre imposées a n importe quel point discret de 1la plague .

d— la compatibilité de Bq et By ne devra pas &tre perdue .

La formulation de 1 'é@lément DET presenté dans [3] 2st basée sur =

1~ 1les rotations ﬁw at ﬁy varient guadratiquement sur 1 '&lément
n n
3. = Z N, 3 . B =X N, B . (IV.2}

ou Bxi . ﬁyi sont les valeurs nodales aux sommet et aux milieux des

cotés du triangle (voir fig.V.1) ’.Ni(f’n) sont des fonctions de

formes qui sont en fonction des coordonnées barycentriques # et n .

~d9.



3
(0.1)
Y
S ¢
» » F
A . 2
(0,0 (1,9)
Fig.W.1 — élément de reference pDQF‘DKT
N, = 2(1-£=1) ( 5 ~Z-n) N, = 4f
1 < N = n 4 n
N2 = E(28~-1) N5 = 4n(1-¥-7n)
N, = n(2n-1) N, '= 4% (1-£-n)
(IV.3)
2- 1'hypothese de KIRCHHOFF aux noeuds sommets :
. =8 . 3. =3 . 7 i=1,3 (IV.4)

i yi yi ®i

3~ L hypothése de KIRCHHOFF aui noeuds milieux sous la forme :

_ (IV.5)
Bsk w,sk

ou s represente la direction du coté dont kK est le milieu avec
k=4,5,6
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En considerant une variation cubigue de w(s) le long du cotée [5].

= 1
W == e {w.-w.,) - {w . =W .} ' (IV.46)

Sk lij i 4 251 ,si

k est le milieuw du coté ij de lbngueur 1ij

4— Une variation lineaire de ﬁn est imposée le lang des coteés .

1 1
By = o By = Bnst = - - (w,ni + w,nj) (IV.73
;"
» Ub:‘as) |
w1
A dad
>X
C A
Fig.(IV.2)~ GEOMETRIE POUR DKT
' 1// 2 2 ‘
Lig T Uiy Ty )
iy T % TR Yi; T Yi T Y
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¥ = - & .. = - &
"5 ij Y5 Yy Yij
Yij i
€ =cos y;, =~ s = sin y,. =
) 1
ij ij
+ x K, o+ oy,
*y 3j ! i Y
X, = v =
- b
k 2 2

Flusieurs techniques peuvent é&tre utilisées pour obtenir les

expressions de Bx(f,n) et Bytf,n) en fonction des variables

nodales {un> et pour obtenir la

Yy 1791581 9%3: 9,050 52 W0 P, 208, <)

Les rotations ﬁs et ﬁh sont relides & ﬁw et ﬁy par :
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B, c -5 e '
L - n (1v.8)
IE s c r
au c=cos(x,n. . ) ‘ ‘ 5=sin(x,ni )

ij 3

En utilisant les équations (IVv.2)—-(IV.B), on obtient ﬁw et ﬁy H

ﬂx=Hx(fsn)Un

(IV.?)

t
By, = A, €8 . m ).y

ol Hx et Hy sont des vecteurs & neufs composantes,
ces composantes sont fonctins de Ni si=1,6, et les coordonnéees des

noeuds .

[ Hey = 1.5 a, N, - ag Ng )
Hyp = bg N5 — b, N
Hes = Ny = 65 Ng — g Ny
Hog = 1.5C a, N, - a, N_ )
1 Hxs = Bg Ng = by N, (1V.10)
Hig = Na = g Ny — 54 Ny
Hyz = 1-5Cag Ng —a, N )
Heg = By Ng = b5 Ng
| Mxg = N3 = 54 Ng = By Ny
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vl 6 6 b5 B
Hyz = --N1 + 95 N5 + Eé N6
Hy3 =7 sz

= =9 -
Hy4 1.5¢C d4 Nq db N& )
1 Hy5 = --N2 e, N5 - e, N4 | (IV.11)
Hyb =T sz
HH7 = 1.5¢( d5 N5 - qb N6 )
Heg = 7 Ng * 8, N, + eg Ng
g Hx? = _sz
Avec :
%,
1)
a, = -
K 1. .
13
S Klj Yi;
b = =
k 3 1<,
13
2 ., .2
Xij P le
c —4
k 5 12
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_ + (IV.12)
d = -
k
ij
2 w2
Yii T < ¥yj
e, = >
k 4 17 .
13
1_? = x.? + y.%
ij ij ij
ou k=4,3,6 pour les cotes 1i3=23,31.12 respectivement
L°evaluation de 1la matrice de rigidité suit les procedures

standards de la

On a

[ t t |
YEI Hx,f Yio Hx,n
1
t t
B( ) = —— - Mo - X, H
am oa 31 vy, 12 " mym
t t t t
i * o3y HoE ¥ gz x,n+ Y 31H Va4 12H Y7 |
b3 = I
et 2R S Mzy Yo T Fya Yy

Des relations

-3S -

(IV.10) et (IV.11) on obtient [3]

methode des éléments finis.




Yl

b4 B

t&(l—EE} + n(tﬁ—tbl
1+ rbtl—zf)"n(r5+ré)
—qé(1—2£) * n(q5+q6)

*t6(1~25} + n(t4+t6)

-1 + ré(1"253 + pir, —r, )}

4
“q6(1~26) - n(q4—q6)

AR

N =)

—n(q4—q5)

p6(1~253 + n(ps—pbl
qb(l—zﬁ) - n(q5+q6)
Fb(l—ZE) - n(r5+rb)
—p6(1~2£) + n(p4+p6)
Fe(1=28) + nip,-p,)
+r6(1~25) + n(r4—r6)
“n{=p,+pg)
n(q,-qg)
-n(-r

4+r-5)

&

- 4 +&H{E+n)

+ 6F — 7




-
Pg(1-2n) + §(pg—p,)
q5(1—2n) - E(q5+q65
r5(1—2n) - E(r5+r6) —.4 + L4(E+n}
Tipg*p,)
Hxsn = n(a,-q,)
L lr —r)
—f(p4+p5) + p5(1~2n)
fla,-ag) * g5(1-2Zn)
r5{l—2n) + E(r4—r5) + an - 2
-
t5(1—2n) + f(tﬁ“tb)
r5(1—2n) - E(r5+ré) + 1
~q5(1—2n) + E(q5+q6)
it +t,)
Hv,n = n(r4—r6)
—E(g,a,)
“Elt,rtg) + b (1-2n)
E(r4—r5) + r5(1~2n) - 1
] —ag(1-2m+ £ (q,-q.)
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Avec :

ij
Pr = 7 - =63y
17
13
&Yy
tp = - - = § dk
|
13
= 15 yij
1.
13
2
Yy
r -
k
12,
13
k=4 , 5, 6 pour ij = 23 » 31 ;12 respectivement.

La matrice de rigidite de 1‘élement DKET devient :
i 1—,m

_ t
Kip = 2 A B" D. B df dy

g aQ

Four [Df] constante, [K] est obtenue exactement avec 3 points
d’integration de HAMMER [1].
Lorsque les variables nodales‘{un} sont connues,on peut evaluer les

courbures les moments et les contraintes planes par =

-3%-




My = [Hf] ik}

ik} = [B] {Un}
+ t
Tl ynaz)y = z[HI{K} ave z = —  — sur les faces
kY = < 2 + }
Tk ﬁx,x By,y (Hsy Bst’

Sur les cotes ou aux sommets, les contraites sont discontinues d’un
element & 1 autre.les effarts tranchants peuvent é&tre obtenus

en utilisant 1les équations d 'équilibre =
M + M
H MgH HY , ¥

k| i '
HYaY YaY

ou Tx et Ty sont constants pour DET.
Les contraintes de CT sont &galement obtenues a partir des

équations d'équilibre en contraintes.

Q
=
]
Il
t
—y
‘ ~!Q
-+
Q
*
g
-
~
R
]
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¥ REMARQUES

1-les variables nodales de 1 élément DET sont celles
d’élément de type de KIRCHHOFF "pur" permettant de satisfaire les
conditions aux limites de type KIRCHHOFF.

2-1"hypothése de KIRCHHOFF est satisfaites en tous point du

conteur

J—aucune interpolation de w n'est necessaire & 1 interisur de

l"elément pour le calcul de [K]1 w varie cubigquement de facon

" independante le long du contour.

4-la convergence suivant la solution classique des plagues
minces est verifée parcque 1'énergie de déformation de cisaillement
est neglig$e et 1 hypothése de KIRCHHOFF est satisfaite 1le long

dez frontieres de l'eélément .

J- Lorceque cette formulation est appliguée aux poutres
planes,la matrice de rigidité exacte de 1la poutre est retrouvée

(avec un pelynome cubique w ).

-b-cette formulation peut étre facilement etendue pour obtenir
des elements quadrilaterals A& 12 ddl (élément QOc) et d autre
eléments polygonals.




V- PRESENTATION DU LOGICIEL RE_FLEX [ 1,.2]
V.1- INTRODUCTION

Nous présentons dans cette partis un logiciel simple et
modulaire, Il peut servir de base aux chercheurs gui pouront
l'utiliser et . 1e modifier facillement- pour tester dé nouveaux
elements o de nouvelle méthodes de résclution.Ce - logiciel
RE-FLEX (Recherche et Enseignement zn modélisation des structures
FLEXibles } est écrit en fortran et possede une  architecture
ouverte, modulaire et extensible. il peut facilemesnt étre implanteé

et exploite sur micro grdinateur ou station de travail.

Dans ce gqui suit nous décrivons differants aspects de
1*architecture du logiciel RE-FLEX et son mode d utilisation, nous
fournissons la liste des instructions des différents modules -
aquisation des données, calcul des sollicitations reparties,

résolution lineaire, calcul de valeurs et vecteurs propres.

V.2~ CARACTERISTIQUES D'UN LOGICIEL D'ELEMENTS FINIS :

En toute geénéralité un logiciel d'éléments finis contient :

N
- une structure de répresentation des donngées assocides a la

description d'un probléme et & la résolution.

- un ensemble de sous—programes avec une structure d'enchainement

pour effectuer la lecture et les opérations de calcul.

La figure (V.1) nous montre 1 enchainement des différents bloc.

<4t




!

/

lecture,verification,organisation des données

lire et imprimer:

¥ les coordonées des noeuds
les connectivités des élé ments
les parametres physigues

les Eallicitatinns

MW W M

les conditions aux limites

Conétructian de [K] et {F}

pour chaque élsament :
¥ extraire toutes les informations
¥ contruire de'{k] et {f} elémentaire

¥ assembler [k] et {f} dans [K] et {F

Resolution du systémes d’équation

¥ modifier [K]1 et {F} ——— »cl
X Factoriser [kK]

¥ résolution "calcul de la solution

Impression des resultats

¥ calcul des variables additionnelles

¥ impression des résultats

 Fig (V.1)
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V-3“CARACTERISTIQUE DU LOGICIEL. RE-FLEX

1~ Sa structure hermet d'enlever ou d’'ajouter des modules :
on peut ne retenir gue quelques modules pour 1 initialisation &
la méthode des éléments finis ou, au contraire, en ajouter pour

d’autre applications.

2- chaque quantité est representée d'une maniere distincte

dans la base des données.

3- durant la lecture des donn#es aucune manipulation n’est
effectuée pour préparer les tables et pointeurs associes aux
modules de calcul. Nous pouvons utiliser différents type de stokage

et méthode de résolution :"matrice pleine, ou ligne de ciel ".
4— il est facile de modifier la méthode de résolution, les
conditions aux limites, les coordonnées, les connectivités, car

chaque entite est représentee indépendament.

Nous signaluns gue toutes les quantités importantes (scalaires

et tables) sont regroupées dans differents "common ', il est facile
de .creer un fichier groupant 1la déclaration des tables et
d'utiliser une instruction de type ‘include fichier °* dans 1le
programme principal et dans les sous programmes (en notons que

toute modification d’'allocation nécessite une recompilation du

logiciel )

V-4 — ORGANISATION GENERALE DU LOGICIEL RE-FLEX

Le logiciel RE-FLEX, écrit en fortran 77, est constitué d’un
ensemble de modules, chague module, exécutable par une commande,
represente par un enchainement des sous—programmes pour effectuer

différentes opérations. -
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— V.4.1- ENCHAINEMENT DES BLOCS FONCTIONNELS :

lLe programme principal enchaine 1‘'éxecution des blocs
fonctionnels sous le controle de 1'utilisateur, en appelant

les sous—-programmes cotrrespondant a chaque bloc.

pragramme principal

lecture du nom du bloc a executer

I imag I comt

a
u
rt
n
mn
Q
ot
-y
o
1
|
=
<
bl
[
o
o
~
3
a

v

imag : impression des données
comt lecture des commentaires

data

lecture des données é}éments finis

solr : calcul des sollicitations reparties

linr : résolution du probleme statique lineaire

valp @ calcul de valeurs et vecteurs propres par iteration inverse
avec orthoganalisation par GRAM-SCHMIDT

dyna”: résolution du probléme de dynamique des structure

stop : arrét du programme

V.4.2- ALLOCATION DES TABLES :

l1’allocation d'éspace est effectuse en choisissant des

dimensions fixes pour toutes 1les tables. differants parametres




globaux et tables sont définies dans les fichiers param.inc,
common.inc gqui sant communs A 1'ensemble des SOUS—pProgiranmes.
V.4.3- DESCRIPTION DES DIFFERANTES COMMANDES

t

1- COMMANDE IMAG

Impression de 1’ensemble des données du  pbobléme fournies par

1'utilisateur.

programme principal

call blimag ======> subroutine blimag

2= COMMANDE COMT

Lecture et impression des commentaires décrivant le probleéeme.

programme principal

) : call blcomt s======3 subroutine blcomt

3— COMMANDE DATA

cette commande permet de lire toutes les données d'un probléme
d'éléments finis, plusieurs sgus—programmes sont appelés  pour

créer differentes tables associes a4 la description du problemes.

‘programme principal

-

call hldata

subroutine bldata

lecture des données
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call rdvcor{..)
call rdkdlnc(..)
call rdprm(..)

call rdknec(..)
call rdtpel(..)
call rdprel(..}

call rdclim{..}

- call rdsolc{..}

4— COMMANDE SOLR

caordonnées (vcar)

ddl par noeud (kdlnc)

proprietés nodales (vprn)

connectivités {(konec)

type de 1 'é&lément (kprel)’

numero de groupe (kprel)
proprieétés par groupe (vprel)

indice (kclim) et valeur

des cl (vclim}

sollicitations concentrées

Cette commande permet de construire, par assemblage le vecfeur

des charges equivalantes dues aux sollicitations repartigs pour

tous ‘les types d éléments utilises,

programme principal

call blsolr

subroutine blsolr

call exsolr

subroutine exsqlr

call ipit(..)
call elemlib(..}
call tkone{(..)
call tvocore(..)
call tvpree(..)
call elmiib(..)

call asfe(..)

‘initialisation des paramétres

table (kone , kdle}
table (vcore)

table tvpree
calcul de vfe

assemblage de vfe dans vfrg




35— COMMANDE LINR

Cette commande controle les

probléme lineaire.

EVEG] x {U} = {VFG} soit

programme principal

call bllinr

subroutine bllinr

céll exlinr

subroutine exlinr

operations pour résoudre un

[L] % D] * [S]1 x {U} = {VFG}

call maj sollicitations concentrées dans vfg
call maj sollicitations réparties dans vfg
call asln assemblage de vkg

—call elemlib(l,..}
—call tkone(..)
=call tvcare(..)
—call tvpree(..)
—call elmlib(2,..)

—-zall aske(..)

call modkg(..)

call kfacmp{..}
call solmp(..}

tall movecl(..)
call prtsol(..)
call grad

- 4% -

subroutine aslin

initialisation
tables (kone,kdle)
table (vcore)
table (vpree)
calcul de [vke]

acssemblage de [vke]l dans [VKG]

conditions aux limites
triangularisation de [VKG]
resclution

reintroduction des cond.lim.

impression des résultats




subroutine grad

call elmlib,tkone,tvcore,tvpree(..)

call elmlib(..) calcul des contraintes

call reac

. calcul des
subroutine reac

reactions

call elemlib,tkone,tvcore,.tvpree(..)
call elmlib(..) calcul des forces internes

call asfe(..) assemblage de vfe dans vresg

X fin du boucle

6= COMMANDE VALP

Cette commande controle 1les apérations pour obtenir ivalp

valeurs et vecteurs propres.

(VEG] x {U}

]

[vmgl % {UJ} X lamda

si linverse de la matrice nexiste pas on peut utiliser un décalage

pour la rendre non singuliaire.
X-DECALAGE :
[VKG] = [VKB] - decale % [VMB]

lamda = lamda — derale
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*Xx—ITERATION INVERSE :

1 i

cuts = k17t ox My 2 0t

(<u'> x [K1 % {ul3
lamda =

<> x M1 x ¢ul3

¥*x-0ORTHOGONALISATION DE GRAM-SCHMIDT :

{v) = {uy —cl x {vl} -~ 2 % {v2} .....
€l = <v1> % [M1 x {u?}

{v}
v -_

<vr X [M] % {v}

programme principal

call blvalp

subroutine blvalp

call exvalp”

subroutone exvalp

call askg, asmg, kfacmp(..)

call vpinv valeurs et vecteurs propres

subroutone vpinv
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= ¢gall init

- call matvec

- rall scal

- ¢all gram, scal,solmp, scal,
matvec, scal(..)}

7— COMMANDE DYNA :

Cette commande controle les opérations pour obtenir la solutinp

temporelle d'un probléme de dynamique.

[K] % {U} + [M] ¥ {U} = {F3

lLa mé&thode implicite de NEWMARIK est utilisee pousr la

descreétisation dans le temps, si l1'on ne tient pas compte de

1’ amortissement.

E (M) =% (dt ¥ dt/4) x [K] 1 x {U(t+dt)} = {R}
avec @ ' . \

iR} = (dtxdt/4) ¥ {F(t+dt)} + [M] % {({U} + dt %X fvitg} +
(dt ¥ dt/4) x {vaccg})

{vaccg{t+dt); = - {vacecg(dt)} + {4/dt ¥ dt) ¥ ({u(t+dt)} -
fult)—dt % {vitess(t)})

{vitg(t+dt) = {vitess(t}} + dt/2 % (vaccel(t)} + {vaccel(t + dt)?3)

L’enchainement des opérations de la commande DYNA est le suivant:

praogramme principal

call bldyna

subroutine bldyna
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call exdyna

subroutine exdyna

call maj, maj, 1lirsol, movecl, maj,
asdyna, kfacmp, salmp, acevit,
move , prtsol(...)

8- COMMANDE STOP

cette commande permet de terminer 1‘exécution du logiciel,

c’est la derniere commande .

— cette commande est ohligatoire

V.4 -DESCRIPTION DES DONNEES DU LOGICIEL RE-FLEX

LIGNE FORMAT VARIABLE LUE COMMENTAIRES
1 ' 2A10 finp, fout fichiers de resultats
et de données
2 - A4,8X,2i9 imag,mglob,melem image des données
3 A4,6X,21I5 comt ,mglob,melem cmmmentaires_
4 00 .
S Ad,6X,218 data,mglob,melem| données éléments finis
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& 9x,A4,1X,10I5 coor,ndim,nnt,

ndin,idlvar,nprn

7 BF10O X , Y , Z coardonnées
nnt lignes
? SX,.A4 DLPN - facultatif
10 16135 KDLNC " facultatif
NNT/16 lignes
11 DX A4 PRND - facultatif(pp.nodales)
12 8Fi0 VPRN(nprn val.) facultatif
nnt lignes
13 9X.A4,1X,1015 |elem,nelt,nnel,

ngprel ,nprel,

ntypel,itypel

14 1615 konec connectivités
15  '5x,A4 | TYPE facultatif
16 1513 KTYPEL facultatif
17 2X,A4 PREL # groupes de pp.élément.
18 1615 KFREL. facultatif
NELT/1&6 lignes
19 BFlo;O VPREL pp.pour chaque groupe
20 —5X,A4 COND | conditions imposédes
21 10I1,7F19Q.0 ICap valeurs de dd]
22 16i5 kvec—kclim |imposés(numeroc des noeuds

fin par -1
23 00

24 5X.A4 sal..C facultatif,soll.conc.
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25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

34

36

37

38

7F10

1615
fin par -1
A4,6X,. 2158

A%, 6X,215

315,3A10

A4,6X,215
215 -
2F10.0
AB,6X, 215

15
2F1o7o'
15,2F10.0

00

" A4.6x%,215

vi(i),(i=1l,ndln)
KVEC
solr,mglnb,melem
linr,mglob,melem
nonsym, igrad,
ireac, fsnl, fgrad
freac
VALF,MGLOR, MELEM
nvalp.niter
decale,emax
DYNA, MGLOEB ,MELEM
nansym

tfcg,tfrg

NFAS, DPAS, DFG

stop

sollicitations
numéro des noeuds
spll.reparties

pb.lineaire statique

valeurs et vecteurs prop.

dynamigue transitoire

autant de lign.que de pas

arret de 1 execution
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V.42 ¢

Exr.mple :

chhlér

Des donneey

g EXEMPLE D°UTILISATION DE RE_FLEX 1.0 3

ELEMENT DKT

imag
tomt ‘
AR élément DKT -~ élément type 7
Xx¥ soll.conc.=1 au npeud 3 et -1 au noeud 2
kX% influence de la distorsion geometrique
XK
X S, 4 x
xx REKAKHKKKERK KRR KR KK
L $ ¥ *
Xk X
xx X , %
*% L2222 2225523333237
L $ 4 1 2
kX t.l la plaque est encastrée (cote 1-4)
data (4] o
coor 2 4 3 0 O
0 ‘o .
() 0
- i
o '
elem .2 3 1 10 1 7
1 2 3
1 3 4
prel
i 10060000 0,25 o]
0.05
cond
111 . (o 0 o)
1 4 -1
solc
- ""ll
2
1.
3
solr
1inr &) o
¢ -0 0
stop O 0




CONCLUSION : AVANTAGES ET INCONVENIENTS DU LOGICIEL RE_FLEX
1- AVANTAGES -

I- Sa structure permet d'enlever oo ajouter des

modul es

2~  Chaque quantité est représentée  d’yne maniere

distincte dans la base des données

3= On peut changer la taille des  tables selon 1a
tlasse des différentsg problémes par 1’édition des
fichiers -“PARAM.INC- et  "COMMON.INC’,il suffit
ensuite de recompiler tous lecg sous—praogrammes du

logiciel.

4~ 11 est facile de modifier quelgues subroutines
(méthode de résclution, les conditiong aux

limites.....)

2= INCONVENIENTS

”~ 1- Allocation d’'espace pour différentes tables est

statique.

2~ on ne peut Pas introduire les conditions aux
limites de type =
6k = o X 61
3— fichier de dennées compliqué d'ou 15 neceéssite

d’introduction un mail leur antomatique,




VI. RESULTATS NUMERIQUES

De nombreux problémes académigues et pratiques ont é&té
traités pour mettre en évidence les caractéristiques de 1°‘élément.
DET afin de traiter les problémes lineaires statiques et dynamiques
{vibrations libres} gt de flambement. Ces caracteristiques
incluent notamment 1"influence de 1a distorsion, 1la vitessel de

‘convergence, la pregision dans le calcul des contraintes.

V1.1~ PATCH-TEST :

Afin de s assurer de la compatibilit® des variables
essentielles et de la bonne représentation de 1'état de déformation
constante on peut solutionner les probleémes dits du patch—-test, et
impliquant un nombre réduit d'élément DKT.une bonne programation de
la matrice de rigidité doit conduire 4 fournir pour le probléme

decrit dans la figure (VI.1) A des moments Nx’ M, M egaux A

Y Ry
1"unité en tout point du domaine.

Il est A noter que 1 élément classigque BCIZ1 conduit pour le
probléme de la figure(VI.l) A des résutats érronés Jusqua 30 %L ,cet
élément ne devrait plus étre maintenu dans les codes de calcul

actuels.

D"autre part on peut s’'assurer en calculant les valeurs
propres des matrices de rigidit®d de DKT et pour une large

variation de 1/h qu’'il n éxiste que trois mouvement a energie nulle

Ty

O
Tb C.l. W:o oux noeuds 4,1}
da ulb 3 a
v f‘ Hx-b ») ” 1|’5
- M’_:-‘Q o’ , ’l;l'l
s . AL
Mysz @ ~ ¢ !
A
“ (3 1%) M:=¢ o B
a. - u.\ I\ P-..l [ 77 .I'W.Ud 3
3 X [
_%I - Ao 2 !
irb . b

. F\g {w.1) .
I . .
Resaltate, M, : My = Mgy 24 en Fouk \,ow\‘r du domadine
Pout a: 20, b:z40, €z 1000 hz1eb Jz0.3 W2 22.4%
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VI.Z2- TEST DE ROBINSON :

ROBINSON a proposé dés 1978 une serie de tests qu’un
élement devrait subir avec succeés avant d étre integré dans un code
de calcul aux applications industrielles. Ce test, consiste &
etudier le comportement d'une‘blaque rectangulaire de longeur L
encastree le long d'un petit coté =t 5uumié & 1l'extrimiteé libre
soit & deux charges concentrées de direction opposee et egale & 1,
soit & deux cdbles concentrés My = 1, la plague est discritisée par
deux éléments triangulaires (fig VI.QJ‘Et {fig 1IV.3).Les planEE
travaillent en flexion-torsion, on a. etudier le comportement de
i1'élément DKT en 1le cbmparant a d'autres eléments triangulaires
compatibles tel gque :HCT, HSM qui sont pries directement de C1l.
on a observer que 1'élément DKT conduisait & des résultats
trés proches de la soclution de référence (benchmark) pour
lés deux maillages (orientation (A) et 1'orientation(B)),En
particulier, les éléments compatibles HCT et HSM ne fournissent

des resultats corrects gque pour L < 2

3 Y4
4
./
4
o .
< é 4‘8(\“.2_4)
/
) A L A
[ Ws 0, = Q:s aux  npewds 4 oty
Pz 4.0 au  ‘ngeud 3
P;l -1.0 V -3 n“u:d' 2,
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VI.3- TESTS DE PRECISION
VI.3 1- PLAQUES CARKEES :

Différents problemes de plaques carrdges et rectangulaires
ont éte analysées avec 1°'élément DKT, pour ,différentes conditions
aux limites =t pour différentes sollicitations. Les figures (VI.3),
et (VI.4) concernent une plaque carrée simplement suportée
sous charge concentrée gt pour une plague encastrée SOuUs
charge concentrée et uniforme.Les resultats obtenus avec DEKT
pour troix orientations possibles (DKT(A)y, DKT(B) et DKT(C))
sont comparés A& d’autre éléments triangulaires a4 9 d.l1 comme
HCT, HSM et BCIZ1. sur les figures (VI.S}), (VI.bhbuébt
(VI.#) nous donnons le pourcentage d'erreur sur la fléche au
centre en fonction du nombre de division N par demi-coté pour
N=1, 2, 4 an ocbserve une convergence monotone de HCT et

DKT (HCT étant un modéle déeplacement compatible),

On observe également une influence forte de 1‘orientation

du maillage avec les éléments DET et HBM .

rY
®
A 8
- c 2 > X
L

Fig(VI.3%- PLAGUE CARREE
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N

2 (1/4 de plaque)
A : % A 3 AL -3

(A) : ' {B) (C)

Condition de symetrie :

Bx = 0 sur CA
ﬁy =0 sur CD
Encastrement :
W = Bx = ﬁy =0 sur ABD
Appui simple 3
w = Bx = Q sur AB
w =10 =0 sur BD
b4 :
VI.3.2- PLAQUES LOSANGES "RHOMBIC"
Nous avons analyseés une plague biaise “rhombic®

{voir figu?e (VI.8Y) la plaque est discrétisée en élément DKT (A,B
et C ) et scoumise a une force uniforme d’intensiteé (g = 1) on a
remporteé les resultats dans les tableaux (VI.1), (VI.2) et (VI.3)

Lé figure (VI.9) nous donne le pourcentage d'érreur sur la
fléche au centre de la plaque en fonction du nombre de division N

une convergence monotone est observée pour les trois orientation.

N.B on voulait comparer 1‘élément DKT A d’autre; élément
triangulaires (HSM,HCT....) mais malheurekement nous ne disposons

pas de solution pour ces éléments,
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g = 0.26066 psi
E = 105 .E+06 psi X A
h = 0.125 psi
v = 0.3
L = 12"

Fig(VI.8%: PLAQUE LOSANGE "RHOMBIC"

ENCASTREE ( orient.-A’)
11 13 15 21 23 25

1X 1 0.2125 —— |0.6856
2 x 2 |0-0303 10.0705 10.1483 [0.1215 }0.2231 |0.3460
4 x 4 |0-0228 10.0582 |0.1277 |0.1189 |0.2111 |o.32s4
Q_Exn__p-ozz 0.056 0.129 o;i21 @-204 0.294

tableau (VI.1)- Resultats numeriques (orientation "a")
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11 13 135 21 2F 25
X _ C.1202 0.3201
X 0.0166 G.0444 |0.1005 0984 Q.1689 0.25468
X 0.0191 0.0518 70.1161 0.1170 0.1978 0.2960
tableau (VI.2)-— Resultats numériques (orientation "B")
11 13 15 21 23 25
X 0.01786 [0.04674 0.1435 0.1207 0.2153 0.3395
X 0.01991 (0.05526 |0.1244 0.1171 0.2008 03052

tableau (VI.3)- Resultats numériques (orientation "C")

VI.3. 3-PLAQUE CIRCULAIRE

Nous avons analysés une plague circulaire (mince)
pour les deux cas de conditions aux limites ‘“encastrée et
simplement suportée”, les resultats obtenus sont ®€portés dans 1les
tableaux (VI.4), (VI.S) et (VI.&) gour de deux cas de
cunditions aux limites.

Dn a E@porte 1 érreur sur w_ (deflexion du centre de 1a
plaque) en fonction du nombre d-° éléments (voir figure(VvI.190) on
remarque que la solution obtenue avec 1 é&lément DKT tend wvers la
solution théorique lorsgue le nombre d° éléments augmente (finesse

du maillage ).
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[
E = 19.92 v 4
v = 0.3
g =1
h = 0.1«
R =5 C s X
) Fig(VI.114~( 1/4 de plaque circulaire)
( 24 éléments )
Nbr D élts wc:p.entastrée wc :p. appui simple
1 . 103480 21540
2 11380 314460
L) 10250 3180
24 10120 I7P00
solution B782.7 39831.5
exacte
tableau (VI.4)- Comparaison DKT / solution exacte
d'une plaque circulaire en flexion
Nbr d’élts W_ (DKT) W_ (DCT)
. 10290 (+5.18) 103515.6 (+5.44)
24 10120 (+3.44) F992.91 (+2.21
salution 9783, 48
exacte

tableau (VI.S)~- Plaque circulaire encastree

comparaison DKT / DCT
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Fig(VI.3) COMPARAISON DE DIFFERENTS ELEMENTS
A TROIS NOEUDS EN FLEXION-TORSION
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Fig (VI.32) COMPARAISON DE DIFFERENTS ELEMENTS
‘ A TROIS NOEUDS EN FLEXION-TORSION
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Fig(v1.5 ) PLAQUE CARREE ENCASTREE
SO0US CHARGE CONCENTREE
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Fig(Wr. ¢ ) PLAQUE CARREE SIMPLEMENT SUPORTEE
SOUS CHARGE CONCENTREE
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Fig(vi.* ) PLAQUE CARREE SIMPLEMENT SUPORTEE
SOQUS CHARGE UNIFORME (P=1)
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Fig(vi.¢ ) PLAQUE CARREE ENCASTREE SOUS

* 7000

We
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Fig(vi.9 ) PLAQUE LOSANGE RHOMBIC ENCASTREE
SOUS CHARGE UNIFORME ( ¢ = 1 )
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0.5 3
-
S 0.4 \
E "-H_“H-—.
= o ————g
0.3 :\\\_‘_— B?T‘(a\%
. solutionw:i
; i
] DKT(B)
azf
0.1 3
1 2 . y

- CB-



Fig(vi. A0 ) PLAQUE CIRCULAIRE ENCASTREE

SO0US CHARGE UNIFORME
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Fig(v\. A0 ) PLAQUE CIRCULAIRE ENCASTREE
SOUS CHARGE UNIFORME
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Fig(vi. M } PLAQUE CIRCULAIRE SIMPLEMENT
SUPORTEE SOUS CHARGE UNIFORME
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Nbr d ' élts NC {DKT) : wc (DCT)
o 37840 (—5.00) F78B57.7 {—4.924)
24 37900 (—4.83) I401.5 {—1.08)
solution T9831. 5
exacte

tabl

VI.4— CONCLUSION

Aprés la
humerique qu'aon a

éelement simple, fi

* — SIMPLE

*¥*x — FIABLE

eau (VI.6)- Plaque éimplement suportée

comparaison DKT /7 DCT

formulation de 1'élément DET et les resultats
obtenu on peut conclure que 1°élément DKT est &

able pt efficace.

fdrmulatinn théorigue transparente
programation simple

nombre d'opérations réduit

élément simple & 3 noeuds

ddl ayant une sigfication pratique

rahg correct (aucun mode prasite)

convergence garantie

pas de blocage en CT

resultats indépendants du choix de systeme de
coordonées X et Y '

pas de parametres ou coefficients ajustables

*xx ~ EFFICACE

resul tats peu sensibles a la distorsion
géometrique
disponibilité des resultats pour un nombre

important de tests reconnus
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VI- cONCLUSION

¥ Notre é#tude nous a permet d’approfondir nos connaissances sur
la méthode des éléments finis (formulation d'eéléments nouveausx,

structure des logiciels...)

¥¥% cette etude nous a permet de conclure que 1'élément DKT par
la simplicité de sa formulation, sa fiabilité et son efficaciteé
peut aVentageusement ¢tre intégre dans 1les librairies d'éléments

des codes de calcul pour résoudre des problemes industriels.

*¥¥%¥ Nous soubaitons que cette étude sera tompletée pour
développer le logiciel RE_FLEX (allocation dynamique, changement de
subroutine “introduction des conditions aux limites’..,introduction
de nnuvéaux eléements: cogue, éléments tridimentionnels, résolution

non linéaire, piroblémes de thermique,....)
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