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RESUMLE

L objectif de ce travail est 1 application d une méthode
semi-inverse pour la conception d un protil d’aube de
turbomachine en écoulement transsonigne- bidimensionnea]l*d un
fluide parfait, aimnsi qQu une tentative de formulation d une
méthode "d ajustement de choc” pour le hraitement numérique

des discontinuités.

ABSTRACT

This work aims at applying 2 semi-invers methode to the
design of turbomachine blade profile in a bidimensional
transonic -flow, as also the attempt to formulate the methode
of “shock fitting” For the numerical treatment of shock

Havies.,
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CHAPITRE O __INTRODUCTION GENERALE

L introduction des ordinateurs Jjoue un rdle d’un outil,
certes trés efficace, utilisée pour 1 amélioration des méthodes
de simulation numérique des phénoménes d écoulements pour une
large et variété d application.

Ces méthodes visent, dans le cas de turbomachines, a 1l amé-
lioration de leurs caractéristiques aérodynamiques qul nécessite
la maitrise de la répartition de vitesse A& la paroi de 1 aubage

considére.

Il est bien connu en effet gque 1 importance des zones
visqueuses et 1 intensité des ondes de choc gui conditionne
1 efficacité d’'un étage de compresseur ou de turbine: les couches
limites se développant le long d 'une paroi, ont fortement ten-
dance a s epaissir voire méme & décoller dés que 1 écoulement est
ralenti, particuliérement sous 1 effet d’une onde de choc. S5i on
veut alors améliorer les performances de 1 aubage, 1l est néces-
saire de rechercher une géométrie de la paroi, conduisant a une
distribution de vitesse qui minimisera 1 intensité des ondes de
choc et les effets visqueux.

Une tells recherche peut étre réalisée itérativement en
modifiant la paroi et les caleculs successifs. Mals ce processus
est long; et ne permet pas toujours d obtenir les résultats
escomptés, toujours gue le probléme demeure sur 1l existence d’un
meilleur profil.

Il est, par contre, beaucoup plus fructueux d’utiliser une
méthode inverse ol 1'on se donne une répartition de vitesses,
choisi de maniére a minimiser 1 importance des couches limites,
et 1la géométrie résulte du calecul. I1 faut toutefolis remarquer
gue 1la géométrie obtenue peut ne pas correspondre & un une
situation réaliste: profil mince ou méme des épaisseurs négati-
ves. ou bien ne répondant pas sux impératifs technologique,. tel
que 1 encombrement, mals dans ce cas on aura la preuve gue la
distribution de vitesse désirée est impossible a obtenir.

Les méthodes utilisées &4 1l origine en mode in verse ont été
les méthodes de type singularités,‘les aubages étant représenté
par des répartitions de sources et de tourbillons le long de 1la
corde f[ref. 1].
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D'autre technigues assez largement mise en oeuvre é&té
ntilisé les propriétés des transformations comformes , permettant
de transformer 1 écoulement autour de grilles de cercles oun
d'ellipses en écoulement autour de profils [ref.2].

Les possibilités de résoudre numériquement des systémes
d'équations aux dérivées partielles, apparues au cours des années
solxante a falt apparaitre de nouvelles méthodes. Voicl mainte-
nant brievement résumées les principales d entre elles:

NETHODE DU POTENTIEL[ref.3]

Le travail se fait sur un plan transformé: plan fonction de
courant et potentiel de vitesse ($,¢). Il convient cependant de
remarquer que cette vitesse n’'est pas imposée en fonction de
1 abscisse curviligne, ce qul peut présenter un inconvénient en
cas de couplage avec une méthode de caleul de couche limite.

METHODE DE L HODOGRAPHE ([ref. 4]

Dans ce cas le plan transformé est: 1le plan module de la
vitesse et son inclinaison par rapport & la direction axiale 9.
Les mémes remarques que celles effectuées dans le cas des
néthodes du potentiel.

Ces deux méthodes, présentent certains inconvénients consi-
dérés comme importants actuellement

- Leur mise en oeuvre suppose 1l existence d'un potentiel des
vitesses, ce quil exclu autre 1le calcul des écoulements avec
chocs.

- Ensuite, elles ne s appliguent (& guelgue exception prés
[ref. 3] gu’'a des écoulement strictement bidimensionnel.

~ Enfin, ces méthodes ne permettent généralement pas de
traiter simplement . le cas des écoulements mixtes supersonique-
subsenique (type elliptique-hyperbolique) rencontré dans le cas
d "subages transsoniques. Il convient de mentionner ici que la
méthode des caractéristiques souvent utilisée en couplage avec
ces méthodes pour résoudre ce genre d "écoulement.
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De nouvelles méthodes ont apparues 11 y 'a quelques années
dont la méthode décrite au chapitre II et les méthodes pseudo-
instatinaire développée par HMéauze [ref. 5). Cette méthode permet
de s affranchir des inconvénients mentionnées .plus haut. Par
contre, elle exige des temps de calcul trés important. '

La tendance observée actuellement est & étendre les méthodes
préceédentes & des cas tridimensionel. Celles-ci sont obtenues
géneralement par couplage entre une méthode quasi 3D (type
précedent) et une méthode de calicul de 1'équilibre radial asso-
ciées dans un méme programme [ref. 6].

Le travsil qui fait 1l objet du présent mémoire a pour théme
principal "L APPLICATION DU MODE SEMI-INVERSE POUR LE TRACE DE
PROFIL D AUBAGE EN ECQULEMENT TRANSSONIQUE" pour une loi d épais-
seur et une distribution de vitesse imposée -uniquement sur
l extrados.

Dans le premier chapitre, nous avons présenté briévement les
modéles les plus couramment utilisés pour représenter les écoule-
ments dans les turbomachines, ainsi que la description des
problémes posées dans les machines transsoniques. '

Un exposé de la méthode semi-inverse fait 1 objet du second
chapitre suivi d'une étude de la stabilité et de précision est
effectuée. '

Le troisiéme chapitre concerne le déveldppement des méthodes
de calcul d écoulement mise en oceuvre dans le processus de tracé,
est de type directe. Il s'agit d 'une méthode pseudo~instationai-
re.

Les applications de la méthode semi-inverse au tracé de
.tuyére et a divers types d aubages sont présentées dans le
gquatriéme chapitre.
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I.1 INTRODUCTION

Les turbomachines sont utilisées dans pratiquement tous les
secteurs de 1 industrie et des transports. En raison des quanti-
tés d'énergie} souvent trés importantes, introduites et transfor-
nées dans c¢es machines, 1 amélioration de leurs performances
constitue une nécessité économigue de premier plan. Cela est su-

- jettée; en pratique 4 plusieurs contraintes de différentes

natures (mécaniques aérodynamigue,...etc). Ce qui a suscité les
chercheurs a essayer de trouver des modéles gqui approchent le

mieux la réalité.

Dans ce chapitre nous allons, tout d’abord décrit les
principaux modéles d’écoulement dans les turbomachines. puis,
nous allons évoqué les problémes; du point de vue technologique,
liés aux turbomachines; en insistant sur les phénoménes de décol-
lement qui sont dis principalement & 1 interaction onde de choc-
couche limite. Nous donnerons des solutions qui sont actuellement
adoptées, pour chague cas.

I.2 DESCRIPTION DES ECOULEMENT DANRS LES TURBOMACHIRES

4 travers une turbomachine un échange d énergie est effectué
entre un fluide en mouvement et un arbre en rotation.

. énergie mise en Jeu peut é&tre apportée par un organe
extérieur, généralement un moteur (compresseur) ocu par le fluide
lui-méme (turbine).

Au cours du processus d échange d’énepgie entre le fluide et
les parties tournantes de la machine, déflexions, accélérations
et diffusions sont imposées a 1 'écoulement & travers les passages
limités par les parois du moyeu et du carter externe. ces parols
ne présente pas en général une forme simple, aussi 1’écoulement
est donc de type interne, tridimensionnel et trés complexe.

De plus, 1 écoulement est instationnaire (périodique dans le
temps), bien souvent, il est compressible et comporte des domai-
nes limités par des ondes de choec. Il est également soumis aux
effets de viscosité, donc de caractére dissipatif.
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Afin de pouvoilr résoudre " un certain nombre de cas, il est
nécessalre d effectuer des hypothéses simplificatrices conduisant
a des modéles utilisables sn pratique.

I.EQUATIONS CARACTERISANT L "ECOULEMERT
TRAVERS UNE TURBOMACHIRE

L écoulement a travers une "turbomachine obéit aux équations
de NAVIER-STOKES instationnaires qui peuvent &tre représenter
dans le repére relatif comme suis:

cont:i‘nuit:é -g% + div{ipV¥) = OI | {(I.1a)
quantite de -gg + gfad(—‘;) -7A Jt-‘oti* + T, + T,

mouvement +%gi’adp + %F", =0 _ {I.1b)
énéz..'giel ' T gfad 8 = gfad h - % gfad p ' ' (I.1c)

avec 'az-@% r est 1l 'accélération d’entrainement
Fe=2 whAg est 1 accélération de Coriolis.
Fe¢ représente les forces dissipatives.
v,p,T,s représentent respectivement la vitesse, la pres-
sion, la température et 1 entropie.

Les équations précédentes peuvent s écrire sous la forme
sulvante [réf. 7]: ‘

10, give - P gpaq( Pt 0t @ = -
5 3t + divv azg;,;r.i'aci( 3 ) Rgféd 8=0 (I.2a)
g—g - VA rot¥ = T g?ad s - gPad Hy + % (I.2b)
7. (igi;' + gPad Hy) = 0 (I.2¢)

tel gue Hash-w2.r2 /2 (h étant 1 enthalpie totale relative) est
la rothalpie qul Joue le méme rdle que 1 'enthalpie totale dans le
cas du repére fixe.
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I.4 HYPOTHESES SIMPLIFICATRISES FONDAMENTALES

Les hypothé;es.ayant permis de définir des modéles pratique-
ment utilisables sont:

-hypothése de localisation des effets de la viscosité
~hypothése de 1 écoulement instationnaire
~décomposition de 1 écoulement tridimensionnel

I.4.1 HYPOTHESE DE LOCALISATION DES EFFETS DE LA VISCOSITE

Flle consiste A supposer que les effets de viscosité et de
conductivité ne sont sensibles que dans une couche trés mince le
loeng des parois de la veine et des profils d’olt le concept de

- couche limite [ref. B].

Le modéle ainsi proposé simplifie énormément 1’ écoulement
gui est aslors supposé non visqueux hors du voisinage immédiat
des parois. En pratique cela est valable dans la mesure ou les
gradients (vitesse et température) suivant la direction normale a
celle de 1’écoulement restent faibles. si la validité de ce
modéle doit &tre limitée, il est cependant difficile de s’en
affranchir en 1 état actuel des connaissances.

1.4.2 HYPOTHESE DE L ECOULEMENT INSTATIONNAIRE

Plusieurs méthodes de calcul d‘écoulement autour de profils
d “aubage reposent sur cette hypothése. Sur le plan expérimentale
on peut citer la grille plane par exemple.

Bien que 1l écoulement & 1l 'entrée d une turbomachine est
généralement uniforme et instationnaire, 1 écoulement interne
présente des fluctuations ‘diies au mouvement relstif entre les
padles voisines (sillage) et aux instabilités tourbillonnaires
(écoulements secondaires) gui se superposent & 1 écoulement moyen
et diminuent 1 efficacité de transfert d énergie et générent des
bruits dont le contréle est trés important dans le domaine de 1la
propulsion aéronautique.
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P

D autre phénoménes apparaissent en s’éloignant des condi-
tions d adaptations tels que: le décrochage tournant, le pompage
et les ondes de choc dans le cas des compresseur transsonigues.

Si cette hypothése parait,raisonnable, son domaine de wvali-
dité par contre reste difficile & définir.

I.4.3 DECOMPOSITION DE L ECOULEMENT TRIDIMENSIONNEL ~

C’est 1'une des techniques les plus utilisées actuellement
pour approcher 1 écoulement réel. Ce modéle a été développer par
WU. Il consiste a considérer deux types d écoulement bidimension-
nel le long des surfaces de courant gqui s appuient respectivement
sur cercles centrées sur 1 axe (surface S1) et sur des rayons
perpendiculaires a 1°axe (surface S2).

nous n allons pas tarder & exposer cette méthode en détail
car elle a fait 1 objet de plusieurs mémoires de fin d étude au
cours des années précédente [réf. 9].

1.5 PROBLEMES TECHNOLOOGIQUES LIES AUX TURBOMACHINES

L utilisation des compresseur et turbines dont 1 écoulement
comporte des régions supersonigques avec ondes de choc s’est
généralisée aux cours des derniéres décennies pour bon nombre
d applications

Plus les performances sont meilleures, plus les vitesses de
rotation sont importantes. Ceux ci sont limitées par des contrai-
ntes principalement d ordre aérodynamigue.

nous traitons ici uniquement les particularités des écoule-
ments dans les aubagdes des turbemachines transsonlques.

I.5.1 LES TURBINES TRANSSONIQUES

L utilisation des étages de turbines transsoniques dans les
turbines 4 gaz et les turboréacteurs se justifie par le besoin
d accroitre la chute d enthalpie réalisable par étage et donc de
diminuer 1le nombre des étages nécessaires. Ceci impose des
vitesses de rotation élevées, les limitations de ces derniéres du
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point de vue résistance des matérimux & hautes température n’ont:
pas permis de tirer systématiquement profit des possibilites
offertes par les turbines transsoniques.Leur utilisation, par
contre, est courante dans les turbines 4 vapeur & grande puis-
sance (1200 HMW) od elles constitue la seule solution possible
pour les étages & basse pression [ref. 10].

I.5.2 PROBLEMES POSES DANS LES TURBIRES

Les limitations de vitesses ont été augmenté (8350 m/s) par
l'introduction de. matériaux légers tels que 1le titane et les
alliages réfractaires. lLa technologie actuelle des pzliers permet
d atteindre des vitesses de rotations de 1 ordre de 20 000 tr/mn.

Les hautes températures auxquelles sont exposées les aubes
de turbine augmentent la plasticité du matériau et par suite
diminue sa résistance. Ceci nécessite des matériaux plus résis-
tants aux sollicitations thermiques, et permettent une améliora-
tion des procédés de refroidissement; on emplol généralement des
aubes formées de matériaux poreux ou des aubes & ailettes pour
augmenter la surface d’échange et provoquer la formation d’un
écoulement turbulent qui facilite le transfert de chaleur.

Les aubages sont sujettés aussl aux vibrations soit mécani-
que; par 1 'interaction des piéces fixes et des pieéces mobiles,
soit aérodynamigue (le flottement), e¢’est ainsi qu ont éteé
enployé des matériaux légers et résistants comme les aclers
‘alliés a base de Nickel et de Cobalt.

1.5.3 LES COMPRESSEURS TRANSSONIQUES
L'é;age d ‘un compresseur rempli deux fonctions:

#. Augmenter 1 'enthalpie d arrét de 1l écoulement ce qui est
réalisé dans la roue mobile (rotor).

b. Accroitre la pression statique, ce gui est réalisé en
partie ou en totalité dans le redresseur (stator).
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Le degré de réaction est le rapport entre 1 augmentation de
la pression statique dans le rotor et son augmentation dans tout
1l étage:

AP,
AP

g =

€ est pris généralement égale a 1/2

Deux types de compresseurs sont largement utilisés dans
1 aviation et les installations terrestre; le compresseur axial
et le compresseur centrifugde.-

Les avantages de ce dernier sont le grand taux de compres-
sion par étage et 1’'encombrement axial réduit, mais son effica-
cité est faible. Par contre, le compresseur axial accorde la
possibilité d avoir des taux de compression trés importants en
conservant une bonne efficacité en utilisant plusieurs étsages,
chose qui est trés compliquée dans le cas du compresseur centri-
fuge., o

Ces_ performances en plus de la grande poussée qui nous
permet d’ obtenir, expliquent la large utilisation du compresseur
axial, mais les avantages du compresseur centrifuge notamment son
encombrement axial réduit ont .stimulé les recherches consacrées &
celui-ci et en particulier son diffuseur afin d améliorer son
efficacité. FPour ce type de machine, il se pose deux problémes
majeurs:

a. La détermination des configurations des ondes de choc a
1‘’entrée du canal ol on peut observer des décollements de la
couche limite nettement visible au de la du Hach 1.4 [ref. 111,
ce qui réduit considérablement le débit pénétrant. Ceci parait
étre dii au comportement de la couche limite des parcis latérales
et non pas 4 celle dez profits.

b. La détermination de 1 écoulement interne ol le compression
fait par un systéme d onde de choc, ol subsiste ainsi le probléme
du décollement de la couche limite; absorbant 1 énergie récupéra-
ble sous forme potentielle, et limitant par conséquent le taux de
compression par étage qui est di cette fois-ci & la contre
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pression é&levée, le sillage des profils peut méme induire des
ondes de choec qui se réfléchissant dans les passages et se
concentrent pour former un choc & la sortie.

I1.5.4 LES LINITES DE FONCTIONNEMENT DU COMPRESSEUR

le compresseur doit opérer dans une large plage de débits et
des rapports de pression suivant les conditions d’utilisation
requises. C’est pourquoi, il est classique de représenter la
caractéristique d‘un compresseur par une courbe débit-pression
(voir fig I1.1)

Une telle courbe met en évidence un débit pour 1lequel le
rapport de pression est maximum, correspondant & une incidence
des aubages, en moyenne, proche de sa wvaleur optimal. si on
s écarte de ce régime, des instabilités apparaissent et les
performances du compresseur diminuent rapidement.

pression, limite de apparition des
!

Lp/p | defonct, ~N Instabilites

.,.

/

Y

régime de
" saturation

débit Q

Pl

(fig. I.4) Courbe carectéristique d'un
canpresseur transsanique

Parmi ces instabilités on cite le pomp=ge, le décrochage
tournant et le flottement [ref. 12].
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I.5.4-a LE"POMPAGE

C’est un régime oscillatoire qui affecte l’ensemble compres-
seur-circuit récepteur. Il apparait quand le sens de 1'écoulement
est renversé suite & un gradient de pression défavorable. il est
caractérisé par un débit a faible fréquence et a grande amplitu-
de.

Ce phénoméne présente un hystérésis important d'ou la
difficulté de sortir de ce régime. I1 peut aussi engendrer une
rupture instantanée de la machine.

1.5.4-b LE DECROCHAGE TOURNANT

C’est un régime pour lequel certain passages inter-aubes
captent un débit supérieur au débit moyen, au détriment des
passages voisines. ces zones de saturations en débit, réguliére-
ment répartie, se propage circonférentiellement autour de la roue
dans une direction opposées aux mouvements de celles-ci. Ce
-phénoméne peut avoir pour conséquence des fluctuations de la
portance des profiles pouvant avoisiner plus ae 50% de sa valeur
moyenne. '

I1.5.4-c LE FLOTTEMENT

Ce phénoméne est di 1l interaction d un mouvement oscilla-
toire des aubages (flexion ou torsion) et d'un comportement
aérodynamique instable (décollement,choc...etc), 1l interaction
des piéces fixes et mobiles engendrent aussi un mouvement vibra-
toire des aubes et des disques.

Ce phénoméne peut causer 1la déformation des aubes et des
disques qui aura un effet désastreux sur la machine. Lorsque le
flottement devient -génant, 1l est nécessairef de trouver un
artifice modifiant le comportement dynamigue de la structure
disque-aubes. Actuellement, on ajoute sur les aubes des nageocires
qui modifient les fréquences de résonnance et introduisent un
amortissement par frottement des nageoires entre elles. On peut
actuellement accroitre 1l amortissement mécanique par 1 emploi de
matériaux spéciaux.

11
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I.68 L INTERACTION ONDE DE CHOC-COUCHE LIMITE
ET LES PROCEDES DE CONTROLE

On a vu dans le paragraphe précédent 8(I1.5) que les écoule-
ments transsoniques sont inévitablement traversés par des ondes
de choc obligeant la vitesse & redevenir subsonique. ces ondes
restent en contact avec 1d couche limite qui se développe sur la
paroi. Il se produit localement un phénoméne gui augmente les
effets dissipatifs:dﬁs au gradient de pression défavorable auqguel
la couche limite est soumise. Il s’ensuit une dégradation de sa
distribution de vitesse, jusqu'a la formation <fréquente d un
décollement. ‘

I.6.1 DESCRIPTION éOHHAIRE DE L INTERACTION
ONDE DE CHOC-COUCHE LIMITE

-En dehors de la zone d interaction, le saut de pression 4 la
traversée de 1 onde de choc est établi sur une distance extréme-
ment courte. Cependant, dans la couche limite, on observe une
zone d épaisseur Ax sur laguelle la pression croit de maniére
importante mais non brutale (fig. 1.2 )

L'explication‘de ce phénoméne tient dans la nature ellipti-
que de la zone de 1la couche visqueuse située 4 proximité immé-
diate de la parci. Cette =zone retransmit vers 1 amont du choc
1 information liée & la présence a4 1 aval d une pression £levee.

En conséguence, la couche visgueuse va réagir 8, 1 élevation
de la pression avant d atteindre le choec. L " épaisseur de la
couche limite augmente ainsi en amont du choc formant un coin
(figl.3) qui introduit dans 1 écoulement une onde de choc'oblique
(AR)Y.Cette onde (AB) intercepte 1 onde de choc principale (BD),et
introduit une deuxiéme branche(BC).I1l se forme donc un systéme
d onde de choc en Lambda 2.

12
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¥

) ¢ PRS- § BN X

Fa¥ |

(fig 1.2) saut de pression dans une couche limite
- a travers une onde de choc

" (fig L.3) refilexion d ‘un choc avec décollement

13
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La fiéure (1.3) réveéle que le décollement s organise en une
bulbe séparant d une part le fluide venant dé 1 amont et poursui-
vant son chemin vers 11'aval, et d autre part le fluide qui est
faute d’'énergie suffisante se trouve piégé dans la bulbe.

En conclusion 1 interaction onde de choc—-couche limite
dépend des paramnétres suivant:

- L état de la couche limite en amont du choc {(en particulier
le profil de vitesse). '

- La répartition de la pression amont et aval.

- 1l7intensité du choc.

I.6.2 PROCEDES DE CONTROLE

Afin de prévenir les effets néfastes de ce phénoméne de
1'interaction deux procédés sont généralement employés

a- Soit un calcul d aubage de.telle facon qu une grande partie de
la compression se fait isentropiguement d ol le nombre de Mach
amont faible. Cette idée fait ] objet du chapitre II.

‘b— Soit en employant des techniques de contrdle qui reposent sur
l1'idée d aungmenter 1’'énergie de la couche limite de facon a 1ui
permettre de franchir le choc avec le minimum de perturbation.

Nous citerons, briévement ces techniques quil se basent
uniquement sur des considérations expérimentales [ref. 13]:

- En modifiant les caractéristique de 1la couche limite qui va
aborder le choec en faisant un prélévement ou un apport de débit
qui augmente la résistance de la couche limite,

~ En aspirant la couche limite gqui consiste & rendre perméable
une partie de 1 extrados pour assurer une circulation naturelle
du fluide de 1°aval wvert 1l amont du choc en vue de créer des
ondes de compression affaissant ainsi le choc sur 1 extrados.

- En injectant un gaz dans la région décollée entrainant une

dilatation de 1la bulbe de décollement d ot 1 augmentation du
niveau de pression de la zone dissipative.

14
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1.7 CONCLUSION

Nous avons essayé dans ce chapitre, d introduire les phéno-
ménes propres aux turbomachines en présence d onde de choc

on peut se rendre compte que s5i la description qualitative
des phénoméne peut se faire physiquement et dans la plupart des
cas mathématiquement, un effort considérsble doit étre fourni
pour permettre la prédiction rigoureuse des performances. Le
probléme mettant en jeu des phénoménes d onde de choc et d inte-
raction onde de choc-couche limite ou sillage, et particuliére-
ment difficile a résoudre et sa solution ne représente qguun pas
vers la détermination des écoulement réels tridimensionnels et
instationnaires se produisant dans les machine. C’est pourquol
la plupart des études élsborées; dont le présent mémoire, font
appel aux modeles d écoulements décris au début du chapitre.

15
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CHAPITRE II ' " METHODE SEMI-INVERSE

IT.1 INTRODUCTION

Au cours du chapitre précédent on a décrit succinctement le
phenoméne d interaction onde de choc-couche limite. On a vu =mussi
qu “on Aprocédé généralement de deux facons pour contourner ce
probléme, soit en agissant sur la couche limite par différents
techniques de contrdle, soit en élaborant un tracé d aubage en
vue de délimiter 1le décollement particuliérement au cours de
l"interaction.

Dans ce chapitre ,nous allons nous intéresser su deuxiéme
procede. Pour cela la littérature offre plusieurs méthodes, en
majorité, numériques. Mais, puisque dans le cas des écoulements
transsoniques les équations sont de type mixte élliptique-hyper-
bolique correspondant & un écoulement subsonique ou supersonique
respectivement. Le souci essentiel donc, est de chercher un seul
schéma pour traiter ce probléme mixte. La méthode pseudo-insta-
tionnaire en est un exemple souvent utilisé. Cependant & cause de
son temps d exécution trés long, d autre méthodes ont été déve-
lopper, dont celle décrite dans ce chapitre.

I1.2 POSITION DU PROBLEME
L écoulement est calculé dans un domaine limité par deux

lignes de courant Li et Lz et deux frontiéres arbitraires Qa1 et
Cz connectant Li avec Lz (fig II.1).

16
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aval

a1
\/LL_/_,_;
amont
Fig. II1.1

Le vecteur vitesse egst deéefini en grandeur et en direction
sur la ligne de courant initiale Li ,avec des conditions imposées
sur la frontiére amont Ci1 6t éventuellement aval Cz si une solu-
tion subsonigue est imposéeu+6£'détermine sinsi 1la forme d un
canal (et la répartition des vitesses). Pour 1 application au
calcul d aubage, Li représente 1 extrados et Lz (défini seulement
4 la fin du calcul) correspondant & 1'intrados de 1 aube suivan-
te.

La forme du profil d aube est obtenue par une translation
tangentielle d'un pas de grille (pitch). Ci et Cz sont générale-
ment choisies pour coincider avec les plans des bords d attaque
et de fuite respectivement. '

Les principaux avantages de cette méthode sont [ref. 14]:

17
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-~ La possibilité de traitement des‘écoulemenps transsoniques (ou
les deux types d écoulements subsonique et supersonique coexis-
tent). _

- La possibilité de traitement des écoulements semi-tridimen-
sionnels (variation de la hauteur de velne, variation du rayon
des coupes d aube).

‘~ Rapidite d'exécution.

Son principal inconvénlent est 1ié & son application saux
grilles de profils, par dessein des canaux inter-aubes.

Il est en effet rendu difficile de tenir compte des condi-
tions de périocdicité de 1l écoulement en amont et en aval des
aubages.

Pour cette raison, 11 est indispensable d’utiliser la
présente méthode couplée avec une méthode directe.

I1.3 MISE EN EQUATIONS
I1.3.1 SYSTEME DE COORDONNEES

Le plan étant rapporté au repére orthonorme (ox,o0y), soit C
une ligne de courant dans ce plan, M un point de C (fig. I1.2).

On définit un autre repére (m,y) 1ié aux déplacements des

particules fluides, en se basant sur les vecteurs tangents aux
lignes de courant en M et perpendiculaire & 1l axe machine ox:

18
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-

YA
m
/f/’” c
i)
M
> X
Fig.11.2

Il existe entre les dérivées partielles dans les deux
repéres, les relations

3] [cosf s8in .JZ
om ax

_Q_= JZ (I1.1a)
oy 0 1 ay
c 1 d
- tgf| —-

?E‘E cosd an (II.2b)
@ A
oy 0 1 Jlov

8 :désignant 1 angle de la tangente en M & C asvec 1l axe ox.

19
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11.3.2 EQUATIONS DE MOUVEMENT

-

On se limitera icl an cas d écoulement plan avec contraction
«de veine. On supposera ainsi gu’'il s’effectue dans le plan de
symétrie d‘un canal délimité par deux parois distantes dehh(x)
(fig II1.3).

Fig. II.3

Les équations de 1 écoulement supposé iscénergitique, perma-
nent et non visqueux s écrivent:

divp¥ + pu%x‘i’- =0 (I1.28)

#A rot#+ T grad g = 0 (11.2b)
grad 8. ¥ = 0 | o (II.2¢)

H= -.‘;f- . (vi) = {‘:‘_"Z),ncté | (IT.2d)
a®=yp/p |  (II.Ze)

‘s/ r=1n(p / p*) / (y-1) (I1.2f)

20
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Pour 1 équation (II.Z2a), le terme additionnel pude/dx ex-
prime la cOntraction de veine et son coefficient, tel que

fref. 13].

= 1n g B(x) 5
@ {(x) 1n(h(0)) (II.2h)

D autre auteurs ({ref. 11] ont mis une corrélation entre le

coefficient de contraction de 1 écoulement: -
u
o= Pilxg (I1.2h")

PaUy;

Et les performances maxima de la grille piuxi et pzuxz dési-
gnant respectivement les composantes du débit de 1 écoulement en
amont et en aval, mesures a mi-hauteur d’aube. Ce coefficient
mesure la convergence de 1 écoulement & travers les aubages, soit
en raison de la convergence des parcis latérales(cas d un rotor
par exemple) ou du développement des couches limites le laong de
ses parois. Les expériences ont montré qQue ce coefficient, est
généralement, supérieur dans le cass de la grille plane & ce lui
obtenu en rotor. Mais on a constaté que si 1°on peut rendre ces
valeurs identiques dans les deux types d éconlements, les perfor-
mances colincident.

Il parait donc ‘absolument nécessaire de se donner un moyen
d'agir sur le coefficient de contraction. On constate aussi que
ce coefficient permet de rendre compte des phénoménes tridimen-
sionnels dans le modéle bidimensionnel.

Essayons maintenant de trouver 1 équation (II.2b) dang le
cas od la convergence du canal dépend uniquement de x
(fig. 1II.4).

La conservation du débit dans le régime permanent donne:

(pub)dy + (pvh)dx - (puh + i‘-%x‘ih-’-d:c)dy
- (pvh-+-§i%¥éldy)dx=0

21
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Fig.Ir.4

d{puh) . o{pvh) 0.
dax oy

oh oh _ dh

53—, 0 et —a-J—: p

puisgue h=h{x). Enfin nous obtenons:
dlpu) , Apv) , pudh _, |
St 3y * 5 e 0- (II.2a)

En injectant l'expression’(II.Zh) dans (II.2a), 1 équation
(IT.2a8) en découle.

Définissons les nouvelles variables:

¢ =1n(v / v,) et 8B8=s/r

Les équations du systéme (II1.2) peuvent s écrire dans le
repére (m,y) défini ci-deasus sous la forme:

22
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ad

T
- 3 W= A 5 e B (I1.3)

tels que:

| ‘m*{v}
{u} est le vecteur:

sinf (M2-1)cosé

[A] étant la matrice: .
cosé@ 8iné

ov dw
cos@ 3 cosf v

1 o8
yM2 Oy

et {b} le vecteur:

En plus 1 équation d énergie (II.Zc) donne:

95

3 0 : (IT.3c)

I1.3.3 TRANSFORMATION DU SYSTEME (III.3)

En explicitons le systéme (II.3) tel que:

af i) dw

. _ v 98 _
‘-3; = gind am + (M?-1)cos® v + coséb o cogf —= (II.3=)
i | 3y _ a0 av _ 1 33
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PN Y o A Ll A0 NN A S N S AEY]

Il peut étre placé sous une forme plus proche de la forme
conservative en tenant compte de (II.3¢c) et en définissant une

fonction G

G = Me™?
. ‘][;1 a2y T (II.4a)
tel que
90 | 5ing 99+ cosd -2 (1n(c h(x))) (1I.4b)
dy om om '
3 - cos 30 4 ging O + 1 0B -
Y .cosa o + giné 3 + 2F By (IT.4c)
et en notant que: 7
oé -
- C {(26)

C désignant la courbure locale de 1la ligne de courant

L'équation de continuité(lIi-Ha)traduit que dans le pilan
(x,¥) la divergence d un vecteur h(x). G colinéaire & la vitesse
est nulle.Appliquons & travers un tube de courant du plan (x,y),
de hauteur Ay(x),on peut éerire en chaque section de ce tube.

Ay(x)

f [h.G.cos6] (x) dy = AQ (I1.4a")
b]

4Q représente le débit (indépendant de x) du tube de courant
représenté dans la figure (I1.5).
I1.3.4 ETUDE DE LA VARIATION D ENTROPIE

L éguation (III-3¢c) montre que 1 entrople demeure constante
le long des lignes de courant tant gue 1 écoulement est subsoni-
gque. Lorsque 1 'écculement =~ est supersonique, 1l acecroissement
d entropie 4 travers une onde de choc de faible intensité est

donné par

A% = XY*1) pe (AVys | 51 AVyq (II.5a)
12 4 v
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3

Ay(x)

avec Av _ _‘?fAm + O(Am?)
v om

Ce qui nous permet d obtenir

=YY *t1) 6,00 3,4 ‘
A3 13 M‘(am) Am? + O(Am*)

Ce qui prouve que 1 accroissement d entropie & travers un pas
de calcul et d'ordre Am®, & condition que la quantité MZav/dun
demeure d ordre 1. Sa dérivée suivant m défini par:

A§ = g—gAm + O{Am?)
om

et donc d'ordre Am® et peut, dans ces conditions étre négligée
dans la mesure ol la précision du schéma de différences finies
mis en ceuvre n’ est pas supérieure au second ordre

Cela permet d'établir le critére suivant

A3 > o(x) ' (II.5b)

E mesure 1’erreur du schéma qui lorsque est vérifié, aiguille

ule calcul vers le traitement des ondes de choe exposé plus loin.
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I1.4 EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION DU PROBLEME

-

Le systéme des équations sux dérivées partielles de ler ordre
(II.5), a une infinité de solutions. La solution désirée est
déterminée par les conditions initiales et les conditions aux
limites.

Dans notre cas le calcul est effectué par 1la donnée du vecteur
vitesse, en grandeur et én direction, sur la ligne de courant
initiale et, en grandeur ou en directicn, le long de 1a fron-
tiére amont et éventuellement aval pour le cas subsonique

II.4.1 CAS HYPERBOLIQUE OU PROBLEKE DE CAUCHY

Cela est obtenu en supposant que 1"écoulement est entiérement
supersonique & 1 intérieur du.domainehde calcul, le probléme est
bien posé comme un probléme a valeurs initiales (données de v et
de dv/dn sur une courbe autre qu une courbe caractéristique). Le
théoréme de CAUCHY assure 1’existence d’'une solution unique du
probléme dans un certain voisinage de la courbe ou 1la soclution
est connue de fagon réguliére (remargue gqui s oppose ag principe
de calcul de certaines configurations d écoulement,au voisinage
d 'un diédre en régime subscnique par exemple) et que cette ligne
ne constitue pas une direction caractéristique du systéme d équa-
tions, cette restriction pose un probléme supplémentaire en
raison du systéme de coordonnées choisi,toute ligne de courant
étant précisément'caractéristique pour 1 éguation qui décrit la
variation d’entropie (II.2.8) '

Cependant si comme on 1 admettra ici, 1le fluide est non
visqueux ,1'entropie n’'est susceptible de croitre qu’a travers
une discontinuité de 1'écoulement .0On dispose des relations
RANKINE-HUGORIOT pour évaluer localement les variations d entro-
pie ce qui nous évitera de la considérer comme une variable
~principale. '

I1.4.2 CAS ELLIPTIQUE

Dans ce cas 1 écoulement est supposé entiérement subsonique,
le probléme est élliptique nécessitant des données imposées le
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long d’'un contour fermé, 1 'introduction des données supplémentai-
res le Tong de 1la frontiére aval ne parait pas suffisante,
caractérisant un probléme paraboligque. Le probléme semble ainsi
mal posé. '

C’est pourguoi une technigue de calcul (lissage) a été intro-
duite qui a permis de discrétiser exactement des équations de
type paraboligue.

En conclusion, 1l écoulement peut é&tre calculé complétement le
long de toute ligne de courant située & 1 intérieur du domaine de
calcul.

IT.5 RESOLUTION DU PROBLEME AUX VALEURS
INITIALES ET VALEURS AUX LIMITES

Vu gque le systéme (II.5) est aux dérivées partielles non
linéaire du lo* ordre et de type mixte (hyperbolique—elliptique)
que la résolution analytique reste non évidente jusqu a présent,
ce qul nous a obligé & recourir au numérigue.

Dans ce cas 11 existe une variété d spproches dont on citers,
1l approche par une discrétisation en éléments finis ou en diffé--
rences finies. Puisgque 1la premiére présente une difficulté pour
le traitement des problémes mixtes, on & opté pour la seconde.

On utilisera un schéma explicite pour le cas hyperbolique,qui
par une technigque de lissage permet de définir un schéma impli-
cite pour traiter le cas élliptigque. Les conditions initiales et
aux limites sont choisi de facon appropriée

IT.5.1 PRINCIPE DE DISCRETISATION EN
DIFFERENCES FINIES

A 1'intérieur d'un tube de courant de largeur‘ Avix), les
relations (I1.5) peuvent s’ écrire de la forme : -

Ay
9 = 11.6.1
= [ { F{y) dy) =0 ( )
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ay
Flyshy) = #(y) + [ F(y) dy (11.6.2)
0

avec

" Fy(y) = h(x).G.cos®
_ A4
Fly) = B (y) 5 P (¥}
Fy, (y) = 8iné
Fpa (¥) = cos86.C + Y}%

Partant d une répartition entiérement déterminée du vecteur
vitesse le long d’une ligne de courant, on détermine aussi le
profil d'une ligne de courant voisine par (I1.6.1) et la répar-
tition de vitesse correspondante par (II.8.2)‘.

En procédant ainsi de proche en proche ,on détermine la forme
du canal délimité par la ligne de courant finale, ainsi que la
répartition de vitesse sur ces parois.

Les intersections de ces différentes lignes de courant avec

des paralleles a4 oy constituant un maillage en 1 suivant ox et en
j suivant oy (cf fig I1I.8). '
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lighe de courant finale

LT

/r/ﬂ,__,._q____ [
/ﬂ#— MMM_____._J-——-
" ] 4sens de
;:”"’TW | progression
] W.Jzaw du calcui
sﬂﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁlfgi_ﬂﬂ—“"”'—f
el — | T [
1 [ S j =1
WV
y /// ligne de courant initiale

~N
Ly
=
o
-
-4
o

Le calecul consiste ainsl a4 determiner A chaque abscigse x dn
maillage, 1 épaisseur du tube de courant Ay et la répartition de

' la vitesse v(y+Ay).

+ f
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II1.5.1.1 CALCUL DE LA COURBURE DES LIGNES DE COURANT

Le long d'une ligne de courant définie par ses coordonnées
(x,¥), la courbure est calculée comme celle d'un cercle passant
par trois points consécutif du maillage sur cette ligne de
courant(cf fig. II.7).

1.0

Pl (M )]

Fig. I1.7

IT.5.1.2 SCHEMA DE DISCRETISATION
la grille de discrétisation est représentée dans la fidgure

(I1.8). .
cette discrétisation comporte deux étapes.

I1.5.1.2~-a ETAPE EXPLICITE

En remplacant dans (II1.68.1) et (iI.B.E) les dérivées par des
différences finies,centrées autour du point (1,J), on obtient:
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Y .
I +1
1}
1
-1
» x i
Fig. 11.8
Vg1 = Yigar * Fa, 150 10007 Yi3-1) " (II.6.3)

le symbole * caractérisant les grandeurs obtenues & 1 issue de
cette premiére étape, la fonction F2 étant discrétisée au point
(i,3) par 1 expression suivante

Fz ‘ 01?11 - ﬁi-lj

23 % Fa1,19 Amy_s; + Amij*Fzz.ij (I1.8.4)

Ces opérations sont effectuées en chaquz point le long de la
ligne de courant.

Si 1 écoulement est localement supersonique, on passe alors a
la ligne de courant suivante. Sinon une étape supplémentaire doit
gtre effectuée {(lissage) pour assurer la stabilité du schéma.

11.5.1.2-b ETAPE IMPLICITE

Cette étape consiste & corriger les résultats obtenues lors
du calcul explicite (¥) en utilisant des relations de la forme
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- Fa
Figr = Yz T 81,4 "5;;{'1_1*1 (11.8.7)
' L@y, '
Viger = Viga ~ 3,15 R |ij+1 (I1.6.8)
8113 , azis étant des expressions de la forme
8,13 = Ky (V130 - ¥iy)? cos?yy F(M;y) «=1,2
ol Ka étant une constante
F(M1a) =M243 - 1 .
de viscosité artificielle ,qui est utilisé,

Ao est un terme
pour renforcer le caractére paraboligue des équations

Par discrétisation des dérivées secondes au point (i,j+1),

c'est-a-dire:
Py, L TV ST 0 SR
ot Am,

En supposant Ami-13 =—Amiz

Les relations (II.B6.7) et (Ii.B.S) se transforment en:

Yiiga0 = My Yigga + (1-20) ¥igq ¢ My YViaga

ﬂ‘ij+1 = Mg Vjuju + (1-2n;) ﬂ_‘iju. * ﬂa,ﬁi-lju

a
avec n — 5
¢ Am?,
relations

ligne de courant, les
de

Ecrites en chaque point de la
précédentes fournissent deux systémes linéailres tridiagonaux

la forme:
Ardxh, = {xh,

3Z
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fA] étant la matrice de la forme:

- [ 1 0 )
n.(2)  1-2n.(2) 1.(2) |

Ne (1) 1-n.(1) N, (1)

n,(n;lJ 1-2n.(n-1) 1n,(2-1)
0 1l

On obtient finalement un systéme de la forme
i, = @,

Cette double. opération de calcul explicite-implicite permet
de calculer les caractéristiques de 1 écoulement en chaque point
de la ligne de courant j+1 en fonction de ces mémes csractéristi-
ques en tous points le long de la ligne de courant précédente J
(cf. Fig. II.9).

frontidres du domaine de
I'écoulement subsonique

ij

Li+1

Li
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Les _grandeurs calculées ay point (i,j+1) sont ainsi influen-
cée par tous les points de la ligne de courant (i,j) (et non pas
seulement par deux ou trois points comme dans le calcul explici-
te).

On peut montrer théeriguement qu une telle opération de
lissage revient & approximer le probléme (hyperbolique-é1lipti-
que) réel par un probléme (hyperbolique-paraboligue) en ajoutant
aux équations du calcul explicite un terme de viscosité artifi-
cielle aa 92¢/3m?

On introduit ainsi volontairement une erreur dans les schémas
de discrétisation pour modifier la nature du probléme.

Ces considérations sommaires permettent cependant d expliquer
que l'on puisse résoudre un probléme & valeurs initiales,c est a
dire & 1 intérieur d'un domaine ouvert

Le type de conditions aux limites (ou initiales) nécessaires a
la mise en oceuvre de la méthode en déconle

IT.5.3 CONDITIONS INITIALES ET AUX LIMITES

La formulation des conditions initiales et aux 1limites permet
d "assurer l’'existence, 1’unicité et continuité par rapport aux
données 1initiales et &aux limites de la . solution des équations
(I1.5)

Considérons un domaine de calcul (Fig. II1.10) limité par:
_ une ligne de courant {(1}.

_ une ligne de courant (2).
_ des frontiéres amont (3) et aval (4) paralléles i oy.

Pour mettre en ceuvre la méthode on doit imposer

IT1.5.3-a CORDITIONS INITIALES

on imposera le long de (1), le vecteur vitesse en grandeur et
en direction dans tous les cas.
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i

(1

71

771

ITI.5.3-b CONDITIONS AUX LIMITES

On n’ imposera aucune condition le long de (2). on donnera en
amont,(3), la grandeur de ls vitesse et en aval,(4), une des
composantes de la vitesse ( grandeur ou direction ) dans le cas
subsonique. Pour un écoulement supersonigque en aval, on n impose-
ra aucune condition

I1.5.4 ETUDE DE LA STABILITE DU SCHEMA EXPLICITE

L' étude de la stabilité au sens de Von Neumann (voir annexe
A) ne peut porter que sur la forme linéarisée et homogéne du
"systéme d équations (II1.3) c’est-a-dire '
a{ a . P
—{u} = [a] -={ I1.3
0 - o (1.5

'oﬁ la matrice [A] est supposée locslement constante

En appliquant le schéma explicite, le systéme (II.8) s’écrit:

Y1401~ Yi4-
Wy, = Oh,, + i ;j'_:j* i-;n :j (A o, ~tloh 4 (I1.7)

En supposant gque le pas est constant le long des lignes de
courant (Ami-13 = Ami13) et posons que
Le systéme (II.7) peut s écrire
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Oy, = (Vh, eike

{U}IJ = {W}j eikm

{W}j+1 = (v}, + -ﬁ_ﬁzi (4] sin(kAm) (i}, (I1.7.1)

En sjoutant la relation triviale

W, = Wy (I1.7.2)

et en posant a=(Ay/Am) sin(kAm) d’ ou

w [ 0 B i
Whal | Wy + 21aa)
C'est-a-dire
W, i, -
[{w}ﬁ,_ ) |, e

—

‘ [A] est la matrice d'amplification associée au schéma définie
par: ’ '

Bl 0 1 o
~ 0 c ¢ 1
pﬂ-'l 0 2iasin@ 2ia({M?-1)cosb
0 1 21iacoald 2iasiné

Appliquons la condition de Von Neumann pour déterminer 1le
critére de stabilité du systéme (I1.8) :[A] doit &tre définie
positive c’est-a-dire

PUA) <1 et |AL]<1 (11.9.1)

od Q({Al) désigne le rayon spectral de la matrice [A] et Amex 1la
valeur propre de [A] telle que:
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Api® = 2a% (Mcos?8-1) + Yaa? (M cos?8-1) -1

On en conclu gque 1la stabilité du schéma (II1.8) ne peut &tre
assurer que pour MZcos2i-1> 0, le pas de calcul devant, de plus,
vérifier la condition suivante :

ou AY

1 1
<
VZYMEcogif-1 Am V2yME-1

Relation qui . traduit que le domaine de dépendance physique
(PP) d’un point doit. 8tre compris & l'intérieur de son domazine de
dépendance numérigque (DN) qui appelée aussi “condition de ecou-
rant-friedricks-lewy"” ou de CFL
(fig. 11.11) [ref. 18].

a <

(IT.9.2)

II.5.5 ETUDE DE LA PRECISION DU SCHEMA

Cette précision peut étre évaluée en déterminant le systéme
d "équations aux dérivées partielles effectivement discrétisé par
le schéma (II.6.7) ‘et (I1I.6.8) appelées systéme d’ équations
modifiées [réf. 17]. '

Ce systéme peut étre obtenue en exprimant dans le schéms
chagque différence finie & 1l aide de son développement en série de
TAYLOR sutour du point (i,j).
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ce systéme s 'écrit en supposant Ami3-1=0(Amig)
-

1 (M’cos’ﬂ- 1) { (Amgy-Am, 4}

[A]
aY Ry ' (II.10)
+ (ij+1 ZY_-zj"'YU ) o + O(An?) '

Qui ne représente ,au second ordre prés, 1 équation modifiée

gue si le terme suivant

«-21» (M2cos28-1) ( (Amu-Ami,u) +(Ay;;-Ay;4.4)) %

est une quantité d ordre Am2
IT.5.6 ETUDE DE LA PRECISION DU SCHEMA IMPLICITE

En admettant que 1l’'introduction d’'une matrice tridiagonale,
puis son inversion ne modifiant en rien ,ni la précision, ni la
nature du probléme. L équation effectivement modifiée s écrit en
développant {U} en fonction de y,au voisinage de (i,j).

1 &u
Upger = Upg + (V1400 Yu) Iij 2 o b1y (¥ige1=Yiq)?

' U 1 &u
Uppr = Usy + (¥3347¥23) ghj + gé—yglu (¥Vyg-1-¥1)®

En faisant la différence, membre & membre de ces deux équatio-
ns, et en injectant 1 équation (II.3°), on cobtient

aou
Upjes @ Upgey * (Vigea=¥i;. 1)[316 ley + "“[A] (¥igu Y.tj) |ij

['A}2 = cog?8 (M2 -1)

1 é?U
Ugeg = U*_{jq-l * "é'COSzo(Mz-l) (Yijtl‘YU) a.m2 (II.11)
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11.5.7 ADAPTATION DU SCHEMA AUX CONDITIONS AUX LIMITES
INFLUENCE D UN TERME DE VISCOSITE ARTIFICIELLE

Les expériences numériques effectuées sur le schéma impli-
cite {ref. 11] ont montré que pour assurer la stabilité des
caleculs, il était nécessaire d introduire un terme dissipatif ou
de viscosité artificielle aacis 02{U}/0m2 (voir ANNEXE C) compte
tenu duquel le schéma s écrit comme suit ‘

Upgr = Ulggn * aq_.,%gluﬂ + O(AmP) (I1.117)

= Ku (y.i_‘)"*l "yij)acoszo (Mz_l)

avec e,

L 'effet du coefficient de viscosite artificielle ka était ainsi
de renforcer le caractére paraboligue de 1 équation et de stabil-
liser le processus de calcul.

I1.6 TRAITEMENT NUMERIQUE DES DISCONTINUITES

Les équations du mouvement ne peuvent étre placées sous une
forme conservative,a cause du systéme de coordonnées choisi.ce
qui empéche d'utiliser la méthode de capture de choe pour calcu-
ler 1 écoulement a travers les discontinuités.

La détection d’urie discontinuité entre deux points du
maillage le long d une ligne de courant est effectuée & 1 aide de
la relation (II.5b).

L existence d 'une discontinuité entre deux points consécu-~
tifs du maillage le long d'une ligne de courant ne signifie pas
qu’'1l existe une seule onde de choc passant entre ces deux
points.L inverse est, en effet, fréquent (lors de 1 intersection
de deux choes par sexemple). La méthode utilisée consiste & se
fixer un nombre maximum de chocs pouvant se situer simultanément
entre deux points du maillage le long d’une méme ligne de cou-
rant.Par raison de simplicités, ce nombre maximum & été fixer a
deux chocs obligues et un choc droit, choix gqui permet la repré-
sentation convenable d'un grand nombre de configurations d’ écou-
lements.
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Al

Fig.11.12

Considérons alors une onde de choe coupant une ligne de
courant L entre deux points du maillage A et B ( fig II.12). Si
le calcul de 1 écoulement en A" et B’ homologues de A et B le
long de la ligne de courant ‘éuivante L° peut étre effectué
exclusivement a partir des données de 1 écoulement en amont et en
aval de A et B respectivement,la “conservation” de la disconti-
nuité sera réalisée. Le probléme consiste par conséquent a
prévoir (& partir dés données de 1l écoulement le long de L) les
positions relatives des points A" et B° et de 1°onde de choc le
long de L’.Cette prévision constitue le principe de la méthode
“d’'ajustement de choc” basée sur les étapes sulvantes:

~-Etape 1: Détection et caractérisstion des ondes de choc entre A

' et B '

-Etape 2: Localisation des ondes de choc par rapport aux points
de maillage

_~Etape 3: Calcul du vecteur vitesse (dans le cas supersonique ou

subsonique) en tenant compte des étapes 1 et 2.

ETAPE 1 CARACTERISATION D°UR EVENTUEL SYSTEME D ONDE
- DE CHOC ENTRE DEUX POINTS CONSECUTIFS DU
MAILLAGE LE LONG D’'UNE LIGNE DE COURANT

Pour une variante, tenant compte de deux choes obliques et
un choc droit, au plus, entre deux points consécutifs du mailla-
ge, les relations de RANKINE- HUGONIOT permettent d écrire entre
© deux poihts consecutifs (i—l,jj et (1,3) 1le long d’une ligne de
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-

| . courant, 2 relations faisant intervenir les variations du vecteur

‘ vitesse (en grandeur et en direction) entre ces deux points (nous
allons écrire WB pour désigner ABi-15 pour alléger les expres-
sions). .

Arctg(af(M, ,,, x)) +Arctg(a/f (M, x'))=Vp  (II1.1Z.1a)

g(Mi_l-_.,.x) g, x') (M, MPR) =2V (IT.12.1b)
En posant
X=ij. sin?d

8 désignant 1l angle du choc avec la direction de 1 écoulement en
amont, les quantités accentuées (M ,X") et M” caractérisant d une
part, 1 écoulement entre les deus chocs obligues, et d autre
part, entre le second choc oblique et le chuc droit.

On admet que a et a’ soient égaux & +1 ol -1, et gue F(M,x)
étant les fonctions définles par les relations suilvantes:

= (]*’1) X 2
F, ) =y - Gy

4(X-1) (yx+1)

M X)=1-
gl ) (y+1)2M2X

Les relations (II.12) peuvent s écrire sous la forme d'un systéme
de deux équations a deux inconnues x et x’

M° et M" étant donnés respectivement par les relations:
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- / -
ac F(M; 15, X) £(M,X)-1 _ CotgVp
aF(M;  ,X)+a'F(M,X) (I1.12.1°)

g(My, X)) g, X} g, x") = &%

(y+1)2 M, 2 X - 4(X-1) (yX+1)

3 _
M - (2yx-{y-1)) {({y-1)x+2)"

(y=1)M"7? + 2
2yMEZ - (y-1)

2 .

_ En réalité,le troisiéme choc (droit) ne doit é&tre envisageé
que s1, l’écoulement an point (i,j) est subscnique,: et gue Mad
solt inférieur & la valeur limite

(y+1)2 X/, M2 - a(X-1) (yx/;+1) ]-,}

M, =
1 (29X~ (y-1)) ((y~1)X',+2)

Expression donnant la valeu¥ minimale du nombre de Mach der-
riere un choc oblique, x'1 étant donné par la relation:

X, = 7‘%[ (Y+1)M? = 4 + {y+1) [(y+1)M7 + 8(y-1) 7 + 16] ]

C'est pour cela que le systéme d’ éguations (I1.12°) est -
résolu dans tous les cas en supposant dans un premier temps,
qu’il existe seulement 2 ondes de choc obligues entre (i,j) et
(1“1:3)

On obtient alors le systéme suivant

wa'F(M,,;, X) (M, X) -1

= CotgV§ (I1.12.2a)

oF (M, 4, X) + o/F(M,X)
¥, x) = 8 11.12.2b
gl ) T, B ( )

En posant
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eZW

g(Mi-lle) -1 ]

< pe AmY) (31T MT
Y 2 4

La relation (II.12.2b) fournit une expression analytique

donnant x°

*
Il
1,

r iy

.|.

ot

e 2
Y

En 1'associant & 1°équation (II.1Z2.2a), on obtient un
systéme d 'une équation & une inconnue x, donnée sous la forme:

H(X,VV,VB,u,a’} =0 | (I1.12.3)

dont la solution est obtenue itérativement en attribuant
successivement 4 x et x° les valeurs indiquées ci-dessous suivant

le signe de WB

VR >0 | <0 =0
K 41 | 19
(o, ) 1) 10 (-
a0 | e
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ETAPE-2- LOCALISATION DES ONDES DE CHOC PAR
RAPPORT AUX POINTS DU MAILLAGE

On supposera dans ce gqul suit.que la détection des discon-
tinuités 4 déja été effectuée et que les nouveaux points néces-
saires introduits dans le maillage, correspondant & ce que toute
discontinuité entre deux de ces points puisse étre'représentée

par un seul choc

Fig.11.13
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l 13+1

Ay>0
r——
1-13j+1

(¢) (d)

1]+is
’ﬁr"“s‘]‘fijfi

.

i-13j+1 1i+i%

-~

..
Ay<o

(e) (1)

TEST 1

On considére deux points consécutifs (i-1,3) et (i,3) le
long d'une ligne de courant o0 1l écoulement est connu et entre
lesquels passe une onde choc. Deux cas peuvent étre envisagés

9B < 0 (fig. II.13-a)
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Dans ce cas 1l onde de choe se dirige vers 1 amont. Le point
-
(i,3+1) est alors situé nécesssirement en aval du choec.

'—VB > 0

Deux possibilites peuvent étre envisagées suivant la position
du point (1,J) par rapport au choc.

Dang 1la premiere figure (II.IS*C) le point (i,j+1) est situé
en aval du choc. Par contre, dans la seconde figure (I1.13-e) il
(i1,3+1) se situe en amont duo choc.

La condition pour que le point (i,j+1) soit situé en amont
du choc peut s éecrire dans ces conditions

Yiger < Yior3a * Ax tgPy

Ax étant le pas de calcul suivant x.

TEST 11

On s intéresse maintenant au couple de points (i,3) et (i+1,-
J), ce dernier étant situé en aval du point (i,3).K
Deux cas peuvent & nouveau étre envisagés:

-AB > O (fig. II.13-b)
' Pans ce cas, 1 onde de choc =e dirige vers 1°aval. Le
point (1,j+1l)est alors nécessairement situé en amont du choc.

-AR <0
Deux possibilités peuvent &tre & nouvean envigagées suivant
la position du point (i,Jj) par rapport au choc.

Dans le premier cas (fig. II.13-d) le point (i,j+1) est situé
en amont du choc. Tandis que dans le second cas (fig. II.13f) il
est situé en aval du choe. ‘ '

La condition pour gque le point (i,j+1) soit situé en aval du
choc peut s écrire dans ce cas
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- Yige1 > Yier3e ~ A% tgb,,,

1.7 CONCLUSION

Les bases d une méthode de calcul d "aubuge transsonique par
différences finies ont été éxposées dans ce chapitre cette
meéthode se distingue nettement des méthodes transitoires et des
méthodes de relaxation mise en oeuvre habituellement.

Le traitement des discontinuités est prévue par une méthode
de SHOCK-FITTING (od d ajustement de choce).

Toute fois, permettant de determinere 1 écoulement & travers
un canal inter-aubes, en partant de la géométrie et de la
répartition des vitesses sur 1'une des parois, cette méthode
permet ainsi de connaitre a priorie 1 état de 1la couche'limite_
sur cette parol ce gui constitue un avantage significatif.

Le seul inconvénient de la méthode est qu elle ne tient pas
en compte de la condition de périodicité pour palier & ce
probleme, il faut done 1'associer avec une méthode directe dans
un processus itératif jusqu’a la convergence.

La présentation de cette méthode directe sera 1l’objet du
chapitre suivant.
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CHAPITRE III ] HETHODE DIRECTE

IIT.1 INTRODUCTION

A la fin du chapitre précédent, nous avons signalé gque
l application du calcul semi-inverse aux grilles d aubes pose des
problémes,car elle ne tient pas compte de la condition de pério-~
dicité. Donc ce calcul ne présente quune ébauche du profil
recherché, d’old 1la nécessité de le coupler & un calcul direct
dans un processus itératif jusqu’'d atteindre une forme satisfai-
sante du profil. Pour cela, il existe plusieurs approches.

Dans le cas des écoulements transsoniques, les méthodes de
relaxation utilisant 1 équation du potentiel telle que celle
exposés dans la référence [ref. 18], pour un écoulement irrota-
tionnel; cette méthode n’est pas applicable que pour des écodie—
ments qui ne présentent pas de choecs intenses, mais cette der-
niére approche reste la plus utilisée dans la plage suivante:0.7<
H =1 La méthode d'éléments finies et la méthode spectrale
peuvent donner des solutions [ref. 20]. Les seules méthodes
largement utilisées sont les méthodes instationnaires [ref. 5] et
[ref. 1B].

Le but de cette partie est de présenter les modéles mathéma-
tique et numérique de la méthode ainsi que les conditions initia-
les et les conditions aux limites choisies.

IT1.2 PRINCIPE DE LA METHODE

Elle consiste & utiliser les équations d EULER sous forme
instationnaire, ¢ est-d-dire de type hyperbolique dans tout le
champs de 1"écoulement quelle gue soit la wvaleur du nombre de
Mach local, et & obtenir 1'écoulement stationnaire comme solution
limite de ces équaticns pour les valeurs importantes du temps.

48



7?HA?{?EF”¥II - METHODE DIRECTE

Le schéma aux différences retenu est de type prédicteur-
correcteur; il permet le calcul des ondes de choc par une techni-
que de viscosité artificilelle ( voilr Annexe C).

ITI.3 FORHULATION DU PROBLEME
IT1.3.1 EQUATIONS DE HOUVEMENT

Nous garderons les mémes hypothéses avancées au chapitre
précédent 8§ I11.3.2. L écoulement dans une grille de turbomachine
(fig TII.1) est décrit par les équations d EULER qui s écrivent
gous la forme sulvantes

U . OF . 3G ' )
.é_t+.é-£+..a-; H | (III.1-=a)

o U,F,G et H sont des vecteurs ayant pour composantes:

- (P pu ‘ pVv
u=|lpul F=|ppur| @=| puv H:'-U%% (I1I.1-b)
PV - puv p+p V2

p ¢tant 1la densité du fluide; u et v les composantes de sa
vitesse suivant x et y: p sa pression statigque et Ho son enthal-
pie totale liée aux. précédentes quantités par la relation

Hy=—X—-B+31 (u2+v?) (III.1-¢)
y-1p 2
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YT

V[ : s=25n/N

|

Fig. III.1

Ces quatre équations (III.1) ol n interviennent gque les
variables t,x et y pour les quatre inconnues p,u,v et p régissent
l"écoulement bidimensionnel de grille sur chaque ligne‘de cou-
rant. '

Nous soulignons que 1 enthalpie totale a été prise uniforme
et indépendantes du temps, dans un souci de diminuer le temps de
calcul, considéré comme 1 inconvénient majeur des méthodes
instationnaires. Cela est possible, car d‘une part, le caractére
instationnaire est introduit comme un artifice de calecul dans le
but de rendre les équations (III.1-a) de type hyperboligue dans
tout le champ de 1l écoulement et, en conséquence, de ne pas avoir
a4 utiliser qu’'un seul schéma de disrétisation; d autre part,
cette simplification est en effet consistante avec 1l écoulement
stationnaire recherché dans le cas d'un fluide parfait dont
l1’enthalpie totale est uniforme & 1 amont. '

I11.3.2 CONDITIONS INITIALES ET CONDITIONS
AUX LIMITES

La formulation des conditions initiales et les conditions
aux limites permet d’ assurer 1 existence, l'unicité et la conti-
nuité par rapport aux données initiales et aux limites de 1la
solution des équations (III.1), et constitue un probléme mathéma-
tique d une grande difficulté gui n'a pas été résolu dans toute
sa généralité. Certains résultats peuvent toutefois étre énoncés
en considérant le caractére hyperbolique du systéme d éguation
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(II1.1) qui se traduit par 1’existence d un domaine de dépendance
pour chagque point du calcul.

-

III1.3.2.1 CONDITIONS INITIALES

A 1l7instant t=0, les composantes du vecteur U sont données
arbitrairement en prenant soin, toutefois, de leur attribuer des
valeurs vérifiant les conditions aux limites décrites au paragra-
phe suivant et suffisamment continues pour éviter 1l apparition,
aux instants ultérieurs, de ligne de discontinuité non significa-

- tives.

ITI.3.2.2 CONDITIONS AUX LIMITES
a/ CONDITION DE GLISSEMENT

Elle est appliquée sur 1'extrados et 1 intrados des anbes.
8i y=Y(x) représente 1 équation de 1 intersection d une aube avec
la ligne de courant ¢=cte.de 1 écoulement, cette condition
.8 "écrit: ’

df
v = “'jﬁfhmﬂm

b/ CONDITION DE PERIODICITE

Elle est imposée & 1 amont et & 1'aval du canal inter-aubes.
La solution stationnaire recherchée étant périodique par rapport
a la variable 1y, de période s=2n/N ol s est le pitch et N 1le
nombre d’aubes de 1la grille considérée, cette condition sers
imposée en régime transitoire

Ulx,y, t) = U{x,y+8,t)

c/ CONDITION DE KUTTA-JOUKOWSKY

Cette condition n’est prise en compte que si 1 écoulement
est subsonilique au bord de fuite des aubes. Dans le cas ol 1"écou-
lement sur 1 extrados et 1 écoulement sur 1 intrados d une méme~
aube ont des pressions totales identiques on imposera & 1 écoule-
ment confluent au bord de fuite, d’avoir la direction de 1a
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bissectrice du diédre formé par le bord de fuite de 1 aube

(fig IIT.2-a); dans le cas contraire, par exemple, dans le cas of
un choc d intensité varisble se développe dans le canal inter-
aubes, 1l écoulement confluent sera tangent au cbté du diédre of
la pression totale est la plus élevée (fig III.2-b et c¢).

P Pt Pt1
Vv
v ~
Pz X Pi2 v P2
@rsh, ® 0% © £<Re

d/ conditions & 1 infini amont et aval

Le domaine de calcul gui théoriquement, s étend de 1l infini
amont & 1l infini aval est pratiquement 1limité par deux plans
perpendiculaires a 1 axe de la grille x=x1 et xzxz2 (fig. III.1)
La théorie des caractéristiques pour les équations hyperboliques
montre que le nombre et la nature des conditions aux frontiéres
ne sont pas arbitraires. :

Cette analyse a montré que pour un Mach axial (M1 cosazi)
supérieur & l'unité le domaine de dépendance d 'un point p: de la
frontiére amont, par exemple, & 1 instant t=to+At, étant entiére-
ment extérieur sau domaine de calecul(fig. III1.3-a). Les différen-
tes variables n'y sont donc pas connues, il est clair gue toute
les caractéristiques de 1 écoulement doivent &tre imposées; en
revanche, dans le cas ou (M1 cosair < 1), ce domaine de dépendance
etant partiellement intérieur au domaine de calcul (fig III1.3-b)
et quelgues caractéristiques de 1 écoulement peuvent &tre déter-
minées par les grandeurs calculées & 1 instant t=to .

-~
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En ce qui concerne la frontiére aval (x=xz), les considérat-
ions analogues permettent de parvenir aux conclusions suivantes:
dans le cas ou-(Mzcosaz>l), le domaine de dépendance d un point
pz'da 1'instant t=to+At, est entiérement & 1 intérieur du domaine
de calcul, toute 1les grandeurs doivent donc étre calculées,dans
le cas contraire; le domaine de dépendance du point pz coupe la
frontiere x=x2, il n’'est done¢ pas possible de calculer toutes les
grandeurs et certains d’'entre elle doivent &tre imposées.

t Jrt
tgnt (P) t+At{pY) o ]
WPy x4 tgP) X
: P Xext P x| x4 i
e e o Syt -t
i At ¥1cosad At alAt  vicoswi Al
 Mgposp<t 1 Myposar>
Fig. II1.3 T (@) )

Dans 1le cas pratique, le Mach axial est le plus souvent

inférieur a4 1'unité a 1 amont comme & 1 aval (ref. veuillot).
Nous avons donc retenu que les résultats suivants

i/ Sur laz frontiére (x=x1), on se donne la preséion totale Poz,
la température totale Toi (implicitement impdsée puisque Ho=cte.)
et une autre caractéristigue de 1 écoulement qui peut &tre soit
la direction de la vitesse (a1) so0oit le nombre de Mach (Hi); le
débit résulte du cslcul. | -

11/ Sur la frontiére aval (x=xz) 1ls pression statigue (pz) est
imposée.

53



CHAPITRE III METHODE DIRECTE

IIT.4 LE HODELE RUMERIQUE

-

La procédure générale pour résoudre le probléme du calcul de
1'écoulement transsonique est donnée de la facon suivante

I¥T.4.1 ETAPE I: CHANGEMERT DE COORDONNEES

La formulation des schémas au différences finies se trouve
notablement simplifiée notamment en ce qui concerne les condi-
tions aux limites 1lorsgu’on dispose d'un mailllage rectangulaire
et des frontiéres paralléles aux axes de coordonnées, nous avons
été amenés & effectuer une transformation de coordonnées du plan
physique (x,y) (fig. III.4-a), en un plan de calcul (X,Y)
(fig.III.4—b) 4 1'alide d une transformation définie par:

{xnx(X,Y') - (I11.4.1)
y = y{X,Y)

qu’'il n’'est pas nécessaire d expliciter seules les positions des
points (i,J) par rapport au systéme de coordonnées cartésien
d 'origine (x,y) sont requises. '

Les relations entre les dérivées partielles des deux systé-
mes de coordonnées sont

27 [ax w2
oX| _i1dx dx||ox (I11.4.2)
9| (9x dyi| 8

aY oy dxj|dy

La transformée inverse est

K2 9y _dyl[ 8 _
ox| 1| 9¥ ox||ax (111.4.%)
Q| Fl.ox ox||a
ay 3y ox]|oy
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4 Y
Y
............ F1 R
Aﬁ’ﬂ;’ Ay Fy
X=cte d”j:jgiﬁL..
/ M
Mij LT
§F° ; X
x=x1 Ao 1 x=x2 x X1 Ao Xi Fo X2
(a) plan physique (b) plan de calcui
avec j le jacobien de la transformation II.4.1:
g=9x 0y _ ox By (III.4.4)

axdy Fvex
IIX.4.2 ETAPE II: ECRITURE DES EQUATIONS
DANS LE PLAN DE CALCUL

D aprés la relation (II.4.3), on peut exprimer les dérivées
partielles de (II.1-a) dans le plan de calcul (X,Y)

OF i(ﬂi’.@f - 9y oF,
ox J ' JY oXx dx oY
9 . 1 (.9x9G , ox 3G,
oy J YJoX o0x oY

L équation II.1-a devient
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g9U . (8yoF 3y 3F, (3353@ 9% 96y _ yp(v) (III.5)

T oY ax 9xX oY ax oY oY ax

avec U,F,G et H comme définis au paragraphe B(III.4.1)
I13¥.4.3 ETAPE TIII: DISRETISATION DES EQUATIONS I1.5

On définit dans le domaine de calcul du plan (X,Y) un
maillage carré dont les noeuds Mij ont pour coordonnées Xi,Ya.
L spproximation de U(x,y,t) & l'instant tn=n. At et au point de
discrétisation Mij sera notée: Urij.

I11.4.3.1 DISCRETISATION AU POINT Mijy
INTERIEUR AU DOMAINE DE CALCUL

Le schéma utilisé comporte les trols é£lapes sulvantes:
g/ c¢alecul du prédicteur Uiy*¥o+i

Connaissons Uii" on calcule une premiére approXimation de
Uign+l en utilisant les différences avancées pour approcher les
~dérivées d espace:

Uy ovim Uy + AL Hyy Ay (Y (Fy o Fyy™
I.6.
____ (Fij+1 —Fijn)}+{ax(aij+1 _Gijn) (IIT.6.1)
3
BY(G“U —Gyy oy
ol les coefficient Ai13" sont définis par Aizn=- At/A 1/Ji13.

b/ Calcul du correcteur Uisn+?

La valeur Uig*n+1 est ensuite corrigée en utilisant ,cette
fois~eci,des différences retardées pour approcher les dérivées
d “espace

Uy -—[(U S, AL HU"*HAH‘” [{ (Fij" T-Fy

gy (Fijn 1_Fij_1n+1) },._{ ax (Gijn 1—Gij-1n+1) - (Gijn.ﬂ-ci 1n+1) }}( ITI.6. 2)

Le schéma ainsi limité & ces deux étape est précis au second
ordre et conditionnellement stable,c est-a-dire que le pas -
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d “espace( AX=AY=-A) étant fixé, il existe une valeur maximum du

pas de femps (At) au delda de laguelle les calculs divergent
rapidement (voir ANNEXE A), la détermination de cette condition
de stabilité est abordée au paragraphe §(I1I1.4.4). L expérience
montre toutefois que cette condition est bien souvent insuffi-
sante pour assurer le bon déroulement des calculs, les oscilla-
tions apparaissent notamment dans les régions a fort gradients de
pression.Il est aslors nécessaire d’amortir ces oscillations par

-

exemple par un procédé de lissage effectué & chagque itération.
¢/ Calcul d une valeur lissée du correcteur

La valeur lissée du correcteur est obtenue par 1 expression
suivante ’

( Uijn+1) 1is EUijn-rl..',a (U.iﬂ.jnﬂ.'i Ui—ljn+1+ Uij+1n+1+Uij—1m1-4 Uijn+1) (III. 6. 3)

ol € est un coefficient déterminé empiriquement de facon &
obtenir un bon smortissement des oscillations sans détériorer
excessivement la précision de calcul gui est du second ordre,
passe & 1l ordre 0(¢é A). L expression (II1.6.3) peut étre inter-
prété comme 1l adjonction a 1l équation (III1.5) d'un terme
dissipatif ¢ A2/At AU (od AU est le laplacien de U dans le plan
(X,Y)) et un coefficient v=¢ A2/At comme un coefficient de
viscositeé artificlelle (voir ANNEXE B).

111.4.3.2 Traitement des points situés sur
les frontiéres du domaine de calcul

Les points du maillage situés sur la frontiére du domaine de
calcul présentant les particularités suivantes

1. Le schéma numérique défini par les équations (III.S;I),
(I11.6.2) et (IIT1.6.3) ne peut y &tre appligué strictement car il
n’‘est pas possible d'utiliser des différences finies décentrées
vers l'extérieur du domaine de calcul.
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2. Les valeurs de U en ces points doivent vérifier outre les
equations, (III.1), 1les conditions aux limites du parsagraphe
§(II1.3.2); c'est-a-dire que 1'on dispose pour le calcul de U,
d un nombre d informations surabondant.

L.a technigue utilisée pour remédier a ces difficultés est 1la
suivante:

1. Aux points du maillage situés sur la frontieére, les équations
(I11.6.1) et (II1.6.2) sont modifiées par 1 emploi de différences
finies systématiquement décentrédes vers 1l intérieur du domaine de
calcul; par exemple, la dérivée JIF/8Y sur la frontiére Y=0
(I1I -4-b) est approximée de la maniére suivante

*+ 4 1l étape du prédicteur (formule inchangée}:

(3B Fin = Fug,
3y 1% Ay

« &4 1l'étape du correcteur (formule modifiée):

(8Ey “Fygpeea ¥ 3Fi3.4 — 2Fyy
gy’ 1Ja AY

Cette méthode utilisée par veuillot [ref. 18] permet de
conserver une précision du second ordre.

Pour les frontiéres X=X1 et X=X=2, les formules ont été
conservées bien que la précision n’est que du premier ordre.

2. Les trois composantes du vecteur U sont ainsi calculées par
application du schema, avec les modification indiquées, puis les
valeurs obtenues sont lissées par une formule analogue a (III.6.-
3), mais unidimensionnelle (sur 1la frontiére X=X: , toutefois,
les grandeurs sont supposées uniforite et égales aux moyennes des
valeurs obtenues & 1l étape du correcteur). Pour tenir compte des
différedEs conditions aux limites, les valeurs lissées sont alors

modifiées comme suit
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a/ Condition de glissement

La vitesse calculée par application du schéma en un point du
profil de 1° aubage n’'est pas, en général, tangente a4 celui-ci,
le procédé utilisé pour tenir compte de la condition de glisse-
ment consiste alors & annuler la composante normale au profil et
& ne retenir que la composante tangentielle pour le calcul du pas
de temps'suivant

vijon+l = uggontl Lglp .

ol Bp désigne la pente du profil

b/ Condition de périadicité

Les composantes du vecteur U sbﬁt calculées par le schéma sur
les parties des frontiéres Y=0 et Y=1 situées en amont et an aval
de 1 aubage (fig. IIT1.4-b); la condition de périodicité est
appliguée comme valeur commune -pour le calcul du pas de temps
suivant i.e.

Un-o-l(x’Y;O ou 1):”n+1(x x:!!)q.!!n-l-l‘x Y:])
: 2

¢/ Condition amont :

Dans le cas oh Micosai < 1,les conditions imposées ont été
précisées dans le paragraphe B(I1I1.3.2-d). Le débit est déterminé
de la fagon suivante : la valeur du débit A travers la section
amont X=X1 &8 1la (n+l1)éme itération est prise égale & celle du
débit 4 travers une section X=cte intérieur a4 1 aubage calculée &
la niéme jtération .Lés .composantes de U sont alors entiérement

déterminees.
d/ Condition aval

Toujours dans le cas d 'un écoulement axisl subsonigque | les
. composantes Uz et Ua du vecteur U sont calculées par le schéma;
connalissant la pression statique aval (pz) imposée & la frontiére
aval Xz ,on déduit Ui de 1 équation de 1 énergie (III.1-c}:
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| P, 1
- HUz-"""—U"‘— U2+U2
LRIV g 2( 2 3%)
On notera que cette équation du second ordre admet toujours
une et une seule racine positive

I17.4.4 CONDITION DE STABILITE

La condition de stabilité & été déterminée par application de
la régle de C.F.L ( Courant-Friederichs-Lewy ) déja citée dans le
chapitre précédent. '

Le domaine de dépendasnce numerique d’un point Mis peut étre
assimilé & un hexagone en approchant au voisinage du point Maijy
les courbes X=cte et Y=cte par des droites Di,Dz,Ds ...ete.(fig
I1I1.5~-8), en fait, pour simplifier, on remplace cet hexagone par
le plus grand cercle inscrit de centre Mij

{Fig. l.5a)

Le domaine de dépendance physique de Mij est une ellipse
[ref. 18] dont les caractéristique sont données 2 la figure
ITI.5-b

-

Si di,dz et da sont les distances des droites Di,Dz,Da au point
Mis (fig.III.5a) et dmin la plus petite de ces distances,la
condition de C.F.L s écrit pour la point Miz:
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(Fig L.5b)

41

+1 aiz -1
_ J%?_“&j|+¢._7L~+L%Fr$2j)2 LA < th”

Signalons que cette régle n’est gu approximative,et la valeur
du pas optimal n’est prise qu aprés des essnls numeriques

ITT.5 CONCLUSION

Dans cette partie, nous avons fait que de proposer les modéles
nathématique et numnérique de la méthode directe. Celle cil peut

- donc constituée 1 objet d une éventuelle poursuite du sujet. Les
applications qui suiveront traiteront uniguement de 1la méthode
semi-inverse (ou inverse 2% du chapitre 1I.
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CHAPITRE IV APPLICATION

IV.1 INTRODUCTION

Plusieurs configurations d écoulement ont été calculées,
permettant de mettre en éviderice les pqssibilités actuelles de la
méthode semi-inverse présentée au chapitre II et sont présentées
ici.Les performance correspondant ont été réalisées et mis au
point dans le cadre de cette é&tude.

Iv.2 APPLICATION AUX ECQULEMENTS SANS CHOC

IV.2.1 CAS D ECOULEMENT SUBSONIQUE
TRACE D UNE TUYERE

Un exemple de calcul d écoulement subsonigue est représenté
4 la figure (IV.la) décrivant la tuyére utilissée lors de 1'étude
nuomérique de la précision des schémas de type implicite.

I1 s"agit d une tuyére convergente~-divergente, présentant un
col sonique en son milieu, calculée & partir de la répartition du
nombre de Mach imposée le long de son axe.

IV.2.2 ETUDE RUMERIQUE DE LA PRECISION DES
SCHEMAS DE TYPE IMPLICITE
Une étude numérique de la précision du schéma de type impli-
cite 3 été effectuée 4 1 side d un modéle d écoulement a travers

une tuyére (fig.IV.1la) caractérisé par les conditions aux
limites suivantes ’
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- L éCoulement est supposé uniforme et de type purement axial,
le long des frontiéres amont et aval (caractérisé par un
nombre de Mach égal 0.2).

- L= distribﬁtion du nombre de Msch est imposée le long de la

ligne de courant initiale, coiricidant avec 1 axe de la

tuyére qui présente un col sonique situé 4 égales distances de
ses extrémités amont et aval.

Deux points A et B ayant été définis a la paroi de la tuyére
dans les sections situées respectivement & des distances de
l’extrémitée amont représehtant 25% et 50% de la -longueur de
celle-ci,. 1l évolution du nombre de Mach calculé en ces deux
points suivant la valeur du rapport ‘des pas transversal et
longitudinal oco=Ayo/Amo sur la frontiére amont du domaine de
calecul et également suivant la valeur du coefficient de viscosite
artificielle aa, défini au paragraphe § , a été étudiée. Les
résultats obtenus, représentés aux figures (IV.2a et b),corres-
pondant chacune aux points A et B.

IV.2.3 CAS D ECOULEMENT SUPERSONIQUE
IV.2.3-a DETENTE CERTREE

La figure (IV.2a) prsente les resultats du calcul d une
détente centrée autour de diédre d’ angle 7,5° & travers laquelle
1 écoulement passant d un nombre ce Mach wuniforme égale a 1,7 a

un nombre égale a 1,9.
IV.2.3b COMPRESSION ISENTROPIQUE

La figure (IV.3b) présente le calcul de 1 écoulement a
travers une compression isentropigue produite par une rampe, dont
les carsctéristique sont également représentées sur lafigure, le
long de laquelle 1'écoulement passe progréssivement d’un nombre
de Machégal a 1,7 & un nombre égal & 1,5, la déviation étant de
7°.
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IV.3 CALCUL DE PROPAGATION D'ONDE DE CHOC
ONDE DE CHOC DROITE

La figure (IV.4) représente 1 évolution du nombre de mach &
travers un choc droit en prsence d'un écoulement uniforme en

amont
( M=1,2 Y et en aval ( M = 0,84 ).

1V.4 APPLICATION AUX ECOULEMENTS TRANSSONRIQUES
_TRACE D AUBAGE DE TURBOMACHINE

L ’application de 1la méthode de calcul au tracé de grilles
d"aubes n’'a pu &tre encore étudiée de fagon approfondie. Ce type
de tracé pose en effet des problémes particuliers, tels que le
contrdle de la périodicité de 1’ écoulement en amont et en aval de
la grille et également le choix des conditions 1le long de la
ligne de courant de courant initiale permettant non seulement le
contrdle de 1la couche limite le long des parois mais également
qul corresponde & un profil présentant une répértition d’ épais-
seur satisfaisante. o

IV.4.1 TRACE D AUBAGE DE TURBINE

La répartition du nombre de Hach‘ est imposée le long de
l’extrados comme 1 indique la figure (IV.4a) ainsi que la
geométrie du canal (1l hauteur variant de 1 jusqu’a 1,5 dans la
direction de 1 écoulement). '

L"évolution du nombre de Mach est imposée uniquement dans 1la
frontiére amont(fig. IV.4b).

La figure(lV.4c)représente le profil obtenu ainsi que le
réseau des lignes de courant.
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IV.4.2 PRACE D AUBAGE DE COMPRESSEUR

La répartition du nombre de Mach est imposée 1le long de
lextrados de fagon & soumettre 1'écoulement & une compression
isentropique (Fig. IV.b5a).

L évolution du nombre de Mach(c.L) est imposée unigquement &
la frontiére amont (Fig. IV.5b).

L aubage obtenu par Jjuxtaposition en amont et en aval des
deux lignes de courant limitant le domaine de calcul,est
représenté a la figure (Fig. IV.5c).

IV.5 RESULTATS ET COMMENTAIRES

Pour 1 application au tracé d une tuyére, Les résultats
obtenus parsaissent satisfaisants. Par contre prés de 1l entrée et
.de la sortie des irrégularités de la répartition des courbes
isomach apparaissent de maniére évidente. Ce phénoméne peut E&tre
attribué sux valeurs imposées, dans cette région, & la viscosité
artificielle, -non adaptée i des valeurs du nombre de Mach local
aussi faible.

La seconde sapplication, consernant 1 étude numérique de la
stabilitédes schémas implicites. Les resultats obtenues sont
essentiellement les suivants:

Pour un coefficient de viscosité artificielle s« égal & 0,005,
la solution diverge lorsque le pas de calcul dyo tend vers zéro,
gquel que soit la position du point de caleunl. '

Une réduction progressive mais uniformément répartie le long
~de la tuyére, du coefficient de viscosité a«, tend, en chague
point, & provoquer la convergence de la solution. Cette conver-
gence  parait, d autre part, d'autant Plus rapide que 1le point
considéré est plus éloigné du col sonique.

Suivant cette observation, une modulation de la viscosité
artificielle suivant la valeur du nombre de Mach 1local a été
effectuée. Ce choix a permis de contrdler les phénoménes dissipa-
tifs en maintenant la stabilité des calculs. L'équilibre entre
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les termes dissipatifs et 1 erreur de troncature, conduit a une
loi de la forme donnée dans le chapitre II.

Les résultats obtenus mettent en évidence 1 importance de la
viscosité artificielle sur le comportement de la solution, qui
doit &tre choisie avec précautions pour que le calcul soit
significatif. :

Pour 1‘application aux écoulements supersonique celle-ci a
été mise enoeuvre pour vérifier les capacités de la méthode de
localisation des discontinuités utilisée, ainsi gque la stabilité
des calculs. Pour les deux premiers cas: discontinuité de la
géometrie {(déetente et compression) les resultats sont
accéptables. Pour les cas des choes les discontinuités sont
conservées et la stabilité est maitenue

La dérniére partie concerne 1 application au tracé d aubage
gui est le but principal de -cette étude. Nous avons considéré le
cas sans chocs car 1la méthode “d ajustement de choc" parait
difficile pour plus de deux choes notamment 1 étape de
localisation du choc et les positions des points en amont et en
aval de celui-ci

Les saubages de turbine et de compressear obtenus sont
satisfesant,‘cependant ie bord de fuite parait mince c¢e qui pose
un probléme du point de vue résistance mécanique.

En plus 1 absence de conditions de périodicité de
1'écoulement au bord de fuite se traduit par des différences
importantes qui subsistent en ce point entre les nombres de mach
et donec entre les vitesses &a 1l extrados et & 1 intrados
(Fig.IV.4e>. L égalité des pressions n’ est donc pas assurée le
long de la ligne de glissement prolongeant 1le bord de fuite, ce
qui, en principe, s oppose & la confluence des deux écoulement
d’intrados et d’extrados aval. Ceci peut é&tre attribuer a
1 absence de la condition de KUTTA-JOUKOVSKI.

Ces remargues constituent les difficultés principales
d application de la méthode au calcul des grilles d aubes qui
devra faire 1°objet d une étude ultérieure.
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IV.6 CONCLUSION

Ce chapitre a été consacré aux applications de la méthode
semi-inverse pour le tracé de tuyére et d aubage transsonique.

.Nous avons pu constater les avantages et les inconveniants
ainsi gque les possibilités de la méthode.
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CONCLUSION GENERALE

Le travail présenté dans ce mémoire est une tentative
d application d’un modéle mathématique ©pour le conception de
profil d aubage pour les écoulements transsiniques

Ayant rappelé les problémes posés par ces écoulement,
notamment celui de 1 interaction onde de choc-couche limite et
les procédés de contrdle; on a mis en oceuvre une autre méthode de
contrdle consiste en agissant sur 1 écoulement extérieur en vue
limiter 1 intensité des ondes de choc au voisinage des parois, et
de conserver autant gque possible 1 énergie contenue dans la
couche limite.

La méthode de calcul pour 1les écoulement transsonique
faisant 1l objet de cette étude & été développé dans ce but. Nous
avons signaler la difficulté du probléme du point de vue
mathématiqué qui consiste & résoudre un probléme de type mixte
(hyperboligque-elliptique).

Cette méthode présente par contre des inconvénients dans sa
formulation &4 savoir la non prise en compte de la condition de
périodicité, qui est trés importante dans le cas des grilles de
turbomachines. Pour palier ce probléme, nous proposons, pour une
éventuelle poursuite du sujet, de 1l associer & une méthode
directe dans un processus itératif jusqu’'da convergence. C'est
pour cela nous avons développé la méthode pseudo-instationnaire
proposee par VEUILLOT [REF. 18] et qgui porait mieux adaptée &
notre cas. Le programmé a été élaboré maié va le temps machine
insuffisant et le manque de moyens, on a bas pu le faire marcher.
Nous pensons que 1la cause est le choix des conditions initiales
gui doivent étre compatible avec les conditions asux limites.
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CONCLUSION GENERALE

Le traitement des discontinuités a été effectude par une
méthode "d ajustement de choc” qui parait difficile surtout pour
la localisation de 1la discontinuité et suivre sa propagation. Il
‘ne faut pas oublier la difficulté de programmation de la méthode.
et son adaptation a notre schéma de discrétisation. On propose

dessayer une asutre nméthode, par exemple 'celle du “capture de
choc” mais il faut avant tout surmonter la difficulteé
mathématique qui consiste 4 rendre les  équation de type
conservatif,

Enfin concernant la possibilité de couplage de 1s méthode
avec un calcul de couche limite, la méthode parait bien adaptée
car la vitesse est donnée suivant la coordonnée curviligne. Pour
le de calcul avec onde de choc, sa modélisation est trés
compliqué et Jusqu'd présent ce cas n'a été traite que pour un
ecoulement léminaire par le modéle de MAC KORMACK [ref. 227
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ARNEXE A

Pour un schéma donné, il existe des valeurs du pas de calcul,
pour lesquelles, les résultats numériques donnent des oscilla-
tions qui croient rapidement et aprés un certain temps leur
amplitude devient infinie tel gque l’'ordinateur passe en “over-
flow” et s arréte.

~

Ce phénoméne est caractéristique de 1 instabilité numérique.
En plus de cette raison, 1 instabilité peut se produire par
d autres sources, par exemple, dans un cas non linéaire, pour des
nombres de Reynolds importants, les causes d instabilités sont
(1) les effets non linéaire, (ii) le changement rapide de 1la
direction dans la région de décollement de l"écoulement, (iii) un
fort gradient de pression, (iv) présence de parocis ou de frontie-
res au domaine de calcul. L effet de telles instabilités guali-
fiées de "faible", n’'est pas nécessairement une divergehce rapide
du calcul,mais souvent ,ils provoguent des oscillations qui
restent d amplitude bornée [ref. 20].

Ce phénoméne est corrigé soit en diminuant le rapport des pas
de calcul; en 1le choisissant inférieur a la valeur donnée par la
condition de Courant-Friederichs~Lewy (ou de C-F-L) {(voir chapi-
tre II et III ) soit en introduisant un terme de dissipatif ou de
viscosité artificielle.

Cela nous améne & introduire 1la notion de stabilité.Nous
dirons qu'un schéma est stable si la solution du probléme discré-
tisé reste bornée (pour une donnée initiale bornée,bien entendu)
[ref. 16]. ‘

Examinons, maintenant, par 1 analyse de Fourier,ls stabilité
du schéma suivant
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ANNEXE A

- Cut + Cut + C,urt = (A.1)

ot C1,Co et C-1 sont des opérateurs de différences finies,

un” ® u(xn,n At) avec u=(ui,...,um), €t x=(X1,...,Xa) tel que xn
désignent la discrétisation en espace xn=(yi Ax1,...,¥a Axd),on
¥i,...,¥a ¢€tant des entiers, 1'indice n désigne la discétisation

en temps ta=nlt, n un entier.

On suppose que la solution est de la forme

up® = UA(k) exp(ik.x,) | T

ou 1i=4-1, et k le vecteur nombre d onde,k=(ki,...,ka) subti-
tuant (A.2) dans (A.1) et en divisant par un facteur commun
exp(ik.xn), on obtient 1 égquation vectorielle

G, Pt + G UR + G, UP! =0 _ (A.3)

n

Cette équation & trois niveaux est transformée en une équation
& deux niveaux en introduisant une variable auxiliaire VrnzUn-1,
L équation (A.3) devient donc:

G, V¥t + G, V2 + G, V=1 =0

(A.4)

vl - pgf =0

qui peut étre écrite sous la forme
¢+ = G, " (A.5)

on ®=(U,V) est un vecteur 4 2 m composants, G une matrice
?2m x Zm déduite de (A.4) appelée matrice d amplification.

La stabilité du schéma (au sens de Von Neumann) exige que le
rayon spectrale de la matrice d amplification G est 1inférieur a

l'unite 1.e:
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ANNEXE A

- p(G) = Max|A,| < 1, OskAx,;<2w, F=1...d (A.B)

ol A1 sont les valeurs propres de G racines de 1° équation
caractéristique

det (G-AI) = F(A) =0 (A.7)

Dont les valeurs des A résultent de 1° étude des zéros de
f(A). Une autre possibilité consiste & calculer directement les
valeurs propres de G par des méthodes Numériques. Les calculs
sont effectués en faisant varier les paramétres (Physique et
numérique) du probléme et en construisant les graphes des résul-
tats.Pour une telle approche, il est recommandé de procéder &
l1"étude analytique préliminaire de 1la stabilité pour des cas
slmples ; pour 1l 'instant , en (i) considérant Ile probléme en
dimension d espace inférieur, (ii) annulant quelques paramétres
physiques, 0d{(iii)Considérant quélque relations entre les compo-
~sants du vecteur nombre d onde ol éventuellement guelque valeurs
d’entre eux. Une telle analyse préliminaire permet souvent 1a
détermination d’une forme grossiére du critére de stabilité gui -
peut étre raffiner par le rcalcul numérique des valeurs propres.
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ANNEXE B

Les équations de Navier-Stokes sont des équations aux dérivées

partielles du 24me pordre qui nécessitent pour &tre résolues un
nombre N de conditions aux limites réelles . -

Par contre les équations d Enler sont du 1le ordre .Elles
nécessitent un nombre E de conditions aux limites inférieur & N.

Il est paradoxal de constater que P=N-E conditions réelles,de-
vienent des inconnues dans le probléme d 'Euler. La seule facon de
soulever ce paradoxe est de supposer 1°‘éxistence d une surface de
discontinuité . ' . : .

Le calcul de ces discontinuités est é&fféctuée par les rela-
tions dites de Rankine-~Hugoniot ,associées aux équations. d Euler
,permettent le calcul de 1°écoulement sutour d'un obstacle de
géométrie connue.

B.1 EQUATIONS DE. RANKINE-HUGONIOT

Ces équations désignent les relations de compatibilité entre
les principes de conservation et 1°éxistence des discontinuités.

Elles sont obtenue rapidement en posant

v, = V.4,

ne : la normale & la surface de discontinuité S (fig B.1).
o
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ANNEXE B

L’équation de continuité prend la forme

Py Vi = PV, "(B.1la)

L'équation de quantité de mouvement ,s écrit
PV Vs =~ 2%V + (py-pp) .4, =0

D04 en projetant cette relation respectivement sur la normale
et le plan tangent a la surface S, on obtient

Pr+ PV =p, + p V2 (B.1b)

plvt:.tvn.l = pzﬁwvm o (B.1lc)
L équation de 1 énergie s decrit

v,2 ‘ V.2
Pl(h1+—-§—)vm+plvmap, (h,+—-é%~)vn2+pzvu (B.1d)

B.2 LIGNE OU SURFACE DE GLISSEMENT

Ces lignes ou surfaces sont définies en écrivant que le
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ANNEXE B

fluide ne traverse pas la diseontinuité soit

- V=0 -~ (B.2a)

d’od ,en 1l injectant dans le systéme (B.1), on obtient

PL=p (B.2b) continuité de la pression
Vo = Vo (B.2c). continuité de la vitesse normale
p . V., h quantités éventuéllement discontinues

Ce type de discontinuité apparait généralement dans deux cas.
Le premier, est le cas d’un contour exterieur d un carps placé
dans un fluide parfait .Il1 éxiste une zone d’épaisseur nulle au
Qoisinage de la parol gqui est de type “surface de glisse-

ment"(fig. B.Z2a). Par conséquent la condition au limite qui est’

appliquée sur la paroi, pour résoudre les équations d Enler est
la nullité de la composante normale de la vitesse, c’est 1la
condition dite de glissement, .1 sutre cas,est celui d’un jet
débouchant dans 1 atmosphére au repos. Il se forme, aprés un
certain temps une discontinuité qui sépare 1le fluide contenu dans
le jet et 1 air ambiant (fig. B.2b).

Atmosphédre au repos

T —

i : Ligne de glissenient
i discontinuite isobare
: surface da
gllssetmeant
Fig. B2.a Fig. B.2.b

Compte tenu de'l'identité des composantes normales ¥ni et Vnz
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ANNEXE B

Les deux c6tés de la 1ligne de glissement sont respectivemenf
constitu§§ des mémes particules qui glissent les uns par rapport
aux autres du fait de la discontinuité de la vitesse tangentiel-
le.

B.3 LES ONDES DE CHOCS

Les équations des ondes de choc sont obtenues en écrivant
Va1 # 0 dans les relations de Rankine-Hugonioct (B.1). Ceci impli-
que, contrairement su cas précédent ,une traver§ée de la discon-
tinuité par les particules fluides.

Le systéme (B.1) est alors réécrit sous une forme plus
simple, soit:

m= pIIVm,= Py Voo '(B.Sa)

Dy +mVy =p, +mVy, (B.3b)
'%*%Vm‘%hﬂ—%v’mz (B.3e)
Ver = Ve | (B.3d)

Le cas particulier des ondes de choc droites est obtenu en
posant Vei1izVea2zD :

En manipulant, les équations (B.3) on obtient les relastions
dites d'Hugoniot

Pa _ 2y 2_

B 1+ ey (Mn.l 1) (B.4a)
Pz 2 1 -1
—_— = ~1) +1) B.4b
Py ( Yy+1 (Mmz ) _ ¢ )

Les sutres aquantités telles que hi, Ti et Mn1i peuvent &tre
déduites sans difficultés.

Dans la pratique,il est commode d introduire aussi les pentes
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ANNEXE B

locales B et celles de la ligne de courant aval 6, par rapport a
la direction de la vitesse initiale Vi (fig B.3).

-»
- vt.i
v;n i

—
Vnz
Vo2
v,
t2 -
= Vv e
v, - p_E

Fig. B3

Les équations de continuité et de conservation des vitesses
tangentiélles s’'écrivent alors

It

p2V; sin(B-0) = p,V, sinp

V; cos(p-0)

V; cosf

I? en resulte une relation fondamentale
tg(p-8) _ P | (B.5)
tgP P2 | |

"~ Cette relatidn peut étre écrite sous la forme (ref liepmann[])
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(B.57)

M*sin?f-1
- tgd = 2 ct L
90 gb M2 (y+cos2f) +2

Cette éxpression s’ annule pour B=u/2 et PBzarcsin(l/M1) appelé
angle du Hach. Cette relation (B.5°) traduit dans le plan (6,B)
qu’'1l éxiste deux solutions PBi et Bz pour chaque valeur

B £ Omaex(M1). La valeur sup(B1,B8z) est appelée solution choc
fort tandis que la valeur inf(Bi,Bz) est appelée solution choc
faible. | |

Pour 8 > Bmax(M1), aucune solution locale n’ est compatible
avec la valeur M1 fixée. Le choc ne peut &tre que détaché.

Ce type de discontinuité se se produit,soit a 1 amont d obsta-
cles placés dans un courant supersonique (fig. B.5a) soit lors
d ‘un changement brusque de la pente d une paroi (fig. B.5b).

Fig. BAa | rmiaAb
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Durant toute cette annexe shous nous baserons sur 1'égquation
de Birgers sous ls forme (C.1) ou (C.2):

du g , u? .

ot EEf_EJ 0 : (€1
du a  u?y _ _ u -
3t T Bx 2) i v8x2 Y Fte)O (.2

Lorsqu’une solution u(x,t) de 1"équation de Bfirgers (C.1)
présente un choec et qu on discrétise le probléme correspondant,
il subsiste nécessairement ,entre les points du maillage les plus
proche du choc et situées de part et d’autre de celui-ci,une
variation de u qui ne tend pas vers =zéro, de sorte qu'un schéma
au différences finies,consistant n’a plus'de sSens.

C.1 METHODE DU “SHOCK-FITTING"

Elle consiste 4 considérer éxplicitement 1la position Xe du
choc & chaque instant t comme une inconnue du probléme, et &
discrétiser 1°équation (C.1) en en différences finies de part et
d autre de %o, et 4 imposer les conditions de choc (relations de
Rankine- Hugoniot annexe B) une telle méthode appelée "shock
fitting" est parfois utilisée,mais elle se heurte & trois
difficultés pricipales [ref. 18):

(i) La difficulté informatique & suivre les chocs, qui sont
parfols nombreux ,et qui peuvent apparaltre ou disparaitre.

(ii) La difficulté d éxprimer numériguement les relations de
choc. .

(1ii) La difficulté d obtenir des schémas stables.

88



ANNEXE C

De sorte que cette méthode est assez peu étulisée, sauf si on
ne peut pas écrire 1l'équation traitée sous forme conservative.

C.2 METHODE DU "SHOCK-CAPTURING" ‘

Cette métﬁode consiste & pérturber 1°équation (C.1) selon le
modele (C.2),en lui adjoignant un terme de viscosité artificiélle
du type v'02u/0x2, 1'équation resultant est, & la convergence
(a) du second ordre ,et (b) suffisgment dissipative pour amortir
les oscillations éventuelles,v’ est un coéfficient positif petit.
Ce terme permet d étaler le choe ,bien que la structure du ‘choce
est fausse (car beaucoup plus épaisse qu en réalité), mais a
l’usage on constate heureusement que la position et 1'intensitd
du choc sont correctement cobtenues

Dans la pratigque ,on peut

= Soit introduire explicitement un terme v 92u/8x2 su second
memwbre de 1°équation (C.1); qui s’éerit alors sous la forme
(C.2),avec v’ au lieu de v (v >0);

« S0it discrétiser (C.1) & 1'aide d’un schéma dit dissipat{f i.e.
un schéma contenant implicitement un terme de viscosité artifi-
ciélle,comme dans le procédé de lissage appliqué aux chapitres II
et III.

C.3 RESOLUTION D°UN CAS PARTICULIER
Nous allons appliqué la seconde méthode & 1"équation (C.2)

dans le cas stationnaire .Puisque (3/3t=0) cette équation permet
d "avoir une équation differentielle ordinaire

d ,u? d?y
—— —_— = Y e—— C.3
ax (2 = v | (C.3)
Dont la solution est de la forme
1+ k. exp(HeX -
u=u, y k=xexp(—) =cte (C.4)
u,x v
1- k exp(-——v———
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O
o+
o
=
(w4

ux=u(x%)=cte qu’'on peut toujours supposée positive.v et ux
positifs, lorsque X varie de -» a +o exp(ux x/v) varie de D

juill
+
B

Nous supposons k>0 sinon le dénominateur peut s annuler et u

devient infini.

On peut aussi ,sans perte de généralité, se ramener au casol
xx=0 1.e, k=1 d ou

u.x
u s u, th(—> (C.5)

. v » \1
Lorsque x croit de -w a +w, u décroit de +ux(>0) a-ux,d abord
lentement puis rapidement; au voisinage de x=0, et de nouveau
lentement (figure ci-dessous): '

vi> vp2 0

‘\12
Vi

'y

S0



ANNEXE C

D'aprés cettc figure, on voit que lorsque le coéfficient de
dissipation v tend vers O, le profil (C.5) se raidit. A la
limite, on obtient un choc vérifiant la condition dite d"entropie
{ou de choc):

u{x-0, t) > u{x+0, t) (C.86)

La technique de viscosité artificielle sert aussi de fagon trés
éfficace & stabiser les processus numériques.

" Elle consiste & remplacer systématiquement 0/0t par 9/ &- €A
(oud A est 1 opérateur de Laplace en dimension ny), avec & positif
et infiniment petit. Il s’ agit d'unp perturbation singuliére,
produit d 'un coefficient e petit par une dérivée d ordre plus
glevé.
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