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RESUME :

L'analyse des conditions de fonctionnement des mécanismes (roulements,
engrenages...) nécessite la connaissance du comportement des matériaux dont ils sont
constitués, dans des zones qui se trouvent a une certaine profondeur de la surface de
contact.

Notre étude consiste @ mettre au point un programine numérique qui calcul le
champ de contraintes dans un massif, di a une distribution de pressions normales en
surface, par.la méthode de Kalker.

ABSTRACT :

The analyse of working conditions of mecanisms (Bearings, Genrs, ...} needs (o
know malerials comportement of these mecanisms, in places that are deep in relation
with the contact surface. _

Our study consists in the establishement of numerical program that calculate the
clastic field in a half-space by the KALKER procedure.
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Demzi-axe de l'ellipse de contact

Constante intervenant dans la solution des équations de Lmne
pour une sollicitation normale

Constante intervenant dans la solution des équations de Lamé
pour une sollicitation tangentielle

'Fonction hrmonique intervenant dans la solution de Grodskl

Aire de contact

Force apliquée sur les corps en contact

Frontiére z = 0 du demi-espace élastique

Fonction carectérisant la géomtrie des corps en contact
Fonction harmoniques intervenant dans la solution des équations
de Lamé pour une sollicitation tangentielle

Fonctions harmoniques intervenant dans la solution des équations
de Lamé pour une sollicitation normale

Epaisseur d'une couche €lastique

Valeur de la fonction G au point( X1, Y. Z )

Déplacement suivant leles directions x, vy, Z
Déplacement suivant X, y, z

Coordonnées du point courant

Coordonée du point source

Déformation suivants x, y, z

Tenseur de contrainte

Contraintes normales suivant les les directions x, y, z
Contraintes de cisaillement

Rotation sutvant x, y, z

Vecteur déplacemen
Domaine intérieur du massif semi-infini
Laplacien '
Deplacement du solide
Symbole de Kroneker
Potentiel logarithmique
Potentiel newtonien
Coetficient de Poisson
Coefficients de Lamé
Dilatation cubique
Indice des cellules



INTRODUCTION GENERALE

La résolution du probléme de contact entre deux corps élastiques constitue un
domaine de recherches trés important pour les tribologues. Cette recherche s'inscrit
dans la théone classique de 1'élasticité linéaire qui s'intéresse d'une fagon générale au
comportement d'un milieu déformable soumis a des sollicitations diverses.

La résolution du probléme de comportement de milieux déformables pour des
configurations quelconques n'a connue que des développement trés limités pendant
longtemps. Ce n'est qu'avec l'introduction d'outils numériques vraiment performants,
qu'on a pu résoudre la plupart des problémes qui se posent en Mécanique des Milieux
Continus. Ces outils font appel aux méthodes de résolution des équations aux dérivées
partielles et des équations intégrales.

Cependant, la modélisation de l'interaction de deux corps en contact n'a pas eu le
méme essor, car ces problémes constituent encore de nos jours un domaine particulier
dans les applications de la théorie de I'élasticité linéaire. Ce domaine est aujourd'hui
connu sous le non de "Mécanique des Contacts”.

L'intérét professionnel consiste en la mise au point de méthodes industrielles,
d'analyse des conditions de fonctionnement de mécanismes, comme les roulements, les
engrenages...etc. '

Enfin, I'étude proposée dans ce travail consiste 4 mettre¢ au point un outil
iformatique pour le calcul du champ de contraintes dans un massif provoquées par
des sollicitations normales et sa validation.



CHAPITRE 1

GENERALITES

L1- INTRODUCTION

L'étude de l'interaction entre deux corps élastiques en contact repose sur la

modélisation mathématique du comportement d'un milieu élastique soumis a divers

sollicitations en contraintes ou en - déplacement. 11 convient donc de définir les
grandeurs qui caractérise I'état du milieu que nous étudions, de préciser les hypothéses
de la théorie d'élasticité et enfin d'etabllr les équations de base de cette théorie,
appelées équations de Lamé.

L2- DEFINITION DES GRANDEURS PHYSIQUES

Intéressons nous aux déformations et contraintes qui affectent chaque point d’un
milieu subissant une sollicitation quelconque. Dans un espace 4 trois dimensions, ces
grandeurs se résument 4 :

- un vecteur déplacement U avec comme composantes u, v, w dans les trois
directions de 'espace,

- un tenseur de déformation ¢;; symétrique avec six composantes u,; qui rendent
compte de toutes les déformations homogeénes,

- un tenseur de contrainte ¢, symétrique caractérisé donc par six composantes

ij
indépendantes.

Nous devons définir aussi deux grandeurs qui permettent de décrire la nature
rthéologique du matériau qui compose le milieu élastique. 1l s'agit du coefficient de
Poisson » et du module de Young E.

Le premier mesure le rapport entre une déformation suivant la ligne d'action
d'une tension et la déformation produite dans une direction perpendiculaire a celle-ci.

Le second mesure le rapport entre une tension et la déformation qu'elle pkoduit
sur sa ligne d'action.



Le coefficient de Poisson » a des valeurs comprises entre 0.25 et 0.35 pour
des matériaux peu déformables et 0.35 4 0.45 pour des maténiaux trés déformables.
Le module de Young E a des valeurs comprises entre 1 M.Pa et 500 G.Pa.

On peut utiliser aussi, pour rendre compte de la rhéologie du matériau, les
coefficients de Lamé N et p quisontliésa E et v par les relations suivantes:

Ev
A =
_(1 -;:v)(l ~2v) wn
# _2(1 +V)

1.3- HYPOTHESES DE L'ELASTICITE LINEAIRE.

SOLOMON {1], explicite l'ensemble des hypothéses qui doivent caractériser le
comportement du corps élastique. On distingue deux sortes d'hypotheses

- Hypothéses fondamentales :

- L'utilisation des lois de la mécanique classique,

- milieu continue, qui permet d'avoir une représentation macroscoplque et donc
l'utilisation des outils classiques d'analyse mathématique,

- discrétisation du milieu pour la formulation des équations d'équilibres sous
forme différentielle,

- dépendance locale des grandeurs qui caractérisent le milieu élastique,

- définir une correspondance biunivoque entre les déformations et les tensions, ce
qui impose un caractére rever31ble pour la déformation.

- Hypothéses simplificatrices :

- les propriétés mécaniques sont invariables pour tout point du milieu élastique et
sont indépendantes des directions considérées autour de ces points (corps
homogénes et isotropes),

- la linéarité géométrique entre les déformations et les dérivées des déplacements,

- le travail mécanique est mndépendant des états successifs qui conduisent de I'état

" initial 4 I'état final.

L4- LES EQUATIONS DE LAME

Pour déterminer les grandeurs que nous avons définies, nous devons construire
un systéme d'équations établi a partir de :

- six équations géométriques traduisant I'hypothese de linéarité géométrique

i



£, =%(ui,j +uj’i) (1.2)

- six équations d'équilibre que l'on déduit en exprimant que la résultante des
forces sur un parallélépipéde de dimension dx dy dz (figure 1.1) en équilibre
dun point de vue mécanique est nulle, le vecteur de contraintes étant
symétrique, les six équations d'équilibres se réduisent a 3 -

Yoy;) +F. =0 , (1.3)

4

ou Fi représente les trois composantes des forces volumiques.

AZ(3)

TJ; .

X{1)

dy
g = contraintes normales sur élément de volume dx dy dz
7 = contraintes de cisaillement sur élément de volume dx dy dz

-figure 1.1- Contraintes sur un élément de volume.
- six équations physiques cxplicitéeshpar la lo1 de Hooke simplifiée, et exprimant
ici la dépendance linéaire entre les déformations et les contraintes.
Ces six équations physiques s'expriment en fonction des coefficients de Lamé \ et p :
o; =N8; +2p¢, ‘ (1.9)
ou du module de Yodng E et du coefficient de Poisson » :
Ev E

= = ps +——p, | 15
% (1+0)(1-2p) ¥ T4p0 (1-3)



(‘Sij =] pour i=j, &6, =0 pour i ¢JI

i
La grandeur 6 est la dilatation cubique

=g, +e, +e&

z

du v Bw | : |

=22 4 LY .
x dy Oz (16)

En remplagant ¢ par son expression (I.4) dans les relations d'équilibres (1.3),
ona: . |
| =0 (1.7)

Ay dy +pu; +pu

i.5iij i.jj idi
Qui se simplifie et se met sous la forme suivante:

(A +u)0,i +pdu, =0 - o (18)
Le calcul 3 partir des coefficients E et » conduit au systéme suivant :

6,i +(1-2»)au, =0 : (1.9)

Le systéme d'équatiohs (1.8) estle systeme d'équations de Lamé pour des forces
de volume nulles et pour un milieu homogéne.

‘En dérivant chaque équation de (1.8) respectivement par rapport 4 x, y, z et en
additionnant les trois équations, on démonfre que la dilatation est une fonction
harmonique (A68=0). : .

En appliquant l'opérateur A sur(1.8)ona:

(2 +p)Abu,, +puAAL, =0
onen fduit Adu, =0 (1.10)
Nous mettons ainsi en évidence une biharmonicité des composantes de déplacement..
Nous avons donc affaire ici a un systéme d'équations dont les variables vérifient
des propriétés intéressantes propres aux corps homogénes et isotropes, d'ou la relative

facilité de construire une solution des équations de Lamé pour des conditions aux
limites variées.

1.5- CORPS ELASTIQUES NON HOMOGENES

Dans ce cas les paramétres rhéologiques (M, x) ou (E, ») sont variables dans la
loi de Hooke. L'introduction de cette loi dans les relations d'équilibre qui s'explicitent &



partir des dérivées des contraintes par rapport 4 x, y, z donnerait alors des éqhaﬁons
en, terme de déplacement ,extrémement complexes et lourdes # manipuler.

Pour cela on prend généralement une variation dun des deux paramétres
rhéologiques dans une seule direction (la direction liée a la profondeur du massif semi-
infini). On garde alors comme paramétres variables le coefficient x ou E ; hypothése
qui réduit énormément le champ possible des matériaux a considérer. ‘

Nous présentons ici les équations d'équilibre avec E fonction de z et » constant,
ce qui est équivalent aussi @ A et p fonctions de z.

Pour A =\(z) et 4 =u{z), nous avons :

()\ +p)-(-j£+ Au + a#(— +3_W) 0
dx dz\ Jz 0x
dé duf av ow
SN +p)— + pnAv + —_— 0 : 1.11
( ”)dy # Bz(az By) o )
de du dw A
Atp)—+pAw + 22— +—— = 0
( ‘u)dz paw dz dz 0z

-

Pour E = E(z) et » = constante, nous avons ;

dé [ 13E(du  aw)]
— H1-2¢)| Au + | =+ — || =0
dx H p)_ y Eaz(az 3x)4
499— H1-2p){ AV + — LOEfv  dwil_ (1.12)
dy ] E oz\ 0z dy ) ]
9 o (1-2v )[A +33—Ea—w}+31—3—50-»0
E 0z 0z E oz

- Dans ces relations d'équilibre, nous ne poﬁrrons plus établir la biharmonicité des
composantes du déplacement.
La recherche dune solution a partir de la théorie du potentiel savére ici
particulierement fastidieuse.

L.6-CONCLUSION

Dans ce chapitre on a mis en place un outil de travail qui consiste en la définition
des grandeurs physiques, qui est la base de la formulation des problemes d'élasticité, et
I'explicitation des hypotheses de I'élasticités linéaire. Ce qui nous pouvons remarquer,
c'est la difficulté de manipuler les équations dont les paramétres rhéologiques (E , »)
sont variables dans la loi de Hooke, d'ott l'avantage .de travailler sur des corps
homogenes et isotropes.



CHAPITRE II

SOLUTIONS DES EQUATIONS DE LAME

I1.1- INTRODUCTION

La recherche des solutions des équations de Lamé pour une sollicitation
quelconque est une étape nécessaire pour la formulation des problémes direct et
inverse (qui seront traiter ultérieurement) afin de résoudre les problémes de contact.

La premiére solution des équations de Lamé est exprimée directement sur un
massif sem-infini, ce qui permet de formuler le probléme direct a partir d'équations
aux dérivées partielles trés simples. Nous situons alors les limites des solutions mises
en ocuvre en rappelant la solution des équations de Lamé sur un espace elasthue
quelconque (solution de Grodski).

11.2- DEFINITION‘DU MASSIF SEMI-INFINI

Dans la théorie de 1'élasticité, la notion de demi-espace ¢lastique (massif semi-
infini) est un concept trés important, lequel est un solide élastique qui dans le systéme
cartésien (x,,x,,x,) occupe larégion définie par {(x,,x,,x,} avec x, =0}.

Les problemes de contact du types Hertzien sont caractérisés par Vexistence d'une
surface de contact de petite dimensions, par rapport a celles des rayons de courbures
des deux solides en contact o1l est concentrée une distribution de pression. On peut
donc assimiler les solides & des demi-espaces élastiques, et définir explicitement le
champ des déplacements de chaque solide a partir des pressions de contact, en utilisant
la représentation intégrale de Boussinesq et Cerruti (Voir Chapitre III).

La figure (I.1) représente les systémes de coordonnées cartésiennes pour les
demi-espaces élastiques supérieur "A" et inférieur "B" .



/ Xsa demi espace élastique \

superieur (A)

Xia Xaa

X X

demi espace élastique
X inferieur

/ .

- Figure IL1 - Coordonnées cartésiennes pour les D.I.E. supérieur el inférieur.

11.3- SOLUTION DES EQUATION DE LAME

Nous nous referons pour la résolution des équations de Lamé aux démarches qui
font appel 2 la théorie du potentiel de Boussinesq et de Grodski.

Boussinesq résoud directement un probléme physique, qui se traduit par des
conditions aux limites explicites au niveau de l'espace élastique. 11 établit une solution
des équations de Lamé pour une sollicitation en contrainte nori.ale ou tangentielle sur
la frontiére z=0 d'un massif semi-infini (Voir figure 11.2). Cette solution s'écrit 4
partir de deux potentiels harmoniques pour une sollicitation en contrainte normale ou
tangentielle.

Par contre, Grodski établit une solution mathématique intéressante des équations
de Lamé pour un espace élastique quelconque, & partir de quatre fonctions
harmoniques.

I1.3.1- Sollicitations purement normales sur un massif semi-infini

Le milieu €élastique que nous retiendrons ici se définit comme un demi-espace
élastique de dimension infinie dans les directions x ety et borné dans la direction z par
le plan z = 0 sur lequel peuvent s'exercer des sollicitations en contraintes ou en
déplacement. Cette configuration de l'espace élastique permet de modéliser un grand
nombre de probléme de contact.

Ce probléme peut étre schématisé a partir de la figure ci-dessous:



M, Point source MAE i de 1 &
M Point courant

i)

M e s
x massif semi infini

- Figure IL.2 - Champ de pressions normales sur un massif semi-infini

IL.3.1.1- Théoréeme d'Almansi

Sur le massif ainsi défini, I'équation biharmonique AAu admet comme solution : -

u; =zu,; +u,,; ou . Adu =0
Au,, =0

i (L)
Au,, =0

La résolution des équations de Lamé n'impose pas l'explicitation de la nature de
la sollicitation appliquée dans le plan z =0 . Seule la direction de la sollicitation nous
est utile pour la formulation dhypothéses spécifiques.

‘! Nous supposerons que les rotations dans les plans paralléles au plan xy sont nulles du
faite que les contraintes de cisaillement 7,, et 7,, sontnulles surle planz=0.

C'est & dire : ' ‘
du, _ du, » (11.2)
ay gx

hypothése que Boussinesq considére comme une condition d'integrabilité sur le massif
semi-fini. '

II.3.1.2- Recherche des fonctions harmonigues Y

Nous allons donc chercher a exprimer les équation de Lamé en fonction de

u,, et u,.

Notre démarche consistera a éliminer les fonctions harmoinques u,, de cette

< équation et 3 traduire une propri€té intrinséque aux équations de Lamé. Nous pouvons
alors écnire les fonctions u,; a partir d'une seule fonction harmonique G .



Les fonctions u,; s'expriment simplement a partir d'une seule fonction

harmonique H en vérifiant les conditions formulées sur les rotations. Il sera alors facile
d'écrire une solution pour u, v, w, vérifiant termes a termes les équations de Lamé .

Ecrivons les équations de Lamé en remplagant les u, par u,; et u,, .
Nous avons :

WA (zuy, +uy) + (N ) 00 = 0 (IL3)
En remarquant que A(zu) = 2 %li , nous avons en définitive le systéme d'équations
Z .
simplifié :
2uu,, t{(A+p)i=0 (11.4)

Nous éliminons @ de l'expression (I1.4), en soustrayant des dérivées croisées de
celle-ci par rapport & x et y puis x et z puis y et z. Nous obtenons les relations
suivantes sur u,, , U, , U;; © .

rauu du,,
— 2 = F(x,
3y ax ,(X Y)
d 0
(e s g xy) (L5)
0z dy
du, duy,
— =F :

ol les F,(x,y) sont des fonctions scalaires.

Nous écrivons Fi(x,y} = 0. Ce qui équivaut 4 établir que les rotations

w w, et w, sontnulles, cas admissibles pour des contraintes normales.

x 7 Y

les vecteurs u,; vérifient donc la relation suivante:

-

rotu,, =0 - (1L6)

qui adr_riet comme solution :
u,;, =A gradG - (IL7)

u, , v, , w, sexpriment alors a partir d'une fonction scalaire G telle que :

aG aG oG '
u; = A— U, = A = by = A —— (11.8)

ox dy

A est une constante scalaire,



de plus : |

Au, = A289) _
ox
au, =a%89) _ 4 (L9)
) %
Au,, JRCLCS) R
dz \

On en déduit : AG = cte. En prenant cette constante nulle, G est alors une
fonction harmonique et la dilatation cubique 6 est nulle. Nous avons ici vérifié
uniquement une propriété déduite des équations de lamé concernant les u; .

-

11.3.1.3- Recherche des fonctions harmonigues_u,,

Les déplacements u, s'écrivent en définitive
u; = AzG,i +u,, ' (11.10)
Ecrivons les relations qui découlent des conditions sur les rotations.

Nous avons:

(1 8 d
. l Uy OUy A B_G) 20
2 dy 0z dy
1 0du,, du,, 3G
— - —A ) #0 I.11) .
42( 0z ox ax) ( )
l(aun _ auzl) =0
2 ox dy

u, =B 4, =BE uw =cZ o (L12)

Nous remarquons que-u,; s'exprime & partir d'une fonction scalaire H telle que
AH =0 pour les mémes raisons que la fonction G .
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11.3.1.4- Veérification des éguations de Lamé

Les déplacements u,v,w s'expriment donc a partir de deux fonctions scalaires G et H.

ax dax

{v = Azgg- +Ba—H (11.13)
dy ay

w=Az-q-(-}— +C—a-I-I—
dz gz

Pour vérifier identiquement les équations de Lamé, nous calculons les quantltes
Au , Av , Aw et @ et nous les remplagons dans (1. 10)

Fn s;h;mmms RETTF a;ammuﬁ Fwe ms Fvinnﬁmbgﬂ%ﬁi‘ﬁﬁ ¢ 5*H
9 =Az AG + BAH +A— +(C -B)

gz dz*
\ .
Au =2A 9G
0x 0z
2
av =24 20 (1L 14)
dz |
2
Aw =2A oG
dy dz
Cela nous donne le systéme suivant
' 3G | _°H) 3G
M) 2| AL + D + 2uAS—L =0
(A*p) x( dz Bzz) 2 bzax
2 2
Ny )_a_ PRCASANY L ) RPN A (IL15)
ay\ 0z 0z azdy
d oG d’H 3G
M) — AL 4+ p +2uAS =
( 2 Bz[ 0z azz) P

11



enposant C= B+D.

Ce systéme sera vérifié si on pose :

(A+pu) [Aa—G + DahH) + Zy,Aa—G =0
oz d

II.16
2’ 0z ( )
ou encore.
. 02 ..
()\+3M)A§-(-}- + (}\+,¢)Dd H =0 ‘ (I1.17)
0z dz” :
pour que la derniére équation soit vérifiée, il suffit de poser deux conditions:
La premiére est :
PH _0G
a0z 0z
(I1.18)
dH
ou encore — =
dz

En remplagant (II.17) dans (I1.16), nous déduisons la deuxieme condition portant sur
les constantes D et A,

- AT (1.19)
At op

Nous avons ainsi déterminer une solution des équations de Lamé qui répond, en

outre, a toutes les hypothéses que nous avons formulées concernant un massif semi-
- infini soumis a des sollicitations purement normales. '

Cette solution s'écrit en définitive sous la forme:

r

U=AZE +B_a_I_I_.

ax ax ‘
lv = g—G +B?;—H (11.20)

y y ‘
w=4z2% + (B At3p 4y M

4 Atp 0z

avec iIiI- =G
dz

12



Nous déterminons complétement I'état élastique du corps en considérant, en
outre, les équations de contraintes déduites & partir de ia loi de Hooke .

Nous avons :

\ 2 ‘ 2
. __2M , 96 +2p Aza? +B‘“;I
AN+p oz ax ax”.
Dy . 3G G _&H
= EM AT Lo, A% 4B
%y = N+ 9z “ dy? Byz)
2u(h 42p) 4G 9G
=|——A —2uB} — -—-2uAz 11.21
7 [ A +u # dz KA ( )
F
2 2
T,, =2pu| Az 96 +B o°H
Y | dxdy axdy
Y4 ' ~
T, =2,uAZj G 4o (B —ﬂ] 9G
X0z A+up ) ox
’ 2 i \
7, —2uaz 28 o2 G
dyoz Atp ) dy

Nous pouvons admettre que I'écriture de la solution en fonction de H n'est pas
vraiment nécessaire, la détermination de H étant directement liée a G .

Les fonctions harmoniques G et H et les constantes scalaires A et B
dépendent des problemes que nous définissons sur le massif semi-infini.

A partir de cette solution, nous pouvons traduire sans difficulté les conditions que
nous imposons ici sur les contraintes de cisaillement dans le plan z=0.

La vérification de :
=7,=0 pour z =0

Xz yz

nous permet d'écrire la relation suivante entre A et B :

g =HA (11.22)
A+up

11



I1.3.2- Sollicitations purement tangentielles sur un massif semi-infini

Comme dans le cas précédant, la sollicitation tangentielle est exercée sur le plan
z =0 du massif semi-infini et dans une direction parall¢le a celle-ci. Seulement, dans
ce cas, nous ne pouvons plus définir de direction privilégiée nous permettant, comme
dans le cas de sollicitation purement normale, d'écrire une hypothése intéressante sur -
w, . Nous pouvons lever cette hypothése en ajoutant un terme a la solution des
équations de Lamé exprimée en (I11.20). Nous la déduisons a partir d'une solution
banale de 'équation A6 =0 . Cette équation sera vérifiée si nous écrivons que la
dilatation cubique 8 est nulle.

Si nous cherchons cette solution a partir d'une fonction scalaire F' telle que
AF' =0 pour vérifier identiquement les €équations les équations de Lamé, nous avons
quatre cas possibles :

ax dy dz
2y u=-9E -, =9 : w=0 (11.24)
ay . ox ,
3)  u=0 : v w=E (1L25)
dz ay
ry u=-E ; v=0 ; w=2E (11.26)
: 0z ax

Les trois derniéres solutions permettent effectivement une rotation non nulle dans
le plan xy .

Toute sollicitation normale dans le plan z=10 doit étre en outre nulle.

Seule la solution explicitée en (I1.24) vérifie cette derniére condition.

Nous poserons dongc :

el
dy
| OF"
AL (11.27)
wy =0
|

C' est alors une constante a déterminer,

D'ot: une solution des équations de Lamé dans le cas de sollicitations purement
tangentielles :

14
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ox ax ay

oG’ dH' , oF'

{ vi=A'z— +B'— —C'—

Y ‘ dy dy ox (11.28)
wiang %G g A, e
dz A Hu 0z
avec — =G
oz

Nous en déduisons les équations de contraintes, comme dans le cas de
sollicitations purement normales a partir de 1a loi de Hooke :

r

X

' 1 2 PR 2yn
__2uMA' PH +2#[A,Za(3 L pdH _C,BP}

A+u 0z ax ax? dxdy
1 2 t 2 2171 4wl
, = 2uMA ‘”f +24 A'za? +B"“iI _odF
A+u 0z dy dy dxdy
2u(N +2u)A" a H' 83H'
+2
7 { A +u B dz3
{ aZGl a2H| a?Fl aZFu (1129)
=u|2A'z b+28' —C'— + C'—;
dxdy dy x

2Ly Au [ 21
re =p 2828 o[po AV o0
ax - 0z° Atpu) oz dyoz

217t ' 1 2
—pi 2/\.7.‘”;I fo|p AL o 9F
dy 0z Atp dxdz

Notons que la sollicitation ¢, =0 pour z=0 nous donne une premiére relation

pour déterminer les constantes A', B', C'. Nous avouns :

2
p(X +2p)A —2,B" (11.30)
A +u
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11.3.3- Sollicitation quelconque dans un espace élastique (Représentation de
Grodski)

Contrairement aux solutions (11.20) et (11.28) qui sont liées a des problémes
spécifiques sur un massif semi-infini, dans cette configuration, la solution est sur un
espace élastique quelconque et pour n'importe quel type de sollicitation. De toutes les
représentations que nous rencontrons dans la littérature LOVE[3], SOLOMON[I] qui
répondent a cette préoccupation, nous retenons celle-de Grodski qui présente dc
nombreux avantages sur les autres, et est, de ce fait, la plus utilisée .

" Elle s'écrit sous la forme suivante :

u =B, — ! a(xB +yB, +zB, +B)
41 —v)
1 i)
= B, +yB, +zB, +B : 11.31
v =b, 4(1_p) ay —(x y z ) ( )
B, — — —~‘?—~(xB +yB, +2B +B)
3 X1 —-») 9z 1 7Y, 3 T8
avec AB, = AB, = AB, = AB, =

I est relativement aisé de retrouver, a partir de cette représentation, les solutions
(I1.20) et (11.28). On peut en déduire aussi sans trop de difficulié des solutions pour
une sphére élastique sur laquelle s'applique des contraintes ou des déplacements.

Des développements analytiques pour d'autres configurations de milieu €lastique
tridimensionnel s'avérent trés difficiles, ce qui est notamment le cas pour des couches
élastiques.

La construction d'une solution des équations de Lamé, pour le massif infini, a
partir de la représentation de Grodski, permet de mieux comprendre les limites des
solution que nous avons construites aux paragraphes (§ 11.3.1.) et (§ I1.3.2.} . En effet,
dans la mise en oeuvre de ces solutions, rien n'imposait explicitement que le massif
semi-infini ait une dimension infinie dans la direction z . Toutes les hypotheses que
nous avons formulées sont vérifiées, mémes si la profondeur z est finie a priori.

Plagons-nous par exemple dans le cas de contraintes purement normales.

Nous chercherons d'abord a vérifier que les contraintes de cisaillement sont
nulles sur le plan pour z =0 du massif semi-infini.

" Des équations :

Tae =0 11.32
D e @32)



nous déduisons les relations suivantes:

(8B,  1-2v» 3B, _ 1 ) (xaB1 0B, ¢BBO)

T _— +
oz 2(1-») ox 2(1-») &\ 0z y dz 0z
{- ‘ (11.33)
8B, 1-2» 8B, 1 0 ( oB, 0B, aBO) :
+ = —x— ty—%
| 0z 2(1-v) 9y 2(1—») oy 9z dz 0z
Ces expressions seront vérifiées si on pose:
9B, 1-2» 0B,
9z 2(1—») Ox
9B, 1-2v B, | (1134
0z 2(1 —-y) dy
3, 1-2» ( 4B, 0B,
= X +y
az 201 —») ox dy
Les trois relations ci-dessus seront étendues dans tous le volume de I'espace
élastique si celui-ci a une dimension infinie et si on suppose que les fonctions
B, (i=1,2,3) et B, sont réguliéres a l'infini.
Nous écrivons alors:
B, 1-—2v XBB3+ BB3+Z¢3B3
oz  2(1-») " 8x dy z
et ‘ (I1.35)
dB, 1-2y 4B, - 1.2.3
az  2(1—-») ox,
dH dH C . :
en posant B, =C-é-- et G ~ od G et H sont des fonctions harmoniques.
Z z :

Nous déduisons les fonctions harmoniques B, , B, , B, , B, .
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( (1-24) _8G

B, =———+t C—

2(1 —_V) ax
le __(1-20) oA (11.36)

2(1—») oy

=_(1 *21/) @

P21 -) T Bz

et
=22 cfx 284,99 ,,%6 g (11.37)
2(1 =) dx dy 0z

En remplagant les expressions dans (I1.30), nous avons une solution analogue a
celle explicitée en (I1.20) pour un massif semi-infini. 1l est établi clairement dans la
présente démarche que cette solution impose que la profondeur z soit infinie .

11.3.4- Problémes liés a la construction d'une solution des équations de Lamé
pour une couche élastique

11.3.4.1- Conditions aux limites pour une couche élastique soumise a une
sollicitation normale

La couche élastique que nous considérons ici se modélise comme un masstf semi-
infini, de dimension infinie dans les directions x ety , mais borné par deux plans
paralleles dans la direction z entre les valewrs z=0 et z=h . -

Sur la frontiére z = h , nous pouvons admetire deux types de conditions aux
limites.

- Le premier cas exprime que la couche élastique est " coflée " sur un milieu dur,
les déplacements u, v, w, doivent étre alors imposés nuls,

- Le deuxieme cas se rapporte & une couche élastique ” posée " sur un milieu dur,

- le déplacement normale w est alors nul ainsi que les contraintes de cisaillement

Tye __:Tyz

11.3.4.2- Probléeme de l'exiension de la solution des équations de Lamé pour
une couche élastigue

En conservant le méme esprit de la démarche qui a permis de mettre en oeuvre
une solution de 'équation de Lamé sur un massif semi-infini, nous proposons ici une
autre écriture de cette solution qui s'inscrit dans un cadre plus large .

La solution (I1.20) vérifie un certain nombre de propriétés liés aux équations de
Lamé et aux problémes physiques qui nous intéresse.
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Posons alors que G est une fonction telle que :

2AG + K %—G =0 ' (11.38)
K == o

ol G est une fonction harmonique et K une constante a déterminer.

Nous pouvons alors vérifier les équations de Lamé en imposant la relation
suivante [8] entre A et D .

A +20)(K =) + g

D .39
A+ M ( )
Une solution plus générale des équations de Lamé s'écrit alors :
dx dx
W= Az a—G+B B_H _
\ oy ay ‘ (11.40)
' % ~ (A42p)(K ~1 3 F
w=Asz+B dH [# = (M +2p)( )]AciH
dz dz At dz

Nous retrouvons bien sir la solution sur un massif semi-infin1 pour K = 0 dans le
cas d'un champ de pressions purement normales (11.20).
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Explicitons alors les contraintes o, , 7,, , 7,, :

.

G +2 +H(K — 2 :
0. =24 Az ’G 2B — (N H2p)[ N HEK ~1)(N + "“)]A 4G
dz* At+p dz
i ) o
{r., =2pAz 0G 4 ,,lp+ KAF20) =20 | G (IL.41)
, dxdz A 2(A +p) | ox
0*G [ KM +2p) =2p , | 8G
=2p Az +2u| B + Al =
e TR e T 2N +1) ] oy

A partir de la condition aux limites 7., =7, =0 alafrortére z=0 nous
déduisons une relation entre A, BetK :

K(A+2p) 24 A =
2(\ +p)

0 - (11.42)

&  Sinous supposons que la couche élastique est collée sur un milieu dur a la
frontiere z="h , nous devons vérifier les relations suivantes :

Az 96 +B o _
ax ox .
a9 g % | (11.43)
dy dy ‘ :
- K -1
A, 9 g o0 [p -\ 20K -D]  oH
0z 0z Atpu gz
Ces trois relations sont équivalentes si nous posons:
—(A+2p)(K -1
B =B —a A ZAT2WEK D] (11.44)

A+

de (I1.44) on déduit ; K =2

de (IL42)ondéduit :B+A =0
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Le déplacement normal est égal alors a :

w=az% | (11.45)
dz :

& Dans le cas on la couche élastique est posée sur un milieu dur, la vérification des

conditions : 7,, =0, 7,, =0 , w =0 , alafrontiére z =h , nous améne a vérifier
les deux relations suivantes :

G N B +[K(\ +2p) —2u] A

Az 3 P G =fonction(z)
z o ( S H) | (1L.46)
LG Bl RnEDIA L |
dz : A tu

Ces deux relations sont équivalentes si nous posons ici aussi K =2 . Nous nous
retrouvons dans la méme situation que celle évoquée précédemment.

11.4- CONCLUSION

- Dans ce chapitre, nous avons essayé de mettre en oeuvre £n s'appuyant Sur une |
recherche bibliographique [1], [3], [5], [6], [8] une solution des equations de Lamé
dans un massif semi-infini.

Ce que nous pouvons conclure dans ce travail, est que, plus la configuration des -
corps et des sollicitations est complexe (espace élastique quelconque et sollicitations
de direction quelconque), plus la recherche des solutions des équations de Lamé
devient compliquée.
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CHAPITRE 11

FORMULATION DU PROBLEME DE CONTACT

11L.1- INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous allons donner une vue du probléme de contact élastique,
puis situer les méthodes de traitement et de résolution.

Nous avons donc essayé de faire ressortir les étapes classiques du processus de
résolution, telle qu'elles apparaissent dans la littérature [5], [6], [8]. En particulier nous

avons distingué deux méthodes : méthode directe et méthode inverse (qui scront
exposées ultérieurement).

111.2- MODELE DE CONTACT

Le probléme de contact peut étre représenté par la figure ci-dessous

k|

Figure 1111 - Représentation schématique de deux solides en contact

Les deux corps élastiques, A et B, sont mis en contact au moins en un point. Les
domaines des corps A et B sont respectivement @, et @, | tels que:

0=0,uUn,
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La frontiére du domaine est divisée en trois parties [10], T, ou les déplacements
sont imposés u;, =u; , I'; sur laquelle les efforts extérieurs sont connus, F, =¢ ; n; , et
finalement T, ,la surface de contact, oi les conditions limites sont du types mixtes,

c'est a dire en fonction des déplacements et des efforts extérieurs.

I11.3- HYPOTHESES DE CONTACT

Pour traiter le modéle de contact de type Hertzien, de deux COIpS en contact, nous
devons formuler trois conditions essentielles qui sont les suivantes:

- les dimensions de l'aire de contact sont petites devant le rayon de courbure des
COIps en contact, '

- les surfaces des corps sont parfaitement lisses,

- aucune force tangentielle n'est transmise par la surface de contact. Le frottement
par conséquent est nul.

IIL.4- TYPES DE CONTACT

1I1.4.1- Contact sans frottement

Le contact sans frottement (probléme de Hertz) est un contact de deux corps
¢lastiques pour des domaines semi-infinis entrant en contact au voisinage des points
elliptiques de leur surface respective. Dans ce cas traité par Hertz, les surfaces sont
développables au second ordre au voisinage du point de contact initial, et donc le
probléme se caractérise par le calcul des rayons de courbure et de constantes élastiques
équivalentes au probléme d'un poingon rigide sur un massif infini. Cette
schématisation est importante pour les contacts ot les dimensions de l'aire de contact
sont petites devant les caractéristiques dimensionnelles de chacun des corps, "cas d'un
élément roulant sur un chemin de roulement”. Le respect de la condition de
cisaillement nul dans cette zone de contact est justifié avec plus ou moins de rigueur
par : : ' :

- des considérations micro-géométriques, ,
- des conditions géométrique telies que symétrie ou corps 1dentiques,
- des considérations physico-chimiques telles que contact parfaitement lubnifi€.

I11.4.2- Contact avec frottement

La résolution du probléme de contact avec frottement suppose l'écriture d'une
condition aux limites géométrique dans la zone de contact, et le cisaillement non nul
dans cette méme zone, car la plupart des contacts réels entre solides transmettent entre

eux des efforts tangenticls, ou parce qu'il opposent une résistance a tout glissement.

La prise en compte de ces réactions surfaciques se fait par la formulation d'une
loi de frottement. '
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I14.2.1- Loi de frottement (l.oi de Coulomb)

La loi de Coulomb, est la loi de frottement la plus utilisée car elle est plus facile a
exprimer dans la zone de contact . Avec cette loi les contraintes tangentielles sont dans
tout lc contact proportionnelles aux contraintes normales.

111.5.1- Le contact Hertzien

Considérons un contact de deux poingons 1i;__,ides une charge s'exerce sur les
deux solides, les compriment et fait apparaitre une aire de compression au lieu d'un
point (voir Figure I111.2). Deux point A, et A, sont placés sur une verticale commune
avant l'établissement de la charge entre les dcux corps en contact, restent sur une
méme verticale aprés chargement si on considére que les dcplacemcnt u et v sont
négligeables devant les coordonnées (x,y) des points A, et A,

Figure 11L2 : Contact Hertzien entre de.. <orps.

Cette considération[8), [9] nous donne un contact entre deux paraboloides
d'équations :z, , z, '

avec

(111.1)
zz zl Rl ..y_
2\ R, R,
La distance z* entre A, et A, s'écrit en définitive ;
z' =z, +z, +w, +w, ~{a, +a,) , (111.2)
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It

avec:

- z, +z, : estla distance entre les points A, et A, apres chargement,
- a, +a, :estle déplacement des deux corps,
- w, +w, :estle déplacement de A, et A, al'intérieur de chaque corps.

» Dans l'aire de contact, nous avons z= 0

Donc :

¥

, w, tw, =a, ta, —(z, +z,)
ou encore: \ .
w =a —z(x,y) (I1L.3)

En dehors de l'aire de contact, nous avons w >a —z{x, /), avec w solution du
probléme de Boussinesq dans le plan z=0 pour des sollicitations purement normales.

L'enfoncement des deux surfaces, est donc donné par:;

P(x,,y,)dx dy,

1=p 1-»]
w(x,y) *[ Lo ] , (111.4)
P k=) Hy )
» Au centre de l'aire de contact z(x,y)=0
Donc:
a =a, ta, =wm+wwa‘ . (111.5)
1= 1-»/ AP(xl,Y|)dx1dY1
w(x,y) { 14 ] (I11.6)
7E, xE, Iu fxlz +y12 :

Notons que la contribution du point (x,,y,) a I'enfoncement du point (x,y) est
proportionnelle & p(x,,y,), la proportionnalité ne dépend que de I'écart de position
entre les deux solides.
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111.6- PROBLEME DE BOUSSINESQ

11L.6.1- INTRODUCTION

La résolution d'un probléme de contact sur un massif semi-infini passe par la
connaissance de I'état élastique du massif soumis 4 un champ de contrainte normale ou
tangentielle . Le calcul des contraintes et des déplacements qui résultent d'un champ de
pression qui s'exerce sur sa frontiére est connu sous le nom de probléme de
Boussinesq. Ce dernier présente directement une solution donnant la réponse ¢lastique
aux sollicitations en contraintes, a partir de potentiels connus (le polentiel newlonien,
le potentiel logarithmique et le second logarithmique) [8].

Dans ce qui va suivre nous proposons une solution issue des déplacements (11.20) qui
vérifie les équations de Lamé pour le cas de sollicitations normales. '

111.6.2- Cas de champ de pression purement normale

111.6.2. 1- Position du probléme

Nous dénommerons par 'F leplan z =0, D le domaine de sollicitation et V le
massif semi-infini (voir Figure.I11.3.).

Equation du contour

Discribution de pression

vy fx. ¥z g

LELITRN

S . i - o e =T

- Figure 1113 - Pressions normales sur un massif semi-infini

Le probléme mécanique se définit & partir des conditions aux limites suivantes:

un



(
g, =—P(x,,y,) a l'interieur de la zone de contact D
o, =0 a lexterieur de la zone de contact (F-D)
. : (111.7)
Tez =Ty, =0 - sur F(planz=0) '
k
U, v, w —» — lorseque (x, y, z) > o
| T

La solution du probléme de Boussinesq peut se construire directement & partir
des potentiels newtoniens et logarithmiques. Néanmoins ici, nous en partant de la
solution des équations de Lamé.

Revenons donc au modele mathématique que nous avons défini. Nous avons écrit
une solution des équations de Lamé, fonction de grandeurs explicitées sur un massif
¢lastique, a partir des équations (11.20).

Nous avons donc a expliciter la fonction harmonique G et les constantes A et B
intervenant dans la solution des équations de Lamé.

Des conditions : ¢, =—P(x,,y,), sur D
et: o, = 0,sur (F-D)

F 4

nous déduisons la relation:

JG 2ulA +2u)A .
e L_#_)w_—zuB f(x]?yl) =—2Tff(x],y1) (11].8)
dz Atpu
- avec: |
2ulN+2ujA '
s\ +2p) 2uB= - (111.9)
)\+y, 27 )

et: f(x,,y,) =P(x,,y,),sur D et: f(x,,y,) =0, sur (F-D).

Des relations : 7, =7, =0, sur F, nous avons déja déduit (I1.22) une relation
entre A et B:
_BA

=L 1L.10
N s (11.10)
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Nous déduisons alors que G est la solution du systéme d'équations suivant:

AG =0, sur V
J%Q =f(x,,y,), surF A1
F
G- —, lorsque r— o
L r ‘

En sachant que G s'identifie au potentiel newtonien [8], lorsque nous avons
affaire a un massif semi-infini :

P(x,,y,)dx,dy,
T

G=<I>=j

D

(111.12)

D'autre part H est une primitive de G ou encore du potentiel ¢ par rapport a la

vanable z ©
. ' G=¢ L - (1I1.13)
0z :
' | : d'ou :
H =¥ =[Log(z +1)P(x,,y,)dx,dy, (IIL.14)

b
¥ est la primitive de ¢ par rapport a z, elle est appelée potentiel logarithmique.

En remplagant G et H dans les équations (11.20) respectivement par les
potentiels ¢ et ¢ définis en (111.12) et (II1.14), nous écnivons une solution du
probléme de Boussinesq: ‘ ‘

‘ Lo 2 % 1 ¥
4ap 9x 4N +p) Ox |
z d¢ 1 ay
ST LI 4 11115
N d7p dy d4a{N +p) dy ' ( )

z d¢ 1 ay

W= — = —————— ——

- dap 3z dw(h+p) 8z

!

111.6.2.2- Explicitation des contraintes el des déplacemer_:ts.

Les déplacements et les contraintes s'écrivent donc a partir de fonctions intégrales -
qui s'explicitent a partir de G etde H et de leurs dérivées.

[ ‘ R



En posant dm =P(x,,y,)dx,dy, ,nous avons en définitive,

pour les déplacements :

1 z(x —X )cl
u= j - J'
A g r 47f()\+,u D z+r
d
v JZ(y il) y_y‘ i (1I1.16)
47y i, r 411{}\ +u) 7 r(z +r)
: +2
W=LJZ_3 L A2p  cdm
4Tp L1 4rp(N+u) 3 1
et pour les contraintes
v = -\ J-zdm _iJ- —? +3(x —x])zdm B
2w\ ) Lt 27 r’
1 jrz(z +1) (x =, }'(z 421 )dm
2ah ) 5 Pz )
o = —A J'zdm "ij —* B(y —yl)zdm .
’ 27l'()\+_u.) D r’ ZTD r
M Jrz(z +£) Hy —y,)’ (2 #2r)dm
2""0\ +I-‘) ) r3(z +r)2
v —1¢32°dm ' . (ML17)
g, =—- :
2wy, ot
. j3( —x )y —y.Jdm ] —x, )y =y, )(z +2r)dm
ML v ' 27N +p) r*(z +r)’
;. =2 J3(x x, )zdm
Xz 27]" ! r5
=z 3(y ~y,)zdm
Ty? _—2‘-7‘—_ i [5
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H1.7- METHODES DE RESOLUTION DU CONTACT

111.7.1- Intreduction

Pour la résolution du probléme de contact, il existe deux démarches que nous
dénommerons, méthode inverse et méthode dirccte, termes qui ont déja €té utilisé par
VILLECHAISE[5] et SOLOMONI1] pour définir deux étapes de la résolution des

problémes d'élasticité.

111.7.2- Méthode directe

Nous avons a résoudre les équations différentielles de base de l'élasticité
(équations de Lamé ), pour cela il nous faudra écrire des conditions aux limites mixtes
(partant des relations qui explicitent le probléme de contact), afin d'établir une solution
physique des équations de Lamé. Les paramétres inconnus du contact sont amsi une
partie des résultats de cette démarche.

| Nous faisons intervenir ici les conditions aux limites exprimées sur toute la

frontiére du massif semi-infini. Soulignons que la résoluticn du probléme direct a
partir des équations de Lamé s'avére trés difficile, car on zboutit & une solution
seulement pour des cas bien précis. Cependant, par manque de travaux sur cette
maniére d'aborder la résolution des problémes de contact, on revient le plus souvent a
une certaine étape de calcul, au probléme mverse. '

III.7.3- Méthode inverse

Nous partons de la solution de Boussinesq qui décrit I'état ¢élastique d'un massif
semi-infini, soumis 4 un champ de pression. Nous formulons une équation intégrale a
partir des relations qui explicitent le probléme du contact. La résolution de cette
équation intégrale nous permet de retrouver les parametres inconnus du contact, qui
dans cette démarche sont les préoccupations principales. Nous redéfintssons au fait les
données du probléme de Boussinesq. Les corps en contact sont alors modéliser comme
des massifs semi-infinis. Nous nous intéressons a une équation définie uniquement
dans l'aire de contact.

Cette démarche a fait I'objet de nombreux travaux [5], [6], {8], [11]. qui permette
ayjourdhui de cerner d'une fagon relativement compléte le probléme du contact
élastique normal. Notons que méme les problémes de contact avec frottement ont pu
- étre cemner avec une efficacité satisfaisante.[5], [6]. En ce qu nous conceme, nous
avons opter pour cette méthode, ol nous avons considéré que les parametres de contact
(pression et aire de contact) sont connus, car notre but est le calcul du champ de
contrainte a partir des équations intégrales de Boussinesq qui sont explicitées pour un
massif semi-infin.
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111.8-CONCLUSION

La mise en oeuvre d'outils mathématiques pouvant résvudre les problémes de
contact normal est une tache tres difficile .
Mais, notons que l'utilisation de la méthode nverse permet de modéliser de

nombreuses configurations d'une maniére assez.

Connaissant le champ de pression et I'aire de contact nous pouvons calculer la
distribution de contraintes dans un massif semi-infini a partir de la formulation de
Boussinesq[11]. '

31



CHAPITRE IV

PRESENTATION DE LA METHODE DE KALKER

IV.1- INTRODUCTION

Dans un contact, la connaissance de l'aire de contact et du champ de pression
réelle en surface ne suffit pas; il faut connaitre les phénomeénes se produisant €n
profondeur dans un massif.

- C'est pourquoi nous avons mis en place un modéle de calcul des contraintes dus a
un champ de pressions normales en surface, en se basant sur les travaux de J.J. Kalker

[11].

_1v.2: PRINCIPALES HYPOTHESES

- On considére un massif semi-infini, les dimensions de l'aire de contact sont
petites en comparaison des rayons de courbure des corps.

- Les corps en contact sont parfaitement ¢lastiques, isotropes et homogénes.
- Les déformations restent petites.

IV.3- METHODE DE KALKER

On part des équations de Boussinesq satisfaisant aux équations de Lamé et aux
conditions aux limites a la surface du solide élastique semi-infini.

Kalker [11] a exprimé le champ de déplacement dans chaque point du massif di &

un rectangle de pressions normales constantes, appliqués en surface, sous forme
d'mtégrales (1V.1)

12



{1 YnZ 5y Ym
v1m3—[ — H {w3 1 ZV)W(Z+W)}dA (IV.1)

Avec m=12 , m=3-m
W =yy; +y; +y; | (Iv.2)
Y, =x'“ X . Y =le2 X, 5 Yy TZ

Le probléme global est résolu en descritisant 1a région d'application de la charge
normale en une union finie de rectangles distincts (exposé au paragraphe § 1V.4 ).

La tension de surface est discritisée en la prenant constante sur chaque rectangle.

Les déplacements et les contraintes en un point arbitraire du demi-espace dil a la
charge discritisée, sont déterminés par la sommation des contrmibutions de chaque
charge élémentaire sur ce point.

IV.4- MAILLAGE

Le contact est discrétisé en cellules rectangulaires dont le centre en sera
représentatif (Voir figure IV.1).

- De plus nous considérons que toutes les grandeurs utiles a la résolution du
probléme, pression, déplacement, sont constantes sur chaque cellule.

La discritésation en rectangles de l'aire potenticlle de contact et 1'approximation
de la pression par une constante sur chaque élément rendent possible l'intégration
analytique des relations de Boussinesq. Il résulte de ce calcul une dépendance hnealre
entre les déplacements et les pressions. :
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On discrétise aussi la profondeur en niveaux avec un pas donné. Lt pour le caleul
des contraintes, on choisit une ordonnée y dont le plan suivant x et z sera le plan ou
scront calculé et tracé les iso-contraintes.

L
NYCB . i . o ‘
Pl: hat A A 21 /INYCP s indice de la cellule utilsée
an de charg, 1 , , | i i do caleut
1\ . /././.:/ R pour Je plan de calcu
4 ) ¥ = }
2
o o = Cd =4
—
L, ¥ 3 .
7 Poiuts en lesquels sont
< i 4 = = cileulées Tes contandes
A
4
=2 = > = -
. Plan dans lequel
LH sont caleudces les
. i X contrainlcs
> > o =
. y.4
r T = r >

- Figure 1V.2 - Schéma du maillage.

@ Détail d'une cellule: .
Considérons un élément de la surface diserétisée comme indiqué sur la figure ci-
dessous : _
_ O : centre de la celfute
, 2a. 2b : dimensions de I'élément

f 7

Y, 1z

(o 2q , -
/ //— ﬂ/ p : pression uniforme sur la cellule
3 o/
X
P

- Figure 1V.2 - Détail de la cellule de référence
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1V.5- CALCUL DES DEPLACEMENTS ET CONTRAINTES

Le calcul du tenseur des contraintes s'effectue a partir de loi de Hooke

2vE
o;; 2E¢g; + 5 izl:eiiaij (IV.?)
[y = S =
Avec Y .
{61j =0 si ton

E: module de Young
v: coefficient de Poisson

Le tenseur des déformations &ij est donné par:

1)

&j; =;_(ui,j +uj.i) (IV4)

u;; et u;, sontrespectivement les gradients de déplacement et leurs transposées

u, ; est donng par:

u; . =L2Vm,j P : (IV.S),

Avec p, les pressions sur chaque cellule I appliques sur la surface de contact.
Et vy, le déplacement élémentaire d'un point arbitraire dans le massif semi-

infini dii aux pressions appliqués sur chaque rectangle en surface. Ces déplacements
élémentaires sont calculés & partir de (1) grace & la concaténation finie d'opérations
élémentaires qui sont développés dans le programme de calcul.

IV.6.- CALCUL DU CHAMP D'ISO-CONTRAINTES

| Disposant du tenseur de contraintes en tout point du massif, nous calculons une
contrainte équivalente pour chaque point. A partir de toutes ces valeurs des contraintes
équivalentes nous allons tracer les iso-contraintes qui vont nous donner le champ de
contraintes dans un massif semi-infini soumis & un chargement normal.

~ Cependant, pour le calcul de cette contrainte équivalente en chaque point, il faut
choisir un critére de calcul.

En faisant une recherche bibliographique [1], [2], [6], [11], nous avons constaté
que la contrainte équivalente la plus utilisée est celle de la contrainte de cisaillement
maximum 7 ,grandeur souvent utilisée dans les critéres d'endommagement des
surfaces. ce dernier est dénommé critére de Von-Mises. -
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La contrainte 7, y est définie par £

max

T %(ST —s,) @ .o (Iv.é)

ou s, et s, sont les contraintes principales maximum et minimum, racine de
I'équation cubique:
s* +5,8° +s,8+s, =0 (1v.7)

ou s, 8,8, sontdes invariants du tenseur des contraintes
S =—('€ +5, +, )
, =5

S_ +5 ’S +S .S '+'T — szz - szy l (IVS)

SH'l = §ls 5, —ZT),ZT” T, T8, sy +£§y sy
I, existe de nombreux criteres d'endommagement utilisant des grandeurs
physiques construitent a partir du tenseur des contraintes. Dans le cadre de ce travail,
nous limiterons au calcul de  7_,_, en chaque point du maillage.

oux ?

1V.7- VALIDATION

Dans le cas d'un contact hertzien (bille/plan) nous avons compéré nos résultats
numériques a des résultats obtenus par Vergne[7] et Kalker[11].

Méme avec un maillage grossier (nombre de cellules entre 100 et 400) l'erreur du
modéle numérique ne dépasse pas les 10%.

1V.8- ORGANIGRAMME

Nous allons maintenant montrer les démarches nécessaires pour la
compréhension du programme, sous forme d'un organigramme avec l'explicitation de
toutes les etapes nécessalres a I'exécution du programme.
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DEBUT

FAC=114}

!

SUBROUTINL LECTURL DES DONNEES

- nont du fichier donndes FICH

- nom du fichier résultats FICH2

- nom du fichier casactérisation du contact FICI3

- ordonnée du plan de caleul NYCP

- dimension de l'sire de comact X1, , YL

- nombre de cellufes NX . NY

- modede de Young et coéllicient de Poisson GG, ANL
- nombre de mveaux et pas de prolendenr Ni, . H

- pression notmade sur chaque cetlule 12

]

!

MAILLAGE
A~ XL INX
B-YI[./NY

Y
CH=1-0.5+A

ouT

17




Al

X(1)=(LX-0.5)=A
X@2)=NYCP-0.5)
" X@)=LH*H

SOUBROUTINI DE CALCUL DE / ’
DEPLACEMENTSE ELEMENTAIRLS PAR LA <
METHODE DE KALKER

Ut K )=¢.K )+DVNU(Q, LK) «P(,M,N)

. OU'[ —
J<3 s I=1+1
oul S —
K<3 =——l K=K+1

oul e
J<3 e - =i

R



DT=DT+GAM{I, I)

I=I+1J

[25]

-

— =

STG (3, K) =2*GG*GAM (J, K)+( (2*ANU*GG) / (1-2*ANU) } *DT*D (J, K)

“O%JI
K<3 \

KoK+l |

oul
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SOUBRCUTINE TAUMAX
CALCUL DE TMAX

" ECRITURE DE TMAX

DANS FICH3
@
oUI . D
L¥<NX - LA=LX+1
'NON
oUl
LH<NL p-| LH=LH+1
NON

FIN
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CHAPITRE V

RESULTATS ET INTERPRETATIONS

V.1- INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous allons tester la validité de notre programme qui calcule le
champ de contraintes dans un massif semi-infini soumis & un chargement normal.

Pour cela, on devra I'exécuter pour différentes cas de chargements, en essayant
de varier a chaque fois une des données du probléme considéré, soit :

- Le maillage : nombre de cellules NX , NY,
- le nombre de miveaux de profondeurs NL,
- l'ordonnée du plan de calcul des contraintes NYCP.

Enfin nous commenterons tous ces résultats en les comparant avec des travaux
qui y ont été faits dans le méme domaine.

Remarque @ Pour faciliter linterprétation des résultats et limiter le nombre de
variables utilisées, nous avons préférer garder les valeurs du module
de Young E et du coefficients de Poissor: v constantes et égales

respectivement a 2E+12 Pa et 0.3 .

V.2- RESULTATS

Nous allons maintenant exécuter quelques exemples pour mieux comprendre la
procédure de calculs des contraintes.

Remargue : Le logiciel avec lequel nous avons tracé les courbes des iso-
contraintes ne permet d'avoir la surface de contact vers le haut.
Donc, toutes les figurés que nous obtenons ont la surface de contact
qui se situe en bas celles-ci. '
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Type de contact;

i CONTACT HERTZIEN (BILLE/PLAN) (3X3)

Données :

- Pression de contact : P =2E+ 09.Pa

- Longueur de la surface de contact en x : LX =.50E-03 m
- Longucur de 1a surface de contact en y : LY =.50E-03 m
- Nombre de cellulesen x : NX =3

- Nombre de celiules eny : NY =3

- Nombre de niveaux de profondeur : NL = 10

- Pas de profondeuren z : H =, 5E- 04 m

- Ordonnée du plan de calcul NYCP =2

Chargement :  Pression constante
RESULTAT
. 2 3
& 10 . 1 10
9 = g 1°
/ ’ T~ —
) / \
al / —  1°®
O T~
L < 1k 47
o
.
=2
o ¢ r 148
x
3
®
2 st :
| an
[
[ - . F 4
g
€
=3
o ’fF
- =
2L 2
. {ZIE00
. |
b 2 ’

Nombre de cellules suivant x

- Fgure V.1 -

Contraite maximale 5.52E+09 Pa
. Contrainte minimale 3.23E+09 Pa
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Type de contact:

CONTACT HERTZIEN (BILLE/PLAN) (9x9)

Données:

- Pression de contact ; P = 2E+ 09 Pa

- Longueur de la surface de contact en x : LX =.5F-03 m
- Longueur de la surface de contact eny: LY =,5E-03 m
- Nombre de cellulesen x : NX =9

- Nombre de celluleseny: NY =9

- Nombre de niveau de profondeur: NL =10

- Pas de profondeur en z: Il = ,5E - 04 m

~ Ordonnée du plan de calcul NYCP = 5

Charpement : Presyion constanie

RESULTAT

//
/
S
e

s

Mombre de nivecux suivant 2
&
/
r
//

&
"y

S0 ' '/.'
/ / //
//

Ve

s

Mombre de cellules suivant x
- Figure V.2 -

-‘Conl'rainte maximale 6.64E+ 08 Pa
- Contrainte minimale 2.8GE+ 08 PPa



Type de contact :

" CONTACT HERTZIEN (BILLE/PLAN) (15X 15)

- Données :

- Pression de contact P =2E+ 09 Pa

- Longueur de la surface de contact en x : LX = .5E-03 m
- Longueur de la surface de contacteny : LY = .5E-03 m
- Nombre de cellulesen x : NX =15

- Nombre de celluleseny : NY =15

- Nombre de niveaux de profondeur : NL = 10

- Pas de profondeurcn z : H = .5E-04 m

- Ordonnée du plan dc calcul : NYCP =8

Charpement : Pression constante

- RESULTAT

Nombre de nivegux suivont z

" A 9
tlombre de cellles suivant x

' Figurc V.3

Contrainte maximale 2.77E+08
Contrainte minimale G6.57E+08 -




Type de coniact :

CONTACT HERTZIEN (BILLE/PLAN) (30X 30)

Donndes @

- Pression de contact : P=2E+09 Pa

- Longueur de la surface de contact en x : LX=.5L-03 m
- Longueur de la surface de contact en y: LY =.5F-03 m
- Nombre de cellulesen x . NX =30

- Nombre de celluleseny : NY =30

- Nombre de niveaux de profondeur NL = 10

- Pas de profondeuren z ; H =.5E-04 m

- Ordonnée du plan de calcul NYCP =16

Chargement: Pression constanie

RESULTAT

S B 7T B % 10 1117 43 14 03 16 17 18 10 20 21 22 23 24 22 26 27 28 25 30
TTLTTTTLFPTTTTTT 1T T ‘J__ulllll'l"ﬂ._]l'l]l‘.[lll‘ TTryr @
il v s
- P I , S e e
o - e N '
. i ~—. ~ N AN
- s —-—’_«-- “"“‘—-..,__ - . LS \H
-
) V. -~ T . e e . S ~
T e e
A e ___:\‘\. ~. . . N N
- ] e I N N N N N
N A // ‘_//«-"""""“’0‘“ e e N TN N Y g
e O A i Y \\
i A ) N -
.E NN NN \
5 A ALY \
(7] \ %;‘ \\_ \
5 NONH A
SN NN
o NN N
> NN
z \\\
W
- N
© vy \\
B AN
E \ \
i \

T e O e S Sy i oy £ TR i o Y I \
4 % 6 T M 0 B0 N1 12 1Y 1A IR F |7 18 10 20 2| 22 23 74 2% 26 3T 24 28 0

Momibtrre de callules suizant «x

- Figure V.4 -

Contrainte maximale 6.46E+08 Pa
Contrainte minimale 2.62E+08 Pa
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Contreinte Teu me x (Pq)

Représentation du clhamp de Confraintes en 3D
pour un contact Hertzien de maillage(30 x30)

FTE+Q08 4, 73E+9008 5,496E-008 6.29E.-008

=

- I;"igure V.5 -

-
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Type de contact :

CONTACT RECTANGULAIRE (7x7)
Données :

- Pression de contact : P =2E+09 Pa

- Longucur de la surface de contact en x : LX = .4E-G1 m
- Longueur de la surface de contacteny : LY = 4 03 m
- Nombre de cellulesenx : NX =7

- Nombre de celluleseny : NY =7

- Nombre de niveaux de profondeur : NL = 10

- Pas de profondeuren z: H =.1E-04

- Ordonnée du plan de calcul : NYCP =4

Chargement: : P max = a 10 Pa
Ao
AO mm 71041’ mm
RESULTAT
\ 2 3 4 5 & 7
10 T T T T ¥ 1o
o r 49
N oL 1s
e
=)
2 T — 7
3
m.
"¢ -6 46
s
(o)
L s
E 1€+01 1 .
AR —
o 4 T s
!
g L n— ——_3
£ | ——
2 ? B =EFHN] P i
o e e
=== ; : e
! 2 3 4 5 6 7
Nombre de cellulas suivant «

- Figure V.6 -

Contrainte maximale 1.66E+12 Pa
Contrainte minimale 3.27E+10 Pa
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Type de contact :

CONTACT RECTANGULAIRE (15X 7)

Données :

- Pression de contact : P =2E+09 Pa

- Longueur de la surface de contacten x : LX = .4E-01 m

- Longueur de la surface de contact cn y: LY = 4E-03 m

- Nombre de cellules en x; NX =15

- Nombre de celluleseny: NY =7

- Nombre de niveaux de profondeur NL = 10

- Pas de profondeur en z: H=_.1E-04

- Ordonnée du plan de caleul . NYCP =4 C Paex = 2 -10‘5 Pa

Charpement : ' [Z] [TITITTIT] Iﬁ )

o} 1°
8l 18
™~
B il " =
c 7} 7
o
2
o }
’}
u s L L]

5 - AE+810 4C+010

Nombre de niveaqux
-
N ~—
e

Al —
- “ h
2L - ; _..m—_._%\:\h_“ 2
s = wa
e = RN
Gt = et ===t

1 2 3 4 L3 " k) ] L] n 1" L 13 14 1%
Nombre de ceilules suivant x

- Figure V.7 -

Contrainte maximale 7.78E+11 Pa
Contrainte mintmale 9.78E+09 Pa
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Chargement @

T'ype de contact :

CONTACT RECTANGULAIRE (30X 24)
Donndes:

Pression de contact P =2E+09 Pa.

Longueur de la surface de contact en x © LX = AE-01 m
Longueur de la surface de contact eny: LY = 4E-03
Nombre de cellules en x: NX =30

Nombre de cellules en y: NY = 20

Nombre de niveaux de profondeur NL = 10

Pas de profondeur en z: 11 = . 1E-04

Ordonnée du plan de calcul NYCP = 10

Prax = 210" Pa
P

h L0 mm :1‘:'4" mm

RESULTAT
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Membre de cellules suivant x

- Figure V.8 -

Contrainte maximale 1.36E+11
Contrainte minimale 3.28E+09
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Controtinte Tou mox (PQ)
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Représentation du champ de contrainte en 31
pour un chargement reclangulairede maitfage(30 x20
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Type de contact :

CONTACT QUELCONQUE (10X 5)
Donndes :

- Pression de contact P = 4E+09 Pa
~'Longueur de 1a surface de contact en x : LX = .4E-01 m
- Longueur de la surface de contact en y: LY = 4E-03 m
- Nombre de cellules en x; NX = 10
- Nombre de celluleseny: NY =5

- Nombre de niveaux de profondeur NL = 10
- Pas de profondeur en z: 11 = ,1E-04 m
= Ordonnée du plan de calcul NYCP =3

P'l"'la)(: Ll-qog Pq -

Chargement
i. e e e fVO,L, mm
. L|0 mim
RESULTAT
1 2 3 4 5 5 7 g 3 10
10 . ! T T T | T T
9 1°
] 8- 1°
pra)
c
9 1t I
]
(73]
6 L -6
>
3
)
o | 4s
z °® |
c
44
2 —
o5+ N
O R
w_ 3 I T ™. 1°
£ e — .,
O b D e 2
= e Ee e s
‘ e e T O
e e e e NN

1 2 3 4 5 [} . 7 8
Nombre de cellules suivant x

- Figure V.10 -

Contrainte maximale 3.021E+12 Pa
Contrainte- minimale  3.84E+09 Pa
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Type de contact :

CONTACT QUELCONQUE (20x10)

Daonnées:

- Pression de contact PP = 4E+09 Pa

- Longueur de la surface de contact en x : LX = .4E-01 m
- Longueur de la surface de contacten y: LY = 4E-03 in

- Nombre de cellules en x: NX =20

- Nombre de celluleseny: NY =10

- Nombre de niveaux de profondeur NL =10
- Pas de profondéur en z; H=,1E-04 m

- Ordonnée du plan de calcul NYCP =5

Chargement :

Pmax = L. 10° Pa

1

AT

£10

RESULTAT

¢ 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 18

17

?F 0,4 mm

18 19 0

Nombre de niveaux suivart =

Contrainte maxumale
Contrainte minimale

T T T T T T T T Ll T T { I T

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 1§
Nombre de cellules suivant x

- Figure V.11 -

777411 Pa
9.51E +08 Pa
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Type de contact:
CONTACT QUELCONQUE (40x20)
Données :

- Pression de contact P=4E+09 Pa

- Longueur de la surface de contact en x : LX = 4E-01 m

- Longueur de la surface de contact eny: LY = 4E-03 m

- Nombre de cellules en x: NX =40

- Nombre de celluleseny: NY =20

- Nombre de niveaux de profondeur NL = 16

- Pas de profondeur en z: H =.1E-04 m .

- Ordonnée du plan de calcul NYCP =10 Ponex = Ly ‘,,09 Pa

Chargement :

1
'_“ R A_____A-..—___#_‘_..H_—f# a‘h i

IJOMM
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1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 2} ag 27 29 31 33 35 17 1%
Nombre de cellules suivant x

- Figure V.12 -

Contrainte maximale 2.76E+11 ?a
Contrainte minimale 3.39E+09 Pa
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_ Représentation du cliamp de confraintes en 31
pour un contact quelcongue de maillage (40 x20)
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Type de contact:

CONTACT HERTZIEN (15X 15)

Donndes :

- Pression de contact P =2E+09 Pa

- Longueur de la surface de contact en x : LLX =.5E-03 m
- Longueur de 1a swrface de contact en y: LY = 5E-03 m
- Nombre de cellules en x: NX =15

- Nombre de celluleseny: NY =15

- Nombre de niveaux de profondeur NL =5

- Pas de profondeur en z;. B = .5E-01 m

- Ordonnée du plan de calcul NYCP =8

Chargement : Pression constante

3

RESULTAT
5 1 2 8 7 ] 3 10 " 2
T 1 | ittty S S | T Te 7 TN
// /t/ - \\"\ \:“o“;\
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e i v e

1

5

08— S T

-w.___&‘_“—/

./-_-—:'“.,—':—’———-——-—-“———-':N
e T

T
—— T

13 14
% \
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/

1 2 3 4 5 [ ¥ a 9 10 1
Nombre de cellules suivant x

Nombre de nivequx suivant z
[ ]
e

- Figure V.14 -

Contrainte maximale 6.57E+09 Pa
Confrainte minimale: 3.60E+08 Pa
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Type de contact:

CON'I‘AC'I‘_ HERTZIEN (15X 15)
Donndes :

- Pression de contact P =2E+09 Pa _

- Longueur de la surface de contacten x : LX =.5E-03 m
- Longueur de la surface de contact en y: LY =.5E-03 m
- Nombre de cellulesen x: NX =15 '

- Nombre de celluleseny: NY =15

- Nombre de niveaux de profondeur NL =20

- Pas de profondeur en z:- H = .5E-04 m

- Ordonnée du plan de calcul NYCP =38

Chargement :  Pression consianic
RESULTAT

12 3 4 85 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
20 — T T T T T T T 9
19 """ 19
18 - & T
17+ 417
18 """ ] 15
LR ‘ 13
W T T
3 113
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10 ; ‘ 10

7~ )

Nombre de niveaux suivant z

J T R
|

e
%/./’
e gl .
S A

12 3 4 S @€ F s 9 10 1112 1% 14 15
Nombre de celiules suivant x

- Fipure V.15 -

Contrainte maximale 6,57E+08 Pa
Contrainte minimale 1.1E+08 Pa
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Type de contact :

CONTACT HERTZIEN (15X 15)
Données :

- Pression de contact P =2E+09 Pa

- Longueur de la surface de contact en x : LX = .5E-03 m
- Longueur de la surlace de contact eny: LY =.5E-03 m
- Nombre de cellules en x; NX =15

- Nombre de celluleseny: NY =15

- Noinbre de niveaux de profondeur NL =30

-Pas de profondeur en z: 1 = .5E-04

- Ordonnée du plan de calcul NYCP =8

¥ -
Chargement : Pression constante
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- Figure V.16 -

Countrainte maxumale 6.57E+08 Pa
Contrainte minimale 5.34E+07 Pa



Type de contact:

CONTACT HER'TZIEN (15X 15)
Données: .

- Pression de contact P =2E+09 Pa

~ Longueur de la surface de contact en x : LX =.5E-03 m
- Longueur de Ia surface de contacten y: LY =.5E-03 m
- Nombre de cellules en x; NX =15

- Nombre de celluleseny: NY =15

- Nombre de niveaux de profondeur NL. = 16

- Pas de profondcuren z; 11 = SE-04 m

- Ordonnée du plan de calcul NYCP =15

1 |
3 4 5 [ T -] g ;] 11 12 13 14 15
Hombre de cellules suivant «

Chargement Pression constante
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- Figure V.17 -

Contrainte maximale 7.08FE+08 Pa
Contrainte minimale 1.71E+09 Pa
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Type de contact:

- CONTACT RECYANGULAIRE (15X7)

Donandées:

Pression de contact P =2E+09 Pa
Longueur de la surface de contacten x : LX = 4E-0l m

Longueur de la surface de contacteny: LY = .4E-03 m

Nombre de cellules en x: NX =15
- Nombre de celluleseny: NY =7

Nombre de niveaux de profondeur NL = 10
Pas de profondeur en z: H=.1E-4 m

- Ordonnée du plan de calcul NYCP =7

Chargement !

Poax = 2 10" Pa

o o
. LO mm oG mm
- RESULTAT
23 4 & 7 B 6 10 11 12 13 14 15
10 T T T T T ; T T 1 T T T 10
aIr -9
- 8 - -8
2]
b
o 7Fr <47
=2
= 3
@ L 1
b
5
o
-~ g‘) s |- 4=
C . AE+O10 s£+0m ~
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SRt e e

. Contrainte maximale 8.40E+11 Pa

T 8 9 1w 11 9z 13 t4 15

Hombre dz cellules suivant o«

- Figure V.18 -

Contrainte minimale 7.03E+09 Pa
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Type de contact :

CONTACT QUELCONQUE (20X 10)_
- Données:

- Pression de contact P =4E+09 Pa
- Longueur de la surface de contact en x :LX = 4E-01 m
- Longueur de la surface de conlact en y: LY = 41-03 m
- Nombre de cellules en x: NX =20
- Nombre de celluleseny: NY =10
- Nombre de niveaux de profondeur NL = 10 -
- Pas de profondcur en z; 1l =.1F-04 m
- Ordonnée du plan de calcul NYCP =1

Chargement :

’.f S m—_—“ﬁ}"{o,q Min

L}O LT
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. 2 3 4 3 & 7 B 9 10 1% 12 13 14 a3 ds 17 @8 1% 20

Nombre de cellules suivant x

- Figure V.19 -

Contrainte maximale 8.35E+11 Pa
Contrainte minimale 6.23E+08 Pa .

60

qux = U, 109 Pa



V.3- INTERPRETATIONS

V.3.1- Raffinement du maillage (NXXNY)
Dans ce cas nous avons gardé :

- le méme nombre de niveaux de profondeur : NL=10,
- I'ordonnée du plan de calcul des contraintes NYCP au milieu du massif.

V. 3.7 {.1- Contact Hertzien (Bitle-Plan)

La premiére remarque qu'on peut faire est que Yaugmentation du nombre de
cellules affecte considérablement le champ de contraintes, car dans la figure (V.1) avec
un maillage de 3 X3, nous voyons bien qu'il y a une concentration d'iso-contraintes sur
les 2 premiers niveaux et une iso-contrainte a partir du 7ieme niveau; ce qui veut dire
que la contrainte est pratiquement constante sur tout le plan. Ce qui ne correspond pas
a la réalité. Car dans la figure (V.2) avec un maillage de 9X9 on constate déja unc
nette amélioration de la distribution des iso-contraintes qui se rapproche beaucoup plus
de la distribution réelle.

Enfin, avec un maillage de 30%X30 (voir figure V.4), en comparaison avec des
résultats obtenus dans [7], les iso-contraintes sont parfaitement distribuées.

De plus, la précision des valeurs des contraintes prés de la surface de contact
augmentent considérablement avec le raffinement du maillage, du faite qu'il y est plus
de contraintes i calculer et donc leurs interpolations donnent de meilleurs résultats,

V.3.1.2- Contact rectangulaire

Pour ce type de chargement, 'augmentation du nombre de cellules fait croitie la
précision des valeurs des contraintes, en plus, comme pour le premier cas il faut un
maillage précis pour faire ressortir la distribution réelle des iso-contraintes.

La figure (V.8) avec un 111aillage de 30Xx20 fait apparaitre l'allure totale du
chargement avec une courbure aux extrémités, alors que dans les figures (V.6) et (V.7)

on ne la distingue pas d'une fagon claire.

V3. 1. 3-. Contact guelcongie

Pour ce cas nous avons proposé un chargement de forme quelconque (vorr figures
(V.10), (V.11), (V.12)) pour essayer de montrer la distribution du champ de
contraintes dans le cas ou on a pas affaire a un chargement uniforme.

On constate les mémes changements que les cas précédents, c'est a dire
I'évolution des iso-contarintes qui tendent a prendre la forme du chargemeni appliqué
sur la surface de contact en augmentant le nombre de cellules.
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V.3.2- Augmentation du nombre de niveaux (NL)
Dans ce cas nous avons gardé:

- NX et NY (maillage) constants,
- l'ordonnée du plan de calcul des contraintes NYCP constant.

Pour montrer l'influence de la diminution ou de l'augmentation du nombre de
niveaux sur la distribution des iso-contraintes, nous avons choisi un seul type de
contact parceque c'est suffisant pour illustrer ce cas de figure.

En l'occurrence, nous avons opté pour le cas du contact Hertzien qui est le cas le
plus intéressant du point de vue de son importance dans la pratique.

Le changement du nombre de niveaux a ¢été apporter sur le cas du contact
Hertzien, avec un maillage de 15x 15 et 10 niveaux de profondeur, voir figure (V.3).

Dans la figure (V.14) nous avons pris un nombre de niveaux NL = 5. On
constate qu'il n y a pas de changement dans la distribution des iso-contraintes dans le
massif, seulement ce n'est que la moitié de la figure (V.3) qui apparait.

Pour [a .ﬁguré (V.15) avec NL = 20, on remarque qu'elle contient la figure (V.3)
qui apparait du niveau 1 jusqu'au niveau 10, et du niveau 11 jusqu'au niveau 20 la suite
de la distribution.

Idem pour la figure (V.16) avec NL = 30, ol on retrouve la figure (V.3) du
niveau 1 au niveau 10, '

On remarque donc, a partir des figures (V.15) et (V.16) qu'en dépassant un
certain niveau de profondeur (10 ou 11), les courbes d'iso-contraintes ont tendance a
devenir rectiligne du faite de leurs éloignement de la zone d'application de la charge.

En résumé, I'augmentation ou la diminution du nombre de niveaux n'a aucune
influence sur la distribution des iso-contarintes qui se produisent dans un massif semi-
infini. En augmentant le nombre de niveaux a une certaine valeur, ¢a nous permet de
visualiser cette distribution jusqu'au niveau considéré. En dépassant un certain seuil,
les iso-contraintes ont tendance & devenir rectilignes. En diminuant le nombre de
niveaux, on arrive 4 avoir un effet de "zoom", voir figures (V.14) et (V.3).

V.3.3- Changement de 'ordonnée du plan de caleul (NYCP)

Dans cette partie, nous avons changé l'ordonnée du plan de calcul de contraintes
pour les différents cas de chargements avec :

- NX et NY constants,
- nombre de niveau NL constant.
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V.3.3. 1- Contact Hertzien (Bitie/Plan)

Ici, on a repris le cas de la figure (V.3) avec un maillage 15X 15 en prenant
l'ordonnée du plan de calcul des contraintes a 'extrémité (NYCP = 15).

Les résultats obtenus nous montrent que la distribution des contraintes se rétrécie
au centre, du fait de 1'éloignement des cellules du plan considéré par rapport au centre
(smiface de contact carrée ).

Donc, l'influence de NYCP est trés remarquable pour le cas de contacts
Hertziens ( Bille/Plan ).

V.3.3.2- Contact reclangulaire

On reprend le cas de la figure (V.7) en prenant NYCP = 7 (4 Pextrénuté). On
remarque qu'il n y a pratiquement pas de changement dans la distribution des iso-
contraintes figure (V.18), cela est du. au faite que la surface de contact soit
rectangulaire (longueur de contact suivant y trés petite par rapport a la longueur
sutvantx), donc le pas suivant y est trés petit.

Donc 1a variation de NYCP n'a pas d'influence sur le champ de contraintes pour
ce type de char;_.,ement

V. 3.3.3- Contact quelcongue

Comme dans le cas précédent on change l'ordonnée du plan de calcul pour le
cas de la figure ( V.11). En comparant ces résultats avec ceux de la figure ( V.19 ), on
remarque qu'il n'y a pas de changement dans la distribution des contraintes.

Dans ce cas aussi, NYCP n'a pas d'influence sur le champ de contraintes pour ce
type de chargement.
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CONCLUSION GENERALE

Nous avons pu, au cours de ce travail, mettre en oeuvre un ensemble d'outils.
mathématiques et numériques nous permettant la compréhension du comportement
d'un corps soumis a un contact.

En outre, I'explicitation de ce comportement passe par la détermination de trois
parainétres essentiels qui sont :

- La pression de contact,
- I'aire du contact,
- I'état de contraintes de la matiére.

En ce qui nous concerne, nous avons opté pour la détermination du champ de
contraintes dans un massif semi-infini soumis a une distribution de pressions normales
en surface.

Ce travail nous a permis aussi de cerner deux approches différentes au niveau de
la résolution du probléme de contact normal, formulé soit comme un probleme direct,
soit comme un probléme nverse. '

Dans la premiére approche, la résolution du contact passe par la résolution des
équations différentielles de base de 1'¢lasticité (équations de Lamé).

Par contre, pour la deuxiéme approche, Ia résolution du probleme de contact
passe par la connaissance des conditions aux limites d'un probleme physique bien
défini, ce qui simplifie les difficultés de résolution qu'on trouve dans le premier cas.

D'ailleurs, notre outil numérique basée sur la méthode de Kalker s'inspire de la
deuxi¢me démarche.

Aprés validation du programme et son exécution pour plusieurs ces de figures de
contact, les conclusions qu'on peut tirer sont :

» L'utilit¢ d'avoir un maillage raffiné (nombre de cellules > 500 ) pour
I'obtention de résultats se rapprochant le plus des résultats théoriques.

» La nécessité de choisir un niveau de profondeur qui soit le plus lom de la
surface de contact pour une meilleure appréciation de I'évolution des 1so-

contraintes.

» Une différence de 5 a 15% dans les valeurs des contrainies, en balayant la
surface de contact de la premiére ordonnée jusqu'a la dernicre.
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Notons que l'obtention de ces résultats, le temps de caleul du programme est
assez élevé (exemple ; un maillage de 15X 15 avec 10 niveaux de profondeur, le
temps de calcul est de 5 heures environ, un maillage de 40X 15 avec le méme nombre
de miveaux, le temps de calcul était de 12 heures environ ), d'ou lutilité de
perfectionner le programme pour la diminution du temps de calcul.

Une améhoration pourra étre apportée d ce programme, en considérons dés
pressions tangentielles qui modélisent les forces de frottement sur ‘la swrface de
contact, qui, associées aux pressions normales donneront un chargement plus réel et
don¢ des résultats plus précis.
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