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RESUME :

Le but de ce travail est I'étude d'un
écoulement compressible dans une roue de
turbomachine par la méthode des éléments
fims.

ABSTRACT :

In this work we study a through-flow
compressible fluid in an arbitrary
turbomachine using a finite elements
method.
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INTRODUCTION GENERALE :

Ce n'est que récemment que la méthode des éléments finis a été appliquée
systématiquement & différents types de problémes de mécanique des fluides, bien que
plusieurs ouvrages aient déja été publiés sur le sujet. Il n'en demeure pas moins que la
méthode des éléments finis s'affirme, comme un instrument trés puisant de résolution
numérique; son développement est actuellement trés rapide et dispose désormais d'un
bon nombre de techniques utiles et efficaces.

La méthode des élément finis est une méthode numérique largement utilisée de
nos jours car elle représente un excellent outil de modélisation des différents
phénomeénes physiques. Toute fois, la conception d'un modéle reste extrémement
délicate, du faile qu'elle exige une parfaite connaissance des équations mathématiques
régissant ces mémes phénomenes.

Notre intérét, porte sur l'écoulement dans une turbomachine centrifuge, qui est
trés complexe vu l'aspect tridimensionnel et instationnaire. Devant cette complexité, les
ingémeurs chargés d'appliquer les connaissance de mécanique des fluides a I'étude de
ces machines, se voit contraint d'effectuer des modéles trés poussés.

Le probléme du calcul de l'écoulement dans une turbomachine ne peut étre
actuellement abordé qu'en effectuant les hypothéses simplificatrices suivantes :

O Fluide parfait .
& Ecoulement stationnaire.
@ Axisymétrie des surfaces de courant.

ces hypotheses seront développées plus loin.

La description de cet écoulement peut étre approchée de fagon classique par la
décomposition de I'écoulement réel tridimensionnel, en deux écoulements quasi
tridimensionnels appelés :

® Ecoulement moyen ou méridional
® Ecoulament aube a aube ou équilibre radial

cette modélisation a été proposée par C.H WU [4].
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Le but de ce travail est I'élaboration d'une formulation en éléments finis qui
permet de modéliser I'écoulement d'un fluide dans une turbomachine centrifuge. Pour
cela on choisit un élément quadratique ( triangle, 6 noeuds, C* ), c'est I'élément le plus
utilisé en mécanique des fluides. Pour assurer la convergence, deux conditions doivent
étre verifiées :

# Le degré du polyndme d'interpolation doit €tre complet.

@ La continuité de u et de ses dérivées premiéres dans l'élément, et entre
cléments.

La premiére condition est vérifiée, par contre la seconde est & moitié vénfiée, car
I'élément choisit n'assure pas la continuité entre élément. C'est la raison pour laquelle la
convergence du probléme reste a vérifier.

C'est selon cette ordre que nous avons structuré ce mémoire en trois parties
essentielles :

a. La premiere partie presente les équations aux dérivées partielles caracténsant
I'écoulement tridimensionnel selon la décomposition de C.H. WU [4].

b. La deuxiéme partie traite la formulation du modéle en élément finis.

¢. Enfin, l'organigramme du probléme numerique est donné dans la troisiéme
partic.
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L. ETUDE DE L'ECOULEMENT TRIDIMENSIONNEL PAR LA
MODELISATION DE "wWU":

L.1. INTRODUCTION :

La description de I'écoulement dans une turbomachine centrifuge se fait le plus
souvent par superposition des solutions de problémes classiques d'écoulements.

On adopte dans notre travail la modélisation de C.H. WU [4], qui consiste a la
décomposition de I'écoulement tridimensionnel en deux écoulements bidimensionnels

- Un ¢coulement qualifié de "moyen" (through flow), dont la principale
caractéristique est d'étre 4 symétrie axiale, c'est-i-dire qu'il admet une famille de
surfaces de courant de révolution (S2). (voir fig.1-a).

- Un écoulement de "grille” (blade to blade flow) , dont la surface de courant
(31) est décrite dans la roue par l'ensemble des particules fluides se trouvant sur un
cercle concentrique a F'axe de la machine. (voir fig.1-b).
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fig 1

fig(l.a) | fig(1.b)
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I.2. ETUDE DE L'ECOULEMENT MERIDIONAL (MOYEN) :

HYPOTHESES :

@ Fluide parfait : Les forces de viscosité sont considérées nulles (31=0),
® Ecoulement stationnaire : La variation de toute grandeur dans le temps est

nulie (&/0=0)
DERIVEES SPECIALES :

La resolution des équations de continuité, mouvement et énergie en
bidimensionnel, necessite I'introduction des dérivées spéciales afin de prendre en
considération Yeffet géométrique tridimensionnel.

Pour une grandeur q(r,0,z) les dérivées spéciales sont données par :

09 _3q_n, 3q
o & m, o0
g -

%9_09_n; &q
|0z o9z m, 0B

Dans I'étude de l'écoulement méridional, les coordonnées r et z sont suffisantes
pour défimr n'importe quel point de la surface (S2).

1.2.1. EQUATION DE CONTINUITE :

L'équation de continuité en coordonnées cylindriques est donnée par
(€crite dans un repére relatif) \

L2 fprw, ]+ 22w, ]+ 2w, ]= 0 @b

r &0

avec : w ,w, et w_sont les composantes deW .

introduisons les dérivées spéciales dans (I.1):  (voir Annexe 1).

%g[w‘]+%[W=]: o(F,2) 2
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1.2.2. EQUATIONS DU MOUVEMENT :

Pour un écoulement stationnaire non visqueux l'équation du mouvement dans le
repere relatif est:

20 W-WA(VAW)=VI+TVS o (13)

avec : ‘
W : La vitesse de 'écoulement dans le repére relatif.

@ : La vitesse angulaire de la roue.
T : La température moyenne.

S : L'entropie.

I: La rothalpie (1= H-wr Ve)

2
ou H : Enthalpie totale (H =h+ V?+ gz]

V, : composante selon O de vitesse dans le repére absolu.

La projection de I'équation vectorielle sur les différents axes est :

W, aWr ow, ol .38
—_— —_ :—__.+T.._.....
r oz or o a
6w aw
o 120 W[l _1a 1as
7 & 9 r 60 oz rod r oo
| 16w w,)_ A&
W ) ew =2 T2
"\ 0z r 69 oz &z oz

of w =V, —r (composition des vitesses)

par suite on obtient :

r {or oz o o or
o ow l1ow, ow 191 Té&S
(.[5) 4w1— __( e)_ Fo .| - z_ 8 . 2 =
r | & do r 60 oz réd r o6
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apreés I'introduction des dérivées spéciales on obtient : (voir Annexe 1)

w,[ 3 w o w ) a1 _3s 3
——]%[E(rva)}+wz(?_ e ]=—a-+T +F s (1.6)
W B VI
_......._r_._._ V _‘i__ rv :F ................................. I?
I GASE S GRS (L7)
oW Bw ) E
w . —fv—"ﬁ(rv)m—fh'rﬁw ----------- (1.8)
oz o r oz ° oz &z *
avec
P= .2 Py
rpn, o0

1.2.3. EQUATION D'ENERGIE :
L'Equation d'énergie est donnée par: w -4 —2 %2 | o < _ Q

Pour un écoulement adiabatique (Q = 0) introduisant les dérivées spéciales; on
obtient aprés calcul :

a al_

+w. —=0 .9
wl‘&_ WZaZ (I )
ou bien :
a8 a8 4
— — =0 .10
B ) 10

L'équation (1.10) nous donne la variation d'entropie (S).

Pour un fluide non visqueux, le vecteur force F est normal & la surface de
courant s, et donc il est normal 3 la vitesse relative W, ainsi :

WF=0oW. F+W, -E+W,.F,=0 @.11)

et W‘ﬁ=0<:bwr-nt+%-ne+wz-nz:0 1.12)
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des deux équations précédantes on obtient :

F E '
W, = -W_—-w_-% 13
8 [Fa zFa ([ )
et Wy =-W, 2o —wzgz- (.14)
L, Mg

F
S Y @.15)
Fy n,
L 1.16)
F, ng ,
voir figure 2
surface
de
courant
T 8
L
ﬂas:que ' ﬂasqua' ' /Z
gxteneur mteneur
surface
de
courant
_ _ B 9
| Z
0

Fig.2
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et par suite :
w, =-w_tgd'-w_tgy' 417

L'équation (1.17) représente la condition géométrique, qui permet au fluide de
rester sur la surface moyenne de courant.

Afin d'obtemr une équation pour la fonction de courant, WU [4] a introduit un
facteur d'intégration B dans I'équation de continuité de fagon a avoir :

E(rpBw,)%(,-pszpo @18)

o

en dérivant, on obtient :

Bg(rpwt)+(rpw,)§a%+B§(rpwz)+(rpwz)—%?=0 1.19)

ou encore

Bg(rw,)+(rw,)—a§+rB?%(wz)+(rpwz)g—E= 0 ({20

en divisant par B. r, on aura :

pw_ 0B @ pw, OB
~—f{rpw )+ L=t —(pw 7= .21
rar(r J B 6r+6z( o B oz .21)
18 F; pw B pw B
1 < | PY. B PV, 0P 22
o P (ow) [B &' B az} .22)

Le premier membre de Pégalité dans I'équation (1.22) représente l'équation de
continuité; ainsi:

pw B pw“éB
-z =Cr’ 23
22, B o) @29

_ Largeur circonfirentielle du canal entre aubes
Pas d'aube

ou : B
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1.2.4. INTRODUCTION DE LA FONCTION DE COURANT :

On introduit la fonction de courant de fagon a ce que I'équation de continuité soit
verifiée pour tout 1, z.

L'équation de continuté est :
d 3
—irpBw )+ —(rpBw_) =0
ar( pBw,) 62( pBw,)

ona:
Oy
— =rpBw 24
_E=rpBw, d24)

oy '
—-=-r1pBw : 25
oz " (29

des équations (I1.17) et (1.18) on obtient :

= pBw) (126)
Fy B
o &(rpmf) 127)

f;':’ ~w, 2 (epB) + (rpB) T @.28)
d'ou on obtient :
ow 1 -ézl.p d
A -w_ —I|1 29
a  (rpB a? W [n(rpB)] @:29)

de méme 1'équation (1.27) donne :

Fy__ 3 aw,
Y, 2 (0B +(rpB) | @30
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alors :

é_};‘z, B 1 52l|1 F)
%~ ol a2 -w!?a;[ln(rpB)] 1.31)

Afin d'obtenir une formulation de I'équation de mouvement radial en fonction de
courant, on substitut les équations (1.29) et (1.31) dans I'équation (1.6); ainsi on obtient :

1 &y P 1 &y
_ Y w %NnGoR) - Y
(rpB) oz Wi [n(lp J (rpB) o’

:—lu —?1+T£S~+w—£(rV)+F,
W o o r o

z

w, g[ln(rpB)]
1.32)

on aura apres calcul :

?}? + i; = é;p ;[!n(rpB)]+“-[ln(rpB)]

+(rpB)[5I 35w, d } (.33)

avec . wWo=—— et W =-

De la méme fagon; aprés substitution des équations (1.24) et (1.25) dans I'équation
(1.8), on obtient I'équation du mouvement axial en fonction de courant:

dy &y by d oy 8
o + o iy [ln(rpB)] —Ez—[ln(rpB)] 50
(TPB)[Q_I__TaS w, 0 (I‘V;)—Fz]

w, &z @& r &

Les équations (1.33) et (I1.34) sont les deux formes de I'équation de WU [4], cela
nous permet d‘utiliser I'une des deux formes, pour obtenir une solution de la fonction de
courant qui satisfait toutes les équations gouvernant l'écoulement réversible sur la
surface de courant moyenne.
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Les deux dernieres formes de I'équation principale de WU [4] sont identiques par
suite on a :

(TPB[@_Tzﬁ_lv_ﬂ_é(rva)_F{]z_@[éﬁj‘é_ﬂ&é(ﬂfa)—ﬂ]

' o a ra oz &z r oz

wz
Ce qui justifie le fait de suffisance de 1z résolution dune seule équation des deux
formes de I'équation principale de C. H. WU {4], afin d’obtenir la fonction de courant.

En plus des hypothéses prises précédemment, on considére I'axisymetrie des
surfaces de courant ce qui revient 4 annuler les variations des grandeurs vectorielles par
rapport a la direction circonferencielle, et ainsi les dérivées spéciales coincident avec
les dérivées partielles.

On considere ainsi que I'évolution isentropique du fluide étudié, ce qui supprime
toute variation d'entropie.

Compte tenu de toutes ces hypothéses I'équation de C.H WU [4] dommant la
fonction de courant est la suivante :

Fy &y _
a.z + azz —C](I',Z)
avec:
9y oy 2 35
(ﬁr,z):%‘f—g[ln(rpB)h%%[ln(rpB)] (1.35)
V002 r B ¥ D)

[.2.5. CONDITIONS AUX LIMITES :

La fonction de courant, solution de 1'équation différentielle (1.27) doit vérifier les
conditions aux limites suivantes :

W, —¥, =q
avec .

v, : la valeur de la fonction de courant sur le flasque avant (carter).
@, : la valeur de la fonction de courant sur le flasque arriére (moyeun).
q : le débit massique.
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RECAPITULATION :
Pour un écoulement stationnaire, parfait, axisymetrique et isentropique a travers

une turbomachine axiale, I'équation de C. H WU [4] dans le plan méridional est :

Oy 0w _
a' oz

q(r.z)

avec.

ol o, B ety sont donnés suivant le domaine d'étude :

a. En amont ou en aval de 1a roue :
a=H;B=1,y=0

b. Dans la roue :
a=I=H-oT
avec I'=rV, (I':moment cinétique)
B =B (hauteur d'aube).
y=F =F, tgA'
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1.3. ETUDE DE I'ECOULEMENT AUBE A AUBE (EQUILIBRE RADIAL) :

On adopte les mémes hypothéses que pour I'écoulement méridional.

1.3.1. EQUATION DE CONTINUITE :

La posttion d'un point sur la surface (S1) est décrite par ses coordonnées m et ©
(vorr fig.3).

ona:

5 .
—— = COSO.— + SIN¢.—
am oz
W=wei +Wm-i;

1.36) { w do
—.m - t =r—

W, &b dm
wi=w rw?

en prenant compte des hypothéses et des équations (I.36), I'équation de continuité
s'écrira comme suit :

10 12
-—lpw, }+——{prw )+ K =0 .37
-~ lowe)+ = ——(orw )+ pw K, 137
avec :
K, : courbure de la ligne meéridienne PP’ tel que :
K = 12 oll b: hauteur d'aubages.
b am
or  b={(mn)

d'ot I'équation (1.37) devient :

—a%(bpwe) +%(bprwm) -0 | 1.38)
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Y

Fig.3

la fonction de courant qui satisfait I'équation (I.38) est telle que :
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1.3.2. EQUATION DU MOUVEMENT :

Etant donné que W doit vérifier I'équation de mouvement simplifiée dormée en
coordonnées {m, 6, n) par la forme :

z[aw -
r| oo
1 oW .

avec . K. = w 6nm est la courbure de la surface (S1) au point P.

n - étant la normale au point P a la surface (S1).

La projection de I'équation (1.40) sur i, donne :
1 a'vm MM = 2&)_61-__ 041)
r{ &9 am om

on substitut le systeme (1.39) dans I'équation (1.41), et comme b et r ne varient pas en
fonction de 6, on obtient I'équation suivante :

[ aq,} . [1614;} J XL oo X a0
brae pd0] am[pbom| &mbpdm om

On introduit la fonction de courant adimensionnelle Y définie par :

=¥ @.41)
‘ q
ou
q : désigne le debit massique traversant la roue entre deux aubes adjacentes
et deux surfaces (S1) distantes de An=1.

ainsi on aura :

oY _ bpw,
(1.44) - q
‘ Y  bprw

00 q
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o . . . : .
sachant que P sma , et en passant a la fonction de courant adimensionnelle Y,

I'équation (1.40) devient alors apreés réarrangement :

IBZY oY 1 @QX+ sma.____(b) Y 2bpw_sin
r’ 662 (’3m2 pr’ 96 00 r prom

[.3.3. CONDITIONS AUX LIMITES :

La fonction de courant adimensionnelle Y, solution de I'équation différentielle
(1.43), doit vénfier les conditions aux limites du domaine d'étude, soit une surface de
courant (S1) définie par la rotation autour de I'axe de la machine d'une ligne de courant
méridienne : celle-ci se trouve découpée périodiquement par les aubes dans la direction
périphérique en domaines élémentaires tel que le montre la figure 4.

Compte tenu de la définition de Y et si Y, et Y sont les valeurs de Y

correspondant respectivement aux limites FG et BC du domaine élémentaire, on doit
avoIr :

debit massique passant entre BC et FG '
= qlep 1.46)

Y, - Y, q
ainsi pour :
Y, =0 sur BC (a)
Y, =1 sur FG (b)
alors :
Y, -Y, =1 @47

Les conditions (a) et (b) sont complétement équivalentes aux conditions de
tangence des vecteurs vitesses 4 la surface des aubes:

« L'écoulement est supposé uniforme loin 4 I'amont AH et & l'aval DE, et la

connaissance de W nous permet de connaitre les valeurs de la fonction de courant sur
ces frontiéres.

* On a de plus la condition de périodicité pour les deux domaines comprise entre
AB, HG et CD, FE.
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donne :
148 [V = Yyp+1
Yo =Y, +1
H _mE
- — - . _Tn
8 - e — — _‘_YI\ -~
A h“ﬁb
fig.4

* CONDITION DE XUTTA-JOUKOWSKI :

En 'plus des conditions aux limites et des conditions de périodicité de
I'écoulement, la condition de Kutta~Jowkowski doit étre satisfaite, dont I'énoncé est :

Pour un écoulement de fluide parfait autour d'un profil dont l'intrados et
Fextrados se terminent suivant une tangente commune, et la ligne de courant issue du
bord de fuite doit quitter ce demier suivant cette tangente.

Vérifier la condition de Kutta~Joukowski sous cette forme pose un probléme dans
le cas de profils 4 bord arrondi ou en forme de diédre, et la position du point d'amrét
n'étant pas connue, une petite erreur commise sur sa détermination peut en effet
engendrer une grande erreur dans les résultats. 11 est alors préférable de remplacer cette
condition par une symétrie de la répartition des pressions ou des vitesses relatives sur
I'ntrados et I'extrados du profil, le plus prés possible du bord de fuite.

En résumé pour un profil donné, & un angle d'attaque donné, le fluide quitte le
bord de fuite sans perturbation si : C

* Le bord de fuite est un angle fini, donc c'est un point d'arrét pour V,=V,=0.

* Le bord de fuite a |4 forme de biseau, les vitesses quittant Vintrados et
I'extrados, sont égales en module, et tangentes 4 la ligne médiane.
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RECAPITULATION :

L'équation donnant la fonction de courant adimensionnelle y de I'écoulement dans.
une turbomachine centrifuge dans le plan aube a aube est donnée par :

L6’Y+62Y_ 1 6pdY Isine 1 @ r)afY 2bpw
e am*' pr’ 90 00

en tenant compte des hypothéses suivantes :

@& Fiuide stationnaire 6350.

© Fluide non visqueux p=0.

® Ecoulement adiabatique Q=0.

© Conservation de la rothalpie 61=0.
@ Ecoulement réversible.



l CHAPITRE 11 I
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IL. FORMULATION :

II.1. INTRODUCTION :

Ce travail est une introduction a la résolution du probléme de la mécanique
des fluides par la mérhode des élémants finis.

La méthode des éléments finis s'est avérée sans discussion possible comme
Foutil de base dans la résolution numérique des problémes de la mécanique des
solides. La situation se présente par contre de maniére trés différente en mécanique
des fluides ou les méthodes de différence finis, ont atteint malgré leur manque de
souplesse un stade de développement remarquable. Ce n'est qu'assez récemment que
la méthode des éléments finis a été appliquée systématiquement & ce type de
problémes. ‘

Néanmoins, son développement est actuellement trés rapide et on dispose
désormais d'un bon nombre de techniques utiles et efficaces.

Il n'en demeure pas moins & notre avis que la méthode des dléments finis
P

s'affirme comme un instrument trés puissant de résolution numérique en mécanique
des fluides.

Nous avons choisi de traiter I'écoulement méridional dun fluide stationnaire,
non visqueux et compressible 4 travers une roue de turbomachine centrifuge, le
modele sera étendu par la suite, aprés convergence & un écoulement aube a aube.
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IL.2. FORMULATION DU PROBLEME :
11.2.1. PROBLEME CONTINU :

Ia méthode des éléments finis est reconmue comme un outil général de
résolution d'équations aux dérivées partielles. (voir fig.1).

Formulation Equation aux dérivées
des artielles
équations p
[ Méthode des résidus
Transformation pondérées
des
équations Formulation intégrale
- Approximation des fonctions
Inconnues par éléments
(€criture matricielle)
Systeme d'équations
Algébnque
Résolution Résolution numérique
mumérique du systeme
Solution
approchée

fig.1

Notre probléme est régit par I'équation aux dérivées partielles suivante :

&y lep oyoh, | Ay oA, ol or
—A, — A, =A,—-A,—_AF 1
PSR "a or ' oz az o Y e @1

avec
y : Fonction de courant
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On defim les différents termes de I'équation différentielle de la maniére
suivante:

~
a-L
prB
A, = prB
@y g, B
wf
Bv
A =P
WZ
F, =F, tgA' {.3)
w o w_dl
F=--t 427 4
ra v o& )
I' =rV,
avec : V =w _+ram
par suite :
I=r’o+rw, L.5)
Wy = —W IgA'—w _ten' (11.6)
d'autre part :
VE
I=h+ —-@rV amn
2 a
avec :
1
‘V=(wf’+1x;'vaz+wzz+m2r2+2co»r"l0)2 (1.8)
{r-1)
et b= ho(ﬁ] | (1.9)
R

L'équation aux dérivées partielles (II.1) permettde trouver la valeur de la
fonction de courant .
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On utilise les équations suivantes
1
= Lo @.10)
prB oz
L @11)
prB or

pour déterminer les composantes de la vitesse: radiale w,, axiale w, et par suite la
composante circonferencielle w,.

On calcule la masse volumique p en utilisant la formmle suivante : (voir
Annexe 4)

p

(y-9) 2 2 2
B e s IR

\'A

Pour la résolution de notre probléme, on choisit le canal entre deux aubes

successives comme volume de contrdle, en tenant compte des conditions aux limites
survantes :

ey, =0 suri

vorr fig.2
oy, =1 sur Z,

avec |

<l

: est la fonction de courant adimensionnelle.
. surface entre fluide et aube inférieure.

, © surface entre fluide et aube supérieure.

-

~ 4

et W, ¥ =q
on q: est le débit massique passant par tout le canal.
sachant que :

i debit massique passant
q

alors: Y, -y, =
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Sortie

2

Entrée
z1

fig.2 Canal méridional.

{1.2.2. PROBLEME VARIATIONNEL :

Nous nous intéressons a la formulation variationnelle (ou intégrale) de
l'équation aux dérivées partielles. La méthode des élimants Sfinis, discrétise une
formulation intégrale pour conduire & un systéme d'équations algébriques qui fournit
une solution approchée du probléme. '

On introduit la méthode des résidus pondérés qui, en utilisant des fonctions de
pondération, permet de passer d'un systéme d'équations aux dérivées partielles a une
formulation intégrale.

METHODE DES RESIDUS PONDERES :
A- RESIDUS :

Toute équation aux dérivées partielles, peut étre écrite sous la forme :

L) +f,=0 (1.13)
sur le domaine V.
en tenant compte des conditions aux limites, afin de bien cemer le probléme.

On appelle résidu la quantité R(u) définie par :
R(u) = £(u)+f, 1.14)
avec :

R(u)=0  quand u est solution du probléme .

Etant donné que u est pratiquement une solution approchée de I'équation aux
dérivées partielles, par conséquent le résidu sera proche de zéro (R(u) & 0).
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B- FORME INTEGRALE :

La méthode des résidus pondérés consiste a chercher des fonctions u qui ‘

annulent la forme intégrale :

W(u) =] <¢>{R(u)}dv | (@.15)
W(u) = < ¢>{2u) + £, Jav  (1L16)

ainsi on aura :
L<¢>{£(u)+fv}dvmo @i

avec °
¢ : fonction de pondération.

Toute solution U qui vérifie (I.13), vérifie nécessairement (I.17); par contre si
U est solution de I'équation (I.17), elle est une solution approchée du probléme.

C'est ainsi que nous utilisons en fait la méthode des résidus pondérés.



ENP PAGE 26
Projet de fin d'étude CHAPITRE II

C- CHOIX DES FONCTIONS DE PONDERATION :

Pour choisir la fonction de pondération ¢, on a différentes méthodes, qui se
résument sur le tableau suivant : [8]

Choix de (¢) -
Collocation Collocation .
Moindres
ar ar sous ALERKINE :
p%int omaines N carres
| ¢= cte ¢=3u 0= 3(I(w)
¢6=358(x ) sur des sous . Pou o= X P0>u)
! . = < > = <
domames on o
d=<N> o= < N>)

On choisit la méthode de Galerkina qui est la plus utilisée, et on prend
¢ = < N > comme fonction de pondération.

IL3.DESCRETISATION PAR ELEMENTS FINIS TRIANGULAIRES
IL.3.1.INTERPOLATION PAR ELEMENTS FINIS
TRIANGULAIRES :

Nous choisissons sur le domaine V un ensemble de n noeuds d'interpolation de
coordonnées x;, confondus ou non, avec les noeuds géométriques. Sur chaque

¢lément V*, nous utilisant une approximation nodale de la fonction exacte u_(x):

u, () » u(x)

avec u(x} =< N, (x) Nz(x)................Nm(x)>*. >

26
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ou encore - )
u(x) =< N(x) > {u_} . (1.18)
on X : appartient a V*.
Uy, Uy, Uy, e ,u_,: Sont ies valeurs de u_ aux noeuds n’

d'interpolation de 'élément, ou variables nodales.
N(x) : Sont les fonctions d'interpolation sur I'élément réel.

Remplagons approximation sur !'élément réel par approximation correspondante
sur l'élément de référence :

| u, (&) = u(g)
avec u(i;) =< N({;) > {un} (IL.19)
et () =< (&) > {u,} (11.20)

ou :
u, : Sont les variables nodales de I'élément.

< N(Z;) > : Sont les fonctions d'interpolations sur I'élément

_ de référence.
< N(&) > : Sont les fonctions de transformation géométrique.

11.3.1.1. CHOIX DE L'ELEMENT :

Vue le caractére des équations aux dérivées partielles et la forme du domaine
d'étude, on choisit l'élément triangulaire & six noeuds, dont trois noeuds sont aux
sommets et les trois autres aux milieu de chaque cété.

Le choix d'un triangle nous permet d'avoir un maillage qui epouse bien la
forme du domaine d'étude.

‘L'ordre du degré du polyndome d'interpolation correspondant 4 l'element choisit
est de "deux".

La continuité de I'élément est de type C': u et % sont continues sur chaque

. - . . Qu ) ) Ve
coté, donc sur tout le domaine, mais Fé; est discontinue entre éléments.
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De maniére a simplifier la définition analytique des formes complexes;
introduisant la notion de 1'élément de référence :

Un élément de référence 'V est un élément de forme trés simple repéré dans un

espace de référence qui peut étre transformé en chaque élément réel V* par une
transformation géométrique ° : (voir fig.3).

5(0,1)
3(1,0
1(0,0) (.9

. >
2(172,0) £

Elément de référence

T'A 3 .
4 '\/n

Elément réel

fig.3

L'élément ainsi choisi est un élément isoparamétrique car les fonctions de
transformation géométrique N(&) sont identiques aux fonctions d'interpolation N(&)
cecl implique que les noeuds géométriques sont confondus avec les noeuds
d'interpolations.
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1L.3.1.2. MAILLAGE :

Il est toujours possible de recouvrir trés exactement le domaine d'étude V, par
Fensemble des triangles V°, appelés éléments finis et constituant une partition du
domaine V, on dit ainsi qu'on a un maillage ou bien une triangulation (dans notre cas).
(voir fig.4).

(V)

fig4 Maillage du canal méridional

11.3.1.3. REGLES DE PARTITIONS DU DOMAINE EN ELEMENTS:

La partition du domaine V en élément V* doit respecter les deux régles
suivantes :

O Deux éléments distincts ne peuvent avoir en commun que des points situés
sur leur frontiére commune, si elle existe. Cette condition exclu le recouvrement de
deux éléments. :

Les frontiéres peuvent étre des points, des courbes ou des surfaces.

© L'ensemble de tous les éléments V* doit constituer un domaine aussi proche
que possible du domaine donné V. Nous excluons en particulier les trows entre
¢léments.

Lorsque la frontiére du domaine V est constituée par des courbes ou des
surfaces plus complexes que celles qui définissent les frontieres des éléments, une
erreur est inévitable, cette erreur est appelée errewr de discrétisation géométrique;
elle peut étre réduite en diminuant la taille des ¢léments, ou en augmentant Vordre du
degré du polyndme d'interpolation.
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* SINGULARITE DE LA MATRICE JACOBIENNE :

La singularité de [ J ] en un point de I'élément de référence implique que la
transformation de I'élément de référence vers V'élément réel n'est pas bijective. Cette
singularité apparait lorsque l'on déforme beaucoup I'élément de référence. N est
prudent de- vérifier que le déterminant de la matrice Jacobiénne [ J ] soit toujours
positif en tout point & de I'élément de référence.

Pour éviter cette singularité, ZIENKIEWIZC [14] propose les conditions
suivantes:

" Les trois angles du triangle ne doivent pas étre trop proche de 0° et de 180° .
* Les noeuds milieux sont situés dans le tiers central de chaque cdté.

11.3.2. ECRITURE MATRICIELLE :
I1.3.2.1. CALCUL DE LA FONCTION DE COURANT :

La forme intégrale élémentaire W* est donnée par:

We(w)= . < ¢>{R(y)}dv =0 @21)
ol :
¢=<N> : fonction de pondération
¢t _
R(lp):failzg+ 62?‘&'_@;_6&.2 _51@@_&_5391
o oz a o oz oz o (IL.22)
+A4%+A3F,
avec :
' £(1p)=ﬂ+ﬂ—éx ilp__aAz _Al_ia':l-'_g_A_z
2 2 1
(M 23) , 621 &ar or & oz oz
f, :~A35+A45—+A3F,
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rappelons que :
R(y)={(w)+1, @.24)
si on pose L0y) =L, (w)+ 4, () (1.25)
avec:
_Oy Py | :
2, (y)= =t (0.26-a)
et ‘ L, (y)=-A o 28, ~-A oy o, - (I1.26-b)

“a o & oz

d'ou la forme intégrale W* devient :
esN>{twlav+ [« Ns{f(w)av=[.<N>{glav  @2m

ainsi on aura i calculer trois intégrales :

e calcul de : _L < N>{£l(1p)}dV= [KE1{w, ] (11.28)

------

En substituant (I1.26-a) dans (I1.28) et en remplagant dV par detJd&dn
on obtient : '

& &F |
[KE1){y}= [ <N> {?‘f + —52-2’-} detJdEdn (I1.29)
avec :
Yy =<N> {q’1}
' ol N : fonction de forme.

En utilisant I'Annexe 3, on pourra écrire les différentes dérivées partielles dans
un domaine de référence V° en Eetn comme variables, on obtient la forme des
éléments de la matrice KEL1; sous la forme suivante (1.30)
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KE1(1,3) = J'{N(I)[Tlll)ﬁ(]) T112) (J)+T2(1 1) (5

T213)5§—(J) T1(2,1) (J)+'I'1(2 2)—--(J)

+T2(2,1)(Z§ ()+1202,2) N = N T2, 3)—-—-(J)Hdet]d§dn
avec : I,J*I,_TS
e calcul de : ‘L <N >{£2(Lp)}dv=[KE2]{wi] (I.31)

’

KE2: matrice de rigidité élémentaire représentant l'opérateur £, ().
En substituant (I1.26-b) dans (IL. 31) eten remplagant dV par detJdtdn

on obtient :
oA, oA
[KE2[{y,}= jw< N { é;:-p e ~A, %j——a"'-}det.ldédn (I.32)

avec |

w=<N>{y]
(L.33) A =<N> {Ali}
A, =< N> {Azi}

ou :
¥, A, A, sont respectivement les valeurs des variables W,ALA,.
N : fonction de forme.

En utilisant I'Annexe 3, on obtient les ¢léments de la matrice KE2; sous la
forme suivante : (I.34)

oN dN 0 ON |
KE(1,) = J\,.{N(I)N(J)deu[(% PRt )}( )

on N AN, . onaN, .Y oeoN
O L) T 2o aser
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avec : I, J——-—i,TG
v calcul de : |- <N>{-£,}dv=FE (IL35)

FE: Vecteur force élémentaire représentant f,.

. a1 or
ou: f, =—A35‘_—+A4E+:§3Fr
et dV=detJd&dn
ainsiona:
ol 8A or
FE= j\i" < N> {A3 -&-?2— A4 -a‘ - A3Fr}det1d§dn
sachant que:
'A3 =< N> {A,*}
A =<N>{A]
(11.36) Ir—<N> {r}
I=<N> {Ii]
F =<N> {Fﬁ}

AlLA +-T,.1,,F, : sont respectivement les valeurs des variables A,,A,,T,LE aux
noeuds.

N: Fonction de forme.

En uttlisant ' Annexe 3, on obtient des éléments du vecteur force élémentaire FE;
sous la forme suivante: (11.37)
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FE(1)= L.{N(I)N(J)detJ[[A,(kloce(I)).I(kloce(I )

Ok ON onoN
EE&—(I)J“(,;?“'(I)]

—(N(I)N(J)det]){:wz(klocdl))[%%(l)-i— %%(I)]

_ A3(kloce(1)).r(kloce(l))](

~W, (klocdl))(%%ﬁ—(l) + %%ﬂlﬂ(l)ﬂ(m(l(kloce(l)))
I'(kloce(1)) A, (kloce(I)) /r(kloce(I))detJ)}de,dn

et kloce: est la table de localisation donnant les numéros des noeuds constituant
chaque ¢élément.

Aprés avoir calculé les différentes intégrales, on obtient aprés assemblage un
systeme d'équation d'inconnue y 4 déterminer.

11.3.2.2. CALCUL DES COMPOSANTES DES VITESSES :

On calcule les composantes w_,w_ & partir de la fonction de courant \, en
utilisant:

(I1.38)
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et les formes intégrales associées sont:

wei= [ o{R(w)}dv=0 (11.39)
we2=[ ¢{R(w)]av=0 (IL40)
sachant que:
) W) =w,
' w)=w
et:
FWI1=—A, %‘;"
(1.42)
FW2=A, v
on aura .
R(wr) =W _+A4 4
(I.43)
R(w,) =w, - A, %
avec:
b=<N>
w=<N>{y]
A =<N> {Al'}
w, =< N> {wf‘]
w, =<N> {wzi}
dV = detJd&dn

D'ou apres substitution dans (I1.43), on obtient deux systémes d'équations:

[KWi{w,} =Fw1

4 {£KW]{W,}=Fw2
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avec :
KW: est la matrice de rigidité élémentaire correspondant aux deux
systémes.
ou :

KW = | <N>"< N> detldtdn (@L.45)

et :

’Fle.L.—(A!i)(l.p )<N>T< N> | BNy, MmN,
(11.46) * [al o oz on ]

FWZ:L( )(w)<N> <N>[&'B—P’;(I) P an(l)]

ainsi on obtient la forme des éléments de la matrice KW et des vecteurs FW1 et FW2: |

KW(I,J) = L N(I)N(J)detId=dn AL4T)

FWI(I) = [~ NN dets(a, (Kloce(1))) (w(Kloce(1)))

@.48)
[——(I)a»%%u)]d&dn

FW2(I) = [, N(N(3)detd(A, (Kloce(1)))(w(Kloce(1)))

0 ON 1.49)
(250 D2 ‘

Les deux systémes présentés précédemment nous permettent de déduire w ,w,
apres assemblage; d'on la composante circonferencielle w,.

I1.3.3. INTEGRATION NUMERIQUE :

Vu la difficulté de calcul des différentes intégrales, on fait appel & l'intégration
numerique, qui nous permet de construire les matrices et les vecteurs élémentaires.
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Pour cela on adopte la méthode directe, qui transforme l'intégration de

n'importe qu'elle fonction Y(&,1) sur le triangle de référence en une somme calculable
numeériquement ainsi, pour une intégrale :

1= [ [*¥(&n) dzan (@.50)

avec :
Y{(&,m) : est I'expression a intégrer.

donne, moyennant la méthode directe : [8]

=3 W, Y(E,n,) @sy)

avec :

r : est le nombre de points d'intégration choisi de fagon a pouvoir intégrer
exactement det(f) .

D'apres ZIENKIEWICS [14], pour les éléments isoparamétriques, le nombre
de points d'intégration doit permettre I'intégration exacte de dez(J), qui a la forme &'nf
(car c¢'est un polynéme) pour lesquelles (i+j < m).

avec :
m : est ['ordre de det(J) (dans notre cas m = 2).

de la table des formules directes d'intégration sur un triangle (table de HAMMER) [8]
on choisit :

Ainsi on a les coordonnées des points d'intégration & , v, et leurs chargements
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coordonnées chargement
Points g, n, W
a 1/6 1/6 1/6
b 23 1/6 1/6
c 1/6 23 1/6
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II.4. CONDITIONS DE CONVERGENCE DE LA SOLUTION :

Pour une solution u, la méthode des éléments finis foumit une solution

approchée qui converge vers la solution exacte lorsque I'on diminue la taille des
éléments, si I'approximation de u satisfait les deux conditions suivantes :

O Base polynomiale compléte :

Pour que la solution approchée tende vers la solution exacte lorsque la taille
des €léments h tends vers 0, il faut que Y'erreur d'approximation de tous les termes de
w* ( forme intégrale ¢lémentaire ) soit d'ordre h* avec n > 1. Et I'approximation de u
doit utiliser au moins une base polynomiale compléte jusqu'a I'ordre m ( étant I'ordre
des dérivées apparaissant dans |'équation aux dérivées partielles).

@® Continuité : .

La notion de continuité sur les frontiéres entre les éléments est une notion clé
de la méthode des éléments finis. Elle est liée a la notion d'élément conforme ou non
conforme pour une équation aux dérivées partielles d'ordre m et de variable u, il faut
vérifier que u et ses dénivées jusqu'a l'ordre m-1 soient continues en tout point du
domaine V. Dans ce cas I'élément est dit conforme et on peut écrire :

W= W
Ainsi 1] est facile de satisfaire les conditions de continuité sur chaque

élément, il est parfois difficile de les satisfaire sur les frontiéres entre éléments, un
élément pareil est dit non conforme et on a :

w=yw+y w
oli - w* est un terme dii aux discontinuités entre éléments.

Pour que la convergence de la solution soit exacte il faut que w* soit nul, ou
bomé et tende vers 0 avec la taille des éléments, c'est la technique du patch test.
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METHODE NUMERIQUE :

La meéthode numérique, objet de ce paragraphe est fondée sur un schéma itératif a
deux niveaux, en ce sens qu'une premiére série d'itérations permet pour une masse
volumique connue dans tout le champ de l'écoulsment méridional, de déterminer la
fonction de courant y et ainsi les différentes composantes des vitesses v ,v etv. Et

qu‘une seconde série d'itérations prends en compte l'évolution de la masse volumique p.

A. PREMIERE SERIE D'ITERATIONS :

Au cours de ces itérations, la masse volumique p(r,z) est supposée connue, les

seule inconnues sont la fonction de courant y et la vitesse V déterminant le champ des
vitesses dans le plan méndionai.

B. SECONDE SERIE D'ITERATIONS :

Ayant obtenu a I'aide de l'itération précédante une fonction de courant y et un
champ de vitesse V, on calcule la masse volumique qui va étre différente de celle

initialisée, on réinjecte ensuite la valeur de p & nouveau, et on procéde ainsi jusqu'a

convergence.
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Le pricipe de calcul est résumé dans I' organigramme suivant :

Initialisationdep p =1

i

!

Initialisation des composantes
de la vitesse W

o

Y
Calcul de la fonction
de courant WV

l

Calcul des composantes
de la vitesse W

Itérations ( A ) Test de

convergence sur la
variation de'V
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/N (0

y
Calcul de 1a masse
volumique p

Test de Itérations (B )
convergence sur la

vanation de p

[ Résultats ]

Dans la pratique, on notera qu'il est préférable, qu'au début de chaque itération
(B), d'mitialiser le calcul de y et de V par la derniére valeur obtenue au cours des
iterations (A) précédantes.
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CONCLUSION :

Dans ce présent travail on a essayé de formuler le modéle de WU, par la méthode
des éléments finis, mais malheureusement les résultats n'ont pas aboutis, ceci est di aux
deux conditions qu'on a évoqué a l'introduction.

Pour assurer la convergence on propose:
© Lutilisation de la forme intégrale faible, qui a les avantages suivants :

¢ L'ordre maximum des dérivées de u qui apparaissent dans la forme intégrale
diminue, les conditions de continuité de u et de ces dérivées sont donc moins
fortes. '

¢ Certaines des conditions aux limites qui apparaissent dans la forme intégrale
faible peuvent étre prises en compte dans la formulation intégrale au lieu
d'étre satisfaites identiquement par u.

@® Formuler avec I'élément linéaire ( triangle, 3 noeuds, C°).
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I. INTRODUCTION DES DERIVEES SPECIALES DANS L'EQUATION DE

CONTINUITE :

L'équation de continuité est donnée par :

18 19 o
o P'W:]““;gg[pwe]ﬁ&[l’wz]—o

Introduisant les dérivées spéciales :

18 S on, o 19 P
;E[ r]+ 2 ; gé[prwr]_k réé[pwe]'{' az[pwz:]
n a
z =0
+rne ae[pWZJ
01l aura
18 0 n, 8 190
;g[ﬂf“’:]*‘gz"[wz]—‘rzn& ae[ r] Fae[pw"]
_n, f:{[
rn, 90 P
d'onl :
18

On pose :
o(r,)=-— [nré%(prwr)—neﬁ(pwe) n, =

)

€5

&)

@

(6)
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I INTRODUCTION DES DERIVEES SPECIALES DANS L'EQUATION DU
MOUVEMENT :

A. EQUATION DU MOUVEMENT RADIAL :
L'équation du mouvement radial est donnée par :

)—%]+wz(iw~i-aw2)=-ﬂ+'r§ @

La dérivée spéciale pour toute quantité Q est donnée par :

AQ _ Q) n,. AQ
a,z d,z rn, 90

ainsi I'équation du mouvement radial devient apreés introduction des dérivées spéciales :

—ﬁ{ﬁ(rveﬁ—l—l—!m—a—(r\/a)— aw‘:|+wz{aw‘ + D o, - a;‘

rio rn, o0 o0 & rn, 00 ®
n, ow, al n, 81 _2S n, oS
——— il 3 T— 4T —
rn, 60 o rngd0 & rn,
Ou encore :
_& E(rva) +wz a“’r_awz :n;weﬁ.(rve)_&awf
r | o : oz o rn, &0 r 90 ©
nw,dw, nw,ow, 8l n, 3l as n, oS
- + - e T— 4 T— s
rng, &8 rn, 0 o rng08 o rn, 80
Calcul des expressions a et &
0o 08
* Calcul de &
o0
D'aprés le premier principe de la thermodynamique :
TdS=dU+p dv (10)

avec
h=U+pv = dh=dU+pdv+vdp



ENP PAGE 45
Projet de fin d'étude ANNEXE 1

d'ou :
dU=dh-pdv-vdp

amsi :
TdS=dh-vdp
= T_EE:@_V@ (11)
06 08 80
avec :
1
v=—
p

2S_a 13 a2
00 90 poo
* Caloul de a
o0
La rothalpie I est donnée par :
I=H-orV, avec . H: enthalpie totale
® : vitesse angulaire
V,: vitesse circonferencielle
VZ
ot : H=h +”““2““ avec :  h: enthalpie statique
V : vitesse absolue de la
particule
V? '
d'ou : I=h +"i~-cor V, (13)
wf
or  Vi{w,+ar = V=w’+ot?+2w,or
w

Ol aura :
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en derivant par rapport & 9 :
o oh 1ow' 108 ( 2.2
A_h 1w’ 10 (a0
06 06 2 06 280
apres développement on obtient :
§=@+w16w,+w66we+w26wz (14)
06 o0 o o0 00
Substituant les équations (12) et (14) dans (9) on obtient :
.._&_a_(rve)_f_wz %_.awz :—§+T_a_.§._ n' @
r o oz & or or rny,pood as)
1
- —w—%[w,n, +Wehy +w,n, |
rn, 90
Etant donné que 7i et w sont I alors :
w.n +wn,+w.n =0
Enfin on aura l'équation du mouvement radial :
_1”_.9_. __(rva) +wz %_awz ::—-g:!:. T@._ nr .QPi (16)
r oz or o o rpn, 90
ou encore :
_&[E(rve)}+wz[GW,_ aw’]:—?-l-kT?E-i-F (7

avec
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B. EQUATION DU MOUVEMENT CIRCONFERENCIEL :

L'équation du mouvement ciconférenciel est donnée par :

W E(Nﬁ)_awr _wz(la_‘”i_iw_iJ=_1£I_+I§ (18)
rlor 00 rod r o

La dérivée spéciale pour toute quantité Q est donnée par

9Q _4Q)  n, AQ
o,z arz rn, 90

ainsi Yéquation du mouvement circonférenciel devient apres introduction des dérivées

spéciales :
& —aﬁ(['ve)-}- l'lr i(rve)mawt _ la“’ 6W _ nz aW'e
rlor n, 60 06 réd oz rn, 00 (19)
__1d T&
ro6 r o0

En substituant les équations (12) et (14) dans I'équation (19) on obtient :

-w~’—£(rve)+w’—é—3—(rV)=—w B, W, -w, n, Oy

or r oz rn, o0 “rn, 0 20)
W W, 1o

r 90 rpdd
ou encore
w, 0 w, 0 1 ow 1 dp
Vo )+ ==V )=~ —— 2w +won, +wan ) -—P 01
S5 (V) + = (1Y, o a0 (iR T Wen, +w,n,) oo @D
avec :

wan +wWn,+w.n =0 car W.i=0

finalement, I'équation du mouvement circonferenciel s'écrit :

&g(rve)ﬂ?e ©2)
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avec
F=-L%
rp 00
C. EQUATION DU MOUVEMENT AXIAL :
L'équation du mouvement axial est dormée par :
-w,(awf &Nz)+w (law il ]=—-§£+T§ (23)

oz & r 0 & oz

de meéme on introduit les dérivées spéciales :

+ — .

[éw, n, dw, ow, n, awz} (ww, dw, n, 6w,]
-W, +W, | — o -
r

& rn, 88 & rn, 80

ot m, o T_EE n, &S
oz rnaae az. rn, 00

ow, ow,| w, d 61 & n, P
| e B Wo Dy
oz & r & 62 oz rn,paﬁ
1 ow,
— ——z(w ol +W_n, +w.n,)
rn,p 00

puisque : wen,+w.n +wn =0

I'équation du mouvement axial deviendra :

r e)=—21+«T@+FIl
r oz oz oz

avec !

rn,p 99

oz o0
" e (24)

(23)

(26)
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II1. INTRODUCTION DES DERIVEES SPECIALES DANS L'EQUATION
D'ENERGIE :

L'équation d'énergie est donnée par :

ol ol ol
W, —+W,—+ W, ~~=

o e Ve @n

Q=10 pour un processus adiabatique, ce qui permet d'écrire :

o, A, o

W, —+W,— + W, 0 (28)
or a0 oz

introduisant les dérivées spéciales dans l'équation (28):

w, f?Lff’—ﬁ +_\y_a_6_l+wz ?—I~+ n, o =0 (29)
a rn, 80 1 00 0z rn, 80

o 8l _ w,dl n 9 n dl

Wo—+W, W, o—-—2w,
or oz r @ rn, '90 rn, “80

ou bien ;

al 81 n, &
w o

puisque : AW=0

alors on aura : N N
wliw &g  (30)
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LES FONCTIONS DE FORME ET LEURS DERIVEES :

L'élément utilisé est un triangle 4 6 noeuds dont les fonctions de forme et leurs
dérivées sont données sur le tablezu suivant :

Noeud|  {N} {mm}mmmﬁmédmé%m&
1 |- aa-2n) 1-4x | 1-4% | 4 4 4
2 4EN | 408y | -4t -8 0 -4
3| —g(1-28) | 41 0 4 0 0
4 4&n 4n 48 0 0 4
S| —ma1-2n) 0 4n-1 0 4 0
6 4n -4 | 40| o -8 4

avec |
A=1-E-n
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" LES DIFFERENTS. TERMES DE LA TRANSFORMATION
ISOPARAMETRIQUE :

On a une approximation de type éléments finis ainsi :

(e 1) =< N>(r) W
et
2(&,n)=<N>(z,) @)

En remplagant les valeurs des fonctions de forme (voir Annexe 2), on obtient:

r(&,n) = -A(1-20)r, + 482r, - E(1-28)r, + 4w,

-r(1-2n)r, + 4mAr, @)

sachant que :
A=1-&-1

ona:

r(&n) = (&+n-1(2&+2n-Dr, +4E(1- & - n)r, - £(1-28)r,

+4&nn, - (1-29)n +4n(1-&- ), @

d'ot1 on obtient aprés réarrangement

r(&,m) = (287 + 207 +4En-3&-3n+ I)r, + (46— 487 — 4En)r, )
+(28 —&)r, + 48y, + (20 — r, +(—4nf —4En+an)s,

de méme pour la coordonnée z :

2(&,m) = (287 +20f +4&n- 38— 3n+ Uz, +(48 - 482 —4En)z,

6
+{287 ~ &)z, + 48, + (20" ~ )z; + (-4n? — 4En+ 41z, ©



ENP PAGE 52
Projet de fin d'étude ANNEXE 3

ainsi les dérivées partielles de r et z s'écrivent :

%: (48 +4n-3)r, + (4 - 85— 4n)r, + (45~ 1)r, + 4nyr, — 4wy, 7

%: (48 +4n-3)r -48x, + 48, +(4n- Dr, +(4—8n-48)r, v
et

%: (45+4n-3)2, +(4 -85 - dn)z, +(48 - 1)z, + 4, —dme, )

%: (48 +4n-3)z, -4z, + 482, + (4n-1)z, + (4-8n—48)z, v

d'on la matrice jacobienne [J] de la transformation isoparamétrique (z,r)— (&, 'q) :

& &
05 0%
J|= 9
7] o a ©)
o o
on a aussi la matrice jacobienne inverse [j] de la transformation isoparamétrique
E.m > @,n:
& o
0z oz
A= (10)
[i] & o
oa &
dont les éléments sont :
%_1a 1 &
0z det] on gz det) 8¢
& _1oa  m_ 12
or det on o  det] &

——
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avec :
dotj=2 X oz & a11)
& om mag
les dérivées secondes des coordonnées Z, T sont :
3:12, =4r, - 8r, +4r,
aé .
LE =4z -8z, +4z,
oL
;rz = 4r, +4r, —8r,
(12) ! 5
=4z +4z -8z,
on
or = Ir =4r, ~4r, + 41, — 4r,
deim  onde
oz = —a-g—zdz, -4z, +4z -4z
L 0Eom  omdg
A. EXPRESSION DES DERIVEES PREMIERES :
Pour toute variable ¢ on a :
o & 9
70 5 20 T -
o o 9
20 w0 @
avec :

% , 4l , % , on ont ¢té défini précédemment.
or a oz &
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B. EXPRESSION DES DERIVEES SECONDES :

On a pour toute variable £ :

L e
a® 2 '

& 0§ &

120l E(Qr['l‘z]ﬁﬁ(ﬁ) > a4)
T o Z o

ooz ) |oton

la matrice {T,] est une matrice (3x2) dont les éléments sont construits 4 partir des
¢léments de la matrice [j] :
jfl J122 2jy1 02 ‘
[Tzlzl ng ng ‘ 2Jai b (15)
Juka ke Unda + Jda)
avec

J; sont les termes de la matrice [j].

la matrice [T,] est définie par :

[T]=-[T]c )] - 16)
ou ;
[ o], oy, )
k3 e
al &
Cl= = —= 17
] on o an
1[%+% o, Ay
20 &) 2(om & )
avec

I;; sont les termes de la matrice jacobienne [J].
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enfin on aura :

az _ ll_?_' 12_?% - 11 62 12 62 12 62
a*_;‘(@)—'r: 6§(C)+Tl aﬂ(%)*"rz ‘“‘“‘agz (O+T, _6112 (O+T, _agm@
& '_mg zzi- 2162 22al 22az
o O T O T O T O+ TR O+ T ()

(18)
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CALCUL DE LA MASSE VOLUMIQUE :

La masse volumique se déduit a partir du fait que la rothalpie (I), se conserve le
long d'une ligne de courant & travers le canal entre un point " 0 " qui caractérise I'état du
fluide en amont (ID) et un point ol on veut avoir la masse volumique p.

ainsi :
I z:[0 ' (1) t

avec: I=h+—+orV, (2

9

P

ou :
2 2
a a,

BT R 2

apres substitution de (2) dans (1) on aura :

\‘12 | voz Q
h+ +cor‘ve=h,.,,w1r—§—+oor0Ve 3)
ce qui donne :
. vV, 2 2
h=h,+{r,V,' -V, )+ ("ﬁ_"y{] @)

sachant que I'¢équation d'état est donnée par :
h (r-1) (1)
b [BJ = h- ho(ﬂ] ©)
h, R R

on remplace dans 1'équation (4), on obtient :

~r-1) 1)
[ﬁ] - I+[;_2 }{Voz - V2+2°)(rovac 'rva)} (©)
a

2 0
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Fd

sachant que V est le vecteur vitesse dont les composantes sont :

On substitue dans l'équation (6) afin de trouver une autre forme pour le calcul de
p qul est :

(r-1) ' 2 2 2 0
— w o+ Vw20V, — 1Y,
LA 1+(7 IJM"E - : 20)(0 Sa) @
R 2 Vo |
2
avec : M(,zz—v"—2
Ay

Les conditions en amont font que Ve° = (), ainsi on aura les deux formes donnant
la masse volumique p en tout point du canal :

[ {r-1) [
'}(—1 2 .
\Pa} L1+ \2%2 J(Vo_-vz _h2corVe)}
[
|

{y--1) 2 2 2
£ e w +V +w 21V ||
\p] e IJMZ[I— A H
0

(8) 4

H
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