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QUELQUES SYMBOLES UTILISES

longueur de la fissure
demi-largeur de la fissure
demi~longueur de 1l'éprouvette
largeur de l'éprouvetfe-
épaisseur de lﬂéprouvettg

rayon de la zone plastique

: module d'élasticite

coefficient de poisson

module de cisaillement

facteur d'intensité de contrainte associé au model

de rupture,.

facteur d'intensité de contrainte critique
taux de restitution d'énergie

! matrice de rigidité élémentaire

: vecteur force &lémentaire

: vecteur déplacement

! matrice de rigidité globale

matrice d'élasticité

f(x,y) :-fonction de déplacement

[v]
¢
Ue

fonetion d'interpolation ou de forme
aire de 1'élément finis triangulaire
fonction ‘de contrainte d'Airy

limite élastique du matériau.
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INTRODUCTION :

Partant de la seule considération.de la force de cohésiqn

intéfatomique, onn peut constater que la contrainte de rupture

(r+ h est approximativement égale au rapport E/jT . Cepen-—
dant, les essais expérimentaux de rupture ont moniré qgue la
contrainte réelle de rupture Uﬁr eét piusieurs fois plus
inférieure a Oath. La raison de cette différence est que tous
les matériaux, sans exception, contiennent des defauts dis
34 la constitution microscopique du matériau lui-m@me, a éa
mise en oceuvre ou é'la conception de la piéce (présence
d'entailles, trous; soudures etc). D'oll le développement de la
mécanique de la ruptﬁre, qui peut se définir comme la science

de l'é&tude du comportement d'une structure avec ses défauts,

La mécanique de la rupture a rigoureusement pris naissance
vers 1920 ; l'année ol “"GRIFFITH" {physicien Anglais) présenta
ses réflexions sur la rupture fragile des matériaux en‘mettaﬂt
en évidence le rdle des imperfections dans les matériaux.

I1 fallutltoute fois attendre une vintaine d'année pour que
"IRWIN" donne, en définissant un facteur K appelé facteur

d'intensité de contrainte, la formulation générale du champ de
contraintes et déplacements.

Certains matériaux, dans les conditions de températures et
de chargements donhées, présentent une déformation plastique &
ia pointe de la fissure suffisamment peu é&étendue pour que 1l'on
puisse considérer le comportement de ces matériaux comme
€lastique linéaire, cé qui justifie l'extension de la mécaniqgue
de la rupture aux matériaux semi-ductils (aciers, alliages
métalliques...ect). Cetteapproche est comma_sous le nom de 1la

mécanique linéaire élastique de la rupture (M.L.E.R).

L'application de la notion de tolérance & la M.L.E.R.

requiert la connaissance de deux paranétres :

ool o




- d'une part, la rééiséance 3 la rupture du matériau
Kc ou facteur d'intensité de contrainte critique Kc,
caractéristique intrinséque du matériau.

- d'une part, la valeur du facteur d'intensité de
contrainte K pour une longueur de défaut et un
chargement donnés, il est donc nécessaire de connaitre,
1'évolution de K en fonction de la longueur de fissure

et veiller & ce que K soit inférieure a Kc.

i Seulement dans le cas de géométries simples il est possible
|

de trouver une relation analytique entre K et la longueur de
Ifiseure pour un chargement donné. Mais si la structure est
:complexe, on doit avoir recours é.l'expérimentation pour passer de
ila compliance aux taux de restitution d'énergie G puis au facfeur
‘d'intensité de contrainte K. Cecl est obtenu en éffectuant des
essalis de traction ou-deAflexion, selon la mécaﬁique de la
!rupture, sur un grand nombre d'éprouvettes entaillées et en
relelvant les diagrammes charges/dépiacements pour différentes.

N

longueurs de fissure.

Une autre solution sst d'utiliser les techniques numériques
telle que la méthode des éléments finis qui consiste & discré-
‘tiser la structure en éléments finis suivant un maillage

‘adéquat.




| Le but de ce projet de fin d'étude est d'élaborer un

lprogramme informatique pour l'application de la méthode des

I : .
‘€iéments finis a la mécanique linéaire élastique de la rupture..
| :

4
| Ce programme nous permet de déterminer
5 ~ le champ de contréintes et de déplacements au voisinage
} ) du front d'entaille réalisée sur éprouvette S.E.N
(Single Eagh Notch) normalisée (A;S,T.M) en flexion

3 points, en déformaticn plane.

- le facteur d'intensité de contrainte pour des
longueurs d'entailles et des chargements donnés en
faisant tendre l'angle d'entaille vers zéro pour

approcher le plus possible a une fissure réelle.

Le calcul de K se fait par une technique dite méthode
d'extrapolation des déplacemerits qui s'adopte au mieux aux
problémes élastiques, qui est exposée dans le Chapitre IV. de la

l&re Partie.

1
f Enifin, nous faisons une comparaison entre les résultats
[obtenus par le calcul élément finis et ceux cbtenus analytigue- .

[ment, puisgque la structure étudiée est de géométrie simple

|
i(éprouvette S.E.NJ). avec un chargement également simple.
Pour mieux exposer le travail, on a divisé notre étude en

|

}deux parfies : L.

; - la iére partie consiste en une étude bibliographique

3 sur la théorie de 1'élasticité et de la mécaniqgue

| linéaire élastiqde de la rupture, et sur la méthode des
E€léments finis et ses applications au domaine de la .

H.L.E.R,




- la 2&me partie consiste en une présentation du

programme d'élément finis élaboré.

Notons enfin que cette étude est menée en paralldle par
une étude expérimentale portant sur la détermination du facteur
d'intensité de contrainte X pour l'acier utilisé par la S.N.V.I

pour la fabrication des chassis des vehicules industriels.
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THEORIE D'ELASTICITE

CHAPITRE I.

;I.l. Infroduction

e i ———t— —

La théorie de l'élasticité permet d'é&tudier le comportement
;des solides élastiques sous l'action des systémes de forces
fextérieures'appliquées. En barticulier, la théorie de l'élasti-
‘cité convient remarquablement pour 1l'étude de céntrainte et de

-idéformation ‘au voisinage de trous, entailles ou autres irrégu-
‘larités locales dans un corps. Dans ce rapport la théorie de
l'élasticité est exposée brié&vement en vue de la solution des
'problémes plans de fissures.

La solution d'un problé&me selon la théorie de l'élasticité
‘consiste & déterminer :
- les éqguations d'équilibre..

~ les équations de compatibilité.

Etudions l'équilibre d'un parallélipipéde rectangle de

écﬁtés de longueurs dx, dy, dz, représenté dans la Fig. (I.1)




FIG-(I-1)

L'€quation exprimant 1l'éguilibre des forces dans la direction x,

eh tenant compte des forces de volume X, Y et Z, donne

D ¥ - o > 20 +Ef§z5 L _0Tex . x=o0
S| })X _\Oy ?)Z

de méme,; pour les directions y et z on obtient : | (I.1)

| . | Bq_’z __B?}z + \OTXE + Z = 0

7)2_+ Dy D x

Pour gue 1'équilibre existe, il faut que ces trois équations

sioient satisfaites en tous les points du corps.

veafoun




I.3. Equations de compatibilité

Considérons deux segments de droites AB et AC situés dans

ie plan (x, y) représentées dans la Fig. (I.2).

A Bidy

7 C:'
o _C
~ /
i /
o/ o/
~<\< S / ‘ .
2 / B =
} ——— ] ¢

A Bl (0/0
ax |
- '3
W] A
X, U
FIG-(1:-2)
La déformation suivant x est exprimée par
©x = _A'B' - AB
AB
avec AB = dx et A'B' = dx (1 +_Elgl
Dx
Ce qui donne . T E X = YDu/ dx
£y = _Dy et €z - _Ou
_ Dy Y
et ny: XYX. =__hu jf)v
- Dy Dx
?§xz = 7§ zZx = \bu . \b'w

Cyz = oy = 2

Il
=4
£
o/
<

(1.2)
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ation continu et univogue.

ﬁx équations de compatibilité :
|

%2.6_}(/63{2' + Y)zf’y/ B.XZ

ﬁ;zii_jél - 4 \tﬁ E%:/ \byg

I bz Efz/ k%« 62 E"X/ ?)22'

n éliminant les déplacements de ces équations, on

SN

ocbtient les

2%

On: |

4

s deux types d'élasticité plane.

ans tous les problémes, les déformations doivent satisfaires

"ensemble de ces six équations pour avoir un champ de défor-

Pour étudier un probléme dans le plan, on considdre 1'un

&

{(I.3)
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Par définition un solide est en déformation plane paralléle

un plan (x, y) si des sections paralléles & {x, ¥) ne sont
Eformées que sur elles-méme, sans déplacement dans la direction 2.
ette définition s'écrit
L"’1-:, LJy fonctions de X, ¥ seuls
uz = O
E‘z = ?sxz = z{yz = 0
ans ce cas la loi de HOOKe s'écrit. :
Ex = 1 T x - N (Ty + T =)
E L ‘ .
Ey = 1 (T’y -~ (Tx + 7 =z)
E L .
0 = é Tz - N (Ux+ Ty
aton Tz = N (0x +Ty)

cus forme matriciel;e
@*X 1- ‘V 0 éx
qu = - S \) l—\] 0] E, ¥ B
(1-~7) (1-251) ) . . _
t’xy 0 0 1-2V_ ny
2
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1.4.2. Contrainte plane

i : '
E Par définition un solide est en contrainte plane paralléle &

ol

un plan (x, y) lorsque les contraintes dont les deux indices.ne

sont pas dans ce plan sont nulles, c'est & dire

G‘zz = rtfxz = . Tj&z = 0

dans ce cas la loi de HOOKe, sous forme matricielle, s'écrit

[’EQX
E: | \] - 1 0 . Ey

R SNE _
Txy ' 0 0 1 -V ny

?O‘x ) 1 : \7- 6
Ty

|

1

{-(r}z A [ ’ {E} (1.5)

[ D }est la matrice d'élasticité.

O~
o

I.5. Resolution des problémes de fissure

La satisfaction simultanée des conditions d'équilibre et de
compatibilité peut Stre simplifiée par l'introcduction d'une
fonction, généralement polynomiale, dite fonction de contrainte

- d'AIRY qui, en la différentiant, conduit aux contraintes fo,

g&h foy et qui satisfait 1l'équation biharmonique suivante
dans le cas ou X = 0 et Y = - g
- , 2 2 2
en coordonnées cartesiennes :_:EL“Q . 2 \b 4 + \b J}

P FCI NE N N
en coordonnées polaires ____Q_ L —2_ “__@ l_

4

soit v ) = 0 . (I.8)

10
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Pour calculer les cortraintes et déformations au voisinage
du front de fissure, IRWIN admet une fonction DJAIRY de la forme

en se referant 3 la Fig. (I.4).

¢ (r, 8) Re [ z W/ (2) +X(z)}

1l

‘ - 3 - 9 2 3 e
tgl que =z \+/(z) + >{(z) = A, r /2 e~ 2 Blrg/ et 3 . ..

i

|
cle gui donne :

3/2
g (r, 9 ) = KI' r____ lcos Q + 1 cos ggi) -
' 2T 2 3 2
Kt giii (sim @ + sim ggi) +
\]2TT 2 2

. . . . . 4
qui verifie 1l'équation biharmonique §;7 P = 0

' y
z 5

: g— - ) X
; FIG(1-4) |

Cependant le choix de la fonction de contrainte d'AIRY verifiant

ltéquation biharmonique devient difficil dans le cas des probleéemes

complexes de fissures, ce qui rend le recours aux méthodes numéri-
Jues necessaire pour la détermination du champ de contraintes et
Je formations.

Parmis ces méthodes numérigques, on trouve ;a'méthode-des éléments
flinis qui a donné des résultats assez satisfaisantes_ dont une

présentation simple est présentée dans le Chapitre III.




THEORIE DE LA MECANIQUE LINEAIRE

IT.1. Introduction

Les progrés continuels tant dans la conception des struc—
tures, que dans la nature des matériaux utilisé&s ont rendu
'analyse quantitative de la rupture particulidrement

dtactualité.

La mécanique de la rupture, partant de la anstatation que
les ruptures résultent souvent de la présence de défaux crées
au cours de la fabrication, €tablit une relation entre les
contraintes appliquées, la dimension d'une fissure et la
tenacité du matériau, c'est & dire la résistance qu'il appose

4 1l'amorgage et la propagation des fissures.

11 est en effet essentiel de chiffrer l'influence d'une
fissure au sein d'une structure afin d'évaluer les risques
réels de[UWine de la structure.

On envisagera que le probléme macroscopique,‘oﬁ la rupture est
caractérisée par la séparation irréversible d'un milieu élas-
tique en deux parties, de plus le matériau sera supposé &las-

tique, linéaire et fragile.

I1.2. Modes de rupture

On définit trois modes élémentaires de déplacement des

bords d'une fissure Fig. (11.1).

12
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Pour le probléme plan

Mode I ouverture

Mode II glissement paralléle cu cisaillemént

et pour le probléme anti-plan : : -

Mode III glissement perpendiculaire ol déchirement

 Toute fissure réelle ne peut &tre que la combinaiscn de ces

trois modes élémentaires (I % II + III).

MODE I. ) MODE II MODE III

Fig. (II.1)

II.3. Analyse élastique des contraintes :

Les_rééultats de la théorie de 1'élasticité pour un probléme
plan d'une fissure soumise & une contrainte d'ouverture (Mode'I)
permettent d'écrife gu'en un point de coordonnées polaire r etE},
Fig. (II.2), les contraintes et les déplacements au voisinage

d'une fissure sont dennés par les expressions suivantes

(0 x ; . 1 - sim (9./2) sim (3 9/2)
' Txy = _E_I______ cos (9/2) sim (9/2) cos (3 9 /2) e (II.1)
: 2 Tr '
‘Ery ' 1 + sim g9/2) sim (38/2)

Y A
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déformation plane

Txz

]
@
[N

1
=]

Cq
X
A

0 contrainte plane

- et ‘
u K (2 - 1) cos (9/2)— cos (39/2)
= I (11.2)
v 4G (2 + 1) sim (E9/2)— sim‘(3E9/2)
A= 3 - 4NV déformation plane
K= (3 -V )/(1 +‘V) contrainte plane.
W =20 déformation plane

Fig. (II.2) =

I1.4, Théorie de GRIFFITH

GRIFFITH établit la premiére approche de la mécanigue
liniére elastique de la rupture étudiant l'équilibre énergétique
' d'une structure contenant une fissure de surface A et chargée

par des forces Fi'

NP S
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I1 défin@t le taux de restitution d'énergie élastique G comme
&tant la variation de l'énergie de déformation élastique par

unité de surface

ou P o ést l'énergie potentielle totale de la structure
fissurée.

5i G est supérieur & une valeur critigque G la fissuratior se

c’
produit. )

Soit, pour le probléme de GRIFFITH, une plaque infinie, contenant
une fissure de longueur 2a ef soumise & une contrainte normale
Fig. (I1.3) ; le taux de restitution d'énergie élastique a pour

expression

¢ = T2.7 a (I1.3)

Soit, au seuil critique

T

g‘i a = _E' - G, = Cte (I1.4)

Cette relation met en évidence le fait que, pour une
entaille de profendeur donnée, la rupture de la structure se

produit pour une valeur critique de contrainte appliquée.

[ 1]

Ja

77

0 rig. (11.3) et




avec

E 1

2 .
E/ (1-~ %) déformation plane

=1
[}

E/ (l—‘Q) (1= 2“0) contrainte plane

A& chaque mode de rupture est associée un taux de restitution

G G

| -4 3 .
d énergie : G 710 ITI

I ’
2
G s'exprime en [J/m } ou [N/m ] s'appelle aussi force

d'extensicn de la fissure.

IT.5. Théorie A'IRWIN

La deuxiéme approche établie par "IRWIN" é&tudie 1'état de
contrainte dans la zone proche de l'extrémité de la fissure.
IRWIN a pu, d'une fagon générale, donner la forme du champ de
contraintes et déformation au voisinage du fond de fissure en
intreduisant un facteur K qui dépend du solide, de la fissure
.et du chargement appelé facteur d'intensité de contrainte, Voif

equations (II.1l) et (II.2).

Dans le cas d'une plaque infinie Fig. (II.3), le facteur

d'intensité de contrainte en Mode I a pour expression

K, = O"'\'Tr.a (I1.5)

I1' 'y a rupture de la structure lorsque KI atteint une valeur

critique KIC’ facteur intrinseque au matériau.

Kio = GE \_”—-a (IT1.6)

A chaque mode de rupture est assoclié un facteur d'intensité de

contrainte : KI, FII’ KIII'

K s'exprime en @Pa N ’ m }

16
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emarque : Il ne faut confondre entre le facteur d'intensité

de contraintes KC et'Le coefficient de concentratioq
de contrainte Kt qui lui est ﬁn coefficient théorique
dépendant des. param@tres extériecurs (géométrie de la
piéce, accuité d;entail,...) et a l'expression sui-

vante

IT.6. Corrélation entre les théories

Il existe une relation simple entre les expressions du

t%ux de restitution d'énergie et du facteur d'intensité de

contrainte

IT

) 2 2 :
En déformation plane : K~ (1 - A ) = EG (11.7)

K2 EG {(I1.8)

Dans les équations qui décrivent le champ de contraintes se

poée un: probléme de singularité qui a été résolu en introduisant

la

zone de déformation plastique qui limite ces contraintes.

En effet, les valeurs de Orx, U‘y et foy tendent vers

l'%nfini au voisinage du fond d'entaille, ce gui est inconce-

vallle physigquement. .

D'apréé les équations (II.1), la contrainte normale [T y varie

€Tl

fonction de r selon :

Yy = ____....KI;._.. ) ( IT.¢ )

eondon
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Il existe donc une zone au voisinage du font de fissure ou

la contrainte atteint la limite €lastique G—e, cecl se prodﬁit

quand r <::IP, Fig. (II.4), tel que

Ty = 2o <___51_€f © (II.10)
N/ J e

Lorsque l?on est en état de déformation plane, le rayon de la
zone plastique devient

vy o= i (Ky/ qe’ (11.11)

\é%f”ﬁdﬂ;ﬁ_ﬁﬂp_,sans zone plastigue”

AN avec zone plastique

7

X o

zone plastique réelle

zone plastique calculée d'aprés
le champs élastique de contraintes.

Fig. (II.4)
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IT.8. Limite de_validité

Les concepts précédemment énoncés ne sont valable que dans
le cas d'un matériau isotrope ayant un comportement élastique.
Par ailleurs, la concentration de contrainte en fond d'entaillé
crée une plastification locale, Fig. (XI.4), il est donc néces—
saire'que la taille de cette zone plastique reste petite par
rapport & la longueur de la fissure et aux dimensions de 1la
stfucture de fagon & ne 'pas perturber la distribution é&lastique
des cdntraintes, telle qu'elle estrdonnée par les formules

(11.1).

La mécanique linéaire elastique de la rupture est d'autant

plus applicable que la zone plastique est petite c'test & dire

confinée dans la structure, ce qui impose aux éprouvettes utilisées
dans les essais pour le calcul du facteur d'intensité de con-
traintes d'avoir des dimensions trés supérieurs par rapport & la
.taille de cette zone.

Des conditions sont faites sur l'épaisseur t et la longeur a de

ta fissure des éprouvettes normalisées utilisées pour le

calcul de KI

i X 2
| t, a > 2,5 _ P1c (I1.12)
/

Cette condition veut dire qu'en état de contrainte plane

1'épaisseur t et la longueur de fissure a doivent &tre

supérieur & 17 fois la taille de la zone plastique.

En effet KI décroit lorsque 1l'épaisseur croit jusqu'a ce
-Que soient atteintes les conditions d'un état de déformation

Plane Fig. (II.5).

R




—

i

P

C

Fig. (II.5)

Tl reste & signaler que l'éprouveite que nous avons
utilisé pour le calcul du KI par €iéments finis satisfait les
conditions de la mééanique linéaire élastique de la rupture.

Il s'agit de 1l'éprouvette S.E.N (Single Edge Notch)
trois points,

Fig. (II.6).

_ P
- 1
B AT

B ok

Fig., (II.6)

en flexion
dont les dimensions sont représentés dans la

TDe plus sa larg eur verifie

2
1_:;? 5,0 ( Kreo _) (I1.13)

e/



Si 1'éprouvette ne peut pas Btre assimilée A une plague

de dimension infinie, comme c'est le cas dans le probléme de

GRIEFITH, il convient de remplacer le facteur ||

2
(I1.5) par une fonction Y rendant compte des effets de bords.
La fonction Y a &té déterminée pour des essais de flexion et

de traction de divers types d'entaille, dont l'expression analy-
tique générale est de la forme

:-est la profondeur réduite d'eantaille ou de demi-entaille

Lﬁm

(suivant le type d'éprouvette).

\ai: sont des constantes ne dépendant que de la longueur et de
\ la largeur de 1l'échantillen.

est un nombre entier positif suffisamment grand pour

1 obtenir une bonne estimation de la yaléur Y.

Pour l'essai de flexion d'une éprouvette S.E.N, les valeurs
des coefficients a; sont données dans le tableau suivant

LEL/I ag - a, a, _ iﬁ_, a,

| .

\ 4 + 1,93 - 3,07 + 14,53 - 25,11 + 25,80

\, ‘ ' _ _
\ 8 + 1,86 - 2,75 + 13,66 —-. 23,98 + 25,22

21

de 1l'expression
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PRESENTATION DE LA METHODE

CHAPITRE III.

III.1. Introduction

Le concept de base de la methode des éléments finis

con51ste dans le fait que la structure peut etre considérée

comme un assemblage d'éiéments indépendants.

L'idée

nouvelle de la méthode des éléments finis est

l'utilisation d'éléments de dimensions 2 et 3 pour la modéii-

sation du continu, cette subdivision peut &tre obtenue de la

maniére suivante

*

le milieu continue est divisé par des lignes, ou des
surfaces immaginaires en un certain nombre d'éléments
finis.

les éléments sont supposés reliés entre eux en un
certains nombre fini de points nodaux situés sur

leurs frontiéres, les déplacements de ces noeuds

" seront les indonnus de base du problé&me.

on choisit une (ou des) fonctions permettant de
définir de maniére unique le champ de déplacement

ad l'intérieur ée chaque élément fini en fonction

des déplacements de ses noeuds.

les fonctions de déplacements définissent 1'état

de déformation & l'intérieur d'un élément en fonc-
tion des déplacements nodaux, ces déformations défi-
nissent 1'état de Contraintes en tout point de 11616~

ment est par conséquent sur ses frontiéres.
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* on.détermine un systéme de forces concentrés aux
noeuds qui équilibre les contraintes s'exercgant

aux frontiéres, il en résulte une relation de

rigidité.

II1.2. Discrétisation d'une structure

La méthode des é€léments finis représente 1'extension des

méthodes matricielles pour les structures treiliis & 1'é&tude des

structures continues.

Des lors, il est indispensable de substituer la structure
continue par un modéle composé d'un grand nombre d'éléments

finis, les parties continues sont reliées uniquement par des

noeuds. . '

Il ¥y a un grand nombre d'éléments finis, chacun ayvant ses
avantages particuliers. Dans ce pesent travail, nous .opterons
pour un élément fini triangulaire linéaire & trois noeuds et

six degrés de liberté.

La subdivision initiale en éléments finis de la structure

étudiée a des caractéristiques suivantes

* la nature de la modélisation par éléments finis a

pour conséquence qu'en général la precision de la
solution augmente avec le nombre d'éléments considérés.
on peut utiliser une subdivision graduelle en &1é-

ment pour permettre une étude plus détaillée des régions
ol on apprici une grande concentration de contrainte.
dans le cas de charges concentrées, le maillage doit
gtre choisi de fagon que les noeuds se trouvent aux:

points d'application des charges.

R AR




ITTI.3. Matrice de rigidité €lémentaire pour

calcul de la matrice de rigidité é&lémentaire suit six
étapes de base :

e I : Choix d'un systéme de coordonnées convenables et
numérotation des noeuds.

- la numérotation des nceuds se fera dans le sens

trigonometrique. Fig. (I1I1I.1).

y1 |

: ‘J , . X
: Fig (III.1)

- le vecteur déplacement et les forces correspon-

‘dantes en chaque noeuds sont représentés dans la

Fig. (III.2) E.
Y

i .
y1 FUIVI

) Fig. (111.2)

- les vecteurs forces et déplacements pour 1'élément

trianguliaire s'écrivent

24
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U,

1

v,

1

. U.
1 J
) = v,
J J
Gy Uy
Vi

F .
X1

F }

yl

P, F
1 X
. = F oo
J BN
Fk ka
Fyk

Choix de la fonction de déplacemént‘ [f (x, yﬂ.

La fonction de déplacement est choisie de maniére

a4 garantirla continuité des déplacement, et de
définir de fagon unique les paramé@tres nodaux. Dans
le cas d'un &lément triangulaire & six degrés de
liberté on a besoin . de six coefficients inconnus dans
.le polynome représentant le mode de déplacement
permis

U = C<1 + X, x o+ X

ITI.1
Vv = o<4 + o<5x + c<6 y ( )
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T

ou plus simplement :

{q (x,. y)} = [f (x, ¥) Ho(} .« (I11.2)

£ (x, y)] : fonction reliant le déplacement d'un noeud

" de coordonnées {x, y) aux six coefficients

inconnus .

Etape III : détermination de l'expression de l'etat de

' déplacement en chague point de 1'élément en

\ fonction des déplacements nodaux. 7

t On calcul les fonctions d'interpolation a partir de-la matrice

\ [f (x, yﬂ, puis on construit une matrice [A 1qui lie les
déplacements nodaux aux coefficients inconnus X en remplagant

chaque noeuds par ses coordonnées et en plagant les blocs

selon la numérotation adoptée.

.0n cobtient

{qe:} _ ['A] {o(} ‘ (-111.3).




i i X yi 0] O ] W
QO G 1 xi yi 1/1
1 . Y. 0 0 o

~ j 3
[+] = 0 00 0 1ox, v, } L/2

1 © Xy Y 0 0] ¢ }> -
0 ’ 0 1 X y :

- k k_

Dans ce systéme d'équation, on peut exprimer le vecteur
colonne des coefficients inconnus en fonction des déplace-

ments nodaux

X

]

[~ ] _l-'_{ q° } - (111.4?

En remplacant l'équation (ITI.4) dans (III.2), on peut
exprimer le déplacement en n'importe quel polint en fonction

des déplacements nodaux

q (x, y) = [f (x, y-)]- [A] -t { qe } (II1.5})

avec . [ N ]{ a® } ‘(111.6)
[w]- [[N] 1 [v] 2, [N] 3] fonction de forme ou

d'interpolation.

soit

q (x, ¥)

* Etape IV : etablissement de la relation entre les déforma-

tion.{E_hh y)}et les déplacements nodaux.

L'équation (I.2) établit 1'expression de l'état de déforma-—

tion dans 1'élément pour le probléme de 1'élasticité plane.

En remplagant U et V par leurs expressions polynomiales données
par 1'équation (III.1), on obtient une équation qui peut E&tre

écrite sous la forme matricielle suivante

£ (x, y) = [Q]{o(}



En remplagant le vecteur { C(_}par ltéquation {II1.4), on

obtient la relation déformation-déplacements nodaux
-1
.Q] [A] { qa° } (I11.7}

Elx, y} =

[
£(x, y) ::[B

solt
e
% q } (111.8)
avec
by 0 b, 0 by 0
B =1 0 c c 0 C
———— 1
oy 2 3
¢, by ¢, by cg Dby
ou A = 1/2- (;3 b2 - ¢, b3) (I1I..9)

Les coefficient bl’ b2. b3, c sont données par

1:yj_yk Cizxk-xj
5 = ¥y — Y et ‘ Cp = X, = Xy (11I1.10)
Szyl_'yj C3=Xj—Xl

¥ Etape V etablicsement de la relation entre les

contraintes {G’(x, y)} et déplacements nodaux.

Les équations (I.4) et (I.5) permettent de relier les contraintes

.

aux déformations dans 1'&lément & l'aide de la matrice d'élasti-

cité [D] selon le cas d'élasticité plane.
avec dll ) d12 0
D = doq dop
0 0 d, .,

En remplagant.{e,hu y)} par 1'équation (III.8), on aboutira

34 la relation : contraintes - déplacements nodaux

g (x, v) [p]-[8] {a} (III.11)
g (x, ¥) [#]-{a } (I11.12)

Il

solt

oo/ e



* Etape VI : Etablissement de la relation entre les forces

nodaux et les déplacements nodaux.

Nous utilisons le principe des travaux virtuels, pour cela,
imposons un déplacement virtuel KS(Q) aux noeuds de 1'&lé-
ment. Le principe est d'égaliser le travail extérieur avec
l'énergie de déformation interne.

- le travail extérieur produit lors du déplacement

virtuel A(ﬁ) est

W - At { f"}

- l'énergie de déformation interne est

Wint = {E(x' v) }T- {W(x, y)} av

,Ver

En substituant E,(x, y) et G#(x, ¥) par leurs expressions
données par (II11.8) et (III.11) on aura

w'int =fA{§}T. []%. [0]. [B‘J. { a}, av

En égalisant we et W

Xt int? on obtient

B{a} {#)-DLaP(JOT - D] w){]

Ve

natopme 3+ [#]- [x] {a)

d'oll par identification on a

[ x¢] =j[B]T- o] o [ ] av (.111.1.3)

avec} [B]T ] [A_l:IT | [Q ]T.



En remplagant la matrlce par son expression (III.8) on

obtient [ ] [ ] [ ] . ; fA—l]

(II1.14)

f 1.
ol
o3
| W—
]

Soit : [ e]
K

A
Avec :

l
—
!
_ P
o
—
=g
1
=
Lt

dv (ITI.15)

-
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—
i
r—
>
—
=]
—
1
o
b d

Pour le cas spécifique d'un élément triangulaire, on remplace
l'expression

av par t dx. dy = t. A

Ve

épaisseur de 1'élément supposée constante
A : aire de l'élément triangulaire donné par

"1'équation (III.9).

De 1la, pour obtenir explicitement l'expre331on de Ke, on
calcul en ler-lieu le produit ( [ ] [ ] [ ] puis on

ltintingre et on effectu en 2éme lieu le produit
=1
( [A ] .[1{]. [A] ).

e . . .. ,
[ K ] g'écrira sous la forme explicite suivante :

K1y Koo K13 ¥4 Kis K5
Kzzx\ Kza K24 K25 K26
: K K K K
. _ 33 34 35 36
~— .
[Kr ] - —ZEK__ Kaga Bus Ki6
Symétrique K55\\K56
Kse




avec

11
12
13
14

15
16

AR OR R R OR

33
34

~ R = =

36

-

55
Ko

Les coefficients bl’ b

1'expression (111.]()).

IIT.4.

Afin de pouveoir calculer les forces nodales statiquement
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44
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21
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+ d33 b1
c1 + d33
c2 + d33
b3 + d33
c1 + d33

2
+ d33 b2
b3 + d33
03 + d33

2
+ d33 b3

sont dennés par

Vecteur charge é&lémentaire pour 1'élément

équivalente aux chargements réparties sur les frontiéres de

l1'élément,

aux noeuds de 1'élément, puis on égalise les expressions des

on impose un déplacement virtuel

travaux intérieurs et extérieurs.

el

o 0

o
w w PN

31
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- le travail effectué par les forces nodales direc;
tement appliquées aux noeuds est égal & la somme
des produits de chaque composante des forces par

le déplacement correspondant s'écrit
»3 T -
At - {F

- le travail intérieur éffectué par les contraintes
et les chargements répartis { P },-obtenu par

intégration sur le volume de 1'élément est

jA{&(x, y)} {0‘ }dv..
[CISUR

Ou encore en remplagant E_(x, y) et q (x, y) respectivement

par les équations {(III.B) et (III.6) on aura

T T v |
A{ﬁ} -([B] -{(T(:p y)}—[N]-{P})
Ve
En égalent les expressions des 2 travaux

pfa}.-{F)-01a) ( e([B]T.{mx, 0] -[Nf.{ ' de

S

Comme cette équation eét valable pour n'importe guel déplace-—
. ment virtuel, elle entraine l'égalité des matrices par lesquel-

les soﬁt multipliés‘ces déplacements, on a donc

}j cr(x.y}—[N]E-{.P} )

B EEE
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et comme pour un comportement linéaire &lastique -{ gﬂ(x, y)}

est donnée par 1l'expression (III.11}, on aura

{}:} - 'e B]T . [o] [8] dv\{a} -[N]T {p} av

Ve

soit en tenant compte de {(III.13)

(i} - 0] fa} - Bl ey e
| | Ve |

qui peut s'écrire

Gl D] (8 - {3 emae

avec-{F] = [N ] { P:} dv est la. forces nodales stati-
e

L0

quement équivalente & une charge répartie{_?}s%exergant sur
1'élément. -
Le vecteur charge repartie a 2 composantes {‘P} = {?:;
bﬁ X et Y désignent les composante de la force de masse,et en,

T
remplagant [N} par son expression on obtient

{g}a =[§]'1 T Jﬁf (xr v ;x o )

ITI.5. Généralisaticn au domaine entier

- Reégle d'assemblage.
Le‘brincipe d'assemblage est basé sur la méthode conven-

tionnelle de 1'équilibrage direct des forces nodales auxquelles

‘contribue chaque élément, Le raisonnement suivi dans le para-

graphe précédant pour la détermination de la matrice rigidité
é@lémentaire peut s'appliquer directement au milieu continu

entier.

ool
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Pour cela, l'équation (III. 6 ) peut 8tre généralisée a la

structure toute entiére en notant par

. N : fonection de forme ou d'interpolation généralisée
avec
= e . . 5
Ni = Ni =si le point considéré est & l1l'intérieur

LY

de 1'élément (e) et que i est un point associé a
cet &lément.

fﬁi = 0 si le point i ne figure pas dans 1'élément

. o] : déplacement généralisé regroupant les déplace-

ments de tous les points nodaux.

fa o 0} - [7] {3}

.De méme la matrice [E] sera défini semblablement a [ﬁ} .
On peut maintenant appliquer le principe des travaux virtuels a
toute la structure.
— le travail extérieur associé & un déplacement virtuel de
tous les noeuds ZX(E) est

W= AT {f}

ext

~ le travail virtuel intérieur a pour expréssion

Wing = A{ £ (x, y)}T : {U’(X.y;}dv -
| M{-ZC&{ q } T- { P } dv

En introduisant les équations (III.6) et (III.11) généralisées

sur tous le domaine dans l'expression du Wi et en égalisent

nt
les deux travaux on obtient finalement

[K]: .[‘E] . [D]. (s8] - dV. ‘{III.lS)

RN A



Si l'on considére la relation entre [ﬁ] et[ﬂ, il est

évident que :

I: K 1 = i [ Ke:l - (rra)

avec[K] : matrice de rigidité globale
e P
[K] : matrice de rigidité élémentaire,
m : nombre totale d'éléments de la structure.

Finalement, d'aprés ce gue nous venons de décrire, on

peut dire que l'assemblage se falt en deux étapes

. Construction de la matrice de rigidité €lémentaire

e e
[K ] et du vecteur force élémentaire{ F} de
chaque élément.

. Addition des matrices et vecteurs élémentaires.

Les techniques d'assemblage sont traitées abondamment
dane ce rapport, je renvole le lecteur aux Chapitre (11.4)

de la 2éme Partie.

35
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APPLICATION DE LA METHODE DES

CHAPITRE IV.

IV.1. Introduction

L'application de la méthode des éléments finis a4 la mécani-
gque linéaire é€lastique de la rupture constitue une méthode '
générale et bien appropiee. En effet, elle permet de modéliser

des géometries compl@X soumises A des sollicitations quelconques.

Le développement extraordinaire des moyens de calcul par
ordinateur fait-de cette méthode un outil puissant pour 1'étude

des fissures.

IV.2. Evaluation -du facteur d'intensité

de contrainte :

La méthode des éléments finis est devenue une procedure
standard pour la solution des problémes pratiques de rupture.
Un nombre de techniques avait été sﬁggéré pour 1l'é&valuation
du facteur d'intensité de contrainte par la méthode des €lé-
ments finis, mais la représentation adéquate de la singularité
au fond de fissure reste le probléme commun a foutes ces

techniques.

Ces techniques peuvent €tre classées en deux catégories
- celles qui dérivent de grandeurs intégrées sur un
volume ou une surface entourant la fissure, cette

méthode est dite Globale.

Y SN



- celles qui utilisent des valeurs locales des champs
de contraintes ou des déplacements prés de l'extré-

mité de la fissure, cette méthode est dite Locale.

IV.2.1. Méthode globale :

—— - —— ——— —— -

~ Méthode de perturbation : dite technique de l'extension

fictive de fissure.
Considérons une fissure de longueur a qui se propage d'une valeur
fictive [la. causant ainsi une énergie de déformation

Fig. (IV.1).

;7
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Fig. (IV.1)

Extension virtuelle de la fissure dans la

direction de propagation.

Pour le calcul par élément finis, on peut utiliser la méthode

suivante : notant par l'indice 1 les gréndéur avant propagation
virtuelle ZXa, et par l'indice 2 celles aprés propagation.
Si les sollicitations externes ne sont pas modifiées par l'avancée

9] a

NV
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'HELLEN" a montré lque : G = ~ 1 {qT}, ___A_Lﬁl {q} ' (Iv.1)
5 :

{.q_}T : vecteur transposé du vecteur champ de déplacement.
matrice de rigidite globale.

Apré&s avoir résolu le systéine linéaire {C}} { F }
(lon {F} est le vecteur des forces externes) pour une longueur
de fissure 2 a, on garde les déplacements {(q} ainsi que les
matrices de rigidité élé&mentaire [K] des éléments qui seront

affectés par la propagation fictive de la fissure.

- on calcul numériquement les matrices de rigidité
dlémentaires des &léments modifiés, aprés avancés du
fond de fissure, c'est & dire pour une fissure de longueur

2 a + Z&a.

"= on calcul

: s | _
G = %_ Em: {qe} (k® (22 +KL: Ke(zaﬂ_ € {q“} (IV.2)
a

ol m est le nombre de matrices é&lémentaires modifiées.
~ on calcul le facteur d'intensité de contrainte par

l'equation (II.7}.

IV.2.2. Méthode locale

- Méthode d'extrapolation des_déplacements

1
i
long d'une ligne radiale émanant du fond de fissure, Fig. (1v.2),

|
én se reférant & l'égquation (II.2), est de la forme

L'expression analytique de la variation des déplacements le

Ui = ¢ KI \[ r Fi (8) (IV.3)
ogb! C = KI
4 a|l2T
F. (g) : fonction polaire dépendant de 1l'angle

Ce qui fait que connaissant le déplacement Ui au noeud i par un

c¢alcul éléments finis, on peut calculer KI par




KIi = i : (IvV.4)

En déterminant KI en plusieurs noeuds le long d'une direction

radiale, on peut extraire la valeur effective de KI en r =0
par extrapolation. '
L'émploi de cette méthode nécessite un maillage assez dense
présrde la pointe de la fissure, elle est surtout applicable
dans le cas des prohléme élastique.

On adopteré cette méthode pour le calcul de KI varie la

simplicité de sa mise en oeuvre.

~

Fig. (IV.2) : Facteur d'intensité de contrainte évalué

par extrapolation.

——————— - S Ak At g —

L'objectif des.calculs éléments finis est d'obtenir des
résultats théoriques qui peuvent &tre comparés aux mesures

expérimentales.

39
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Pour les corps fissurés, les calculs éléments finis utilisent
les théories de 1'élasticité (solide elastique)} et de la mécani-
que linéaire de la rupture, 11 est. donc intéréssant de faire

une corrélation entre la réalité physique et l'approche théorique.

D'autre part, on peut comparer les résultats ohtenus par le
calcul élément finis avec ceux obtenus analytiqguement puisque la
structure étudiée est de géométrie simple (Eprouvette S.E.N) et

sollicité par un chargement également simple.

Enfin cette étude permet d'acquérir l'expérience de la
modélisation numérique des phénoménes de rupture afin d'appli-
guer ces méthédes & des cas complexes. Pour ceux-ci, il
n'existe aucune solution analytique mé&me approchée ni méme la
possibilité de faire efficacement des mesures en laboratocire.

On trouve 13 tout 1'intérét de la méthode des éléments finis.
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ORGANISATION DE PROGRAMME ELEMENTS FINIS

Le principe de la méthode des éléments finis a été exposé

dans le Chapitre 1II de la lére Partie.
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Nous entamons dans cette 2éme partie la mise en oeuvre de cette’

méthode sous la forme d'un programme "“"FORTRAN" simple. Afin

d'illustrer la méthode, nous considérons un exemple particuli

&—

rement significatif en mécanique de la rupture : c'est 1l'étude

de la singularité des contraintes dans l'entaille réalisée sur

une piéce.

I1. PRESENTATION DU_PROGRANME

Le programme élaboré présente la 2&me partie de notre
travail, il étudie la déformation plane d'une éprouvette
entaillée en V, posée simplement & ses extrémités sur deux
appuis et sollicitée par une charge concentrée P qui est en
fait fépartie sur toute l'épaisseur.
Le programme éléments finis a &té &laboré d'une fagon struc-
turée, il est constitué par un programme principal qui fait

appel & neuf sous-programme SURBROUTINE.

.

1.1, Maillage

Vue que l'éprouvette présente une parfaite symétrie et
dans la géométrie et dans le chargement, la meitié de
l'é&prouvette sera maillée A& condition de tenir compte des
conditions aux limites appropriées qui resultent de cette

restriction.
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Le maillage est réalisé de facon & ce que, par déforma-
tion continue du réseau, on puisse transformer le contour

ABCD en un rectangle abcd.

Pour cela, il suffit de choisir judicieusement les som=-
mets. La numérotation se fait dans l'ordre indiqué du
Fig. (II.1), ce qui permet de localiser les é&léments trés

facilement. sur la structure réelle,.

Les zones de fort pgradient des contraintes se trouvent
sous la sollicitation et au fond de l'entaille, c'est pour-

quoi on a concentré le maillage dans ces zones.

II.2. Entrée des données

IT.2.1. Lecture de maillage

La lecture des coordonnées des noeuds et connectivités se
fait par le subroutine "LECT".
Lors de son exécution le sous-programme "LECT" crée deux

tables susceptibles de décrire le maillage

+ TCORG : Table de Coordonnées Globales qui définit
la position des noeuds du mailiage dans un
repére global,
TCORG dépend du nombre de dimension du
probléme qui est égal & 2 dané notre cas
(NDIM = 2),let du nombre de noeuds totale
de la structure(NNT).
On distingue 2 codes
. TCORG (1, IN)=————=— Abscisse % du noeud IN
. TCORG (2, IN)—m=———o Ordonnée y du noeud IN.

vl
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* TCON : Table de Connectivités qui permet de définir
lecalement (dans un repére local) les numéros
(i, j, k) de chaque noeuds.
Soit par exemple une structure discrétisée en
4 é&léments triangulaires & 3 noeuds et 6 degrés
de libertés par &léments, la structure a donc

un nombre de noeuds total égal & 12, Fig. (II.2).

Y Yy
3 6

1 A

>{\/

repére local remére global

Fig. (II.2)

On isole chaque &lément de la structure et on met les numéros
de cet élément dans la liste des connectivité. Le tableau

suivant montre lucidemment cette opération.
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I - |
_ :Numeros du noeud !
. : e -
ﬁ° de 1'élément : 1 | 2 } 3 :
. ! .
e - -]
| ! | | |
| : ! A
l 2 L1 | 5 b2 |
] 3 b, | i l
( I | 5 I 6 :
4 b 2 | 6 ] 3
I | | |
l 1 N L _J

TCON dépend du nombre de noeud par é€lément (NNEL) et du
nombre d'éléments total de la structure.

On distingue les 3 codes suivants

. TCON (1, NE} —=c=muw==- ler noeud de 1'élément NE
TCON (2, NE) ——————— 2éme noeud de 1'élément NE
. TCON (3, NE) —voeecwuw 3&me noeud de 1'élément NE

II.2.2., Introduction des parametres

Les paramétres géométriques et mécanigques de la structure
sont introduits dans le programme principal par le sous-programme
"PARAM" pour &tre utilisé par la suite par d'autres sous-—-programmes,
on distingue

PROPS (1) epaisseur de l'éprouvette

PROPS (2) longueur de 1'éprouvette

PROPS (3) longueur de la fissure

PROPS (4) module de YOUNG (E)

PROPS (5) coefficient de poisson.

IT:2.3. Lecture des conditions aux limites

Les conditions aux limites sont lues par le programme
principal lui mé&me en utilisant une technique dite techniqﬁe du

terme diagonal dominant,
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En fait, pour exécuter l'essai de flexion 3 points,
l'éprouvette est poisonnée par un plateau d'une presse qui a
une certaine largeur BE, Fig. (II.3). Pour pouvoir prendre en
compte cela, on impose aux noeuds, affecté par le peingon, un
déplacement Z& .

Les conditions aux limites du probl&me sont alors

0 sur l'axe de symétrie AB

= ﬁ&sur le poingon BE
O en D.

‘Fig. (I1.3)

* Technique du_terme diagonal dominant

Soit qi 1a X -iZme donnée en déplacement généralisé.
Remplagons 1'élément diagonal Kdo(de la matrice de rigidité

par le terme K~ + GRAND.

- 2 a2 .
Ol "GRAND" est un trés grand, il est pris égal a 10 0. puis

mettons le terme qi( 34 la place de la ligne (X)) du. vecteur

force { F} .
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Kygm = === - K -----=-K, q; Fq
K Kpow *  GRAND = = = = K. doc {_Jag, « GRAND
o A . ST 9n P

L'équation (! donne

Kc(1 qq + %XZ Q, + = - - {Ke¢ox+ GRAND) Qg + oo
d
+ K pn 9, = Q- GRAND
—f ‘ ,
d
-2 . GRAND + K . .= . GRAN
A ZE: xj 9 a,, D

J i
~ 20 :::> ‘
Comme GRAND 2= 10°° > ) K 9y

La < -ié&me équation du systéme linéaire se reduit pratiquement

a 1'équation

A titre indieatif il existe d'autres techniques pour

1'introduction des conditions aux limites, parmi-elles

- technique du terme unitaire sur la diagonalec.

- technique de la suppression des lignes et colonnes

correspondantes au degré.de liberté imposé.

IT.3. Construction de la matrice et du

‘Considérons un triangle (e) de sommets (i, j, k), il

stagit de trouver la contribution du triangle {e) au compor-

tement de la structure, c'est-ce que fournit la matrice de

PP . e ‘ .
rigidité élémentaire [K ] dont la somme étendue sur tout le

domaine constitue la matrice gicbale ‘[K] .



La tdche est fournie par le sous-programme "ELEMO", qui
utilise la table de localisation créée par le sous—programme
"LOCEF" qui localise tous les'degréé de liberté pour chaque

élément.

Dans notre cas les numéros des degrés de liberté sont
codés comme suit - : -
2] = 1 mmmm—m— e déplacement U
2] e —————— déplacement V
Pour 1l'exemple précédent de la Fig. (II.2), le tableau de

localisation est donné ci-dessous
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i { 1
! ' ! i
| Element 1 : Element 3 ]
I__— - T T T T T T T "'i
| Noeud . Localisation des D.D.LINoeud Localisation de%
. - phoess _.D.D.L._
i : ! |
] ne U v I R v
i | |
} 1 2 : 2 3 4 !
b4 7 8 I 5 9 10 I
| |
| 9 10 "y 6 11 12 :
r I ]
| Element 2 | Element 4 i
- - - ‘ !
} 1 1 2 | 2 3 4 :
| 5 9 10 : 6 11 12 |
[ | |
i 3 4 I3 5 6 |
L - —_ L —— |

I1.4. Assemblage
Cette opération est effectuée par le sous-programme
- "ASSEMB" en deux parties
- elargissement des matrices et vecteurs élémentaires

de chaque élément.
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- sommation des matrices et vecteurs &lémentaires.

Le programme élaboré stoque la matrice de rigidité globale
sous forme d'un vecteur d'ordre (NEQ * NEQ).

avec
NEQ = NNT x NDLN.

ou :NNT ¢ est le nombre de noeud total

. NDLN : nombre de degré de liberté par noeud (égal a 2)

NEQ : nombre d'éguation du systéne.

7

II1.5. Résolution du systéme_d' équations

La résolution du systéme d'équation [ K ] {q} = [ F] est
accomplie par le sous-programme "RESOL", pour cela on a
‘utilisé la méthode d'élimination de Gauss.
A la fin de son exécution, le'sous—programmé "RESOQOL" nous
donne les déplacements inconnus en chagque noeud.

La méthode de Gauss consiste a

1, Trianglation de la matrice

\
\\
’ Jxlods T N O G

~

.

~

O ™ J

Cela s'effectue selon 1'élgorithme suivant

(k). (k-1) (k1) {(k-1) (k-1)
a4 = 8y - 2k 1k Ak
(k=-1) (k-1) {k=-1) (k-1)
b = b -— a a b

i i ’ ik kk k
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avec
i = k + 1, «..., n
j = %k + 1, ...., n
k = 1, ..;.,'n + 1

2, Résolution du systéme triangulaire supérieur

Cela s'effectue selon 1'élgorithme suivant

b4 = bh / a
n n nn
- n
xl = A / aii'[ bi - al X }
j=1i+1 J J
avec - i = n -1, n - 2,..4, 1.

I1.6. Eyaluation des contraintes et des déformations

Le sous-programme "DEFOR" permet de calculer les contraintes
et les.défopmations dans chaque élément en faisant appel aux
deux sous-programmes "BMAT" et "DMAT" qui construisent respec-
tivent Ya matrice { B ] reliant les confraintes aux déplacements
selon 1l'équation (III.8), et la matrice d'élasticité [D ]qui lie
les contraintes aux déformations selon les équations (I.4) et

{(I.5) du Chapitre I de la lére Partie.

II.7. Détermination des facteurs d'intensité

Le sous-prbgramme "KIC" met en oeuvre la méthode d'extra-
polation des déplacements nodaux poﬁr calculer le facteur
d'intensité de contrainte.

Pour cela, le scus-programme choisit une direction radial
émanant du point de fissure, puis localise ies points nodaux
situés sur cette ligne pour enfin calculer lgs KIi de chagu'un

e
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de ces noeuds selon l'équation (IV, 4.) du Chapitre IV de la

lére Partie.

I71.8. Impression des résultats

Elle est assurée par le sous-programme "PRINTRES" qui

imprime dans un fichier préalablement définit les résultats
suivants

. les déplacements U et V de chagque noeuds
. les contraintes : G-X, fry, ’tfxy
. les déformations : E,x, E.y, 75 Xy

les facteurs d'intensité de contraintes : Kli.

* Le programme élément finis peut &tre exécuté en

contrainte ocu déofrmation plane, ce choix est accompli par

induite dans

1'intermédiaire d'une constante € = PRCPS (6)

le sous-programme DMAT pour le calcul de la matrice d'élasti-

c;té [D ] dont les termes di' sont introduit sous la forme
d = d = E {1 - C~N)
22 ————
11 (1+ )} (1= =~ C™)
: d
d = d = 11
e 21 TITITEN)
d,, = E/2 (1+%)
dyjg = dyg = dgy = dgp = 0
de telle sorte que
1 déformation plane
PROPS (6) = C

0 contrainte plane

R AN
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*# On a &laboré un programme appelé "GENER" pour. ,

générer automatiquement la lecture des coordonnées de. chague
noeuds et les connectivités de chaque élément et les imprime

dans un;fichier gui sera utilisé comme un fichier DATA pour

le programme élément finis.

Pour cela le programme "GENER"™ & besoin de connaitre

le nombre de ligne verticales (NV)

le nombre de ligne horizontales {NH)

les abscisses et les ordonnées des points nodaux

situés sur la surface d'appuis AD voir Fig. (II.1).
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ITII. ORGANIGRAMMES

G
|

'IIT.1. Organigramme du programme
r élément finis

i
|

Programme
principal

LECT

Lecture'des sollicitations
nodales

e - o

LOCEF

ELEMO
ASSEMB
JE = IE + 1
IE > NELT
Ldcture des conditions
aux limites
RESOL
KIicC
DEF{R
| —
PRINRES |

N
Fin

or4



Lecture de

NV: nombre de ligne verticale
NH: noembre de ligne horizontale
VLAR: largeur de l'éprouvette
i
IP = O
ftp = 1P 4 1]
Lecture de
Z {(I): abscisse des noeuds de SA
ZZ (I): ordonné des noeuds de SA
non
~
-~ \
[T = (K-1)* NH+1|
\ 5 [X(I) = 2(k)]
[
Y(I}) = (L-1) * (VLAR-ZZ(K)/(NH-1) + ZZ{K)J
L%/ L = L + 1
oui non
K = K + 1 o
Impfimer X (I) et ¥ {(I)
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(suite)

IF = IP + 1
:
: Jp = 1
=
lip = gp + 1]
I = (IP - 2) % NH + JP ~ 1
K =1+ NH + 1
KR = 0]
W ~
KR = KR + 1]
J =1 + 1 R # 1 oui SJ = K -
KR
non
non =
norr —

Imprime

Fin )

A
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IV.l, Materiau utilisé

—- Les constantes élastiques du matériau utilisé sont

E = 2.105 N/mm2

Vi o,3

- Les constantesgéométriques, en se reférant & la

Fig. (II.6), sont

2L = 72 mm —————— distance entre-appuis ou longueur
1 = 18 mm ——wem—— largeur
t= 9 mm ————o—- épaisseur
avec
2L/1 = 4

IV.2. Resultats obtenus

Pour une direction radiale emanant du front de fissure faisant
un angle.de 45° avec l'axe de symétrie, les valeurs des facteurs
d'intensité de contrainte KI; des noeuds situés sur cette

ligne radiale sont présentées dans le tableau ci-aprés

La valeur effective du facteur d'intensité de contrainte

KI en r = 0 est obtenue par extrapoclation linéaire.



huméro du digtancemh—f : JP
—— noeud radiale r mm __EE__fiﬁ___f__
_ 9 1,414 11,211
2 S _——
4_‘)‘ .
5 17 2,828 17,195
E _
v
m 25 4,243 21,994
s @ P -
N -
- - 33 7,071 32,361
i [ A T
E 41 12,728 53,378
e e
=
=
49 16,870 69,849
Far extrapolation —————eme_ KI = 12 MPa
11 0,244 13,847
21 0,848 16,126
g ot 31 1,273 18,78%
E o T e e e e e L Lt e e i A i s o . i BBt e e
O
- 41 1,697 20,693
N e e e s am D PR ——
[}
o 51 5,515 32,910
‘o —_——
—
I 61 9,334 44,891
. ——— ]
—
=] 71 13,152 58,973
= e
81 16,970 72,679 J
______ KI = 15,5 MPa

m

m
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S

¥ Par la méthode de_collocatiocn

D'apréds la formule analytique donnée par ltéguation

(II.5) et en introduisant le facteur de forme Y donné par

(II.14), lé¢ facteur d'intensité de contrainte prend lu forme
KI =_ 3PL\Ja_ . ' 2 3
5 2 (1,93 - 3,07 m + 14,530 -25,11m" +
21%¢ ' : .
L 25,8m4)

La précision de cette formule est de 0,2% quand a S;O,Gl
’ b
avec m = a/b

P : charge appliquée causant le déplecement Zﬁ: 0,1 on trouve :

KI = 18,26 MPa~| m

En faisant varier'l'accuité de l'entaille par la variation
2 ) . _
du rayon de courbure RO = b /a, le KI varie de la fggon

sulvante :

NELT = 120 Eléments
RO = b“/a KI
mm L MpPa/ ~[m
|__0,00375 4,5 ______|
| __0,06__ 9,5 ]
0,24 o 12
6,54 ——tis5 ]
0,96 o 8,5
..._...lJ_..5_ _______ 6 H 7 5
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Iv.2.3. Les contraintes et déformati
Le long d'une direction radiale
les contraintes et déformations sont

ci~dessous.

- T ke e o T S — s S ——
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ons

emanant du fond de fissure,

données déans le tableau

Distance {(fx . 7. 5 c x " Ey. y
r [m-m] N/mm - N/mm N/mm N/mm
- e UV
g 1,05 183,24 188,98 0,50 0,50
\% i 2,55 -103,68 104,73 0,30 —____57;5 ——————
f 4,11 - 10,30 42,10 -0,05 0,20
§ 5,48 - 74,19 8,87 -o,;;— __-—___;TIS ______
ﬂ i 8,55 -187,26 ~ 5;72; -0,90 0.20 |
5 10,46 -195,32 11,24 -1,10 0,50
0,79 246,12 227,08 o 0,70 0,68 _____ |
1,46 170,27 140,43 0,50 0,30
é _‘5757 85,13 88,50 T 0,20 T ez0 |
E 3,62 43,12 65,60 0,10 0,10
=
™ ~ U N
a 6,98 - 95,59 - 10,07 -0,50 0,10
: __;,52 -170,81 - 59,62 ——_ﬂ—l,OO ) szo
LE 10,91 -182,24 6,13 -1,20 0,50
IV.3. Commentaires

. A la vue de tous ces résultats
tirer est que la précision d
Elément finis s'améliore avec.l'accr

ments de la discrétisation.

, la premidre conclusion a

e la solution obtenue par le calcul

oissement du nombre d'élé-
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deformation  ZFS X e
4'une direction radiale

T ¢ 1 ¢ T 1

10 3.0

distance radiale r (mm)
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. Il existe un petit &cart entre les résultats obtenus
par la méthode des éléments finis et ceux obtenus par la
méthode de collocation. Cette différence est dle simplement
au fait qu'on g séparer le mode de rupture réel en ne tenant
compte que du mode d'ouverture pur (Mode I), et au gradient
de contrainte &levé que connait les régions de la sollicita-
tions et du fond de fissure. Pour remédier légerement a4 ce

probléme on a essayer d'affiner le maillage prés de ces zones,

. De plus, on peut constater qu'il est diffiéil de décrire
gquantitativement ou qualitativement 1l'influence de l'accuité
d'entaille sur 1l'évolution du facteur d'intensité de contrainte,
mais,. néanmoins, on peut dire que les matériaux fragiles sont

plug sensibles aux fissures aigues.

. On remarque aussi une certaine discontinuité dans les
vaieurs des contraintes et des déformations,-cela est dii en ler
lieu au choix de la fonction de déplécements, et du fait-qu'on
s'est imposé un champ de déplacement continu mais pas un
champ de contrainte uniforme ctest ce gue.recommande. la méthode

des déplacements.

bt

gAY Y
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CONCLUSION GENERALE :

La solution proposée dans cette étude pour l'étude du
probleme de fissure est une solution en déformation plane
dans le plan médian, c'est une approximation puisque la
déformation plane n'existe que prés du front de fissure, et
3 une certaine distance des bords. Ailleurs, la déformation

n'‘est pas plane. Le probléme est en fait tridimensionnel.

Cependant des calculs tridimensionnels ont montré que
l'approximation de 1la déformation plane &était suffisante

dans la plupart des cas.

Concernant 1'élément finis triangulaire utilisé, ce
dernier a 1'avantage de pouvoir 3tre utilisé pour la discré-
tisation des structures ayant des irrégularités (trous,
fissures...) et sont ainsi plus pratigues -pour 1tobtention
d'un maillape graduel et symétrique de part et dtautre de la
fissure, d' autant plus qui offre une simplicité considérable

dans le calcul.

En conclusion, on peut dire que les avantages de la méthode
proposée pour 1le calcul du facteur d'intensité de contrainte
(simplicité de la programmation)} compensc ent ses faiblesse
d'autant plus que la précision des résultats reste assez sablis-—

faisante.

On suggére de reformelel le probléme étudié en utilisant -
des éléments & interpolation quadratique (classe Co), types
quadrilatére 4 8 noeuds ou triangle a 6 noeuds par exemple,

et cela en apportant des modification sur le programme élaboré.

Oon éspére, en fin, que ce modeste,travail sera completé par
une étude dynamique afin de pouvoir décrire le comportement de
ja fissure rapide gqui se produit aprés que le seuil d'instabi-

1ité ait &té atreint. .
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