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L’¢lectromagnétisme considere les phénomeénes électriques et magnétiques 4 un niveau
macroscopique. Les forces électriques et magnétiques produites sur des particules chargées sont

liées 4 |’existence de grandeurs vectorielles appelées champs électrique et magnétique d’induction .

- Les phénoménes électriques et magnétiques ont depuis toujours fasciné les humains et des
aimants ont dabord été observés dans la nature puis étudiés expérimentalement, surtout durant la

premiére moitié du 19°™ siécle.

Maxwell est celui qui a réussi a mettre au point un modeéle théorique unifié et qui décrit tous

les phénomenes et les interactions électromagnétiques au moyen d’un ensemble de quatre

gquations.

La connaissance des champs électromagnétiques revét un grand intérét pour |’ingénieur
chargé- de la conception des dispositifs électriques. En effet | le dimensionnement et I’évaluation
d’une machine synchrone par exemple, reposent sur la connaissance des inductions, dont découle le
calcul des efforts dans les conducteurs, des Ampéretours consommés dans les circuits magnétiques,

des flux utiles et des flux de fuite, ainsi que des réactances.

‘L’analyse de ces phénomeénes électromagnétiques est basée sur la résolution des équations
de Maxwell. Pour une description mathématique et une simulation numériques des phénoménes
électromagnétiques dans des systémes ol les piéces peuvent comporter des variations de sections
(pieces dentées) ou des systémes qui ne possédent pas une symétrie de révolution ou autre, une

modélisation tridimensionnelle est indispensable .

L’étude du chauffage par induction demande une analyse a la fois électromagnétique et
thermique. Le couplage entre ces phénomeénes permet de tenir compte de ’interaction entre eux et

des caractéristiques de la charge utilisée.

Le travail que nous proposons dans ce mémoire est "application de la méthode des volumes

finis a la résolution des €quations de [’électromagnétisme pour des géométries tridimensionnelles.

-page 1 -
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La méthode des volumes fihis est une methode de résolution des équations différentielles

dans les milieux continus par discrétisation. Elle a ét¢ introduite par S.V.Patankar [1], et utilisée
essentiellement dans les domaines de la mécanique des fluides et du transfert de chaleurs [1].
6 ke
e . . . e
Il semblerait quellef présente certains avantages par rapport 4 la méthode des différences
B
finies dans la prise en compte des non-linéarités en raison de I’approximation de la variable entre

deux points de calcul qui n’est plus linéaire.

Cette méthode a pourtant €té peu ou pas du tout utilisée par les électrotechniciens au

contraire des différences fintes et surtout, actuellement, des éléments finis.

Dans ce travail nous allons tenter de développer une étude tridimensionnelle de cette
méthode appliquée & la résolution des équations €lectromagnétiques. Cette étude se prolongera au

domaine thermique par la modélisation d’un disposttif tridimensionnel de chauffage par induction.

' Le premier chapitre est consacré, au travers d’une recherche bibliographique, a la
présentation des lois de !'€lectromagnétisme, donc un rappel des équations de Maxwell, les
équations de continuité et des conditions de passage entre différents milieux. Dans une deuxiéme

partie nous présentons les différentes formulations électromagnétiques.

Dans le second chapitre, nous décrivons brievement les méthodes de résolution de 1’équation
de diffusion €lectromagnétiqué tout en essayant, de tirer les avantages et les inconvénients des

différentes méthodes.

La troisiéme partie du mémoire est consacrée a la discrétisation et la résolution de 1’équation
de diffusion électromagnétique par la méthode des volumes finis, a la validation du notre modéle en

coordonnées cartésiennes pour un systéme déja étudié par O . BIRO , K.PREIS dans [15].

Au cours du quatriéme chapitre , nous présentons certaines applications de la méthode ainsi
développee. Dans une premicre partie, nous étudions 'influence de I’hélicité pour une charge
cylindrique avec différentes configurations du systéme ,comme autre applications, nous réalisons un
couplége magnéto-thermique dans le cas de I'étude du chauffage par induction d’un systéme

tridimensionnel en coordonnées cylindriques.

-page 2 -
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Chapitre | Généralités sur les équations de Maxwell et formulations électromagnétiques
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Iy a plus d’un siécle, James Clerc Maxwell (1831-1879) a développé une théorie
'regroupant toutes les lois qui gouvernent les phénomeénes électriques et magnétiques. Gréice a
'induction des opérateurs vectoriels, le systéme original du Maxwell a pu étre ramené a un
ensemble qui ne comporte plus que quatre équations. Tout dispositif électrotechnique peut étre
exprim€ et modélisé par ces quatre équations et pour qu’on puisse le traité par des méthodes
numériques, ces équations sont formulées a ["aide de différentes variables d’état.

- Différentes formulations du probléme peuvent étres obtenus en utilisant, soit des potentiels
scalaires ou vecteurs, magnétiques ou électriques soit des champs magnétiques ou électriques.

Dans le présent chapitre nous donnons un rappel des équations de Maxwell sous leurs
formes locales ou globales.

Dans une deuxiéme partie nous présentons briévement les formulations 2D et, avec plus de

détaiisl celles en 3D.
1.1. EQUATIONS DE MAXWELL ET LOIS DE COMPORTEMENT DES MILIEUX

Tout dispositif électrotechnique peut étre représenté par un ensemble constitué de :
» bobines inductrices dans lesquelles circule un courant variable dans le temps.
o Une boite d’air englobant, des régions ferromagnétiques ou conductrices, des

courants induits qui peuvent €tre en mouvement.

Figure [.1- Exemple général des dispositifs électrotechniques.

-page 3 -



Chapitre [ Généralités sur les équations de Maxwell et formulations électromagnétiques

Tous les phénomeénes électromagnétiques sont régis par les quatre équations aux dérivées
partielles de Maxwell et par les relations du milieu considéré.

- Dans tout ce qui va suivre, on adoptera les notations suivantes :

_) .

E : champ électrique [V/m]

H : champ magnétique [A/m]

— . )
D :induction €lectrique lAs/ m J
_) .

B : induction magnétique [T]
7 densité de courant [A/m?]

p . charge électrique [c]

g : permittivité électrique [F/m)]
p : perméabilité magnétique [H/m]
Pour le cas du vide on a

snz%{!’/m]
36 = 10

7
w=4- 7 10 [H/m]
o : conductivité électrique [mQ]".

1. vecteur normal a la surface de séparation dirigé du milieu I vers le milieu 2.

L1.1. Les équations de Maxwell

+ Loi de Maxwell-Gauss
- divD=p (I.1)

% Equation de Maxwell-Faraday

- _)..__@
rotE=—% (1.2)

%+ Equation de Maxwell-Ampere

r351§=3+%—? T (L3)

-page 4 -



Chapitre I Généralités sur les équations de Maxwell et formulations électromagnétiques

% Loi de conservation du flux magnétique

divB=0 (1.4)
Ces quatre équations ne sont pas complétement indépendantes 'une de 'autre ; En effet, si
on prend la divergence de (1.2) on aboutit 4 I’équation (1.4) ; Par conséquent, on peut dire qu’il v a
une certaine dualité entre les relations électriques et magnétiques. Cette dualité peut étre exprimée
en théorie des circuits en disant que la tension est une solution du probléme électrique et que le
couran:t est une solution du probléme magnétique.

— - — —
Pour déterminer les différentes variables, £, H ,Jet D il est indispensable d’imposer des

équations liées aux lois constitutives du matériau qui sont :

B=u-H+B (L5)
jzaE-&-a(:/\_B)}-J;r (L6)
§=,uo-f_1} (pour les systémes amagnétiques) (L7)
D=¢E (1.8)

. En absence de mouvement |’équation (1.6) se réduit & I’équation suivante :

‘— - -
J=c-E+Jex (19)

Avec :

-

Br : champ rémanent.

—

v : vitesse des piéces conductrices en mouvement.

—
Jext ; Courant d’excitation.

- —
ok représente la densité des courants résultant du champ électrique E induit (composante

statique).

- - '
a[ v /\BJ : exprime la densit¢ des courants résultant du mouvement (composante dynamique).

-page 5 -



Chapitre [ Généralités sur les équations de Maxwell et formulations électromagnétiques

- Les équations de Maxwell peuvent étre exprimées sous leur forme globale, en termes de
relations intégrales qui portent sur les champs dans des volumes, sur des surfaces et ou le long de
contours.

Les deux relations rotationnelles deviennent aprés intégration sur la surface (S) et en

utilisant e théoréme de STOKES :

?fE-dh—ij-%—?dA L.10)
JH-dl=[n {%—? . }’J dA (L11)

Ces deux relations expriment la relation existant entre la circulation des champs électrique
et magnétique sur un contour fermé (C), et les flux d’induction et de courant qui traversent la
surface.

Les deux équations (I1.1), (I.4) en divergence deviennent, aprés intégration, sur le volume

(V) et en utilisant le théoréme de la divergence :

{nDaa={pav (L12)
. 4

s

q’Z-EdA=0 (L13)

S

Les équationé (1.12) et (1.13) expriment les valeurs du flux qui traverse une surface fermée

S Le flux du champ de déplacement D est égal & la charge totale contenue dans le volume, tandis

que le flux du champ d’induction est nul.
1.1.2.Conditions de passage

Prenons une surface de séparation entre deux milieux (1) et (2) d’épaisscur & ; pour un
0 qui tend vers zéro, les flux des champs Bet D vont s’annuler, tandis que la densité de courant

R
devient une la densité de courant surfacique Js caractérisée par une charge surfacique p;.

-page 6 -



Chapitre I Généralités sur les équations de Maxwell et formulations électromagnétiques

ﬁx[Ef:—Ez]=0 -
x| - Ei2 s (L15)
7 o[ D1—D2 s (1.16)
i o|[Bi-B2 0 (L17)

Les quatre relations précédentes montrent la continuité de la composante normale de vecteur

5
induction magnétique B et la composante tangentielle du vecteur champ électrique et, sous
certaines conditions (absence des charges surfaciques), la continuité de la composante normale du
vecteur induction électrique, elles montrent aussi la discontinuité de la composante tangentielle du

champ magnétique.
1.1.3. Hypotheses simplificatrices

Dans le domaine de ’électrotechnique, les fréquences utilisées permettent de négliger tout
aspect propagatif du champ <¢lectromagnétique. On parle d’approximation des états quasi
stationnaires ou des régimes lentement variables. Pour que cette simplification soit légitime, il
suffit que le dispositif électromagnétique considéré soit entiérement contenu dans une région de
’espace dont toutes les dimensions sont petites en comparaison avec la longueur d’onde (A=C/{)
ou C représente la célérité de la lumiére. Ainsi, pour une fréquence de 'ordre de 1 MHz la
longueur d’onde est de 300 m, ce qui justifie parfaitement ’emploi de cette approximation dans
I’étude des dispositifs de dimensions usuelles. Les caractéristiques électriques du matériau

permettent a leur tour de négliger les effets capacitifs des conducteurs.

En se basant sur ces hypothéses on peut dans les dispositifs d’induction:

I. Négliger le courant de déplacement( %‘?) devant le courant de conduction (5 £ )

-page 7 -



Chapitre I Géneralités sur les équations de Maxwell et formulations électromagnétiques

2. Négliger la charge d’espace dans les conducteurs. En effet en prenant la divergence de
Péquation ( L. 3), on trouve, compte tenu de I’équation (I.1), la loi de conservation de la

charge d’espace.

5D
de=-+é§ (L18)

 En combinant cette relation avec la loi d’Ohm et ’équation (I.1), on obtient I’équation de

conduction de la charge d’espace :

edp_
p+E2 = (1.19)

Dont la solutionest:  pft)=poe's”
Cette relation montre, que la charge d’espace s’atténue trés rapidement par retour a la
neutralité électrique. Il peut ,toutefois, exister des charges €lectriques sur le pourtour du conducteur

mais alors, celles ci sont statiques et ne contribuent pas aux phénoménes d’induction.

Cas ou Ieffet de peau est important

Dans le cas d’une grande conductivité et une fréquence de courant de source trés grande le
courant alternatif parcourant la charge & tendance a ce concentrer & sa surface ; la densité de
courant décroit de la surface de la charge vers son centre. Ce phénoméne est connu sous le nom
d’effet de peau. Il est caractérisé par une profondeur de pénétration & du courant ou une épaisseur
de peaﬁl électromagnétique.

Elle dépend de la fréquence, la conductivité et la permeéabilité magnétique p soit:

= 2
S= o (1. 20)

Considérons une charge cylindrique de longueur assez grande par rapport a celle de
’inducteur et de rayon important par rapport a |’épaisseur de peau. L’équation de diffusion
électroﬁlagnétique en fonction de la densité du courant pour un tel systéme s’écrit :

32J(r)
or?

- jgz_;J(r):O (1.21)
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A lasurface ou (r=R ) et sachant que la solution ne doit pas croitre indéfiniment pour r

tendant vers I’infini, la solution de (I .21 ) est :

Jry=Te 7 (1.22)
ou :
Js : densité de courant.

La puissance induite décroit d’une maniére exponentielle :

-XR-r)

P(r)=g-Jf e * (1.23)

Dans ce cas , 1l suffit de connaitre le courant & la surface pour déduire analytiquement ses

valeurs a ’intérieur du conducteur.

L2. FORMULATIONS ELECTROMAGNETIQUES
1.2.1. Formulations bidimensionnelles
1.2.1.1. Formulation en potentiel en coordonnées cartésiennes

La quatritme équation de Maxwell (div B=0) implique que I'induction dérive d’un

potentiel vecteur magnétique 4 tel que :

B=rof A. - (124)

L’eéquation de Maxwell en champ électrique (ro?E:—%—t ) implique qu’il existe un

potentiel scalaire V €lectrique tel que :

- a ;i -

. V. _
£ 57 grad (1.25)
“En combinant (1.9), (1.24) et (1.25) nous obtenons 1’équation de diffusion ¢lectromagnétique

en potentiel vecteur magnétique 4 :

ot Lror Vol 22 grady |7
rot [,u rot A]+o{ 3 +gradV]—Jm . (1.26)

posons Loy (la réluctivité magnétique).
7
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'ro?(v-rofﬁ)+a{%—f+gra3[fJ=J’m (1.27)

En deux dimenstons, le potentiel vecteur, qui n’a qu'une seule composante
perpendiculaire au plan d’étude [9]. Si I'élément se fait dans le plan (xy), la composante

perpendiculaire est celle suivant (oz) ; par conséquent on peut écrire :

A=k Az(x,y) (1.28)

ou: k. le vecteur unitaire selon oz.

rot_(v-rot_z_‘i. :)+d(%{%z—+grac?1’/}=jm (1.29)

Le courant J ne posséde qu'une seule composante suivant I’axe (0z) donc ;
J=J:=-k (1.30)
ce qui conduit 4 :

oV _ oV _
IR 0 (1.31)

Il reste a écrire :

grad V—%V ok (1.32)

Apres, la transformation du rotationel en coordonnées cartésiennes 1’équation précédente

s’écrit :

L ?
84 |5 | B A 8d_ o4 04 = 2n
[axayjébc [Byaz]e +[ ax }e.ﬂw[ 3 +gdej j,l.jexr. (I.JJ)

5y

C’est I’équation de diffusion électromagnétique en potentiel vecteur en 2D dans les

coordonnées cartésiennes.

L’équation (I.33) admet une infinité de solution ; En effet, si (4", V") est une solution, il

existe un couple ( A’,V ") défini par :

A'=A+gradf. (134)
ey 0L X
pray-SL. (L35)

Qui est une solution .
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Si on peut assurer 1’unicité de A, on peut dire que le gradient de ¥ est aussi fixer donc on a

assuré 1’unicité de la solution [6], [11].

Pour cela il est nécessaire d’ajouter une condition de jauge. La jauge de Coulomb (divA4=0), ou la

jauge de Lorentz (Vz;—i divA) sont les plus connues [6].

1.2.1.2.Formulation en potentiel en coordonnées cylindriques [6]

" Considérons les systémes possédant des symétrie axiales tels que les configurations
montrées a [a figure 1.2 | ou une charge cylindrique est mise a I’intérieur d’un inducteur solénoidal,

ou une plaque métallique face a un inducteur spiral.

Figure 1.2 - Exemple d’élément axisymétrique

En négligeant I’hélicité des spires, ces systémes possedent une symétrie de révolution

(systémes axisymétriques), la condition (divJ=0) est vérifide; Par conséquent, le potentiel vecteur

magnétique A ne posséde gqu’une seule composante azimutale suivant 8 donc :
{n)

o] ] 4
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.a’ivfi:a—(,;qgE =0 , et sachant que :

rof (rof d )=grad(div 4 )- A 4 (1.36)
Ou 44 est le Laplacien du vecteur.

Donc (1.27) devient :

vA d—o %f_a gradV +Jex (L37)
vA(A9Es) -0 Wm gradV +Jex (1.38)
= vAa(ds)-c——F ( )w(agradV) €0 +Jext (L.39)

Etcomme: 4(4»s) =dz'v(gra5Ae)
a- Equation de diffusion électromagnétique dans la charge

Pour une charge de conductivité ¢ et reluctivité v, le courant induit dans la charge est dé a
la variation temporelle du potentiel magnétique, dont I’équation (1.39) devient :[voir annexe |

2
o Aa 0 As laAa B 6/1‘5
[ P 622 e T =0 (1.40)

b- Equation de diffusion électromagnétique dans I’inducteur

L’inducteur est caractérisé par une perméabilité magnétique égale a celle du vide. Pour un
inducteur excité par une source de courant Jex , l’équation de diffusion se réduit a I’équation de

POISSON :

 didgradds =0 Jex (L41)
2
(aarAg aa Ao ;’ 5549 ]:—;mjm (1.42)
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¢- Equation de diffusion électromagnétique dans I’air

Dans les régions possédant une conductivite nulle, I'équation (I.39) se réduit 4 I’équation

de LAPLACE :

div (grad As) =0 (143)
: e 1040
[aa{’m 272 e Jzo (L44)
s z

1L.2.2. Formulations tridimensionnelles

On peut classer les formulations tridimensionnelles en deux grandes catégories selon que

la région considérée est conductrice ou non-conductrice .

1.2.2.1. Formulations dans les régions conductrices

122 1.1 Formulation en A-V

Cette formulation utilise le potentiel vecteur 4 et le potentiel scalaire électrique V,
I’équation (I.4) implique que I'induction dérive d’un potentiel vecteur magnétique A tel que :
B=rof 4
[’équation (1.2) implique qu’il existe un potentiel scalaire électrique V tel que :
E= BA_ grac_i. |4

4

En combinant ces €quations avec ([.9) on trouve :
roiloroi dlval 24 i
rot(v rot A)-é-cr(—at—]ﬁ— ograd V=Jex

Avec :

v:;]; . La réluctivité magnétique .
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Chapitre 1 Géneralités sur les équations de Maxwell et formulations électromagnétiques

Il vient :

Jzo(-%—ff ; grac?V}+jexr (1.45)

fa divergence de I’équation (I1.45) implique que:

dz'vl’—a( %—f +gradV }+LJ =0 (1.46)

- Cette derniére équation exprime la condition de conservation de la densité de courant
divJ =0
Aux interfaces entre deux milieux différents de perméabilité magnétique w:ef 2, il faut assurer :
v:(ro?ﬁ;)Af"'E:w(rofﬁz)/\ﬁ. (1.47)

Avec : 1 le vecteur normal 4 la surface de séparation des deux milieux.

Pour les interfaces ou la conductivité subit une discontinuité et en tenant en compte de la

condition de conservation de la composante normale de la densité de courant ./, ona:

oif 04 gradV) Fooi O gradi:) (1.48)

Lorsque la deuxiéme région n’est pas conductrice s2=0,ona:

ol -ﬁ-f_fi - gradVi) i =0 (L49)

La formulation en A-V est trés lourde et colteuse en temps de calcul et en place mémoire
car, elle utilise quatre inconnues ( une inconnue vectorielle avec trois composantes et une inconnue

scalaire ). Cependant elle est générale et accepte les sauts de conductivité.[3],[4].
1221 2 Formulationen A*

: Afin de réduire le nombre d’inconnues dans le systéme & résoudre ,on peut inclure le

potentiel scalaire €lectrique dans le potentiel vecteur magnétique. Le nouveau potentiel est le

potentiel vecteur modifié 4* , il a été introduit comme suit [3],[4] :
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%j:%‘;—lﬁ-grac?lf (1.50)
E =%ﬁ @L51)

donc I’équation de diffusion électromagnétique s’écrit :

rof (v rof A% + g %‘}—”‘: Toxi (1.52)

roi (v rof E)+o %1[5 = Jex (1.53)

Cette formulation est intéressante car elle ne garde que trois inconnues pour un nceud de
maillage mais il faut imposer la jauge divE=0, pour assurer la continuité de la variable d’état [3],

donc elle présente un inconvénient dans le cas d’une discontinuité de la conductivité

(a I'interface de deux milieux de conductivités différentes ) .
12213 Formulation en T-12

un dedult de [a divergence nuile de la densite de courant que J dérrve d’un potentiel vecteur

électrique 7 tel que [3],]4] :

J=rof T (1.54)
rempiagons (1.53) dans (1.3) on obtient :
r_fo?ﬁ=roff (1.55)

Le champ magnétique A peut étre exprimé en fonction du potentiel vecteur électrique T
et d’un potentiel scalaire magnétique Q comme suit :

H=T~grad(? (1.56)
En combinant (1.54) et (1.56) et I’équation (1.9), on trouve :
1 roE(JL (rotT ) + u %( T—gradQ) = Ju (1.57)
posant }C/T: £ (la résistivité ) on aura :
rol{ p rof@+y%{f—gmc§ﬂ)=ﬂxr (1.58)
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a partir de (divé =0), on obtient :
~ divy (T~grads))=0 (1.59)

Pour assurer la continuité des variables T et €} , il faut associer aux €quations (1.58)

et (1.59) les équations d’interfacage suivantes :

o (Ti— grad$2i) 7= (To- grac_z’..()z) A (1.60)

| 01 (rof T1) A=z (rof T ) A 71 . (1.61)

. A I'interface entre une région conductrice et une autre non-conductrice :

T Anr=constante

La formulation T-Q possede une infinité de solutions , donc il faut imposer des conditions

de jauge type jauge de Coulomb :

divT =0 (1.62)

Elle est intéressante puis qu’elle permet d’avoir directement I’induction mais, elle n’est pas

générale car, elle présente des problémes de régions multiplement connexes [4].
12.2.1.4. Formulation en H

En prenant en compte les équations ( 1.2), (I1.7) et (1.8) et (1.3} il vient :
roi (p rot H) + u % = Jex (1.63)

Cette formulation est beaucoup utilisée dans la méthode des éléments finis utilisant les

éléments d’arétes, ces derniers ne conservent que la composante tangentielle de I'inconnue ce qui

est le cas pour le champ magnétique A [3].
1.2.2.2. Formulations dans les régions non-conductrices

Elles sont caractérisées par une conductivité nulle ce qui rend les équations de Maxwell plus
simple'la ou le champ électrique n’intervient plus :

- divB=0
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rot H=J. (1.64)

J. Etant la densité de courant de source dans I’inducteur .

12221 Formulationen A

- L'équation (I.4) implique que B dérive d’un potentiel magnétique A tel que :
* B=rof 4.
En combinant 'équation précédente avec la loi constitutive du matériau (L7} et (1.64), on

trouve :
rot (u rof A)=J.. (1.65)

1l faut  assurer la continuité des composantes tangentielles du champ magnétique a

P’interface entre deux milieux différents :
i (FOT A1) A=z (rot A2 ) A7 . (L.66)
" A fin d’assurer 1’unicité de la solution , il est nécessaire d’imposer une condition de jauge

qui est la condition de Coulomb , alors il vient :

rof (i rof d) +u grad( divd)=J;. (1.67)
Comme cette formulation posséde une inconnue vectorielle donc trois inconnues par nceud,
la résolution de I’équation (I.67) occupe une grande place mémoire et un temps de calcul

important.

1.2.2.2.2. Formulation en potentiel scalaire total

Dans une région ol on n’a pas de courant de source rol H=0 , cela implique que A dérive
d’un potentiel scalaire ¢r appelé potentiel scalaire total [3],(4].
| H=—gradgt . (1.68)
de (1.4) et (1.68) on obtient :
' div (u grad ) =0. (L69)
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Lorsque ¢ est continu , la continuité de la composante tangentielle de A est vérifide donc

il reste a vérifier la continuité de la composante normale de B . il faut s’assurer de :

| (i grac?(ﬁt:)' n={L graggétz)-ﬁ (I. 70)

Cette formulation est intéressante dans les régions ot on n’a pas de courant de sources, et

elle est économique (une inconnue scalaire par noeud).
[2.2.2.3. Formulation en potentiel scalaire réduit 3], [4]

Dans le but de prendre en considération les courants de sources, on décompose le champ

magnétique A en deux champs :

H=H; +H:. (1. 71)
ou:
. H, est le champ source, c’est le champ qui serait crée par I’inducteur dans le vide.
- H: est le champ crée par la réaction des parties magnétiques ou conductrices lorsqu’elles sont
soumises au champ.

Au point M de calcul de champ on peut calculer A, par la loi de Biot et Savart :

=L [{fus@nL sdp | 172)
Ou: |
«Px» ést un point situé dans la région de I’inducteur , « 7 » étant le vecteur MP.
Le champ H, vérifie la loi d’Ampeére :
rof Hy=Js " (1.73)
H - dérive d’un potentiel scalaire réduit @, alors :
Hr=—grad® (174)
En remplacant (1.73) et (I.74) dans (I.71) on obtient :
H =H;-grad®, . (1.75)

- En combinant (1.75) et (1.4) on trouve I’équation a résoudre suivante :

div| (- grad @ |=0 (1.76)
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Comme pour le potentiel scalaire total, la continuité de la composante tangentielle de H est

vérifiée dés que @ est continu et il reste a vérifié la continuité de la composante normale de

I’'induction magnétique B :

y/-(H’.f——grac?gb.')h'=w-(§f-grac?¢z)—ﬁ. (1.78)

Cette formulation présente des problémes numériques lorsque les perméabilités des
matériaux non-conducteurs sont importantes et des problémes de type topologique dans les régions

non-conductrices [3].

CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressées au développement mathématique des
équations de Maxwell qui décrivent tout dispositif électrotechnique. En synthétisant ces équations

nous pouvons résoudre tout systéme grice A une seule équation générale gui est I’équation de / 7
, PG .

diffusion électromagnétique.

. e

Il existe un grand nombre de formulations possibles, surtout en tridimensionnel, ces
formulations ont chacune leurs avantages et leurs inconvénients.
Il convient de bien les choisir selon la nature du probléme a résoudre et selon les propriétés

du milieu ot est résolue I'équation de diffusion électromagnétique.

-page 19 -



CHAPITRE 11

ME THODES DE RESOLUTION DES PHENOMENES
ELECTROMAGNETIQUES



Chapi'tre I Méthodes de résolutions des probléemes électromagnétiques

INTRODUCTION

Pour résoudre les équations aux dérivées partielles (EDP) ; différentes méthodes ont été
déve[éppées. Elles sont analytiques, numériques ou mixtes (semi-analytiques). Ces méthodes
permettent de modeéliser les géométries les plus complexes et de prendre en compte les phénomenes
physiques comme la saturation des matériaux ferromagnétiques, les anisotropies des milieux et la

présence de courants des Foucault induits dans les conducteurs soumis a un flux variable.

11.1. METHODES ANALYTIQUES

Les premiers travaux sont les méthodes analytiques basées sur les modéles mono-
dimensionnels dans lesquelles on suppose que la longueur suivant (oz) est grande ; Pour le cas
d’une géométrie cylindrique avec axisymétrie , les grandeurs physiques sont exprimées uniquement
en fonction de « 1 ». [2]

Pour se rapprocher réellement des systémes électromagnétiques , plusieurs modéles
bidimensionnels ont été développés; la solution analytique dans ces modéles est généralement
difficile. Cependant , pour des géométrie simples on peut trouver des solutions analytiques a partir

de la méthode de séparation de variable se basant sur le principe de superposition .
IL1.1. Méthode de séparation des variables 3]

<+ En coordonnées cartésiennes lorsque les conditions aux limites sont spécifiées sur des

plans parall¢le ou orthogonaux , donc I'équation de Laplace prend la forme :

Z 2 2
VzV(x,y,z):a V(x,y,z); 0 V(x,y,z)= 0 V(x,zy,z)zo (IL1)

2 2
d x dy Jz
Supposons que le potentiel est le produit de trois fonctions :

V{xyz)=x(x)1(y)Z(z) (1.2)
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En remplacant (I1.2) dans (IL.1) et divisons par V(x, y,z) on obtient :

VEV(X,_}),Z)_ b dz X(x) ] d? Y(y) ] dZZ(x)
Toyz) X)) dx2  YO) dy? TZe) de 1.3)

Nous remarquons que la derniére équation est une somme de trois termes dépendant chacun

d’une seule coordonnées du systéme. Pour satisfaire cette équation , il faut avoir ces trois

simulténément :
2
X] d XEX)Z K2 (IL4)
ixi dx
, )
; d’Y (yz)z X (IL5)
Ny dy
d? Zlx
Z]z : dzg ) =K.’ (IL6)
Alors :
2 2 2
K +Ky +K7 =0 (IL7)

les coefficients KK, K- sont des constantes de séparation .

Les équations (II.4) , (IL5) et (IL.6) sont des équations différentielles linéaires a

coefficients constants possédant trois solutions possibles dépendantes de la constante X

si 0 Kx'>0 X (x)=Ar-ekvs + Az -e-hx= (11.8)
si: Ki'=0 X(x)dx+4 (11.9)
si: Ki<0 X (x)=dAr-etrx s dg-e ™ (11.10)
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Par analogie ,on peut déduire les solutions pour Y(y), Z(z). Aprés avoir trouvé les solutions
selon x , ¥y, z; on peut dire qu'on a pu remplacer un probléme tridimensionnel par des problémes
mono dimensionnels plus faciles a résoudre.

Ce raisonnement peut étre étendu aux cas suivants :

% En coordonnées cylindriques lorsque les conditions aux limites sont spécifiées sur
des cylindres ou sur des plans faisant un angle entre eux.
% En coordonnées sphériques lorsque les conditions aux limites sont spécifiées sur des

surfaces sphériques ou des cdnes.

I1.2. METHODES INTEGRALES (SEMI-ANALYTIQUES)

IL2. L. Méthode des intégrales de frontiéres (MIF) [6 ]

Elle consiste a discrétiser la frontiére du domaine en utilisant le théoréme de Green , elle est
limitée & la résolution des systémes linéaires.

La limitation de la discrétisation aux frontiéres du domaine nous donne !’avantage de
réduction de la place mémoire surtout pour les systémes tridimensionnels ot ’air occupe une

grande partie du domaine.

;Cependant, elle a 'inconvénient de conduire & des systémes qui possédent des matrices

pleines.

I1.2.2. Méthode des circuits couplés (MCC) | 2]

Elle consiste a associer 4 la forme intégrale de la solution ,une subdivision du domaine de
conductivité connue en spires élémentaires et a formuler les équations de Maxwell et la loi d’Ohm
pour chaque spire a fin d’obtenir une équation faisant intervenir les chutes de tension résistives et

inductives correspondantes.
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| U | Uz I Uy
R L Ry L2y Rni La
—{ T g i | —F T
Rz Lia 22 HI-_‘%\Z R Ln2
] | 7 ]
. R in L] n Rzn Lln Rnn Lnn
—{—m—  —{] T —{] T

-Inducteur-
R, L
—_] TR
R2 LZ
l{T'l Ln
—{ | T

-charge-

-Figure (II.1) - Schéma électrique équivalent
1. 3. METHODES NUMERIQUES

Ce sont des méthodes qui résolvent directement 1’équation de diffusion électromagnétique
en prenant en compte les non linéarités dans les systémes électromagnétiques. Avec le

développement des ordinateurs ces méthodes trouvent un large champ d’utilisation.
I1.3.1. Méthode des différences finies MDF (3], [12]

C’est une méthode basée sur le théoréme de Taylor ot on remplace I"opérateur différentiel

par un opérateur aux différences.

Le domaine d’érude est découpé au moyen d’une grille carrée dans le cas bidimensionnel et

une grille cubique en tridimensionnel , I’équation de diffusion est €crite pour chaque point ou neeud
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de maillage ,pour cela on aura un systéme d’équation possédant un nombre d ‘équations égal
au nombre de nceuds.

La ﬁguré I1.2 représente un exemple de maillage pour le cas bidimensionnel ol le point
« p » représente le point milieu de la grille , « E » est le point adjacent du cété Est « W » le point

adjacent du ¢6té Ouest , « N » le point adjacent du ¢dté Nord et « S » du cdté Sud. .

A
Y
N
Ay
W P E X
- —~— A
AX
S

Figure. 11.2- Exemple de maiilage en 2D

Développons la variable d’état A en série de Taylor jusqu’au troisiéme terme ,nous

obtenons :

On peut déduire de ces équations que :

(dzA] _AE)-2LphAW)

dxz (A x)z
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) ah

Par analogie on peut écrire les dérivées premiéres et secondes pour « y » au point P.

Aprés avoir transformé les opérateurs différentiels en rapport des dérivées partielles en les
substituant dans 1’équation de diffusion correspondante au point p, on obtient I’équation  aux
différences finies au nceud « p », qui est une équation linéaire dépendante des paramétres physiques
du systéme (perméabilité, conductivité, courant d’excitation .....), et de la variable aux points
voisins de nceud de calcul et des pas de maillage selon les axes.

A la fin nous obtenons un systéme matriciel [4][X]=[B].

Ou :
[A]: une matrice carrée de dimension (m-n)(m-n) si on a (m-n) nceuds interne du domaine de

résolution .
[X]: une matrice colonne de dimension {m-») représentant I’inconnue .
[B]: une matrice colonne de dimension {#-n) représentant le second merﬁbre des équations

Ce systéme d’équations peut étre résolu par inversement de matrice ou par d’autres
techniques.

La méthode des différence finies est tres simple & mettre en ceuvre mais elle peut ne pas étre
précise puis qu'elle prend le développement en série de Taylor du potentiel jusqu’au troisiéme

terme et elle n’embrasse pas vraiment les limites du domaine d’étude en cas d’escaliers.

I1.3.2. Méthode des éléments finis MEF [13]

I1.3.2.1. Principe de 1a méthode des éléments finis

C’est une méthode qui a €té utilisée en premier lieu en génie civil et en mécanique et n’a

trouvé sa place en électricité que vers les années soixante [5].
Elle est plus générale car elle est adaptée aux géométries compiexes et elle aux non linéarité du
matériaux. Dans cette méthode, on cherche & exprimer une formulation intégrale qui se base soit

sur la méthode des résidus pondérés soit sur la méthode variationnelle.

1. Meéthode des résidus pondéres

C’est une méthode projective ol on cherche a projeter | "équation locale sur des fonctions

de base d’un espace de fonctions de pondération et on essaye de minimiser le résidu induit par

l'approkimation de la fonction de ’inconnue [11].
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Posons une équation différentielle de type : e ——

L(g)=0. (I1.11)

L’équation possgde une solution de la forme :

.............. +amXm.

7

(II.l'A}n us donne un résidu défini par :

q (IL.12)

La substitution de ¢ dans I’équatio

R=L(g). (L13)
donc R est une fonction dépendante des coefficients a; et x .
La méthode des résidus pondérés consiste a déterminer les a; de telle sorte que :
(R, Wi )= [R(a,x)-We (x yelx=0. (11.14)

k=1lan.

Wy sont les fonctions de pondération .
I’équation est un systéme de « n» équations qu’on cherche a le résoudre pour trouver les
aj. Le bon choix de Wy implique une bonne précision de I"approximation ,donc une détermination

correcte des inconnues ;. Il y a différentes méthodes pour le choix des fonctions de pondération

o Méthode des sous-domaines

Le domaine D est partagé en « n » sous domaines Dy tel que :
wi(x)=1  dans D«
wilx) =0  ailleurs

e Meéthode de collocation :

Elle consiste & choisir Wk telle que :
Wy(F)=6 (F~7)
# est un ensemble de n points donnés.

& (7~ry ) est la fonction de Dirac.

e Meéthode des moindres carrés :

Dans cette méthode, on exprime W (r) par:
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+« Meéthode de Galerkin :
W F) =), k=ln

Les conditions requises pour appliquer correctement la méthode de Galerkin sont les suivantes :

- Les fonctions d’essais @, (r) doivent étre linéairement indépendante , constituer les « n »

premiéres fonctions d’un ensemble complet de fonctions, et satisfaire exactement les
conditions aux limites .

- Les fonctions de pondérations Wy(F) sont choisies dans la méme félmille que les fonctions
d’essal @p(r) .
2. Meéthode variationnelle

Elle consiste @ minimiser une fonctionnelle qui représente généralement |’énergie du

systéme 4 résoudre .
11.3.2.2. Maillage éléments finis

La MEF consiste & subdiviser le domaine d’étude en domaines €élémentaires ,elle nous
donne une certaine liberté en découpant le domaine d’étude mais en évitant une subdivision ol les

frontiéres réelles du domaine ne coincident pas avec celle des frontiéres des sous domaines

(figure. IL.3).

Figure.ll.3- Exemple de maillage éléments finis en 2D
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Pour des structures bidimensionnelles, les éléments de maillage sont souvent des

ou prismatique (figure 1.4 ).

triangles, tandis que, dans les problémes tridimensionnels les éléments sont de forme tétraédrique
a
Py

T~ v

a- triangle b — tétragédre C - prisme

Figure 1.4 —Eléments de découpage

On cherche & approcher la fonction inconnue par I'intermédiaire de 1 ‘une de méthodes
citées précédemment , en utilisant I’expression approchée de I’inconnue et en satisfaisant I’équation
aux dérivées partielles ; on aura un systéme d’équations linéaires ou non linéaires a résoudre.

La méthode des éléments finis avec I’avantage de I’adaptation des géométries complexes
et la prise en considération des non linéarités dans le probléme a résoudre est trés utilisée en
¢lectromagnétisme bien quelle soit difficile 4 mettre en ceuvre. Elle requiert une grande capacité de

mémoire et un temps de calcul important .
11.3.3. Méthode des volumes finis MVF

Cette méthode sera exposée dans le prochain chapitre consacré a son développement pour

différents cas de géométries.
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CONCLUSION

Le présent chapitre a €té consacré a la présentation des différentes méthodes pour la
résolution des probléi’nes €lectromagnétiques, chacune de ces méthodes posséde des avantages et
des inconvénients.

La méthode des éléments finis posséde un certain avantage lorsque le probléme n’est pas &

géométrie simple ou qu’il présente de fortes non-linéarités.
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Chapitre [II Mise en czuvre de la méthode des volumes finis

INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous développons de maniére détaillée la méthode de discrétisation
tridimensionnelle ,puis la mise en ceuvre informatique de la méthode des volumes finis objet de
notre travail.

La formulation retenue est la formulation en A* 4 cause de sa trés large diffusion et aussi a

cause du fait qu’elle fait intervenir une seule inconnue vectorielle par nceud.
III.1. PRESENTATION DE LA METHODE DES VOLUMES FINIS (MVF) [1]

La MVF est une variante de la méthode des résidus pondérés (collocation par sous
domaines} . Elle consiste a subdiviser le domaine d’étude en un nombre fini d’élé;nents de volume
a D'intérieur desquels sont placés les nceuds (voir figure II1.1, figure II1.2) , ot I'on cherche &
approximer !’inconnue. L’équation différentielle est donc intégrée sur chaque élément de volume

Q.et]’ equatlon (I1Y) s’écrit en faisant W =1 :

QIR dQ=0 )\y /

On choisit un profil pour exprimer la variation de la variable d’état entre les nceuds et
évaluer les intégrales. Souvent on choisit un profil lin€aire pour simplifier les expressions (d’autant
qu’il est correct st I’on considére un intervalle entre les neeuds suffisamment petit).

- L’équation discrétisée obtenue est constituée uniquement par les valeurs nodales de
I'inconnue, alors que dans la méthode des éléments finis la variation supposée de [’inconnue
constituée des valeurs nodales et des fonctions d’intérpolation est considérée comme solution
approchée.,

Cela permet une grande possibilité de choisir un profil pour I'intégration de 1’équation

différentielle, car ces profils n’apparaissent pas dans 1’équation discrétisée.
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Figure III.1-. Elément de volume bidimensionnel en
coordonnées cartésiennes

Figure I11.2. - Elément de volume bidimensionnel
en coordonnées cylindriques.
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Dans le cas monodimensionnel, on suppose une épaisseur unité suivant (oy), (0z), le

volume de P’élément Q. est AV=Ax. 1. 1. Dans le cas tridimensionnel AV=Ax. Ay. Az est repéré
ar les interfaces e, w, n, s, t etb.

P N

Aprés Dintégration de I’équation de diffusion électromagnétique sur le volume élémentaire

autour du point P on obtient une équation discrétisée de la forme générale suivante :

ap-Ap :aeAE +aw-AW +anAN +as'AS+a!-AT+ab-AB (IHl)

Avec :

© e, an, s Qi Ab- . coefficients dépendants des pas de maillage et des propriétés

physiques du systéme.

Qp-=Ce+Qw-+an+as +ar+as+ jwoulAy (111.2)

A, Aw, Av,As, Ar,As  sont les valeurs nodales de |'inconnue aux points voisins

du point « P». On fait de méme pour les autres nceuds du domaine pour-obtenir un systéme

d’équations ou les inconnues sont les valeurs nodales de A.
ITI1.2 FORMULATION EN VOLUME FINIS DU MODELE A*

Rappelons 1’équation de diffusion électromagnétique a résoudre en A*

rof(rof A* W jo o A%= 1 Jen (IIL3)

Dans un systéme tridimensionnel cartésien ou cylindrique la variable d’état A* possede

trois composantes; On va donc résoudre un systéme de trois équations pour chaque nceuds de

maillage.
IIL2. 1. Formulation en coordonnées cartésiennes

Développons 1’équation (IIL.3) en coordonnées cartésiennes pour un systéme

tridimensionnel, on obtient les équations suivantes :
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2 2 2 2
Buar, Far oan FAN
axay ayz * Sxoz 3 |_]CU‘L£O'A x—-ﬂszt(x)

Oz

2 2 2 2

O A% 8 A% 8 A% 0 A% .

oxdy ) 7 Oydz 4 7t O A= ety
X - z

Z 2 2 2
g A% 0 A% 0 A% 0 A% |
- + 3 ‘4]&)}10’14*::'[,1.10,(1(:)
Ox0z 6\x2 ayaz ay

Avec ;
2. *ZA*xF'f'A*yj'i‘A*:E.

jL‘xr =Ju.rl(::ﬁ.+Jux([y)]+Je:cl(z)E .

I11.2.1.1.Discrétisation du domaine d’étude

(IIL.4)

(IIL5)

(II1.6)

(II.7)

(1IL.8)

Le domaine d’étude est subdivisé en éléments de volume, C’est un réseau de mailles de

forme parallélépipédique de coté (e, w, n, s, t, b).

Le maillage peut étre uniforme, les intefaces des mailles se situent au centre de deux nceuds

consécutifs figure I11.3.

T oo |2

{Fs]

U

Figure II1.3 -Maillage régulier

('S
(9]
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Chapitre III Mise en uvre de la méthode des volumes finis

Il est toujours préférable de choisir un maillage irrégulier pour réduire le nombre des
maitles dans les régions possédant une faible variation du gradient de la variable d’état .

La figure [II.4 présente un maillage irrégulier selon les deux axes.

€

£
in |98 |Z
-

Figure I11.4 ~ Maillage irrégulier.

Pour générer un tel maillage nous utilisons le principe du maillage géométrique :{16]

Décrivons un exemple de maillage sur une direction. Par analogie, on va tirer les relations
dans les deux autres directions.

Soit « n» le nombre des mailles selon (ox) et «L» la longueur du domaine selon (ox),

posons dx{i) le pas de maillage selon (ox) ouivariede 1 an.
On choisit un coefficient k. #1, de telle sorte que :
dx(2)=ks-dx(l)
dx(3)=kx-dx(2)
dx{n)=kx-dx(n-1)

= dx(n)=k""dx()

On peut déduire :

dx(i)=ks'""-dx(1) (111.9)
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Chapitre [II Mise en ceuvre de la méthode des volumes finis

Les dx(z) vérifient :

%(I—ka [dx(1)+kxdx(1}+- e -+fcx"_3dx(1)}+kx""’-dz ( )=L
de (III.iO) on peut tirer :
2-L(1—kx)
dx\l)=
() (]-i—kx)'(]—kxn#)
-1 iw e i+1 ’ X

o]

dx(1)/2 | L T

Figure II1.5 — Maillage géométrique

Pour les coordonnées des neeuds :

)= S feas (... ot e (Dt ED

()= EHIE Wit
2{I—kx)

Les coordonnées des faces d’un élément de volume s’obtiennent par :

e ()=x(0)+ 220

Xw (i)=xe (i—])

ona.

x (i} (i }=2-x(7)

I11.2.1.2.Discrétisation de I’équation de diffusion ¢lectromagnétique

Les équations (I11.4) ,(II1.5) et (I11.6} peuvent étre écrites comme suit :

aA* aA*,r 6A*__ aA*‘ .
%l: axy_ ay :’+%|: Ox - Az }-i_.]w#O.‘A*\':#Jux:{x)
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Chapitre II1 Mise en wwuvre de la méthode des volumes finis

Toa% o4%, 0 A*.
%{ 5 } Z{ 5 a }r]awaA =14 Joly) (IIL18)

0A% OA* OA%, oA4% ] .
a%[ 0z Ox }-@i{ azy— dy }M)#O-A*::’UJM(:J (1IL19)

On va intégrer les trois équations précédentes sur un volume

élémentaire A v=4 x-A y-d z délimité par les surfaces e, w,n, s, t, b.

Prenons, a titre d’exemple, 1’équation (I1L.17) et intégrons chaque membre de cette équation sur

le volume Av; ;4

(o4 aA* oAy 0A%N AN
_/“Lay( Ox ff-ﬂ@y ox 3y dr-dy-dz= 4y ijAz

_A*-v(P)-A*-*(S) R ) e 1V) N
Aps

o (111.20)
o[ BA% 4% dA*: DA% Ad* ]
jg( ox dz ) -[:«Elaz.[ Oz ]dXd == Az :l Ax Ay
dvp b
A(py-A*(B)  A%(T)-A%(p) ,
=ERE Ax-Ay o Ax-dy (II1.21)
Lv, Jwuc A*dv= £f [ Jouo A dxdydz=j-@ /JO'A*.:(p)AJC'A yAz. (111.22)
Lv LS el xydv= J: f _[ pJeindxdydz=puJeaidx-Ay-Az . (M1.23)

En.sommant les équations (IT1.21) (II1.22) et (1IL.23), on a une équation de la forme :
ap A*(p)=an A*(N}+ as A*(S)+ ar A*(T)+ ap A*(B)+by (TI1.24)

En procédant de la méme maniére pour (IIL.18) et (II1.19) ,on obtient le systéme d’équation

suivant:

ap A* ) =an A*(N}+ a; A*(S)+ a, A*(T)+ ap A*(B)+5bs (T11.25)
yp Ay *(p) =0, AX(E)+ @y A% W)+ a, A*(T)+ ay A*,(B)+b, (111.26)
a;p A Xp)=a. A*AE)+ an AX(W)+ an A™(N)+ a; A*(S)+0b- (1I1.27)
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Avec:
Ay Az
de =
Axe
L dydz
= AJCW
a _Ax-Az
i Ayn
a _AxAz
T Ays
_AyAx
Az
_Ay-Ax
ab= Azb

a;;p-:an- +as+a+as+ jwor Av

Ayp=Ce+aw+a-+ao-+ JWo LAV
_ip:ae+aw‘+anv+as.+ JwouAv

b= pud exis) Av

bi=pleiticty

b=t exdz) AV

A (p)ar{i k)

1I1.2.1.3.Discrétisation des conditions aux limites

II y a deux types des conditions aux limites montrées dans la figure I11.6 .
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- = oA _
A =0 A 5~
! [
! [
! i
.' i
! i
| | |O S |9
! i
! i
! i
| i
b . I
a- Géométrie axisymétrique b- Géométrie symétrique

Figure II1.6- Types du géométrie

*  Condition de Dirichlet : elle impose la valeur de 4* aux bords du.domaine ,nulle
par considération de I'infini alors on va chercher les valeurs des inconnues A.* (ij. k),

A* (LK), A:* (i), k), dans les « N » nceuds intérieurs .

Avec :
N=(n-1).(m-1).(p-1)
ou: 74

«n» : le nombre de nceud selon (0x)
«m » : le nombre de nceud selon (oy)
« p»: le nombre de nceud Selén (0z)
Les conditions aux limites de type Dirichlet peuvent étre introduites dans le systéme
algébrique de différentes manieres [13] :
1.  La méthode du terme diagonal dominant :elle consiste & introduire les conditions aux limites
aprés avoir assemblé la matrice /4], en remplagant 4;; par 4,;+a ol & un nombre trés

grand par rapport 4 tous les termes 4,, et B, par o Xi. Elle est facile a mettre en

.. 7
ceuvre, souvent on choistt & =10 .
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A:“... 4}, AJn Xi Lj""
AirAdivar - An W Xi b= a:B:‘
A‘nj- - /im - 'A:nn Xﬂ Bn

2. La méthode du terme unité sur la diagonale : elle consiste & remplacer pour chaque relation

X; par X: , le vecteur {B] puis la matrice [4] .

A:”..q..A:m X Bi—Ani-Xi
0.10 y X: = ;Y_,
P R BT S

Elle ne pose pas des probléme numérique mais elle est complexe a programmer.
3. La méthode de suppression des équations : elle consiste & restructurer la matrice [A] de
‘manicre a supprimer les équations correspondant aux degrés de liberté imposés X .

Elle est intéressante parce qu’elle réduit le nombre d’inconnues du systéme.
¢ Condition mixte de Dirichlet -Neumann :
®
Elle impose la valeur de A* aux bords du domaine et celle de o4 aux niveaux des

on

plans de symétrie pour les systémes possédant des plans de symétrie .

I

Figure II1.7 — Elément de volume de frontiére
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Pour les nceuds situés sur la frontiére I'j, on a par symétrie 851 :
o . . . BA*,
situgs sur la frontiere ['; ,on a par symétrie aussi 5 =().
Yy

L'intégrale de I'équation {HI.17 ) sur le volume entourant le point P donne:

a(o4% aA* 0A*y DA* Y. N
A‘Léy( Ox «E .an ox  dy dxdy Ay SAXA‘

*
=h_AA | A Az +
Ay "

J ol A% N) 4y

Ayn

dA*: 0A* oA*: O0A%
8 o LB ] e

Avp b

T 1 % {T
AN | o ade | o AT A%(p)
Y } Avdy Az Jb Aedy= Az dedy

111.2.2. Formulation en coordonnées cylindriques

Pour un inducteur solénoidal entourant une charge cylindrique (figure II.8 ),

coordonnées cylindriques est plus économique .

visualisation du l'ensermnble charge+inducteur

-
- I -~

!
/
!

/
’
s
!
/
/

I
/

7
7
;
| S N N B
/
i
! i
P T U A A

’

[ R ¥ A A R

VA,

7
2

v_/_
4

!

Figure [I1.8 — Visualisation du domaine d’étude en coordonnées
cylindriques.
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En coordonnées cylindriques(r,é’,z), I'équation (TII .3) s'écrit pour un systéme

tridimensionnel:[voir annexe]

a‘j F'A*9 aZA*r 52/‘1*." 8214*3 . . n
ri*’. cgraﬂ )_r% 867 dz? * Grdz tjwop Ar=p jextr) (1.30)

T

Ji 52('A*:)_L6(r14*6)+ ] & (rd*s) 152(”A*9) ] 0A%
¥

r  0z08 oz?  r?  or r o or? F2 00
2 A%
}ﬁ% ‘;9 G 0o i o= ject) (IL31)

ja(A*,)+82A*r 10 A% 024 8l4% ; 8°A%

+ +J *r =i jex 111.32
ro 9z dréz r or  dr? L2 97 rd6dz Joou A= jexdz) ( )

Ou:
A%, A*g A% : composantes cylindriques du vecteur potentiel .
Jexir, Jextg, Jextz: composantes cylindriques du vecteur courant d'excitation

Prenons l'intégrale de l'équation (III. 30), sur un élément de volume dv=rp. Ar. A8 Az .
avec:
ro=(rntrs)/2 ,

I3[ (0rd*%) a4% 5(d A, o4% )
Jrz GQL or o6 ]'dv'"d;[jg[ 3. ta [Vt I]G)o‘yA* -dv= J:ujm(,

dvp avp (133)

T O o e 0 840 g
Avp

wyb ¥
en

-]
{A*r(p%A*r(W) A*’(E)—A*r(p)j' Ardz

CSQW 59¢ Fn

[ _o4% 1 BA4%
;’”_[ 20 errd@dzﬂrp 50 ArAz

&

( TI1.34)
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o0 Ay oa%), o A% oA%T o
A\':[p 8zk oz  or .”L’iz "9z | or 7pdr-d@-dz=— P brpdrdé?_.

[A* (p)-a*(B)_4% (TFA (P)Jr Ar-A8

5z (I11.35)
J'j:a)ayA*rzja)JyA*r(p)Av (1I1.36)

dvp
[ Setr =p1Jeer(p) v (II.37)

dvp

En assemblant les équations (111.33), (II1.34) , (I11.35) (111.36) et (IIL37) ,on obtient une

équation de la forme :

a4y A* (D)=, A*(E)+ G A% W)+ @, A*(T)+ ay A*(B)+b, (I1L38)

Faisons la méme démarche pour I’'équation (II1.31):

% * * *r - * )
; aazi:a(gig“) (rA )} i[a(raf 9) a(éqg )} rlz O(rg:: 6)+ja)O',LIA*E=,L£Jex{{8) (111.39)
| o[ ala)_alran 1 af8(rdme) o)1, 1 d(rd®s
- o 00 5 }M J N Rl m{,z P
* If o Atsdv= [ utordy (LIL.40)
Avp Avp

Jl NECD a(raz‘fz"‘ J “‘i'l o[ aax:) "A*")}pdrdedz!-LQ(M)rpdrdde

roz| 06 Jr oz 80 dz Jmoz\ oz
:(J__)ﬂ Ar AQ:[NJA 9(pé}“-z?,4* ( ) nA*s (T()S}:?A g(p):lArAQ (I1.41)
18] 8(ra%) (rd*e) o(a*.) 1ofal
r a{ or :|d Jr ér[ or 08 rodrdfdz= -[ W) rodrdfdz
z(_ (FA*G))jinAzAB:[nA*g(p)_nA*e(S) rnA*e(N}—nnA*a @):lAZAQ . (II1.42)
5r: ’ O Ot
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j . a(”A*")d =”g,f’}2 a(réi*a)rpdrdﬁdz:%;(r/{*e):[Aé’/_\z

=;1;[mA*g(N)-rsA*a(S)]A9-Az (I11.43)
[jouc a#odv=jouc 4*(p)v. (I11.44)
Avp .

[Westardv=piJesto)(p)Av. (1IL45)

Avp

L’équation (II1.31) discrétisée est de la forme :
agpAe*([p)=an Ag*(N)+ as A%g (S)+ ar A% (T)+ ay A*4 (B)+bo. (111.46)

Finalement pour I’équation (111.32) :

J@(‘M* 0A* jdv— iaA*:dv— j] a(;@A* laA*ﬁ]d I}@Ar v

dz or s or rc%’kr 86 r 0Oz r oz
I}a) o 1 A*:dv= j,u Jm{ \av. (111.47)

dvp Avp

234 aar. 3 04% p4r. aA*z]‘ i
AV-L 6r[ Oz or J -” ( or rpdrdfdz or J;rp.dﬂ&

{A*:Cv)gf*s(S) A*-(Ng:‘**if?)}gem. (I11.48)
18 184% _1p4% 104% [ aA% 104% T
.[raakr %6 r oz Jd ” raé‘(r 30 Tr oz Jrlrdbd=T 5| A
* * * *
{A (’;;gw( A (‘3;; O”)}A Az. (T11.49)
j 1 6’4 odv=A* Vg dz=[a*: (N}~ 4*:(S)|46 4z. (I11.50)
dvp
j}{ag "dv=4A% | drd6=[4* (T}~ A%(B)|4r26 (IL.51)
dvp =
ij HoA*dv=jw /,taA*:(p)Av. (I11.52)

Avf
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J‘,U.]cxr{:)dv=ﬂ(]ux!f: (p)AV

avp

En assemblant les équations (IIL48 ) , (I11.49) , (II1.50) , (ITL51) , (I1L.52)

et (I11.53) on aboutit a une équation de la forme :

azp A:*(p)=a. A*(E)+ ay A*(W)+ ay A*(N)+ as A*(S)+a, A*(T) +ap A*(B)+b.

Le systéme d’équations s’écrit:

ClrpAr*(p) =@, A *r(E)+ awr A *r(PV) +a, A4 *r(D +ap A *r(B) +br.
agAe*(p)=ang Ag*(N)+ ase A% (S)+ aig A% (T)+ apg A*9 (B) +by.
Uop A:*(p) =Qez AXAE)+ Ay AX(W)+ G AX(N)+ ad*(S)+acd*(T) +ap.A*.(B)+b

Avec:
] Ar-Az
Qer =—
tp 5t9e
a __]_Ar-Az
wr—?"p 3 G
I’HAB'AZ FHAG'AZ
ang = +
5f‘n rp
FSAQ'AZ .”‘SAH'AZ
ds6 = }
ors Fp
a{:_rpdﬁ'dr
’ 52[
b' _rpdf-Ar
T bz
nAg-Ar
=
521
mAB-Ar
abe =
dzp
4 _Ardz
=T f’eé@e
a _dr-Az
v ."wé‘ge
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anz =M+ABAZ
Arn
&.:M_AQ.AZ
Ars
a ,=ArAf
abz=—Ar-A6

arp-=qe-+aw +a-+ap-+ joucAv

aép-=an+ds-+ai+ab + jwou Av
Qzp-=Qe+aw-+an+as+ joouAv .
b f‘=lM]e.rrfr)AV

beo=pifesdo) Ay

b :=/_L]u1{:)AV

* Dans les deux cas de maillage cartésien ou cylindrique, on aboutit 4 la résolution
d’un systéme d’équations lincaires de la forme : f4].[X]=[B], dont la matrice [A] est une matrice
carrée ,symétrique et complexe. Ses éléments ne dépendent que des paramétres physiques du
systeme, et des pas de maillage.

La structure d’une telle matrice est la suivante :

200

400+

600}

800+ T

1000+ T,

0 200 400 600 800 1000
nz = 3972

Figure 119 -Structure de Ja matrice [A]
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IT1.3. RESOLUTION DU SYSTEME ALGEBRIQUE [A].[X]=[B}

La résolution des systémes d’équation algébriques linéaires de la forme [4].[X]=/B] , est
faite soit par les méthodes directes ,sort par les méthodes itératives.

1. Les méthodes itératives :

Elles conduisent a la solution par une succession d’améliorations d’une solution
approchee, elles ne demandent pas le stockage de la matrice /4], les plus fréquemment
utilisées sont :[11]

1. La méthode 1térative de Jacobi.

2. La méthode itérative de Gauss- Seidel.

2. Les méthodes directes :

Ces méthodes conduisent a la solutton plus rapidement que les méthodes itératives, elles

exigent le stockage de la matrice f4/. /a triangularisation de Gauss est la plus utilisée.

III.4. CALCUL DES GRANDEURS ELECTROMAGNETIQUES ISSUES DE LA
REPARTITION DU POTENTIEL VECTEUR MAGNETIQUE

La résolution du systéme d’équation [4//X]/=/B] , nous permet d’affecter la valeur du

potentiel vecteur magnétique a chaque nceud du maillage ,ce qui nous permet d’avoir :

1. La répartition de la densité de courant induit J

En chaque nceud on peut écrire :

J30y=Clesi) 0 A% i) (I11.58)
2. La répartition de la densité de puissance induite P

A chaque €lément de volume , on écrit la densité de puissance induite

correspondante comme suit :
P j,k}:é-a-a)z-A*z(f, k) (1I1.59)
ou en fonction de la densité de courant induit J

R:,J‘k):ig--ﬂ(.-,_,-.k) (I11.60)
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3. La répartition de la puissance totale
A om P
Pr= JJ. 'dV=ZZZHE.j,k)'V(i.j.k).
v 1=/ j=lk={
4. Le rendement électrique n

. En
T?( /n)= Pﬂ"f‘Rzr '

- ou:

Pj;  représente la puissance utile recueillie dans [a charge , P,, sont les pertes par effet

Joule.
S. La répartition du champ électrique E
E(.‘, ik==f A% k)

6. La répartition du champ magnétique H

24 =irot_;1*
Y7

IT1L5. LA MISE EN OEUVRE INFORMATIQUE

Afin de résoudre notre systeme d’équation linéaire on a établi notre programme sous
environnement Matlab qui donne entre autre avantage [’interfacage graphique (les menus les
graphes en 3D,....) [17]. Pour cela on a réalisé un code de calcul qui nous permet de :

- . Calculer les éiéments de la matrice[A] en utilisant la technique des matrices creuses

existante dans la logiciel Matlab pour la réduction de la place mémoire et le temps de

calcul de machine.

- Visualiser le potentiel vecteur magnétique en chaque neeud.

- Calculer et visualiser la répartition de la densité puissance dans la charge.

- Calculer la densité des courants induits .

- Visualiser la distribution des courants induits sur un pian .

L’organigramme présenté dans la figure [1.10 illustre les

programme
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T AT e

i A R A R

Introduction des i
données }5

T,
[Coordonnées cylindriquf:jg

1]
2% Choix des~
coordonné

WTMLWMf Ao
[Coo'rdonnées cartésiennes

A

Données géométriques du [
Domaine d’étude j

Données numériques
--Pas de maillage
--Nombre de mailles

Ak

" Visualisation du
domaine discrétisé

Sauvegarde des coordonnées

des nceuds de maillage

Résolution du

systéme algébrique

v

i M R A
3

‘JJ
Détermination des valeurs ]
nodales du potentiel A* B

Figure TI1. 10~ Organigramme du programme « calcul du potentiel »
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itk M

Sauvegarde des valeurs

nodales du potentiel A*

Sk kel St LT

Calcul des grandeurs
électromagnétiques

Visualisation
du potentiel A*

i ek e S el POl el il i

chiinieleo ndmiir3) A et sl t
Calcul des courants Calcul de la densité du T%

induits puissance
i B S H%
Calcul de la puissance |3
totale 3
b

Visualisation des

courants induits

de la densité
de puissance
induite

Figure III.11 -Organigramme du sous programme

« Calcul et visualisation des grandeurs électromagnétiques »
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HL6.VALIDATION DU MODELE ELABORE POUR UN CAS CARTESIEN

On se propose de valider le modéle du maillage établis en coordonnées cartésiennes et le
confronter aux résultats obtenus par d’autres méthodes. |

On choisit un exemple traité par O .BIRO et K.PREIS dans[15] par la méthode des éléments
finis. On veut calculer les courants induits dans une charge cubique, placée dans un champ

uniforme .

I11.6.1.Description du probléme
En tenant compte des symétries , la figure II1.12 montre la géométrie et les dimensions de

systéme a étudier .

By z y

Figure HI.12 -Structure et dimensions du systéme étudié.

Les données numériques du probléme sont :
a=l cm, représente le 1/ 8 de la longueur du cube.

By =1 T, densité du champ source .
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oc=5.7x10" s/m.

Les conditions aux limites sont résumées dans le tableau [I1.1 .

plan Conditions aux limites pour A*
X=0 A*=0, A*=0

Y =0 A*e=0, A*,=0.

Z=0 A*,=0.

X=b A*, =By b/2.

Y=b A* =-Bo b/ 2.

Z=b A*,=0

Tableau III.1 —Conditions aux limites associées au systéme a étudier.

La condition qui n’apparait pas dans un plan correspond a une condition de Neumann.

I11.6.2. Maillage du domaine

~ On a appliqué le modéle élaboré pour un maillage irrégulier ot le nombre de noeuds total,

Négala 512 neuds(n=7,m=7,p=7). Les figures I[IL.13, Il.14 et IIL15 montrent
respectivement le domaine discrétisé, sa projection sur le plan (x y) et la projection des points de

calcul sur le méme plan .
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0.05 -
3.04 -
0.G3
E
™ 0,024
D.O.] N et
\-\\ #f__ﬂ-ﬂ
0. \ H“‘M,,_.-—rﬂf
0.08 \\\\ .
. fﬂf_..—ﬂ/w
D\\\\w#‘fﬂ/‘/ 0.04 0.05
! 0.03
0.02 Ngtuig{//ﬁm
L 0.01

Figure II1.13-Visualisation du domaine étudié discrétisé.

la projection selon {ox,oy)

EY

-t t .
i e e N ~ (U AU MR
0ﬁ+f+ : :JI 4 1 by : ¥ ) :q-— L g
0 0005 001t 0015 002 0025 003 0035 004 0.045 0.05
en croix:les points de calcul x en diament:les points dinterface

Figure III.14- La projection du domaine discrétisé sur le plan (xy).

¥
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0.05

0.045
0.04
0.035

0.03

y(rm)

0.025

0.0z

0.015

GO

00045

6 0005 00

g5 002 0025 003 G035 004 0045 GO
x(m)

Figure IT1.15- Visualisation des points de calcul sur le plan ( xy)

[11.6.3. Résultats de modélisation

On a relevé les variations des composantes réelles et imaginaires du potentiel A*
selony (re A*,,ima A*y) et des courants induits (re(Jing }, ima ( Jing ).

Les résultats obtenus par [15] sont représentés sur les figures [11.16 et II1.18 et ceux obtenus
par MVF sont dans les figures [11.17 et [11.19.
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Ay Ten §
ooite |
ooV ¢
oc10
120¢ §
___——AV-A:real
0207 4 /
‘-{:'___.__‘____ SAV_A mag
T e
-0 332 . -+ — .
o 0Ga S 0 6CS0 o ccrs Jowp SO M

Figure III. 16 —Les composantes reelles et imaginaires du potentiel A*,
selon [15]

Au(Tm)

Il

0 0.001 0©.002 0.003 0.004 0.005 0.006 C.007 0.008 0.009 001

x(m)

(1) : réel (2) : imaginaire

Figure I11.17 —Les composantes réelles et imaginaires du potentiel
A*, obtenues par la MVF.
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Figure 111.18- Les parties réelles et imaginaires du courants induits dans la charge
selon [13].

x 10"

Jina(A/m?)

S

g 0001 0.002 0.003 0.004 0.005 0006 0.007 0.008 0.009 (.01

(1) : réel x(m) (2) : imaginaire

Figure II1.19- Les composantes réelles et imaginaires du courant induit dans la
charge obtenues par la MVF.
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On remarque que nos résultats concordent bien avec ceux obtenus par [15].

CONCLUSION :

Au cours de ce chapitre, nous avons présenté la méthode des volumes finis pour la
résolution des problémes électromagnétiques tridimensionnels .

La MVF est basée sur I'intégration de I’équation de diffusion électromagnétique sur un
volume élémentaire .On a adapté la formulation du notre probléme en potentiel modifié A* vu
gu’elle possede un nombre réduit d’inconnue.

Pour simplifier la résolution , on a supposé que la variation de la variable d’état est linéaire
entre deux points voisins. On a utilisé le théoréme de Taylor pour exprimer cette variation. Il eut été
possible de supposer d’autres types de variations mais la discrétisation aurait été plus complexe.

Apreés avoir intégré ’équation de diffusion électromagnétique en tous points du domaine
détude pour les deux systémes de coordonnées cartésien et cylindrique, on a aboutit a un systéme
algébrique [A]*[X]=[B], qu’on a résolu par une méthode directe.

A titre de validation, on a compar€ les résultats obtenus par notre modéle 4 ceux obtenu par

O.BIRO dans le systéme décrit en [15] ; nous constatons que la concordance est excellente..
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Chapitre 1V Applications

INTRODUCTION

A travers le troisiéme chapitre nous avons établi une validation primaire de notre modele a
travers I’étude du cas d’école que constitue « le cube de O.BIRO »,
Dans ce chapitre, nous nous tournons vers des applications plus concrétes relatives au
chauffage par induction .Ce sont :
* L’étude de l’influence de I"hélicité sur le calcul du champ et des courants induits dans une
charge cylindrique.
* Un modéle magnéto-thermique pour I'étude du chauffage par induction d’une plaque

isolante.

IV.1. ETUDE DE L’INFLUENCE DE L’HELICITE POUR UNE CHARGE CYLINDRIQUE

IV.1.1. Description du systéme

Le systeme a étudier est une charge cylindrique en Aluminium, de diamétre de 23 mm, et
de longueur de 54 mm, chauffée par un inducteur de rayon intérieur de 36 mm, et de rayon extérieur
de 44 mm .L’inducteur est alimenté par une densité de courant de 10® A/m> 4 la fréquence 2500Hz.

Pour atteindre le but de cette application, nous proposons d’étudier ces trois cas de
géomeétries : '

1. Inducteur 4 trois spires ou la distance entre deux spires successives est de 18 mm
(figure IV. 1).

Q]

Inducteur a trois spires ou la distance entre deux spires successives est de 12 mm

(figure IV .2).

3. Inducteur a trois spires ol la distance entre deux spires successives est de 9 mm

(figure IV.3).
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Z1= 9 mm
; Z;=27 mm
i
I i |
a1 o
|
i
."
£ !
g | i -
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h 4 ! | Z)
l 11,5 mml

Figure IV.1- Structure et dimensions du systéme a
étudier (cas n°1).

! Z,=15mm
E 7, =27 mm
A i
' i
l
i
E I ' |
g | - -k
¥ 1 | |
: “
i Z
|
h 4 I
I 11,5 mm|
——p

Figure IV.2- Structure et dimensions du systéme 4
étudier (cas n°2).
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i Z,=18mm
{ 2, =27 mm
4 i
]
!
!
|
o | i _
5 | - I — >
S - . -
: e
i Z
|
Y i
11,5 mm|
N ’

Figure IV .3- Structure et dimensions du systéme a
étudier (cas n°3).

IV.1.2. Discrétisation du domaine d’étude

La prise en compte de I’hélicité de I'inducteur demande un pas de maillage selon z trés fin
(plus petit que le rayon de I'inducteur). Pour cela; on a maillé le domaine d’étude jusqu’a 828
nceuds comme suit :
e Un maillage irrégulier selon r avec n= 6.
¢ Un maillage régulier selon téta avec m = 6.
e Un maillage irrégulier selon z avec p=22.
La figure IV.4 montre le maillage géométrique du domaine a étudier sur le plan (rf), les

points de calcul sont repérés en croix.

IV.2.3.Conditions aux limites

On a posé une condition de type Dirichlet, la valeur du potentiel est nulle sur les frontiéres

du domaine .
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Figure IV.4 - Visualisation du maillage de I’ensemble
(charge + inducteur + air environnant) sur le plan (r& ).

1V.1.4. Résultats de modélisation

On a relevé les répartitions du potentiel vecteur A*, et des densités de puissance induite
dans la charge sur le chemin radial (face a la spire médiane) AB et le chemin axial (au milieu de la
charge et paralléle & Paxe (oz)) CD indiqués sur la figure IV.S pour les trois cas de systémes a

étudier.
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¢— charge

Figure IV.5 — Chemins pour la visualisation des répartitions
des grandeurs électromagnétiques.

On a relevé les variations du potentiel vecteur magnétique sur les chemins AB et CD, la
densité de la puissance induite sur le chemin AB et CD, ol on a superposé les résultats obtenus par
la méthode des volumes finis en tenant en compte ’hélicité de I'inducteur (1) & ceux obtenus en la

négligeant (2) .

17 cas : Inducteur avec spires écartées

1. Etude du potentiel vecteur magnétique

Comme on a pris une variation linéaire de premier ordre entre deux points de calcul du
potentiel vecteur, et a cause de ’effet de peau important, la différence entre les deux courbes (1) et
{2) n’apparait que sur la périphérie de la charge. Nous pouvons quand méme dire qu’il existe une
différence notable entre les courbes selon que I’on néglige ou pas I"hélicité, I’influence de 'hélicité

apparait aussi clairement lorsque la courbe de A* est relevée sur le chemin CD.
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,/wh |
AR

2. Etude(d\il,densité de puissance induite dans la charge

Vu que densité de puissance induite dans la charge est proportionnelle au carrée du
module du potentiel vecteur, la différence entre tes deux courbes (1) et (2), figure bien
sur les points de la périphérie de la charge. Les mémes remarques que précédemment

peuvent étre faites au sujet des courbes de la densités de puissance.

x 10
2.5 y ; :
I i i
] H 3
| 1 |
i I |
1 I !
] — - - -
(5] 1 [} 1
E ) | I
1
z : . |
o i I |
= 1 I 1
a 18p------ T T T T T T T T T
'E 1 H 3
o ' I T
Q | I !
% | 1 |
R N I I
g 1 i !
p ) I !
B ' I |
- | | |
5 i g |
- 05F------ [t T T I~
1 1 1
[} 1 1
1 I I
1 ] 1
I ' |
Ol . =t
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Figure I'V.8- Répartition de la densité de puissance dans la
charge sur le chemin AB {cas n°1)
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3 1 T T T

Densité de puissance (W/m”)

Figure I'V.9- Répartition de la puissance induite dans la charge
sur le chemin CD {cas n°[)

Au vu des différentes courbes précédentes, on peut dire que la différence entre les courbes
relevées en tenant en compte de 1’hélicité et ceux obtenues en la négligeant est trés importante.
On concld‘rﬁue dans le cas d’un inducteur a spires écartées, on n’a pas le droit de négliger
I’hélicité.
2™ cas : inducteur 4 spires moyennement écartées

1. Etude du potentiel vecteur magnétique

Bien qu’on ait diminué la distance entre spires, la différence entre les montées du potentiel

vecteur dans (1) et (2) ne peut pas étre négligeable.
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Figure I'V.10 —Répartition du poten:ciel sur le chemin AB (cas n°2)
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Figure IV.11 — Répartition du potentiel sur le chemin CD (cas n°2)
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2. Etude du densité de puissance induite dans la charge
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Figure TV.12 — Répartition de la densité de puissance induite dans la
charge sur le chemin AB (cas n°2)
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Figure IV.13 — Répartition de la densité de puissance induite dans la
charge sur le chemin CD (cas n°2)
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Dans ce cas aussi, on n’a pas le droit de négliger ’hélicité de I’inducteur .

3™ cas : inducteur a spires jointives
1. Etude du potentiel vecteur magnétique

Les figures IV.14, TV.15 montrent respectivement les variations de potentiel vecteur

magnétique sur les chemins AB et CD, ou on a superposé les résultats obtenus par la méthode des

volumes finis en tenant en compte 1’hélicité de I'inducteur (1) a ceux obtenus en la négligeant (2) .

AXTm)

F(m) x 10

Figure IV.14 — Répartition du potentiel sur le chemin AB (cas n°3)
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A(Trm)

Figure [V.15— Répartition du potentiel sur le chemin CD (cas n°3)

2. Etude du densité de puissance induite dans la charge

Sur les figures IV.16, IV.17, on a relevé respectivement les répartitions de la densité de
puissance induite dans la charge sur les chemins AB et CD, o on a superposé les résultats obtenus

par la méthode des volumes finis en tenant en compte I’hélicité de 1’inducteur (1) & ceux obtenus en

la négligeant (2).
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Figure IV.16 ~ Répartition de la densité de puissance induite dans la
charge sur le chemin AB (cas n°3)
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FigurelV.17- Répartition de la densité de puissance induite dans la charge

sur le chemin CD (cas n°3).
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On peut conclure que dans le cas d’un inducteur & spires jointives I’hélicité peut étre
négligée sans risque.

De maniére plus générale, on peut conclure que I'hélicité d’un inducteur solénoidal peut étre
négligée seulement dans le cas de spires jointives ou, dans le cas ou la charge cylindrique posséde
une longueur axiale beaucoup plus importante que celle de I’inducteur.

L'influence de I’hélicité apparait aussi de maniere trés claire dans le tableau IV.1 ol on a
reporté la puissance totale dans la charge selon les trois cas d’inducteur (spires écartées, spires
moyennement €cartées et spires jomntives). Apres avoir relevé les distributions du potentiel vecteur
et des densités de puissance , on peut déduire que I’ignorance de [’hélicité est justifiée seulement si

les spires sont jointives, ou si la longueur de la charge est assez grande par rapport & celle de

["inducteur.
Avec hélicité Sans hélicité

Puissance totale (W) 7,414.10% 2,0623.10°
pour le cas n°1

Puissance totale (W) - 2,5658.10° 1,933.10
pour le cas n°2

Puissance totale (W) 2,188.10° 1,9297.10*
pour le cas n°3

Tableau IV.1- Calcul de la puissance totale dans la charge

On voit qu’en négligeant P’hélicité la puissance totale induite ne varie presque pas quelle que
soit la configuration de I'inducteur alors qu’elle varie de presque quatre fois lorsque I’hélicité est

prise en compte.
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IV.2. LE CHAUFFAGE PAR INDUCTION
IV.2.1. Principe de chauffage par induction [18],[19],[20]

Tout conducteur massif soumis a un champ magnétique variable est le siége de courants
induits. En électrotechnique, ces courants appelés courants de Foucault engendrent des pertes
indésirables, mais en ¢lectrothermie, ces pertes provoquent I’échauffement désiré par effet Joule de
la substance ou ils ont pris naissance. La piece sera chauffée directement dans sa masse, et
Pinduction sera le seul procédé qui permet de transmettre |’énergie a ['intérieur du produit sans
aucun contact matériel entre la source et la charge (figure IV.18).

Le chauffage par induction met en jeu trois phénomeénes successifs : le transfert d’énergie de
’enroulement a la piéce a chauffer par voie électromagnétique, la transformation en chaleur dans la
piece de I'énergie par effet joule et la transmission de la chaleur par conduction thermique dans la
piéce a chauffer.

On distingue trois modes de transfert de la chaleur : conduction, convection et rayonnement.

* La conduction est caractérisée par la transmission de la chaleur provoquée par la
différence de température entre deux régions d’un milieu ou entre deux milieux en
contact physique.

* La convection est le mode de transfert de chaleur par échange de chaleur entre un
milieu solide et un fluide. La convection est naturelle si le mouvement du fluide
résulte uniquement des différences de masse volumique causées par les différences

de température, elle est forcée si le mouvement du fluide est provoquée par des moyens

meécaniques.

o Le rayonnement correspond a une absorption ou une émission de radiation

¢lectromagnétique.

Le rayonnement et la convection interviennent généralement comme conditions aux limites

dans [’équation de conduction thermique.
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>

O— ><———— inducteur

¢ charge

Ne—

Figure IV.18- Systéme de chauffage par induction d’une charge
cylindrique

IV.2.2. Equation de diffusion de la chaleur

Cette équation exprime la loi de Fourier qui traduit la relation existant, en chaque point d’un
corps, entre le flux thermique et le gradient de température. Cette loi traduit le fait que le flux de
chaleur est proportionnel au gradient de température. La direction de 1’écoulement de chaleur
coincide avec celle du gradient de température.

L’équation thermique générale s’¢crit :

pco (vgmc?n%—;:):dfv(k gradl }Pi=Qr av.1)

k : conductivité thermique [w/m°k].
T : température [°k]. _
P;: densité¢ volumique de puissance échangé€e sur les surfaces de séparation, de deux zones
thermiquement différentes [W/m’].
Q:: puissance rayonnée (terme d’échange thermique par rayonnement ).
v : vitesse d’écoulement [m/s].
p . masse volumique [kg/m’].
" ¢p: chaleur spécifiquefJ/(kg .°K)].

t:temps [s].
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IV.2.3.Conditions aux limites

Pour définir completement le probléme thermique, on associe a I’équation de diffusion de la
chaleur fes conditions aux limites sur la surface du domaine de résolution :[2]
1. Condition de type Dirichlet qui correspond a une ligne d’isotherme ou la température
est imposée :
T5=T0

2. Condition de Newman ou la densité de flux est imposée et égale a go

or
on

_Z9¢

s K

Sur une surface adiabatique, pour un corps thermique isolé on a :

or

on =0

&)

Le flux thermique imposé est fonction du milieu extérieur vers lequel se fait le transfert de
chaleur, le transfert se fait vers le milieu ambiant de température T, , la condition & imposer

dans ce cas est due au :
e Transfert par convection : k%z—hc(ﬂ ~Ta)

he : coefficient d’échange par convection [W/m?. °k].

o Transfert par rayonnement : kg—g=—a o8 (T;J —Ta4)

» Transfert par jumelage des deux modes de transfert précédents :

ﬂ_— —da
S he(Ts=Ta)

he=he+eas (To—To I -T2
Si on prend 'approximation Ti=T, , on peut utiliser un coefficient d’échange convectif
¢quivalent 4 une température ambiante T, tel que :
he=hc+4-€08Ta
Avec:
¢ : coefficient d’émissivité.

o5 : constante de Stefan- Bolzmann [W/m?® °k*].
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IV.2.4. Discrétisation de ’équation thermique

En absence de mouvement i’équation (IV.1) devient:

oT L 3
peo (E):dw(kgradT)-#}% 1v.2)
En coordonnées cylindriques (r,8 ,z), I’équation (1V.2) s’écrit comme suit
8T _1 3,27 )1 8 (koT), 8 (0T ),
P o v or (rk or’ r 89(r 00/ oz (k oz J+P' (IV.3)

Le terme source P est supposé constant dans un élément de volume et égale & sa moyenne.

L’intégration de I’équation (IV.3) dans un régime permanent (%;;:0) sur un élément de

volume Av=rpdr dz df entourant le point P, nous donne :

%%(f‘k%—{}f\f—%m}{’ i—*a%(%%)dv-kmj;é(k% v+ P Av=0. (1V.4)

avp

Les intégrales dans 1’équation (IV.4) peuvent étre calculées numériquement en utilisant des

profils de température en escalier ou en morceaux.

Dans le schéma en escalier, les températures a Iintérieur de chaque élément sont supposées

unifc')rmes et 'intégrale est égale 4 la surface hachurée de la figure IV.19.

Figure IV.19- Schéma en escalier

Le schéma en morceaux tient compte de la variation de la température & Dintérieur de
chaque volume ¢lémentaire. Pour une variation linéaire de la température entre deux points

adjacents, I’intégrale dans [’équation (IV.4) peut étre approchée par la surface hachurée montrée

sur fa figure IV.20.
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Figure IV.20-Schéma en morceaux.

Pour une approche plus réaliste, nous utilisons le schéma en morceaux, dont I'intégration de

’équation (IV.4) nous donne une équation de la forme :

apT(PY=ae T (EWaT(W YanT(N Y asT(S WaT(T )+ asT(B) | (IV.5)
Avec:

de= keA?"'AZ
Feége

_kudr-sz
mb'@w

_kn Fn AGAZ
B 51"}1

_ ks Fs A(?-Az
- 5}&

_kz Fp dGAI’
T Sz

kb rp AG-Ar
ay=———-
Ozb

h

an

as

a

ap=de+aw+an+as+a+as—F-Av .

Dans notre cas, la conductivité thermique est constante dans tout les points du domaine

d’étude, donc, nous pouvons écrire :

ko= ky =kn=k;=k,=k,=k.
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IV.2.5.Couplage magnéto-thermique

Pour réaliser un tel couplage, nous avons besoin de la connaissance précise de la répartition
spatiale du champ magnétique et de la température ; Pour cela, nous passons par la résolution des
équations aux dérivées partielles décrivant le probléme électromagnétique, donnant ainsi, la

-féﬁértition spatiale des puissances électromagnétiques qui seront a leurs tours injectées dans le
probléme thermique pour la répartition de la température.

Le couplage des deux équations peut se faire de deux fagons :

1. Un schéma de couplage faible : dans ce type de couplage on résout le probléeme
électromagnétique puts, on injecte la solution au probléme thermique.
2. Un schéma de couplage fort: dans ce type de couplage, la résolution des deux

problémes est faite simuitanément.

Dans notre cas, nous avons choisi un couplage magnéto-thermique faible pour éviter les
difficultés numériques que nous pouvons rencontrer & cause des contraintes de limites en espace
mémoire des moyens de calcul dans le cas de couplage fort.

L’organigramme suivant illustre les différentes étapes de résolution des deux modéles

électromagnétique et thermique.
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Données physiques i
du domaine d’étude. |}

ot R i 2 e~ i ootk S S et o o e+

; Résolution de I’équation de
. Modéle diffusion €lectromagnétique. |
. électromagnétique l

I T T T VTR I 2 inge!
( Calcul de la puissance ;
L dissipée dans la charge ;
Données thermiques
, A4 du systéme a étudier. |-
T ™,
. Modele i
- thermique Résolution de ’équation de |
diffusion de la chaleur }‘"w
Solution thermique |}
(température). i }
B i e e e e it T AR :.M-L IRy gy T T,

Visualisation de la répartition j Visualisation de la

du densite de puissance i répartition de la température.
induite dans la charge 7

Figure IV.21 —Organigramme de couplage des problémes
¢lectromagnétique et thermique.
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IV.3. APPLICATION AU CHAUFFAGE D’UNE PLAQUE ISOLANTE
IV.3.1 .Description du probléme:

On se propose d’étudier un probléme, qui est le chauffage par conduction d’une plaque
isolante de fagon uniforme & sa surface. Pour cela, un disque métallique ol un inducteur induit une
densité de puissance sera collé sur la surface de la plaque[21].

La distribution de la densité de puissance sera condensée vers la périphérie, donc, Ila plaque
est chauffée prés des bords de fagon plus élevée qu’au centre.

L’objectif de ce travail est de trouver la forme de disque qui permet un chauffage de la

plaque plus uniforme.
IV.3.2. Données physiques du probléme électromagnétique

Ce probléme a été traité par D.TRICHET dans [21] , il a été résolu par la méthode mixte
circuits couplés-différences finies. L.’inducteur est constitué de cinq spires ou circule un courant de
densité J=10°A/m? & la fréquence 2500Hz. La charge est caractérisée par une conductivité
6 = 1,666 .10%s/m, un diamétre d=140mm et d’une épaisseur e=0,45 mm, la distance entre la

charge et I'inducteur est 10 mm (figure 1V.22).

L1=40 mm

L3=10 mm

1

Figure IV.22 — Données géométriques du systéme a étudier.
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IV.3.3.Données thermiques du probléme

La plaque isolante est en quartz de conductivité thermique k& =1,4 (W/m°k) et d’épaisseur

40 mm ,de diametre 140 mm.

IV.3.4. Résolution du probléme couplé

Afin de résoudre les équations IT1.55, 111.56, I11.57 pour ce systéme, on a maillé le domaine
d’étude y comprit la région d’air environnant jusqgu’a 336 nceuds comme suit
e Un maillage urégulier selon r avec n=7.
¢ Un maillage régulier selon 8 avec m=6.

¢ Un maillage irrégulier selon z avec p=7.

IV.3.5.Conditions aux limites

e probléme électromagnétique

On a limité la région de I’air environnant par un cylindre de dimension égale 4 cing fois les

dimensions de la charge, ot on a posé a ses frontiéres la valeur du potentiel vecteur nulle (A*=0).

¢ Probléme thermique
On a associé a I’équation discrétisée (IV.5) les conditions aux limites suivantes
(figure IV.23) :
Sur les frontiéres I';,I'; ,J'5 , nous posons des conditions de type Dirichlet ou, nous
supposons que la valeur de la température est constante est égale a 300°k (température imposée par

exemple par la circulation d’un fluide).

2 4

n C— — -

I

Figure IV.23 - Frontiéres du domaine d’étude de
P’équation thermique
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I1V.3.6.Résultats de modélisation

L’organigramme (figure IV.21) a été appliqué pour résoudre le probléme couplé, on a relevé

la répartition du densité de puissance sur le chemin radial AB indiqué sur la figure IV .24,

Figure IV.24 - Chemin AB pour la visualisation

ricm)

Figure IV.25 — Répartition de la puissance induite dans la charge
sur le chemin « AB » pour le cas n°l.

-page 80 -



Chapitre [V Applications -

On remarque que la distribution de la densité de puissance est plus intense a la périphérie de
la charge, pour qu’elle soit plus uniforme sur toute la surface de la charge, on a usiné sur sa surface

trois fentes dont [a configuration est celle de la figure [V.26.
|

j

fﬁ
i

Figure IV.26 — Projection sur le plan (r8) de
la géomeétrie de la charge (cas n°2).

Pour cette deuxiéme configuration, nous avons relevé sur la figure IV.27 la répartition du

densité de puissance induite dans la charge sur le méme chemin AB.

X
4.5766
4.5785
45765

4.5765

Densité de puissance (W/m?)

4.5765

4.5765

4. 5764

4.5764
30

Figure IV.27 - Répartition de la puissance sur le chemin AB
pour le cas n°2
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IV.3.7. Etude de la répartition de températures

Nous avons relevé la répartition de la température sur la surface de la plaque isolante pour

le premier cas définit sur la figure [V.28 , et pour le deuxiéme cas sur la figure TV.29.

T(°k)

Figure IV.28- Répartition de la température sur le chemin « AB »
pour le cas n°l

Nous remarquons que la variation de la température 4 la surface de la plaque présente une

augmentation faible jusqu’au voisinage immeédiat de la paroi ou elle monte brusquement jusqu’a la

valeur maximale aux frontiéres .
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Figure IV.29- Répartition de la température sur le chemin « AB »
pour le cas n°2

IV.3.8. Interprétations des résultats

Les différentes observations permettent de conclure que {’usinage de trois fentes dans la
charge a forcé la densité de puissance a se réparti de maniére plus uniforme sur la surface du disque

métallique, par conséquent, I’échauffement de la plaque est plus uniforme sur la surface de cette

derniére.
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CONCLUSION

Au cours de ce chapitre, nous avons appliqué notre modéle numérique développé en volume
finis a l’é¢tude de l'influence de P'hélicité de I'inducteur sur le calcul du potentiel vecteur
magnétique et la densité ¢ de puissance induite dans une charge cylindrique. Pour ce faire, nous
avons étudié différents cas de disposition des spires le long de la charge.

Apres avoir relevé les variations du potentiel et des densités de puissance sur deux chemins
différents, on peut conclure que la distance entre spires est le facteur essentiel qui permet de
négliger ou non I’hélicité. 1.’ influence de I’hélicité est proportionnelle 4 la distance entre spires, elle
croit en augmentant la distance entre deux spires successives.

On a vu que sur un chemin radial face & la spire médiane, cette influence ne figure bien que-
dans les points situé a la périphérie de la charge, il eut été souhaitable d’augmenter le nombre des
mailles dans cette région de la charge, malheureusement , nous étions limité par ’espace mémoire
de nos moyens de calcul et du temps de machine qui a été important surtout dans |'étape de
remplissage de la matrice [A].

Dans la deuxiéme application, nous avons €étudié dans un régime permanent la montée en
température d’une plaque isolante soumise a une source thermique résultats de 1’effet Joule des
courants induits. On a montré, qu’il est possible de réaliser une meilleure répartition de

I’échauffement de la plaque isolante.
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Conclusion générale

Nous avons, au cours de cette étude, développé un code de calcule, basé sur la méthode des
volumes finis, et destiné a la modélisation tridimensionnelle des phénoménes électromagnétiques
régissant les dispositifs électrotechniques. Ce code a été étendu a 1’aspect thermique et permet donc

de réaliser des études couplées magneto-thermiques.

Les modeles élaborés en coordonnées cartésiennes et cylindriques codés sous
environnement « Matlab » calculent les grandeurs électromagnétiques induite pour différentes
configurations des systémes tridimensionnels, ainsi qu’éventuellement, toutes les grandeurs

thermiques.

Pour tester et valider nos modéles numériques, nous avons appliqué la méthode des
volumes finis a [’étude tridimensionnelle du champ électromagnétique  en coordonnées
cartésiennes, pour un systéme déja étudié par d’autres meéthodes et logiciels [O.BIRO en éléments

finis] et la concordance des résultats a €té excellente.

En coordonnées cylindriques, nous avons appliqué le modeéle élaboré a des dispositifs de
chauffage par induction. Dans une premiére partie, nous avons montré que le fait de négliger
I’hélicité de I’inducteur (pratique courante en 2 D) ne peut étre valable que dans le cas ou les spires
de ce dernier sont jointives ou alors que la longueur de I’inducteur est réduite devant celle de la

charge.

Dans la deuxiéme partie, on a réalis€ un couplage magnéto-thermique pour la résolution
d’un probleme étudié par d’autres méthodes numériques en injectant la puissance moyenne induite
dans 1’équation thermique comme source de chaleur et cela pour le chauffage par conduction d’une

plaque isolante en quartz par la méthode des volumes finis.
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Il aurait peut étre ét¢ souhaitable de comparer la méthode des volumes finis & d’autres
méthodes du point de vue temps de calcul mats, malheureusement, la diversité du matériel utilisé
dans les différents travaux, nous a obligés a s’arréter aux aspects allure et valeurs.

Il serait mteressgnt pour Ja suite de ce travail de :

. Etené\u le/OC/ ele a des dispositifs non-linéaires. Dans ce cas, on choisira , pour la
variall la variable d’état entre deux points de calcul, un profil du second ordre.
La discrétisation sera alors un peut plus complexe.

»  (Généraliser le modéle de couplage magnéto-thermique en régime transitoire et en
tenant en compte de différents modes de transferts de chaleur et de la non linéarité

magnétique des propriétés physiques des métaux.
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A.l. OPERATEUR DIFFERENTIEL « DEL» OU « NABLA » EN COORDONNEES
CARTESIENNES

On peut exprimer |’opérateur différentiel Ven termes de dérivées partielles par rapport aux trois

coordonnées X, v, Z.

—e. G 1o, @ 1o O
V=e: ax+eyay+e_ pe , (A.1}
On peut expliciter les trois opérations :
5 d 5
Ve f=grad f=ex f-f-ey—-f—+e:——f— (A.2)
Ox dy 0z
D é d 0Ax 04y  04: \
VCA—leA—(exa-Fey‘é—;'Fe:gj (€xAx+€yAy+€:A_,): ax 1 ay T az (AJ)
4] 0 o] . 04 .
VXA=P‘OIA=(€x é—x-+€y a—y+ez EJX(ExAx-FeyAy +e: Az Fex(%)qj azy J+€y(aéix %i“ )
| 0y _oax ‘
m( Aot ] (A4)
A.2. DIVERGENCE DU ROTATIONNEL
o [ 824 824\ {224 A [52 4 824 |_
v VXA‘( 320y ayaz)“{ Gxdz Bzﬁx}{ 5yox 8x8y) 0 (A-3)

pour les grandeurs électromagnétiques, les composantes du vecteurs A sont doublement
différentiables .Par conséquent les trois termes entre parenthéses sont nuls. Donc la divergence d’un
rotationnel est nulle [14].

Par conséquent, lorsque la divergence d’une fonction vectorielle est nulle ,on peut poser que cette

fonction est le rotationnel d’une fonction vectorielle appelée potentiel vecteur.

A.3. ROTATIONNEL D’UN GRADIENT

_ [ f &f ef afy (8 f f )
VxVf “e"[azay ayazj+ey[8xﬁz azax)”'(ayax 8x8y]_0 (A.6)

I en résulte que le rotationnel d’un gradient est nul. Par conséquent, le rotationnel d’une fonction

vectorielle est nul , on peut poser que la fonction est le gradient d’une grandeur scalaire que ’on

appelle potentiel scalaire{14].
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A.4. ROTATIONNEL D’UN ROTATIONNEL

VxVxA=V(Ve A}-(VeV )4

(A7)
(VeV)4=V24=A4 (A.8)
A.5. LAPLACIENS EN COORDONNEES CARTESIENNES

AA:|:[QJ: a—ax+€y%+€: ai;').(e.r a—i+ey é‘i—+e: a%):IA:e{ aazx‘f* | agy’i“ + 652’3‘ ]+
oG T e Gt | -

<

-Figure A.1- systéme de coordonnées cartésiennes
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A.6. OPERATIONS DIFFERENTIELLES EN CORDONNEES CYLINDRIQUES

V f=grad f=e i+e 15f af (A.10)
. 1r4) 104 , 24
Ved=diva=1 S, 104 04 | (A.11)
1 84: _ 4 (8,43 ade ), [1004) a4

Vxd= e(r' 30 o % o e‘[r FRRY.: (A.12)

2 FA f oSN\, A8 S A
Vif=af= rc’ir( ) P 692 ozt (A.13)

2 1a(aArlA, 2040, 1 324 azA,P
VAe[a &/ 1T 118 rioer o

DA LAa 204, 1 %o 320 [ 18(.84:), 1 824 224
+€GL’ ar( o r 7200 rragr e ITE rar( o 17600 a2 (A-14)
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-Figure A .2 -Systeme de coordonnées cylindriques
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