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* Sujet: Influence de 1 'effet transvérse sur les modes de »
* vibrations des #léments poutres et plagues en flexion*
* . . *
* Résumé: ' *

¥ Le but de cette stude est de montrer IT"influsnce des
*¥1 "effort tranchant sur les modes de vibraticns des @ldément«
*poutre =t plaque en flexion, par la méthode des eldmento»
*finis. ' *
* Pour cela nous avons etudid la flexion de ces &léments avec*
*les théories classiques gui negligent 1 effet transvérco, ¥
*ensuite avec des théorie modérnes gqui  tendent & en  teairs

*compte. - *
* Dans les dew! cas des programmes en eldments finis ont  étax
*developeés dans le but d'illustrer lés di1ffdrences. ) »
******%%{-**************!—****{-*********%**-%****-* FE-IE I MM MMM M I W W N
k3 . »
* Subject: Influence of the transverse effect on the *
»* vibration modes of beam and plate elements in bending*
* - . *
¥* Abstract *
¥ The object of this work is to show the influence of thes
*transverse effect on the vibraticon modes of beam and nlatex
¥elemenis in bending, using finite element method. x
¥ To reach that we have studied those elements Eelng*

*classical theories wich neglect the shear deformations, then#
*using modern theories which takes into account the trancverooms

*¥shear eftect. *
* In both cases finite element programs have been developeds
*for illustration purpose. M
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I . INTRODUCTION

I . I . FREQUENCE D UTILISATION DES ELEMENTS CONGIDERES

Dans teous les daomaines de 1la technologie ‘modérne 1
eléments poutres et slagues sont utilisés o
construction de toutes sortes de machines, véhicules
edifices.

1
i

i
+ W

Ainsi, on se rapporte souvent A ces &léments simples  pour
studier les ensembles compligues, que ce =oit en
agronautique, en construction marine, sSous—maring,
automghile, ou pour les charpentes soutenant de grandes
constructions., :

I . 2 . EFFET TRANSVERSE HABITUELLEMENT NEGLIGE

Lorsqu un é&lément poutre ou plague est soumis & ure flexion
pure, cela engendre inévitablement 1l apparition d une
contrainte de cisaillement transvérse qui participe & la
déformation de 1 'é&lément.

Habituellement, dans les é&tudes statigues des structures on
poutre et en plague, on Réglige cet eoffet et  on rs
considere, dans les calculs, gue la déformation de flexion.

Cela pouwr la simple raison qu’il a été prouvée gue 1 effet
transvérse est négligéable tant que 1 épaisseur de 1 &l é&ment
est reduite par rapport aux autres dimenuions et que le-n
forces appliguées n'occasionnent gue de faibles déplacemenls.

Notre présente étude porte donc sur 17influence de 1 effetb
transvérse dans 1 'étude dynamique des structures d ' @lémentcs
poutres et plaques.

Four les poutres, il suffit de ne pas négliger le tédrme  du
cisaillement apparaissant dans 1 'expression de 1 éngrgie de
déformation.

Alors que pour les plagues, il faut avoir rECoUrS & une
théorie totalement différente de celle communément emnployée
et aussi trés récente.




Cette +theorie se ramifie en un grand nomhre de
formulations d- éléments gqul tentent chacuns d’approcher e
solutions exactes tout en eouvrant la plus grande plaoe
d'épaisseurs possible de 1’'&lément plague.

Il faut noter que la documentation concérnant cette Fhédori
est rare, et que les rechérches de mize au point  de
nouvelles formulations se poursuivent actuellement a travers
le monde. :

1 . 3 . DESCRIPTION DES ETAFPES DE L ETUDE

— Puisqu’il est guestion d étude des modes de vibrations dec
elémemnts poutres et plagues, il faut Commencer par
introduire la notion de wvibrations des structures, et de
montrer gue les grandeurs qui @ les caractérisent sont  les
valeurs, fréguences et vécteurs propres. Et ceci ast 1 abjet
du chapitre 2.

~ Ensuite une déscription de la méthode des elements finisg,
en tant que procédé modérne d’étude des structures, est faite
dans le chapitre 3, car c’est par cette méthode gque se feront
les études des deux Aléments.

— L'&tude compléte de l1'eélement poutre est faite par la
méthode classique. Elle aboutit & 1 'gbtention de 1=a matrice
de rigidité et la matrice masse.

Cet etude est suivit du calcul de la matrice de rigrdits
sans négligeh l1'effet transvérse. Tout cela e=t contenu dans

le chapitre 4, qui regroupe également 1a tescriptinmn ded
programmes  informatiques et les résultats des ERNLTHIsR REXS
traités pouwr le cas statique et le cas dynrami e .

— Le chapitre S5 traite succésivement de la théorie clas=igues
des plague {(Kirchhoff-Fois=on) qui neglige 1 affet
transvérse et, de la théorie modérne (Mindlin-Beiczner) gui
‘ne le néglige pas. -

§
Les programmes et les exemples proposés traitent des
caomportements statigues . et dynamiques des plagues
rectangulaires de ¥irchhof+. :

— Les conclusions qui peuvent &tre tirdes de tout e travail
ainsi que quelques propositions sont exposes dans le chapitre
5.
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2 . VIBRATIONS DES STRUCTURES

La vibration est définie comme étant wne oscillation
rapide. En mécanigque c’est ls mouvement des particules d’un
milieu &lastique autour d’'une position d'equilibre. .

Si on écarte un corps #lastigue de sa position d'eéguilibre,

acgulse, 1l

puis en vertu de la vitesse
et evédrute des vibrations
Bt le nrombire de

il tend & vy revenir,
dépasse la position d éguilibre
avtour de cette position. La  fréquence
vibrations efféctuges en une seconde.

2 . 1 . SYSTEME VIBRANT A UN DEGRE DE LIBERTE.

2.1 . 1 - Généralités.

il
I1 s’agit d'acrire 1 éguation du mouvemant du syobeme doe Lo

figure (2.1).

=y

Fig.2.1 — Systéme vibrant & urn degré de liberte

Mo &tant 1 allongement initial du ressort. Scus l'infiuence

de la masse m, il s'allonge de A .

le systéme wvibrera

Aprés 1 ‘application de la force F(t),
aver une amplitude x.




On isole le systéme comme le montre la figure (2.2) =i, ol
applique la loi de Newton: .
.
k (X +4)
=
cx
—
Fee)
-
ﬁlg
Fig.2.2 — ZSystéme isolé
— —
_E F=m.71
I3
. w -k dx+ Ay +m. g . sing ¥ Py o=
\ .
* (2.1

vl e d

Si F(t) = 0, on a 1 éguilibre statigue.

Doncs:

-k . A+ m . g . sin<£ =

En remplagant 1 "éguation {(2.2) dams (2.1)
(2.1},

on obtisnt:




2 1 . 2 . Vibrations libres.

Les vibrations étant libres, on a:
F{t) = o

L'équatian (2.3 s écrit alore:

Selon le coefficient d amortissement C, on distingue
cas suivante:

a) € = Q: Vibrations non amorties
Dans ce cas, 1 'éguaticn {2.4) devient:
m . X+ k . oxo=0

x + (k/m) . ox =0

Soit:

On peut alors écrire:

#t)Y = A . cosl Wa.t) + B . =in( o, t)

O A et B sont des constantes & détérminer ==l on les
conditions aux 1imites.




B) ©w # O0: vibrations amorties
L'&guation (2.4) devient:

+ {c/m) . o= o+ (k/m?

I
-
g
-
J
LT
_

vigguels sab;:

L'eguation {2.9) devient alors:

[

. 2z
o+ 2. % e Wmo. MO+ W . w =

Cette équation est 1'éguation générale d un systéme
amorti. On suppose une sclution générale de la forme:

X ' x{t) = A . e«

gt

2 .1 .3 . Vibrations forcées

Dans ce cas, la force d excitation n ecst pas nmulle. On a:

Fig)y = O
L'&gquation générale donne:
- - . ‘. . 2 f
¥ o4 20 %. W = N F W . = F{EY/m
: ’ OERRY

a) Excitation harmonique

La force est alors sous la forme:

F(t) = F5 . sin( w. +)

La solution générale de cette équation est:

Xr(t) = Xn{t) + X (t)




04 ¥Xn est la solution de ]l "&quation

celle de 1 ‘@équation particuliére.

b) Excitation périodique

La force excitatrice est péricdigue

forme d'une série de Fourier:

+ or
F{t) = 2 Cn. exup(i . n .
-

c) Excitation arbitraire

Dans ce cas, on écrit la solution
forme:

rplt) = Al . U {ty + B(t)

Ou AlL) et B(L) sont & détérmlner alors que U, gt

ar

L "&erit Sous 1o

particulid&gre sous

L=(%)

sont les solutions de 1° gguation homogéne.

2 . 2 . SYSTEME VIBRANT A PLUSIEURS DEGRES DE LIBERTES

2 2 2 . 1 . Cas d'un systeme a deux degrés de libertés.

On consideére la {igufE (Z2.3) et on

&t ahli le
differentielles du systéme,
: ' s Foee — e
/ ' ' __ﬁ____,.__x’(e) w_"_'x,g (&)
4 'kd kz. [
NN — NAAAN—]
é Cy T m‘f C,‘T-L m-z.
A - =
/1

@)
////////////////////

Flg.;.E - Systénme & deux degrés de 1ibért

Pour cela, on iscle les masses m; et M

comme le montre

la figure {(2.4) uis on o a ligue 1l 'éguation de Mewhbon:
‘,{

o

Eeguatbt o



£y, Xy k,(xz_x,c) kl("—z—xf)

——— S | _Wﬁm_45‘f{(¢)
] A M e ‘
Cq. Xy Calxe-x)  Cz(a, %,

| . la forme de matrices:

[m] . {0} + [c] - {:‘-:(t)} + (1] . {:—i(t}}.r [Foey]

Ot
i, &)
[m] = la matrice macsze
O my
(o, + c3) —c) _
[c] = la matrice amocriicsoment
-C, c

la matrice de rigiditeé

2 .2 .2 . Vibrations libres sans amortissement

Vu ces hypothéses, on a:

Fa{t)

I
M
K
?

If
-l




e | et
<

Four simplifier le probléme,

et

Les eguations

O pOSe QUE:S

My = == = m
i‘*—l. = L:z = L
' a)i = k/m

deviennent alors:

:‘214'2- Woe « H1 — wch- == 0
(2
Z 2
2+t Wo - ¥1 *t We . ¥z = 0
Soit:
i = fi; . e N («=1,2) (2.8}
Apres avolr réarrangé le svstéme cl-dessus, on le met =
forme matricielle comme suit:
7 2 Z ]
F; + 2 . wo - W e Ay ) 0
. * T =
2 2 2
- wWo A+ W s Az 0
8] . {A] =.{o}
Ceci est le probléme aux valeurs propres. On resout

matrice[B]en éliminant la solution triviale.

det [B] =0 =>

7 2
(A +2 .0 Wo) - (A

F4

2 ¢
+ CJ-JQ) __CA-)r_w.:{:'



e

Cette equation est 1'éguation awusr  valeurs Droapre
tavec 1 = 1,2,%,4) sont les valeurs nropres.

]
m
T

n reésput 1 "douation aux valsurse oropres:
1 . . : ;

Soient = N

2z
/uj. (3"\/ 5)/2:@.,(518

4 -
M= = (3 +/51/2 = 2,681

L

Les valesurs propres sant:

IF.
)\1,2 = * i | /J:. - W
)\ =,a = * 1 ., /L{z - wa
D'autre part, on chérche les véctewrs propres. Fowr ¢ela on
reprend le systéme (2.7 et on  y introduit I 'expression
(2.8): :
2 2
1 (Az_,_;z_ Wal o R - Wa L A= 0
i
2 z
— C'JO R p”‘ + 1 P‘I + o) . ﬂ;- ..... 3
woz
(B, )1 = p
A4 +Zw"
. q 2
(Axfigz)‘z’ = @
' Al +.2-OJD
=T - 18 -




)
n remplace les valeurs de AT pour obtenir:

Ay /Bz) 22 = —1 £18

(A /Bz) €20

+0.618

En général, on a que A, 1 = 1. fAlors:

Az <1 = —0,4618
Donc:
1
{Q <1>}:
0,518
De la meéms maniére, on obtient:
1
lﬁ <2)}:
1,618

[N

. Ainsi, on a su les deus vécteurs aropres., Les frédguences
naturelles sont données par la formule suivartes:

-~

Les Wi daoivent étra-réels.

2 . 3 . VIBRATIONS DES CORPS CONTINUS

Dans ce qui suwit, on wva détérminer les caractéristiques

dynamiques des corps continus téls que les poutres =gt

les
plaques.

2 .3 .1 . Vibrations transversales des poutres

On utilise 1 'hypothé&ése gu une Fibre droite
perpendiculaire A la Ffibre neutre ' desmeure
perpendiculaire & la fibvre neutre aprés  deéformation. Cette
hypothése implique gu'on néglige 1 ' effet transverse.

initialement
demi te o

1 - 19 -




=;;.1., [N

N

La poutre de la figure (2.3 admet les caracteristigues
suivantes:

,F : masse volumigue
A

E : module d &lasticite

1 = moment dinertie

1 section

e

- Qo)

1 x) v '
}“H ” )

Fig.2.5 — Elément poutre en déformation

On applique sur 1’élement differentiel, ! 'effort tranchant
@{x) et le moment fléchissant M), puis on écrit 1 ‘équatian
de Newton comme suit: ’

2
29

2 F o= (f - A ) = D)~ BinHde) o G, b L e
2t

La somme des moments par rapport auw point (%) dornne:

ML) — MOu+dx) + Blx+dy). . dy — Fix,t) . du . (du/2)Y = 0

(2,100

L equation (2.10) est étahlie en supposant que le couple
d'inédrtie (I . 8 ) provoqués par la rotation est négligé.

Si on procéde & ]l ‘expansion de Q(x+dx) st Mix+du), les
égquations (2.9) et (2.10) deviennent:




o)

%)
=
s

+ e N, m—— { . B} [ I
D % /F Ve
M)
— { AV I
2x

Sachant la relation gui lie le moment de £flesion et le
dépl acement: '

M) = E. 1.

On substitue les équations (2.17) et (2.13' darc 12,110

1 l . ‘2
?L (E . I . ?'31>,+ pPooA L= = o (0
9 : 02 E 2et R

Cette équatiﬂh reprédsente 1 "équation Al fferentiel le
régissant les vibrations transversales d'une poutre. :

On remarque gue cette éguation est du quatriéms degra:  par
conséquent, il est nécessaire d’avoir gquatres corditions

S
limites: deux conditions A chague extrémiteés,
a) Vibrations libres
Dans ce cas, fi{x,t) = 0 On utilise l1a méthode de separatian
- des variables en posant:
o B yi,t) = Y(x) . E(t) (2.15)

00 F(t) est une fonction harmonique.

On pose :

et on substitue (2.15) dans (2.14):

e}
bt




A ‘ F(t) . (E . I . o+ AL Yy T =0 (2. 180
dx* J¢t :
. ! ¥
: ) Yiox Fo
L T = - —— = ¥ (217

(%).Yw) Fe)

De i’eguation (2.17) il deécoule;

’

i
¥ o - w=. jD -8 L Yiy/E oy =0 - R
et
S (,uz.Ff't) = {3 . ‘ (2170
!
L'equation differentielle (2.18) admet  pour Gt 1o

caractéristigue:

; avecs

™
)

~
N
-
N
i
I+
v
H

donnant:

lLa solution sst donc: N

Y(x) = A . ef* + B, emBPx o ¢ . b Pr oD . potf

(2020

Les constantes A, B, C et D =zont détérminéges zelon 1enes
conditipns aux limites.

PO




CHAPXTRE X

+

. 5
DESCRIPLPT ZON G ENERAL =

> e

- P oL :

v

LA METHODE DES ELEMENTS

“
-
- .
-
»i
u -
il
»,
B o E
s
;
'
.
r -
. .
£

o
,gﬂr +

T ST
i

FTN T

.t



3 . PESCRIPTION GENERALE DE LA HETHODE DES ELEMENTS
FINIS :

3 . 1 . INTRODUCTION

Habituellement dans les problémes relevant de la mecani que .
des structures, on rechérche la répartition des contraintes
gui régnent dans 1z structure étudiée.

A 1'occasion il peut etre nécessaire de calculer les

déplacements en qQuelgues points particuliers afin de
s’assurer que les spécifications de fleche sont hien
respéctées.

Four un problaéme 'anné, la premiére eétape consizte &
definir des équations régissant la solution, en meme temps
guelles satisfont 1es conditions d'équilibres et quelles
repraeszentent fideélement les conditions réelles de travail do
la structure avec toute sa complexités.

A ce stade déja, apparaissent les sowreces d erreurs o
feront gque la solution sera touwjours approvimative.

La seconde stape n'est autre'_que la résolution s PN
équations. Lorsgue le probléme est bi ou tridimensionnel i)
s’agit d’'éguatipns aux dérivées partielles dont les solutions
exactes sont rarement connues.

Heureusement, 1‘apparition des ordinateurs a cspectacu-
lairement multiplié 1lés possibilités de résoclution des
éguations par les méthodes de calcul numériques.

La methode des éléments finis constitue une approche du

probleme de 1 ‘analyse des structures dont 1’idée de base sct
la suivante: ‘

On peut représenter de maniére analytigue un milieu continu
(1 'ensemble & analyser) en 1le subdivisant en domaines
{(¢léments finis) possédant chacun ses propres fonctions  pour
décrire contraintes et déplacements.

On choisit souvent la forme & supposer pour ces fonctions

de maniére qu'elles assurent la continuité du comportement
dans 1 'ensemble du milieu.

~5



3 . 2 . Historigue [5]

La periode de IBS0 a 1875 constitue 1le point de dénart

logique de notre historique, c’est gr@ce auws travaus de
Maxwell, Castigliano, Mochr et d’autres que naguirent lagc
premieres notions d’analyse des structures CoOmMposees

d’assembl ages de barres.

Ensuite les progres furent lents & cause de limitations
d'ordre pratique portant swur la résclution des equations
algebriques de plus de guelques inconnues.

Vers 1920 Maney aux Etats-Unis et Ostenfeld au Danemarh
dégagérent les idées de base d'une approche nouvelle de
1’analyse des poutres en treillis et des ossatures,; mais les
limitations de calcul liédes au nombre d’inconnus prévalurent
jusqu’en 1932, date A& laguelle Hardy Cross introduisit Ja
méthode de la distribution des moments, elle régna @ sur
1 analyse numérique des structures pendant erviron 25 anc.

Au début des années cinguante apparurent lss  raleculateurs
digitaux, et certains, te=l que Argyria et el ey
ctommencerent & transcrire les procédures connues dianal yae
des structures en treillis sous une forme adaptée auu
ordinateurs: la forme matricielle.

Depui= le milieu des années cinquante, les techniques de
1 *analyse par éléments finis n'ont cessé de se devel opper.
Aprés les barres et les poutres on passa aux plagues, cogues
et volumes de reévolution, st cela par 1le développemant des
formul ations spécifiques d'éléments de contraintes planes

Mais tout cela se faisait en . analyse statique st en
elasticite linédaire, on pensa donc aux phénoménes spéciaus
comme la réponse dynamique, le flambage et les non—lingarités
geometriques et de matériaux: pour cela il fallut adapter la
formulation des éléments et 1’'organisation générale de
1 analyse.

Fuis il y a eu la mise au point de programmes généraux
pour ordinateurs, afin gue la méthode serve directement aux
praticiens.

A ce Jour, des programmes continuent & &tre mis  awn  point
pour étendre la méthode & d'autres disciplines gue 1 analyse
mecanique des structures tel gue: 1 anal yvse des effets
themiques dans les structures, et 1 intéraction dyrmamigue
entre fluides et structures en hydro-élasticits.




3 . 3 - Les principaux types d'éléments:

Les eéléments cowamment utilisés dans la pratigues zomb:

a) L'élément barre simple: Il sert & décrire cdes noutres
treillis ou en ogssatwes & deux ou & trois dimensions.

(S

b) L’'élément plaque mince chargée dans son plan: EIRE A5

- appele élément de base de 1 analyse par élémentzs finmis en

raison de son utilité dans un grand nombre de cas pratiqués
d’analyse et aussi pow =on antériorite histarigque par
rapport -aux autres types d'éléments,

11  apparatt géngralement sous _deux formes: I'élément
triangle et I'Slément guadrilatére.

c) L’'élément wvolumique: qui st une géngralisation
tri—dimensionnelle des éléments de contraintes planes. Le
tetraddre et 12 parallélépipéde en sont les formes les Pl
courantes.

I1 est essentiel dans la modélisation des =tructurse
destinées & la production d'énergie nucléaire. L analvse Jes
corps volumiques de révaelutrion est un domaine d application
les plus importants de la méthode des &léments finic.

d) L'elément plaque mince de flexion: sert 2 Loatode de

plaques planes, & la représentation des cogques par facebtes,
et & la constitution des poutres A parois minces,

e) Les coques minces de révolution: & mi-chemir entre les
aléments plagues planes en  flexion et en tension et les
elements coques minces généraux.

f) Les coques minces gauches: utilisées pour constituer des
coques minces dé formes plus géndrales avec un maximum de
précision et une représentation adaptée au couplage entre
tension et fléxion au sein de chague élément.

3 . 4 . Principales opérétions

L*analyse des contraintes est 1°'un des plus importacts
domaine d’application de la méthode des &léments firmis.



B

Flus la structure & arnalyser par cette méthode st
complexe, plws la vitesse et la capacité des ocrdipatonr:
utili&gés augmentera.

Lorsque cette mé&thode est utilicge pour  déterminer der
contraintes ou des déformations dies a un systeme de chargeo-
connus dans une structure, celle-ci sera divisée en un mambr e
d'eléments finis.

La structure & é&tudier est remplacée par un ensemble
d’'é&léments supposés lids les uns aux autres en un nembreo fini
de points appelés points podaux ou neeuds. Ces noeuds se
trouvent aux coins des éléments ou tout le long de leurs
fronti éres. ‘

La position des lignes nodales sur une structure, donc 1a

forme de la subdivision en &léments, dépend de dmu facteurs
principaw:

<13 . lLes Frontiéres des é&léments doivent cofncider
les discontinuités de la structure.

{2> . Les points nodaux doivent cofncider aveo les points
d application des charges concentrées. e dlements deoi
gtre arrangés de maniére que les chargements brusgues =Iate
les charges réparties se produisent & la frontiére de
1 '&lement.

L'une des caractéristiques de la méthode ect gue 1 armalvyveto

n‘est pas obligé d'utiliser un <seul type d élément pour
l'analyse compléte d’une structure.

Une structure formée de plusiewrs sous structures de typeo
différents (uni, bi ou tridimentionnels) peut &tre  analysée
par la méthode des éléments finis. Chagque sous structure ecst
divisée en types d’'eéléments appropriés..

fluand la structure considérde a &té subdiviséde esn un rombyr o
fini d'éléments, notre attention se concentrera sur  un seunl
elément. {(Buand plusiesws types d é&léments sont néceéssaire,
chagque type d’élément doit étre cons=ideré).

Notre objectif sera d’cbhbtenir pour 17&ldment, une
expression de la forme: :

i

'{P} [x] {‘5! | (3.1




qui relie les FBFCEE{P}Et les déplacemants aux  nosuds

Taa

1'intermédiaire de la matrice de rigidité [kj .

it
——
o
S
11
7
N

La premidre é&tape dans 1'analvse esst de choisis ﬁne
tfonction de déplacement qui définie de fagon wunigue 1 'état de
déplacement de tous les points de 1 é&lément. )

La forme la plus convenable de la fonction de dépl acemdnt
. est un polynfme, gui sera fonction de M, de owoeh oy, de o ow,
et =z dépendant de 1 '#lément =-°il et uni 5 o
tridimentionnel. '

La fonction de déplacement doit avoir
suivantes:

-
M
Hl

progridtes

a) Lle polyndme doit &tre continu sur- le demaine de 1 "élaement.

b) Le polyntme doit &tre complet jusgu’'a 1 ordre S,omhon oest
l'ordre de la dérivée la plus eélevée qui  apparait  darne
1'integrale de 1 'énergie de déformation.

c} Les derivées d'ordre  (n—-1} du polyndbme de dépl
doivent etre continues & travers les frontiégres de 1°&
ce qui revient A dire que les eléments se déformen
gqu'il y'ait ouverture entre eux. '

acement
leément,
i Sans

Cette condition ne peut 8tre réalicée que =1 leg
déplacements le long d'une frontidre 4 un el &ment ne
dépendent que des déplacement dez roeuds gui se trouvent  sur
cette frontiére.

d} Le nombre de termes indépendants dans le polyreme  doit
etre &gal au nombre de composantes des deplacements ogud =omn
A calculer.

i

Avant choisi le polynfme de dépl acement, gui rour le can
général tridimentionnel, peut etre merih SOUS £ me

matricielle:

{Hx,y,:)} = [dogy,2)] . [«} (3.7




Dﬂ{a}est un vécteur de coefficients constants ot [¢(',y,:g
est une matrice. L étape suivante conziste X utiliser
1 "eguation (2.2 pour formuler un systéme d'zguations
exprimant les composantes de déplacement ern chague noeud en
fonction des coprdonndes nodales do nogud garticulise-
I considéeré. .
7 :

] Chague noeud a trois composantes de deplacements u, v =2t

suivant .les directions u, y et z réspéctivement.

Chacune de ces composantes est  euprimée en fonztion des
coordonnées nodales du noeud censidéré pour donner o syshéme
d'equations de la forme:

{8b = [a]-{«} -

0d A est une matrice carrée de coordonnde rodales.

Plsa

‘ L 'eguation (3,.3%)Y nous donnes
[«} = [(a] -+ . [S} (3. 4)

Si 1'expression (3.4) est substituée dane (Z.2) on
obtient:

{F(H,y,é)} = [¢(x,y,z{] . [Atr—l ._[S} (2.3

L’étépe qui suit dans 1 'analyse consiste A& détérmines 1a
distribution des déformations A travers 1 &lément,

Cette distribution peut &tre obtenue & partir de=z équations
(3.2 et (Z.5), vu gque les composantes de déformations  wmont
les dérivées des composantes de déplacements. D oh:

| i {E(x,y,%)}=[8(%,y,zi}. {%} LAY

{E(H,Yﬁﬂ} =[Ehhy,zq .[ﬁj'ﬂ'_{g} (Z.7)




tes composantes des contraintes dans 1 'éléament sont reliées
a celles de detormation par | 'expression:

{G’(x,y,z)§ = [D:[ ] {E(:(,y.,;:)} (7.8)

O {W(x,y,z)}est un vecteur des composantes des contraintes
et [I] une matrice des coefficients constants qui dépend du
matériaux considéré. S5i 1 'expression (3.7) est substituse
dans (%.8), la relation suivante est obtenue:

(0‘(x,y,z)}- = [p] . [BUx,y,»)] . [A] -2 {5} (3.9

Ainsi, la matrice de rigidite Ek] de 1 '&lément peut étre
obtenue en égalisant le travail extérne (Be) des forces {P}
appliquées au noeud, au travail intérne (LH) du & un
déplacement virtuel Soit:

ge'= {db& |* . {F] ‘ (3.10)

Le travail interne n’'est autre que 1le travail des
composantes des contraintes du 4 un changement de deéformation
d (¢,y,z} gqui est le reésultat d'un changement virtuel:

{(3.11)

g
oi =J {_Ja(x,y,z) }T ) t(}"(x,y,z)} . dv
v

Si les expressions pour et des équations (3.7) et (3.9
sont substituées dans (32117, on obtient 1 équation suivante:

Qi =]{dfj* ?[[BJ—[eJﬂ} v .[p].[8]-[AJ* {5} av

Or:
b "ou:

{dé}r. [P} = {dS}T. [A]"'.r [B]". [p].[B).[a]". [5] o
~ 30 -




{r} - J}]‘i (] - [p]-[e]. av.[n]" |5}

i

En comparant les équations (3.12) et (3T.1) 11 g
que la matrice de rigidité [k] est:

11
rt
18
ba
£L
]
J
r-h-

D3 =(oT% | [ - o) - o7 o (o)

tuand la matrice de rigidite [k] es moue o un
element typique dans la structure, les éguations o bou
les éléments doivent &tre azsemblées pour ohterir un zyetomp
d’'équations de la forme: .

o odetarminda

qui relie les déplacements et les charges de la crruchyes
compléte par 1'intermédiaire de la matrice de rigidit
globale [w] )

Dans 1 éguation (3.14), {F} est un  vecteuwr de  forces
extérieures appliqués aux points nodaux de la structure.
Chaque force extériewe est la somme des forces appliguées
aux noeuds adjacents.

lLe vécteur Ig} dans {(3.14) représente les déplacernsn
noeuds. Chaque déplacement dams le vécteur{&ﬂﬁ la mime
que. les déplacements des noeuwds adjacents.

Les térmes dans la matrice [K] =ornt 13 somme dec
appropriés dans la matrice de rigidité des &léments  qu
un déplacement commun.
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)‘; 4 . L'EFFET TRANSVERSE POUR L'ELEMENT POUTRE

4 . 1 . THEORIE CLASSIQUE -

Nous avons développ® dans 1le chapitre précédent une
i déscription générale de la méthode des éléments finis. Dans
ce chapitre, nous allons appliquer la méthode aux probl émes

5 de la flexion des poutres.

i La figure (4.1) montre une poutre soumise & une - charge
transversale q(x). Soient W le deplacement transvérsal s E le
module d’'elasticité, I le moment d'inertie et z la coordonnée

verticale,
)9

' -1 —t— D¢

L | (x)

- = — = -

| . : Fig.4.1 - Poutre doublement appuyée

Une poutre (structure unidimensionnelle) peut etre

representée par une ligne comme le montre ia figure-{4.2).

» 3

Fig.4.2 - Schéma représentatif

1

Discrétisons la poutre en éléments unidimensionnels
(Fig.4.3); Un élément typigue est montré. par la figure (4.4),

M4'9£ -
' ”J,'B;,
7 2 3 % Ti:‘”*f / ,,T'E;Wz
I'4 .

Fig.4.3 ~ Poutre discrétiséee “"Fig.4.4 —~ Elément isolé

4 . 1 . 1 . Déplacement nodal et forces

© Le probléme gque nous nous sommes proposé d’'étudier est 1la
fléxion d‘une poutre. Chagque noeud possede deux degrés de

liberté; Un déplacement W normal & la poutre et une rotation
€ autour de 1 axe y.




-

Le nombre total de degrés de liberté d'un élément est egal
au produit du nombre de noeuds par le nombre de degré de
liberté de chaque noeud. Ainsi, pour notre casy, le nombre

total de degré de liberte de chaque élément _est égal A
quatre. - - ’

' Le nombre de degré# del'l'élément étant connu, on peut
déterminé le vecteur de deplacement nodal [5} et le vecteur

de charge nodal ([P} . La matrice de rigidite [k] pour cet
élément est donné par 1°équation: .

{p} = [x]. {5}

/ {
avecs:
R (w, ]
M; J 61
[P}= 4 r et {3} =
A W=
__MzJ L9: J

Chaque vecteur étapt composé de quatre termez, la matrice[k]
est une matrice carré d’'ordre guatre.

4 . 1 . 2 . Fonction de déplacement {

Pour un élément de poutre, 1la fonction de

dépl acement
satisfaisant les conditions discutées au chapitre
précédent;
W= o4+ d.x + o .x= + Ky «n=
(4.1)

AY
O = aw s oax = ®p + 2 . 0lgx + 3., .x=

Ecrivons ces deux equations sous forme matricielle:

o~

1 o xz_‘” w3 o

{eoa} = -8
0 1 2x 3¢ 3

d#

O

‘{f(x>}= [;25\(1)]- {"} | : | 4.2




Si on exprime les coefficients de déplacements en fonction
des déplacements nodaux et si on les rapporte dans 1 “équation
(4.2), on relie les déplacements des points de 1 élément aux
‘déplacements nodaux.

Ainsi, pour 1’'élément poutre de 1a figure {4.4) ol les
roordonnées des noeuds sont 0 et 1, on aura:

noeud 1 : w = 0
wz'-"‘d;
91=°(z
f
noeud 2 : x = 1

Wz = oty + 3. 1 + ;. 1T+ o, . 17

0 .= or2 a3, 1 +3. Ay 17

En 1°exprimant sous forme matricielle, on aura:

{S}: [~] .{q}. | " | (4.2

Oz

(-

t O 1 21, 31=

. La matrice[ﬂ]étant connue, le vécteur des coefficients peut
eétre obtenu en inversant 1 expression de 1'équation (4.3)."

- D'olz

{d}= (p]-*. {S} ‘. . _{4'.4)




Od:
1 O o) 0
| 0 1 0 0
[ﬁ] -1 =

: =3/12 ~2/1 3712 -1/1

2/13  1/71= -2/1= 1/1=

- i

En substituant 1 expression obtenue de
(4.2), on obtient:

dans 1la relation
{foo)= [Qﬁcx)] - [l {S} (4.5)

4 . 1 . 3, Relation enfrc déplacements et déformations

Les déformations E (%) aux différents pointé de 1 'élément

peuvent etre obtenues A partir de la fonction de déplacement
f(x) par une dérivation. Soit:

{E(x)} = [derives de £ 00 }
SD'aprés la relation (4.5) et les expressions de [AJ‘“‘ et

{f(x)"-} = [dérivée de [é(x)]} . (AJ“ . {5}
Soit [BGO] la matrice dérivée de [Boo]e

' {.é(")} = [Bo&2] . [;\] - 5} t4.6)

D’aprés la théorie de la flexion des poutres :.

2
Jw '

dx?

M{x) = - E |, 1

0(x) = Mix) . z/T




D'autre part:

y
ra(:

_ dw _ [0 o -2 -6.x] . J::>

\ d‘v
o

N

-

- [ 4,
o =
s

{E(x)}-- z . [o o -2 -—6.x] ..

...D(U

! D aprés 1 équation (4.4), l1 ‘expression obtenue deviendra:

Pl
[N

\

[ 1 0 0 S0 ] [w;
0 1 o0 o B2
{E(x>}= z .[0 0o -2 —-6x]. . { '
. . -3/ -2/1 3% 11| wa
271 1Y -2y 11 | g
! - L
’ 4.7)
-
|
| (o
3 3 v 2 ] 2 9‘
/ =z . [(6/1—-12x/1> (4/1-6x/1) (~6/V+12x/1) (2/1-—6:«/1)] . g
| W=
| LQ?JT.
| e

Des relations (4.48) et (4.7) on remarque que:

. . | |
[ch)_] .[A] = z. [_ta/f'—ux/f) (8/1-6xs1y  (~6/1%12x /1) (2/1—6x/f)].




4 .1 . 4, Relation entre déformations et contraintes

Les propriétés élastiques de 1 'élément nous permettent de
visualiser la dépendance entre les contraintes {UTx{}et les
déformations (& (x)}par la relation suivante: ,

{G’(-x)}=.[b]‘. {evo} )

0Ou [D]-est la matrice des propriétés élastigques de 1°'élément.

Pour notre cas,[D]est egale au module d 'élasticiteé E.

En remplagant dans la,relation ci—dessus{&(xﬁ par 1 ‘expres—
sion (4.4): ‘

[Coo}= 2z . [p] - [Bx)] . [A] - {5} (4.8)

4 .1 .5 . Relation entre les charges nodales et les
déplacements nodaux

-

Le travail externe produit par 1les charges nodales doit
-eétre egal au travail intern®» des contraintes. Le ‘travail
externe Qe des forces nodales dii & un depl acement virtuel
est: ’

o ={a5 )+ [Paf +[a Saf {Pafr oo +{a5 o frn]
= [¢3f .- ||
Le travail intérne par unite de volume est donné par:

doi = {d 6(x)}"’ . {@‘(x)} .

Qi = ld £(X)5 v . {GTR)} . dv
v

5

: |
En utilisant les équations (4.4) et (4.8), on obtient:




@i = fj[ 22.([B(X)J .[n]". !d‘}}"’ .[n].[Btx)] .(A]J‘. {3} . dv

4

|t Een 7wt D107 5 0n

A *
\

|[J22 . dA = ] ' "{moment d’'inertie)

A

Cependant:

D ol:s

{ ' "
Qi =J 1 .{[B(x)] (AT {d 8}}*} .[p]- [B00] .[AJ'j.iS}. dx

. . +
| ‘ En egalisant les deux travaux:

- {
| _‘ {ds}T. {P}f[ I .{[B(x)] Ny {déj}f .[D].[é(xﬂ .[9]4.\{\5}. dx

Or:

B U B

[] =J {[B(x)] a]- }T -{p]- [B(x)] [A] dx

0

(4.9)

En substituant [a(x)][n] -1 et {[th)] -[r]- } dans (4.%),
on obtient:

- X -




: ]
(6/11— 12.x.71)

' (471 - 6.x./D) ,
[k]= . E . I .

(-6/1 + 12.x./1H

i '

(271 - 6.x./f)J

. [(6'/1’-12x/1') (471-6x/1Y  (~6/0412x/1)  (2/1~8x7 1‘)_7« dx

(4.10a)

En efféctuant le produit et en integrant la matrice
résultante tout en considérant que E et I sont constants, on
obtient la matrice de rigidité [k] d‘un élément de poutre.

[ 12 61 -12 61
61 a?r  -s1 21"
(k]= E.1113 . | |  (4.100)
-12 -61 12 -1 -~
61 21 -&1 a1t
L et

4 .1 .6 . Assenblage des wmatrices de rigidite des
d¢léments '

Aprés avoir établi les matrices de rigidité élementaires [k]
de tout les éléments, il est nécessaire de les assembler afin
d‘obtenir la matrice de rigidité globale [K] de toute 1la
poutre. '

Le principe est basé sur le fait que pour un noeud obtenu
par assemblage de deux noeuds appartenants & deux éléments
adjacents, la force est égale A la somme des forces des . deux
noeuds et ses déplacements sont identiques A& ceux de chagque
noeud composant 1 ‘ensemble.’

a0 -



4 .1 . 7. Calcul dynamique
\

Le calcul dynamique des structures traitées par la méthode
des éléments finis en vibrations libres, revient a déterminer
les fréquences propres et les déformées modales par la
résolution du systéme d’'équations algébriques donne par
1’ équation fondamentale du mouvement:

[m] . '{i:i}\+ [k] . {a] =0 (4.11)
od, [m] /et [K] sont résﬁéctivement 1a matrice masse et la

matrice rigidité du systéme. {qj at lﬁ} sont les déplacements
généralisés et 1l accéleération. :

I
La résolution de cette équation revient A detérminer les
valeurs propres du systéme a la condition: ~

det| [K] - | w? . [mJJ =0 :(4.12)

4 .1 .8 . Détérmination de la matrice masses

"

Tout comme la détérmination de la matrice de rigidité du
systéme discrétisé il est préférable de calculer la matrice
masse [m‘] pour chaque élément dans les axes locaux, puis
de constituer la matrice masse [ﬁ] de la structure compléte.

La matrice masse est donnee a partir de 1'énérgie cinétique:

~

\ B
. EC = —i_ - - '_?-g'— - d v

14

La masse élémentaire:

[m=] = g- [N]T'. [N] -, dv

Y



uﬁ:_f pest la masse volumique, et [ N] est un térme de
prorortionnalité entre les déplacements u}et les déplacements .
“généralisés {(ou nodaux) {q} tel gue:

(o} =[] - {af )

ta difficulté réside dans la détérmination de la matrice [N]
dont 1 'exactitude peut étre instable du mode de
discrétisation.

AY
Dans le cas de la flexion simple on considére seulement les
. déplacements transversaux et les rotations dans le plan xoy.

-

Er posant
Ef = x/L et ?-—= y/L on a:

En forme matricielle: |

u“. e...?.)l.(h?) (1—5(’)..(3.?—1).2.1 ~6.S?.}Z,(1—§')
=M

u, ¢5€'—1 £z, §°+1) g’ (1- ?)’z.x %—‘. (3-2. ¢

B

- rus‘
?.?.(2—3.,?) 0.
: . JL; >
-?.(1-—?).1“ . -
: L7 _ |

Calcul fait, la matrice masse s écrit:

156 22.1 54 -13.1
) 22.1 4.1 13.1 -x.1"

AL

iy LAl

m -

[ ] 420 54 4.1 13.1 -3.1
~13.1 -3.°% 22,1 T oa?
_ &z - -




4 . 2 . ANALYSE TENANT COMPTE DE L'EFFET TRANSVERSE

.

4 . 2 . 1 . Introduction

L’énérgie de déformation U est donnée bar:

U .= Uy + Upy + Uyr + Ue

s Avec:

U = (172). N= / (A.E) . dl
( . e ,

.L'énergie de déformation due A la force N normale & la
section. ]

Uy = (1/72). MZ /7 (E.I) . dll : ' -
' {

L’'énergie de déformation dde au moment de flexion M.

Ur = (1/2). T2 / (B.Ar) . dl

(

L énergie de déformation dide a la force transversale T.
. \ " ~

Ue = (1/2). | €= 7 (B.1) . dl
{
i

L énergie de déformation die au couple de torsion C.

Ou, G est le module de cisaillement. A~ est la  section '
rédui te. ‘ ' :

Ar = 1%/ (St2/b=) , dS

[y

‘ ¢
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Avec:

I : Le moment d'inértie de la séction.
St : Le moment statique de la séction.

b : La largeur de la poutre.
dS = L élément différentiel de surface.

Four une section réctangulaire: Ar = (5/6).A4

Dans le calcul de 1°‘énérgie de déformation et des éléments
des matrices de souplesse (flexibilité) et de "rigiditeé, on
avait négligé 1'effet de 1 'effort tranchant. Les méthodes

classiques de calcul des structures le négligent
aussi. ' '

4 . 2.2 . Matrice de rigidite avec effet transvérse

Méthode de souplesse (flexibilité)s

{qj = [s] {F} done: {F} = [s]‘-:. {a)

\
Methode de rigiditeé:

-

(e} = (k] - {qf

La matrice de rigidité est 1‘invérse de 1la matrice de
souplesse (flexibilité) ayant les mémes coordonnées. Donc:

[<] =" [s]-»

Quand une matrice de rigidité est difficile & déterminer,
on deéetermine la matrice de souplesse puis on 1’inverse.

Mc4)
Exe;gle: Al—F T (2)
8
o

- a4 - \




h: hauteur de 1 'élément BA. (E.I): rigidité de 1°'élément BA.

l.a matrice

avec:

(5]

de souplesse est:

Sa2a

S21

Sy

Siz = =

S14 est 1o deplacement sous efforts unitaires.

D'aprés le deuxiéme théoréme de Castigliano, on a:

Ce deuxiéme théoréme est applicabie pour déterminern

et S22 mais ne 1'est pas pour ;= OU Szy.

Pour

calculer
suivant la coordonnée généralisde 1.

Saa

M étant constant

car:

on

poge: M = 1,

appliqué

U

511&._"-

0

Mz-

M

dx = MT. hf(2.E.1)

sur tout 1 ‘élément.

auv
ory

M

]

M. h/(E.I) = h/{(E. I}

Si11

seul




Pour calculer =22 on pose: T = 1, appliqué seul suivant
la coordonnéde généraliseée 2.

U=U"+UT

h h
1
U = - T2, %=, dx + T=. dx
2.€.1 2.4.Ar
o 0
U

S W e— N
aT y A

U= T2, h=/(6.E.1) + T=, h/(2.6.Ar)

S=22 = h®/(3.E.1) + h/(G.Ar)

£,

cars

Le terme:

h /7 (G.Ar)

¢

- est la fléche de 1l 'effort tranchant en A due a un effort
unitaire.

Pour le calcul de s,3 et sa; on utilise la méthode de
Veuntchaguine (ou principe des travaux virtuels)

S‘ﬂ L 521 = “_l- Hz. L/(ZCE‘I’
Baze = Spy = h®/(2.E.I1)




La matrice de souplesse est donct

h/(E.I) h=/(2.E. 1}

(5] -

h=2/(2.£.1) h=/(3.E. ) +h/ (G.Ar)
) .

\

Négliger 1 effet de T implique annuler le terme h/(G.Ar)=

(4+ KAYE.1/h *b.E.I/h%

[k] -=[s;}--1 = 1/(1+ &) .

-6.E.I/h=® 12.E.1/h™

o= 12.E.1/(h=2.6.Ar) (sans unité)

Avec:

A partir de cette matrice de rigidité on peut détérminer la
matrice de rigidité de 1’'élément suivant avec 4 coordonnges
(par extention et en tenant compte de l‘é&quilibre)

12E.1/h= y
Sym.
| 6E.1/h= 4+ A IE. I/h
(- =X
(Atat) |-12E.1/h= -6E.1/h= 12E.1 /h=
| 6E.1/h=  (2-K)E.1/h -6E.1/h= (4+c()E.I/h!’

Pour négliger 1 'effet de T, il suffit de prendre o = 0 (et
on retrouve un résultat classique).

Les éléments de cette matrice de rigidité sont détérminés A
partir des éléments précédents par les analaogies suivantes:




|
—_——z
coordonnée 1'——> 4 L
coordonnée 2'———> 3
a4 = Sgz = § 3,
. — 5

Syx = S11 = S'==

= 523 = 81

S4x = S=a

Les autres éléments sont obtenus en considérant 1°équilibre

pour chague colonne ou ligne:




4 ., 3 . Etude quantitative

4 . 3 .1 . Organisation des programmes

)

Afin d’ évaluer concrétement 1’influence de l'effort
tranchant dans la flexion des poutres, nous avons établi deux
 programmes informatiques, 1‘un pour 1°étude sﬁatique et
1 autre pour 1°étude dynamique, en langage fortran 77 sur
mini Vax. . : '

On considére une poutre homagéne qu’‘on discrétise en
éléments de longueurs égales. Pour le cas statique, on calcul
les déplacements nodaux et les contraintes[13jauppnrtées par
les éléments, alors gque pour le cam dynamique, on calcul des
valeurs propres, fréquences propres et vécteurs propres.

Les organigrammes des deux programmes sont trés semblables,
les différences résident dans les queélques points suivants:

a) Le cas statique exige 1°introduction des différentes
forces appliquées &4 la poutre, alors que pour le cas
dynamique on n’'a besoin que des caractéristiques
géométriques et physigques de la poutre. '

~

b) Seule la matrice de rigidité est calculée pour le cas
statique, alors que pour le dynamique il faut générer aussi
la matrice masse. &

-~

c) L'obtention des déplacements des noeuds dans le cas
statigue se fait par la résolution d’un systéme d équations
linéaire par la méthode de Gauss-Jordan.{13]

Pour le cas dynamique les valeurs et vécteurs propres des
différents modes de vibrations sont obtenues par la méthode
Jacobi.[ 1]et [12]

Il est & noter aussi. que les forces uniformément réparties
appliqué&es & la poutre dans le cas _statique peuvent etre
modélisées suivant deux méthodes: la w»éthode des charges
concentrées et celle des charges consistantes, [13] + la
secaonde etant plus précise que la premiére.

Nous présentons ci-aprés 1 ‘organigramme du cas statique
en premier: ,



It ocdust i o do rombre de noeudls
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Calcul du nombre de degreés
de libérteé total de la poutre

£ # 0 : avec T

Y

Génération des matrices de rigidité
elémentaires de tous les eléements
suceessivement

Ascemblage de la matrice de rigidite globale

Addition du vécteur force
A la matrice de rigidite
- globale

Résolution du systeme d éguations
par BGauss—Jordan

-

_{u

Sans

y ‘ avec 7, sans T, et % erreur

: S

!
.{.}! - Impression des deéeplacementsy
i
|
i




Genération de la matrice

de passage

Invérsion de la matrice

de passage

g

Géneration de la matrice

différentielle

Calcul des contraintes

sur les éléments

n X
wol
3

h o

.*ll

Impression des contraintes
avec T, sans T, et %L erreur

reftaire
le choix
de la

méthode de
modélisation
des charges
eparties




Les structures du programme du cas statique se présentent
comme suit:

~ Un programme ‘(POUTRSTAT.FOR) prfncipal regroupant la
majeure partie des opérations efféctudes allant de la lecture
des données & 1 impression des resultats en passant par
toutes les étapes décrites dans 1l ‘organigramme.

= Un sous-programme (PRGM) de résolution des systéme
d’équations linédaires par la méthode de Gauss-JUrdaq. 13

= Un Ffichier d‘intrnduﬁtian des données dans lequel
l1’utilisateur devera mettre les valeurs numér i ques concérnant
! ‘application voulue, et cela dans 1 ordre suivant:

1} Longueur de la poutre.

2) Sa seﬁtiun normale.

3) 8Sa section réduite.

4) Le moment d'inértie-dé'la sédction par rapport a 1’axe z.
5) L’ordonnée maximale sur le périmétre de la séction.

6) La masse volumique du matériau.

7) Son module d'élasticite longitudinal (module de Young).
8) Son coefficient de Poisson.

9) Le nombre de noeuds voulu.

-

10) Le nombre de noeuds I;és au référenciel .

11) Pour chacun de ces dérniers:
a) Son numéro.
b) Le type de liaison:<1> pour 1’appui mobile.
<2> pour 1 ‘appui fixe.
<3> pour 1l ‘encasitrement.

12) Le nombre de charges appliquées aux noeuds.
13) Pour chaque noeud chargé:
a) Son numéro. '
b) Le type de charge:<1> pour une charge concentrée.
<2> pour un mament.
€} La valeur algébrique de la charge.

14) Le nombre de séctions de charges réparties.

15) Pour chaque séction:
a) Le numéro du premier noeud.

- 53 -
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b) Le numéreo du dernter noeud.
c) l.a valeur algébrigque de la charge repartie.

A roter gue le choix des methodes de modélisation des
charges réparties se fait au clavier pendant 1 exécution du
programme.

-

- Un fichier de sortie, oi sont deétaillés tout les résultats
des calculs, et se présentant comme montré dans les exemples.

I11' faut préciser que les fichiers d entrée et de sortie son
nommés par 1 ‘utilisatewr au début de 1 exécution. -

Nous présentons - ci-apreés 1 "organigramnme du cacs

dynamiques:
[ Debut )

r /

Introduction des données
geometriques et physiques
de la poutre

! /

Introduction du nombre de noeuds
et les degres de libértés £1iminés
des noeuds liés _ ) -

Calcul du nombre de degrés
de libérté total de la poutre

1

A £ 0 1 avec T
© ,
[

| Géneération des matrices de rigiditée-
et des matrices masse élémentaires
de tous les éléments successivement




Assemblage de la matrice de rigidite
et de la matrice masse

Calcul des waleurs et vecteurs
propres par la méthode de Jacobi

Impression des valeurs, fréeguences
et vécteurs propres avec T,
sans T, et L erreur’

Les structures du programme du cas dynamigque -=ont  treécs
proches de celles du cas statique, sauf que lg programme
principal s ' appelle (FOUTRDYM.FDR) et gque le sous-programme
de calcul des éléments propres est (JACOBI). :

[

L'introduction des données se fait de la méme maniérs,. par
1l "intermédiaire d'un fichier d'entrée dans leqguel on metitra
toute ies caractéristigques genmétrigues et physigues de la
poutre, saut les points 5 et de 12 a 12 cites pouwr Je cas
statiqgue. .

4 . 3 . 2 . Exemples

Exemple 1

Soit une poutre cantiléver (encastrée a un mur vértical:
soumlise a une charge uniformément répartie agissant du milieuo
de la poutre 2 son extremitee libre.



Considérons deux cas

(Fig.4.3%.1.a) puis 8 eélements

de

-

a. 4 eléments

diccréetisation:

(Fig.4.3.1.b).

4 gleéement

=

Fig.4.3.1 - FPoutre encastée

Exemple 2

Spit une poutre simplement
1 "Tautre,

doubl ement appuyee a

concentrée, vérticale dirigée vers le bas,

Considérons les deux cas de discrétisation de 1 ‘exemple

4 ¢@léments {(Fig.4.3%.2.a)

appuyé&e a une

soumlse =

puis B éléments (Fig.4.

b; 8 elements

pstréamite =L
une charge

en son milieu.

F.2.80.

1=

f f 3 # s 7 2 3 A 7 7 2
20 o © o Phoo o6 O or
/
a. 4 éléments — X b. B8 aéléments
Fig.4.2.2 — ngtré doublement appuyde

Remarque H

Les données des deux exemnples

sont en unités SI.

Les deur exemples de 1 étude statiques sont suivis des
exemples de 1 '"&tude dynamigue,
poutres (sans les charges!.

en considérant les oemes



————— = PROGRAMME DE CALCUL DES e
————— = CONTRAINTES, ET DEPLACEMENTS mo———
————— = D’UNE POUTRE DANS LE CAS STATIQUE =-----
----- = PAR LA METHODE DES ELEMEMTS FINIS =wew--
-—==—-= SANS NEGLIGER L‘EFFET TRANSVERSE F e

ﬂﬂﬂﬂﬂ ====m='-‘-"222‘.:==2===2=="ﬂ#E"E-:::::.‘—'::::::————— f 1 '

|
J *Exemﬂe :f &: *%k INTRODUCTION DES DONNEES %ok

Z

: LUNGUEUR DE LA PUUTRE.------n.a-olIlllnlnalna 3-000
SA SECTION..IItllllo-n-la-n-lltlillblllll-lcc DO?BOOE"04 -
SA SECTION REDUITE . s vvuvevssnsrensnstsveasssas 0,6500E~049
LE MOMENT D/ INERTIE DE LA SECTION/Z,vvvereres 0,.500DE-Q9
- LYORDONNEE MAXIMALE DE LA SECTION.wivscvsssaes 0,5000E-02
H LA MASSE UOLUMIQUE DU MATERIAUXl.l:OIO.DlQ!ll 7800.
i SON MODULE DE YOUNG. . ouvu v nsncasravsanrranes 0.2200E+12

SON COEFFICIENT DE POISSON....vsovsrraresarss 0.2500

LE NOMBRE DE NOEUDS., . v vscaannas tesreraaranies D
" LE NOMBRE DE NOEUDS LIES AU REFERENCIEL...... 1

i ] *kx POUR CHAOUE NOEUD PARTICULIER DONNER1
i LE NUMERO DU NDEUD ET:
' (1) SI C/EST UN APPU] MOBILE,
J " (2) SI C’/EST UN APPUI FIXE,
' (3) SI C/EST UN ENCASTREMENT.

‘ LENUMERU DUNDEL'D.I.ll.-ntl|oollllilltlliclI 1
LE. TYPE DE Llﬁlsm‘ltotnnnnnllo!nl.llilt.l.lll- 3

NOMBRE DE NOEUDS CHARGES .ivvvevvsstrasrrnass O

LN

. LE NOMBRE DE SECTIONS DE CHARGES REPARTIES.... 1

*%% POUR CHAQUE SECTION DE CHARGE REPARTIE DOMNER:
LE NOEUD INFERIEUR (DEBUT).
. LE NOEUD SUPERIEUR (FIN),
! ' PUIS LA VALEUR ALGEBRIQUE EN (N/m).

LE NOEUD INFERIEUR (DEBUT) sivuiusssarosnnseses 3
LE NQEUD SUPERTEUR (FIN).uuesvssoaverinnnsnee 5

LA VALEUR DE LA CHARGE REPARTIE.. vssusveasse. 0,3000E402

#% EXPLICATIONS:

* AVEC(T) 1t CONTRAINTRE AVEC EFFORT TRANCHANT. -
* SANS(T)t EFFORT TRANCHANT NEGLIGE, R
* % ERREUR QU %ERR 1 POURCENTAGE D’ERREUR COMMIS. o1
* DEPY(A)1 DEPLACEMENT SUIVANT ¥ SANS NEBLIGER., e
* ROTZ(S)t ROTATION AUTOUR DE Z. EN NEGLIGEANT. ok

- : SRR
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#%# RESULTATS!

METHODE DES CHARGES CONSISTANTES

' *;’t**‘k****‘1‘:******************’*************************‘k*********************

METHODE DES CHARGES CONCENTREES

T S Sk . W et 4 A e e A A AN O A A BT e A e

e e il M R R i 4 B e ok e e e

. NOEUD FY Mz
S ~0.223BE+01 0.0000E+00
2 ~0.4476E401 0.0000€E4G0
3 0.6774E+01 0.0000E+00
q 0.1802E4+02 0.0000E4+00
5 0.2012E401 0,0000E400
: *hkk ~--= DEPLACEMENTS AUX' NOEUDS w-—- ki
NQEUDS DEPY(A) DEPY(S) %ERR ROTZ{A)
| 1 0.0000000 ¢.0000000 +00E+GD 0.0000000
o2 0.1714614 0.1714578 «22E~D2 " 0,4322204
. 3 ) 0.6079782 0.8079692 - 014E‘02ﬁ 0.7029978
4 '-L-1.19?0?38 1.1870619 .105“02“ 0.8182061
.S 118122503  1.6122373  .72£-03 - 0.8412477

ROTZ(S)
0.,0000000
0.4322204
0.7029978

0.81820861"

0.8412477

i MOEUD FY MZ
) 1 -0.2238E401 -0.3730E+00
; 2 ~0,4476E401 -0.7461E400
: 3 0.6774E+01 0.11296401
i p 0.1802E+02 0.3004E+01
| . s 0.9012E401° 0.1502E+01
kkkk ~=-~= DEPLACEMENTS AUX NOEUDS m--- ki
. NOEUDS - DEPY(A) DEPY(S)  %ERR ROTZ(A) ROTZ(S)  %ERR
1 0.0000000  0.0000000 .00E4Q0  0.0000000  0,0000000  .00E+00
2 0.1839612  0,1839574  .21E-02  0.4655533  0.4655533  ,27E-13
3 0.6598850  0.6598767 .13E-02  0.7747503  0.7747503  .36E-14
4 1.3043158  1.3043040 ,91E-03  0.9206808  0.9206808  .15E-13
s 2.0101887  2.0101757 .656-03  0.9539632  0.9539632  ,P0E-13
*kkk ~--= CONTRAINTES DANS LES ELEMENTS m-m- ki T
~~:.  LEMENT - - CONTRAINTES:  AVEC(T) SANS(T)  %ERREUR .
======ﬁ====================================’=a=====================z======= ;
1 0.5728E+09 0.5728E409  ,79E-02 §
- 2 , 0.3267E409 0.3267E+09  .16E-01 !
3 ] 0,3267E+09 0.3267E409  ,16E-01 !
4 0.1126E+09 0.1126E+09  ,37E-01 !

%ERR ™ .
.00E4+00 -
.29E-13; | .
ISSE“14 X g
114E’13’-7

ol

3

I.:mﬁu!.nnﬂnnau:nunuua:z--..nanauuﬂ:l:ll-ll!ﬁu-.l-tllluuslln-nnaan::an-nliq-au1(i
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| hkkk -—wz CONTRAINTES DANS LES ELEMENTS s—ee kikk
', LEMENT COMTRAINTES: AVEC(T) SANS(T)Y %ERREUR
=======E".L"_“===.'============================HHHB====25222222.—_:====='—‘:==========
| 1 0.5239E409 0.5239E409 \BEE-02
2 0.2703E+09 0,2704E409 \19E-01
! 3 0.2702E+09 0.2704E409 .19E-01
4 0.,6755E+08 0.67S9E+08 62E-01

. *******7\'k'lc'k*'k***‘k‘k******************‘k*********‘k************t***************
| * Ex emple 4.6 %%% INTRODUCTION DES DONNEES i : _

LOMGUEUR DE LA POUTRE . v v e venennrsersns

sereas 2,000
Sn SECTIUN....----nonn-----unc-co-l---oou--un Oa/BUGE 04
SA SECTION REDUITE . vttt et nersanorsasseess 1 .6S00E~-04
LE MOMENT D’ INERTIE DE LA SECTION/Z..vvvver.. 0.5000E-09
L/ ORDONMEE MAXIMALE DE LA SECTION. v veveversess 0.5000E- -G2
LA MASSE VOLUMIOUE DU MATERIAUX «verrseneres s 7ROQ,
; SON MODULE DE YOUNG. c v n i i v inarsvnrnnesss D, 2200E412
| SOM COEFFICIENT DE PUISSDN.....-uf.......u... 0.,2300
LE NOMBRE DE NUEUDS-...om----.uuu-aa-nu--cntl 9

i : LE NOMBRE' DE NOEUDS LIES AU REFEREMCIEL....., 1

| k%% FOUR CHANUE NOEUD PARTICULIER DOMNER:
LE NUMERO DU NOEUD ETy . .
(1) SI C/EST thN APPUI MOBILE,
: (2) 81 C/EST UN APRPUI FIXE,
| (2) SI C/EST UN ENCASTREMENT.

LE NUMERDC DU NOEUD..
LE TYFE DE LIAISON,.

orloll-.lllli...l!!llll.'ll 1

nllll..otnlllllltllllicll-l 3

NUNBRE DE NOEUDS DHARGES L N R i)

! LE NOMBRE DE SECTIONS DE CHARGES REPARTIES.... 1

| %*k% POUR CHAQUE SECTION DE CHARGE REPARTIE DONNER;
LE NOEUD INFERIEUR (DEBUT).
LE NDEUD SUPERIEUR (FIN),

‘ ' PUIS LA VALEUR ALGEBRIQUE EN (M/m).

| LE NOEUD INFERTEUR (DEBUT) uvvasstennsnsonenss 5
LE NOEUD SUPER]EUR (Fll\l)iooﬁllllicllilaacliil 9

:\ LA UALEUR DE LA CHARGE REPARTIE.u-------.;... Q.BUUUETDZ ‘
| #% RESULTATS: - : eaalhl

+

i C METHODE DES CHARGES CONSISTANTES

- e o e e e S £ e e o . S e o 4 B

NOEUD FY MZ
' 1 -0.1119E401 “0,1865E+00
2 -0.2238E+01 * -0.3730E+00
3, ~0.2238E+01 - .. ~0,3730E+00
. 4. -0.2238E+401 -0 ,3730E4+00
5 : 5 0.3387E401 0.5645E+00
6 0.90126401 0.1%02E+01
7 0.9012E401 0.1502E401
8 0.9012E401 0,1%02E401
9 0.4506E4+01 0.7310E400 b




Ahkk —-—= DEPLACEMEMTS AUX MOEUDS =——~ &kkk

NOEUDS DEPY () LEPY(3) %ERR ROTZ(A) ROTZ(S) %ERPR
1 0,0000000 7.0000000  ,00E+0D 0.0000000 D.0000000  ,G0E+OQ
2 0. 04g2051 0.0423033  ,38E-p2 (1, 2516059 0.2516059  ,21E-11
2 0.1842593 0.1842554  ,21E-02 0,4669240 0.4669840  ,FoE-11
4 0.3237406 0,3937346  ,15€-02 0. 6432720 0.6432729  ,12£-11
5 0.6615591 0.6615452 ,12g-02 0.7776115 0.777611%  ,13E-11
& 0.3712818 D,9712714  ,11E-02 0.8675380 0.8675390  ,12E-11
7 1. 2062207 1.2069189 ,20£-03 0.9177816 0.9177216  ,17E-11
3 1.6557801 1.6557674 |, 77E-03 0,2329632 0.9298622 | 17£-11
9 2.0024292 2.0094162  ,65E-03 0.9453036 0.9452036  ,17E-11
HhAk —eo= CONTPAIMTES DANS LES ELFIEHTS =--n khds
LEMENT COMTRAINTES : AVEC(T) SANS(T) MERPELR
ﬂ::::::.':=:::::!':.".‘::.'.‘::::'.":::!‘:.‘:":‘.!'?ﬂ‘.?:‘.:.'!.‘.'.‘.‘.:::':::::::l:ﬂHﬂﬁ'.'.‘:':!:!1'.':1?7h”mﬂﬁnm:::t:ﬂ::ﬂﬁﬂ?ﬁ::z::
1 0, 6R51E+H0 N, 6RSIE+0DY V12E-0]
2 [, 5746E409 0.5747E400 VIEE-01
3 0, 4557E+09 0L ABSREL0 (RR2E-01
4 I, 22856409 , B2BEE400 L R2E-01
5 0, 32856409 0, 328CE+DD »2ZE-01 i
G 0, 20456409 }.2046E409 VAZE~01
7 0. 1051E+09 0.1051E409 LGRE-01
' 0,29396+08 0,3942E+08 (11

AAAd A Ak )lnl::'n‘:)'r:&:****:iri:)\r*i:ﬂ:*i:ﬂr**** Feoke ok ok ek e de e e de e e e e ok Fork A Ak e ohe Ao b e ek o e e e

o F I

E z .
: 1 ~0,1112%E40] 0.0000E+0D
1 2 -0.2228E+0] 0.0000E400 | s
3 -0,2238E+01 0.0000E40G o o

4 -0, 2238E+01
0.3387E401
0.9012E401

0.0000E+Q0 -
. _ '
&
7 0.2012E+401
2
a

0.0000E4+0D
0.0000E+0D
0,0000E400
0.000QE+0N
0.0000E+00

0.9012E+01
0.4306E4+01

Fhkk ———-= DEPLACEMENTS ALX NOEUDS =-—= ik

NOELDS DEPY(A) 'DEFY(S) %ERR ROTZ(A) ROTZ(S) ERR
1 o.eeo0000 f0.0000000 - .00E+00 a.0000000 0.0000000--  L00E+GO
2 0.0452999 0.0452975 «41E-02 0.2355753 0.2355752 «21E-11"

v 3 : 0.17192979 0.1219240 t22E-02 0.4336511 0.4236511 «20E-11 .

t 4 0.36599¢7 0.32654907 16E-02 0.59212661 0.3913661  ,19E-11°
5 0.6101241 0.6101158  ,14€-02 0.7058591 0.7058591 «19E-11
6 0,8895844 7.8895740 +12€~02 - 0.7778642 0,7778642 .18E-11ﬁ

7 1,1892055 1.1891937  ,9%E-~03 0.8153069° 0.8153069 +1B8E~11:
9 1.,9981867 1.4281740 ' 85€-03 h.8287080 0.8297080 W17E-11"

9 1.8100476 1.8100346 7RE-03 0.,832%882 0.8325882 +17E~11

R'—mHEE==ﬂ===2ﬂﬂ====t2==:=======!’.ﬂ= Tl



B
L

I‘ Fdkh —=== COMTRAIMTES DANMS LES ELEMEMTS =—--— dkikk

LEMENT COMTRATNTES: AECCT) SANS(T) %ERFELR
-.u.u.m—-—-—-—.._:T:::::‘:ﬂ:::E’;:::::.“:::E2=::3::::::‘:‘_2!'_'"'_':‘!Ci'ﬂ2"...='—'E‘.=:E='_'!::$=:====:‘:‘.:.—_====:=
1 0,63IE0EHND 0.A2SLE+DD .14E-01

2 0.5232E409 0.5239E+02 .12E-01

2 N.4AN12E409 0.4012E409 L 2SE-01

4 n.,27026409 0,2704E+02 LADE-0]

5 0.2702E+09 0.2704E409 LA0E-01

& 0,1520E+09 0.1521F+02 . G4E~01

7 0.67S2E408 0.67RIE+08 10

8 0.1686£+08 0.1690E403 .25

*‘chZ:e/nyafe 2. A

LOMARUELR DE LA POUTRE..... v e

SA SECTIOM. v v esssnaeny P
A SECTION REDUITE. . oivavvnavennan e
LE MOMENT D’ IMERTIE DE LA SECTION/Z...

L’ ORDOMNEE MAXIMALE DE LA SECTION.....
LA MASSE .UOLUMIQUE DU MATERIALN......
SO MODULE DE YOUNG. s e v e evavaorra
SOM COEFFICIENT DE POISSOM. . vavsee

LE MNOMBRE DE NOEUDS....... N Cervar e
LE NOMBRE DE MOEUDS LIES Al REFEREMCIEL .. ..

.
IR R R R R )
.

k%% INTRODUCTION DES DOMMEES *dk

.4 3,000
0.7800E-04
}.€30N0E-G4
0.5S000E-02
0,5000E-02

.. 7800,

. 0.2500

vee 9
2

kdk POUR CHAQUE NOEUD PARTICULIER DOMMER 1

LE NUMERD DU NOEUD ET1

(1) &1 C/EST UN APPUL MOBILE.

NOMBRE DE NOEUDS CHARGES +oevovsnvosssnns

ak% POUR CHAQUE NOELUD CHARGE DONMER :
LE MUMERO DU NOEUD ET:

LE NUMERO DU NOEUD CHARGE. .« eaervess
LE TYF'E DE CHARBE--.-----n----||¢i-i-

LA'\)QLEUR DE LA CHARGE.III.QIII.'III'.I'I

LE MOMBRE DE SECTIONS DE CHARGES REPARTIE
'

- &1 —

—_———
—_———

(2) 81 C’EST UN APPUL FIXE.
(3) 81 C/EST UM ENCASTREMEIIT.

L.E NU'"ERU DU'\IOEL'D||--0--0|1|--llou--nn-ullc' 1
‘.‘.E T‘YFE L)E |‘.]A180r""-ll'llll|lltoon--|l|l||0lll ?
l_E NUHEF(J Dy "‘l‘;‘EL'DI..IQDIlllll!llll'.lllll..' 5
LET\(PE DE l..IAlSDr\’lllllll!.u.llttlllil.l'llll 1

[ B | 1

(1) S1 C’EST UNE FORCE CONCENTREE
(2) SI C EST UN MOMENT APPL
FUIS LA VALEUR ALGEBRIAQUE

3
L 1

Sevs. O

0,2200E+12

SUIVANT Y,
10UE AUTOUR DE Z.
DE LA CHARGE EN (M) OU (M.m) .

-0.1000E+03

************#****k*k%***k*%***k*****k************k***#k********k%********ﬁk



Rk POUR CHAQUE MOEUD THARGE DOMMER :
LE NUMERO DL NOEUD ET:
(1) S1 CYEST UNE FORCE COMCEMTREE SUTVAMT Y.
(2) 81 C/EST UN MOMENT APPLINDUE AUTOLUR DE Z. '
FULS LA UALEUR ALGEBRIANUE DE LA CHARGE ENM (Y i (M),

LE MUMERD DU HNOELD CHARGE . v vt s i s it esennnense 5
LE TYPE DE CHARGEQ:-n..II-lnoolllncunllooil.o l
LA ‘-/'QLEUR Dr.. LA CH(“RGE L R L I I R I P I R A "U’ ' Jﬂ”nL'lU?

LE MOMBRE DE SECTIQMS DE CHARGES REPARTIE®, ... 0
#H RESIHLTATS)

METHUODE DES CHARGES CQHSISTQNTES

MOEUD . Fy MZ
1 -0.1119E401 —~0.18A5E+(D
2 =0.,28228E+01 =0, AFI0EHOD
3 =0, 223RE+01 ~0.3V30E+00
4 -0,2228E4+01 -0,3720E400
3 -0.,1022E+003 -0.,3730g+00
) -0, 2228E401 =0.3730E4+00

-0, 22336401
-0, 22326401
~0,11196401

~0.3730E400
-0, 3720E4010
-0.1865E400

L R v B

kkkk —--= DEFLACEMENTS AUX NMOEUDS === dkkik

NOELIDS DEPY(A) DEPY(S) #ERR ROTZ(A) ROTZ (5} %ERR

1 e.0000000 0.4000000 LO0E+00 -0, 5?5565 ~0,5715963 « 20E-04
2 =0, 2026767 ~-0.2096730 .186-02  ~-0,5345221 -0,5245389 «33E-04
3 -0.2912066 -0.,3917832 | ,19E-02 -0.4251172 -0.4251172 .41E-01
4 -0.5137369 =0.3197260 W2l1E-02 ~0.2460026 ~-0.2460024 71E~04
5 -0.5678881 -0.567R8728 LE9E-02 ~0.00010a1 ~0.0001060 16

6 -0,5197369 -0.5197260 21E-02 0.2457303 0.2457205 -~ .71E-04
7 0. 2918066 -0 .2917992 JA9E-02 0.4245050 4.4249032 LA1E-04
8 ~0.,2036767 -0.,2026730 +1BE-D2 0.52427682 0.53437629 «32E-04
9 a.0000000 g.0000000  ,QCEHOD 0.5713442 0.5712444 . 20E-C4

e e e e e e L T P e

LEMENT COMTRAINTES AVEC(T) SANES(T) #ERRELR

B ISP IR SRR H 6T 6D M YT D UT RN T % OT I I AT P O O OO0 O CY T O A g I e O O O TR OCY S Y P A E PR UV B PP b Em e e e v m m my R A pm e o

1 0.2132E+D2 3, R180E4 092 JB1E-0]

2 0.,4237E+09 0.4233E+409 «40E-01

2 0.6237E+09 0.6236E+02 . 26E-01

q 0.8154E+09 0.8153E+09 19E-01 -
3 0.8154E+09 0.8133E+09 «19E-01

6 0.6234E409 0,6236E409 26E-1}] 4
7 0.4233E+09 0.4235E+09 »40E-01 A
8 ! 0.2148E409 0.2150E409 81E-01 b

b '

‘********ﬁ**w****w********#****************w++++++**+*+*w**************ﬁ*i*k5?




T ## RESULTATSS

METHODE DES CHARBGES CONSISTANTES
NOELID FY MZ

| 1 -0, 22386401 -0,3730E+00

: L2 -~0.4476E+01 ~0.7461E+00

| 3 ~0.1045€4032 ~0.7461E+00

: 4 ~0.4476EH01 -0, 7461E+00

‘ 5 -0 .2238E+01 ~0,3730E+00

kkkk ~--= DEPLACEMENTS AUX NOEUDS =--- kkkk
NOEUDS  DEFY(A) DEFY(S)  %ERR ROTZ(A) ROTZ(S)  %ERR

1 p.0000COD  ©.0000000 ' L00E400  -0,5690132  ~-0,56€30130 L 21E-04
2 -0,2901971  ~0,3901897 ~.196-02  -0.4240046  -0.4240044  ,41E-04
2 ~0.5657421  -0.5657278  .25E-02  -0.0004241  -0.0004239  ,41E-01
4 -0,23901971 -0.2901897  .19E-02  0.4231565  0.4231567  .41E-04
s 0.0000000  0.0000000  .0OE+00  0,5681650 .31E-04

0.3681652

hkkk ———= COMTRAINTES DANS LES ELEMENTS =--=2 kikk#
LEMENT COMTRATINTES: AVEC(T) SARS(T) %ERPREUR
ﬂ!ﬂgﬂzmwﬂ!‘:ﬂE!.‘!ﬁ"ﬂ!!:ﬂ:G:EEﬁﬂﬂ!ﬂﬂR:Rﬂﬂﬂ:?‘:====Eﬂﬂﬁ!!—,ﬂﬁﬂEL‘-‘EL‘"!.‘,!#!I‘.'!EI!EE::====:.“%========.'='_':."?.'
1 0.4217E409 0.A216E409 L20E-01
2 0,R135E+09D 0.8134E409 L97E-D2
3 0.R135E409 0.B134E4N9 ATE-02
4 0.,42156409 0.,4216E+09 +1%E-01

! *#*********************************************************k*******ﬂ*ﬁﬁ#ﬁgﬁwr

!
#‘gkfﬂf/ﬂ(( Zé dkd INTRODUCTION DES DOMMEES *#*

2,000
0, 7800NE~04

N.65N0E-04
0,5000E-09
. DL.BOD0E-02

LONGUELR DE LA FOUTRE......
SA SECTIOH, ..
A SECTION REDUITE. s i e et v vananssinear o
- LE MOMEMT DYIMERTIE DE LA SECTIONAZ. .0 vsaeds
' L ORDOMFMEE MAXIMALE DE LA SECTION. «voaaensen

R N R R T I O B I B B )

LA MASSE VOLUMIQUE DU MATERIAUX.... . covaeee., 78O0,
SOM MODULE DE YOUMG. v v vvensssranvnnsoensses 0.E200E+HLE
« 0.2500

soM COEFFICTENT DE POISSOM. v sansarnanvs

LE "“3!““'”’\[ [’E “lDEL‘DSIIIIl"llollllu.uul..lil.l 9
LE MOMRARE DE NOEUDS LIES AU REFERENCIEL,..... &

whk POUR CHAODUE NOEUD PARTICULIER DOMHER®
LE MUMERD DU MOELD ET:

! (1) 1 C/EST UN APPUL HOBILE.

L - (2) S1 C’EST UN APPUI I'IXE,

(3) S1 C/EST UN ENCASTREMENT,

LE NUM[:RD DUNUEUD.----...-:uJ;naannuutcuiill 1 '
LETYPEJDE LlAISDN!||lllllcoallroiluti'nnltlll 2 :[!;
LE NUMERO DU NOEUD . v v evvssnrnnsivsnnsveonssste 9 L
LETYPE DE LIAISGNIl.!.lillllIl...lllllll.ll' 1 .
MOMBRE ' DE MOEUDS CHARGES 't vvirassnssansrsnss 1 ;%




L METHUDE DES CHARGES COMCEMTREES

i ok s T e S -] v o oy o ol o o o o

NOEUD Fy MZ
1 -0, 11L8E40 0.0000F ) 01
; 2 -0, 2230E401 0.0000E100
! A -0, 22386401 0.0000E 00
4 ~0, 22306401 0.0D0OE DR
5 ~0,1022E4023 n.0000EIN0"
G -0, 2230010) Q.0000E1N0
’ -0,2230F401 0.,00008100
f -0, 22301 0.0000FE 00
a -0,11196401 0.0000E HID
. hkkdk ———= DEPLACEMEMTS AUY NOEUDS m-—= kik#
»
NOEUDS DEPY(A) 1 DERPY(S) THERR ROTZ(A) ROTZ(S) “ERR
1 0.,0000000 0.0000000 LO0EHOD -0,5714504 -0 ,5714504 LS1E-32
2 ~0, 2096767 . ~0,2096730 JARE-02 - -0,5244829 ~0,52441829 51E-12
- 2 -0,39218066  -0,23179292 L19E-02 -0,4250112  -0.4250112 LABE-12
4 ~0,8197269 -0,%519726D R21E-N2 -0, 2458965%  -0,2458965 JABE-1Z
5 ~-0,5678821  -0,5678738 L25E-02 0.0000000 0.0000000 LO0E+ON
& ' -0.5197269  -~0,5197260 L21E-N2 0.2458965 n,2458965 LA2E-12
7 -.=0,391230G66 -0.3917992 __..15.‘E—02 0.4250112 0.4250112 LASE-12
g -0, 2096767  -0,209673N L19E-02 N.5244829 n.53449229 S2E-12
) 0.000R000 0.0000000 .00E+00 0.,5714504 0.5714504 LS2E-12
m:'..‘::::é::m:::::::::::::-:::::z::-:.:::::'-:*_—:::i—:::::'_'u:-:zﬂ'.-:'.m::::n:m==.~:==:===:========:===
| AkdE ———= CONTRAINTES DANS LES ELEMENTS =—-— khk*
LEMENT CONTRAIMTES AVEC(T): SAMS(T) SERREUR
IS TTITECo DT DT ME I T D NN S M S S e mw o S T D M M e g e mw mr g A S M Se A mi e e e A MR MR R T M TS II I T
1 0.2171E409 . 0, 21696409 LB2E-n]
2 0.4255E409 0,4254E409 LA0E-D1
2 N.6256E409 0.6254E+09 L2EE-01
4 0.8172E409 0.B171E402 L19E-01
5 0.R172E4NO 0,2171E409 L19E-01
3 N,6253E+09 0.6254E+03 . 25E-01
7 0.4252E409 0.4254E409 L29E-01
8 0.2167E409 0.2169E+09 . 79E-01

*********&**ﬂ*********ww************************ww%*****k**********ﬁw******'?ﬂ
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? %‘é;ﬁgagﬁtﬁ £ a:

e T IEC TS UASRCIITRAMES OIS SIS D e

--= PROGRAMME DE CALCUL DES Cme e
--=  VUALEURS, FREQUENCES ET VECTEURS SR
--= PROPRES e

--=  PAR

= D’UNE POUTRE DANS LE CAS DYNAMIQUE =-w~--

LA METHODE DES ELEMENTS FIMIS . =-----

= SANS NEGLIGER L/EFFET TRAMSVERSE e

l.ﬁ POUTREIIll...llll‘.l..lllll.l"

*%% INTRODUCTION DES DONNEES k%

LONGUELIR DE 3.000

Sﬁ SEC"U[“JI:Inlnnoolnllllll||ct|l||-no-iillll-{.ll?ﬁoup'."aod
EA SECIINN REDIMTE . v o vveieeranrntssessassiriae 0,6500E-04
lLE MOMENT D‘IMERTIE DE Li SECTIOM/Z...uvsrsss 0,5000E-09
LA MASSE VOLUMIQUE DU MATERIAN v eev e 7800,

SOM MODULE DE YOUMG. s cvvtsrasosnsasarsnssassse D.2200E412
SOM COEFFICIENT DE POISSOM. .. cveevevsnnsaaase 0,2300

LE MOMBRE DE MOEUDS s v v rrramsasvacroser asnas O

LE MOMBRE DE MODEUDS LIES Al REFERE!CIE N |

*dek POUR CHAQUE NOEUD PARTICULIER 1

[ER}

LE MUMERQ DI NOEUD ET:

LE NUMERO DU MOEUD, ..

LE TYPE DE LIAISON, . ov v

LE NOMPRRE TOTAL DE DEGRES

(1) €1 CYEST UN APPU] MOBILE » -
(2) 81 E7EST UN APPUI FI1XE.
(3) SI C’EST N ENCASTREMENT.

[ R B B R ] [ I B R R R R ] 1
LU T TR TN B I I ) 3
..

DE LIBERTE. vr4vess 8

*hkk UALEURS, FREQUENCES ET VECTEURS PROFRES dhhk

% EXPLICATIONS)

A o

AVEC T 1
5ANG T 1
% ERREUR
DEPY(A) 1
ROTZ{(S):

¢

## RESULTATS:

*% MODE

VALEUR PROPRE......
FREQUENCE PRGPRE...

A
NOQEUD

s W

TDEFY(AY T

SARS MEGLIGER L’ EFFRET TRANSVERSE.

EN NEGLIGEANT L/EFFET TRANSVERSE.

ou %ERR : POURCENTAGE DERREUR COMMIS,
DEPLACEMENT SUIVANT Y SANS NEGLIGER.
ROTATION AUTOUR DE Z EM NEGLIGEANT.

0.0000000
0.1440322

,0.5026603
“0,9737835

1.4804789

|
1
|
i

i

AVEC T TEANS T
0.2759587E+02 0.2759614E4+02
0.5253203E+01 0.5253177E401
DEPY(S) %ERR ROTZ(A) ROTZ(S)

0.0000000 .00E+00 0.0000000 0.0000000
0.1440299 +17E-02 0,3593062 0.359309?
0.35026578 +49E~03 0.5739348 0.57398605
0,9737831 . .50E-04 0.66476%4 0.6647761
.1.4804824  ,24E-03 0.6722208 0.6792976

ERREUR %

.99E-03
.49E~03
r:lsi

TR
.0DE+00 .

96E-03
:99E=03
.10E-~02!
10E-02 ;

=t
1

9



ok MODE .4 oo e 2

i
UALEUR PROPRE......
FREQUENCE PROFRE. ..

MOEUD DEPY (A)
1 0.0000000
2 -0.6191547
2 ~1.,0%90224 5
4 «0,2004%9).°
5 1.arap1sat
ok MODE .o on, 23

“

UALEUR PROPRE. ... 50

FREQUENCE FROFRE...

DEPY(A)

NOEUD
1 0.0000000
2 -1.0901154
2 -0.0328792
4 0.87632301
5 ~1.5003343

*% MODE....... 4

VALELUR FROPRE.,.....
FREQUENICE FROPRE...

NQELD

DEFY(A)

1 0.0000000
2 - 1.0564864
2 ~1.0202718
4 0.9399927
5 -1.4723043

»

** MDDEI I_.. LN BB 5
VALELIR FPROPRE......
FREQUEMNCE PROFRE...

NOEUD DEPY (A)

' n.obooooo
~0,5159114 -
0.0706264
| 0.3357368
r1.5622449

[ IR YIS

AVEC T
0.1086193E+04
0,3295854E+02

DEPY(S) %ERR
0.,8000000 JO0E+NQO
-p,6191278 A3E-02
-1.0%90233 JBOE-04
=0, 2004738 .7AE-D2
1, AR3730B9 14E-02
PTAVEC T

0,.8627434E4H04
0, 2282114E+02

DEPY(S) %ERR
2.0000000 JOQE+0D
-1.0900582 «32E-02
~0.,0322323 .18
0.,8763385 LOEE-02
-1.5003682 L23E-02

AVED T
0.3357158E+03
0.1832542E+03

DEPY(S)  %ERR
0.0000000 ,0OE+00
1.0565041  .17E-02

-1.0902198  ,48E-02

0.9393434  .S52E-02

~1,47245%99  ,11E-01
AVED T

0.1161620E+06
f,3408440E+03

DEPY(8) HERR

0. 0000001 LL0E+DD
-0, 8160252 . 22E-01
0.0707476 .17
0,3356532 .25E~01
~-1.5623766° .84E-02

SANS T

0.10RG266
0,3295741

ROTZ (M)
0.,000008
-1.13070%0
0,2239967
1,92474n3
2.2647709

aatis 1
0.8628763
0.92884092

ROTZ(A)
0.0000000
-0.7956743
2.7775442
~1.3235283
-2.,9381102

gals T
0.3358209
0.1832255

ROTZ(A)
0.0000000°
-1.6168614
-0.02238164
1.2837368
-3.48B0E6CT

SAMS T
0.1161747
0.3408235

ROTZ(MA)

n.noneo0n
s 8.,98326608
-6,8173831

6.2112%82
-8,3617323

E+04
E-+02

ROTZ(5)
{4.,00000040
~1.1308247
0.22329471
1,9248097
2.3648681

£+04
E+02

ROTZ(S)
0.0000000
~0.7960601
2.777B306
-1.3235379
-3.9385042

E+05
E+03

ROTZ(S)
0.0000000
-1.6187673
-0 ,0942152
1.3845079

-5,4894783

E+06
£E4+03

ROTZ(8)
0.0000000
5,.9828520

~6,8172152
G.2115363
-8,3631804

ERREUR %

LE67E-02
' 32E-02

%ERR

+Q0E+00
» 9RE-02
22E-01
oBBE*D2
VA1E-02

ERREUR %

01SE_01
. 76E-02

%ERR

JO0E+OD
42E-01
14€E-01
. 73E-03
LA0E-01

ERRELR %

31E-0]

TleE-01

“ERR
JOO0E4DQ
. 38E-02
.43

L 86E-01

L23E-01

ERRELMR %

LA11E-01
. S4E-02

S%ERR

LODEFDO |
L 70E-02

S4E-02
4SE-02

17e-01.

4

|



*é&eh/ﬂ"!é

SO

ko INTRUD“FTIﬂH DES DéHHEES *k*

LONGUEUR DE LA POUTRE..vuuursrensen... PP 2,000

SA SECTIMN, P v i e s e . ’ ‘e 0.7800E--04
5A SECTION PFDHITE .............. versesaae BLUESD0E-N4
LE MOMEMT D’ IMERTIE DE Lﬁ EFTIDH’P. ..... veew DLS00DE-Q9
LA MASSE VOLUMIOUE DU HQTERIQHY I A < 1111

SON MODULE DE YOUNG, Prv s a s sty ey UL,2Z200E412
SON COEFFICIENT DE POISSOM..... trrseen e 0,2500

LE NOMBRE DE HMOEUDS, P e e . ]

LE MOMBRE DE MNOEUDS LIES AL REFERENCIEL.,.y4,, 1

FAAPOUR CHAGUE MOFLUPD PARTICULTER DOMHER )
LE NUMERD DU HIOEDD ET

LE NUMERQ DI HOEUD. .., .. ....: e
LE T\"PE [)E LlAISDr‘\lllllllllliI‘lll

t2) SI C7EST N afPUl FlxE,
(2) §I C/EST UM EMCASTREMEN
L N ] 1
L N LI Y 3
LE NOMBRE TOTAL DE DEGRES DE LIBERTE, seees 16

(1) S1 CYEST I APPUL IORILE

N
|
1
## RESILTATS:

*AMODE. ..., 2

VOLEUR PROPPE, , ,

FDEUD DEFY(A)
1 0.0000000)
2 N,09023243
3 0, 1440235
"q 0,2032430
5 n RUPG296
A 7207555
7 u 9737239
4] 1.225849n0
3 1.4803878
A% MODE... .. v 2

VALEUR PROPRE. . ...

FREQUENCE FROFPRE...

NOEUD "DEFY(A)
a.0000000
-0.2042109
-0.6178288
-0.9637038
-1,0566660
~0.79211535
~0,199g472
0.6022463
v 1 1.4805969

DD IR A D WM -

WREQUENCE FROPRE, .,

AED

275941 8E 402
0. 0253042E401

DENY (S)
Q.ooono0e

0.0MNA327

0.1940211

0.3032403

*0.89026271

0.7297528

0.9r37233

AVES. T

%ERR

JOOE400
vAQE-02
17E-02
{BOE-03
«48E-03
«23E-03
«42E-04
A11E-03
.25E-03

0.1083838E+04
0.2292282E+02

PEPY(S)
@.0000000

-0.,2041859

~0.617803%
=0.9686N5
=-1.0566697
~0.7911682
~0.1998628

0.602242¢

1.480¢6210

%ERR
.00E%Q0

12E-01 .

+41E-02
.13E-02
« 35E-03
.19e-p2
«78E-02
G1E~03
16E-02

- 0.,0000000

' =1.1283432
=0,6%20560

antis
It A7r6nqq8
(1 -.."f_.qq”.l‘;

ROTZ0A)
0L ON00eRG
012025
0, 3592840
N, AnR391 61
0.573910%
0. 6325371
G.6647283
N,5773482
D.6792479

SANG T
0.1082312
0.3292169

ROTZ(A)
~0.9543171

0.2236912
1.178657¢
1.22067¢2
2.2930551
2.3324149

T.l

Ahdk VALEURS, FREOUEMCES ET VECTEURS PROFRES #hdk

Etne
F+01

ROTZ(S)
{.ao0oenoo
0,19822%2
0. 3592877
.,48392079
1.5739252
0,622343%
0.6647230
§.67723551

0,6792548

E+04
E+02

ROTZ(S)

" 0,0000000

-0.9543972

.~1.128455¢6

~0.6521544
0.2236418
1.1786712
1,9207436
2.2931515

2.3395167.

ERRELR 5

o QO - UQ

' SUE~03

VU S —

“ERR
UOE+Q0
ACE-D3
ig?E“DB
¢ B0E-03
D2QE-02
010E"'02 ’
!105""02
ANE-02
+10E-02

ERRELIR ¢
L69E~-D2
«34E-02

HERR iy
JOOE+00 !
- . B4E- oa}q“
J10E-010
15E-01..
V22E-Q1
J12E-02
.356-02
426~ 02ry ?J
A3 02\

tH




Ak MODE s+ o oles. 3

VALELR PROPRE ..., .,
FREQUENCE PROFRE.,.

MOELID PEY (A)
1 00000000
2 ~0  ARZAG] 7
2 -1 030875
4 -0, 55601
5 -, R0 724
[=4 0.2267357
7 0, 2618249
8 -n 0741618
a 1.48210329

-

*k HMODE....... 4

VALEUR PROFRE,.....
FREQUENCE FPROPRE...

NOELD  DEPY(A)

1 2.,0000000
2 ~0.7724096
2 ~1.0189864
4 0,1937382
5 1.0515297
6 0.2167716
7 ~0,923941 5
g -0, 2965613
9

1.4365933

kA MODE . ... 5

VALEUR FROPRE......
FREQUENCE PROFRE..,

NOEUD DEFY (A
1 0.o0no0eg
2 1.0000698
A u.4"”nﬂ0?
q 1.0349306
5 MU.ODDIEOO
G 1.0432182
7 -0.3812211
8 <0.7541480

.8 11, 4957404

AVES T

e

0.B505668E404

DEY (2
fl,nnamI0
=0.A4B237R0
"1.0738495
~(,91559*G
-0, n”ﬂ, 1S

C0,8267063

0.9618507
...n ﬂ 13 "J{'
~1.4821540

AEC T

0, 9223354E+02

“ERR
LORE400
J1RE-0]
L3BE-02
JA1E~-02
.er
32E-N2
L20E-02
LATE-01
.R4E-02

0.2276457E405
0.,1210357E403

DEPY(SJ
000000
-0.7722409
-1.0180244
N,1935%9906&
.n 515714
2168773
U_d239q70
-0,2966213
1.4866681

Al
2
]

'EC
ni
200

fJJ 4] a_J

0.
Ol

DEPY(S)
0. 0000000
1.0086246
0,A701213

=1,03482272
-0.00037749
1.0431872
~0.32811674
-0.7541803
1.4950291

T
]7
a3

%ERp
AOERDD

L228-01

ATE-02
 76E-01
17802

W 49E-01
L 48E-02
L1SE-01
LSOE-02

SE+05

7E403

%ERR,
L 00E400
L 2AE-01
52E~01
J10E-01
(14E4+03
LA0E-02
LANE~01
L 43E-02
.S9E-02

EANEG T
ﬁ"“ll"llmrl'-l (14
U.D‘F GlAEYD2

Rﬂl?rﬁi
“1, 96%4) |
wl), PRAND Y

1.81126m
:..14((-1 ’r‘
1..135a1 9]

2.4147208
~3.8?74856

Al
7

-~
L

sal
2
210

13
1

o>

ROTZ(A)
n.0000000
~-2.5124a29
1,6424902
825765
0,02322354
~3,7314102
-1.3006062
2.8920579
5,4506190

ROTZ (M)
0., 00000600
1670167

A, Tar0ReR
-0,9944752
1,2852934

~0.9467452
~4,.3067401

3.3624334,

7.0613648

1% 7T
292
099

'PUT?(S\'

1.9658602
mn.?egaaas
1.n11¢9qa

-3, 4150(42
~3.8779126

E+05
E+62

ROTZ(S)
G,0000000

~2.5147923

1.,6492487
3.8268410
0.0237090
~3.7322457
~1.3230138320
2.8926482
5.4516839

ROTZ(S)
0.000a000
2.16957R5

~4,7092594

~0.996006%
4,9872623
~-0.2446314]
~-4,5090053
2.,3629129
7.0624509

ERRELIL %
W1GE-07]
B0E-02

WERF,

LOOESOD

a:?.:{E_Ul
[] 495-01
v23E-02
+14E-21
L25E-01
AeE-04
L 10E-01
11E-01

ERREUR %
Va29E-01
«14E-01

“ERR

OOE+GN
«32E-0X
J1SE-D1

JEEE-0G1

2.0

23E-01:

LGOE-(]
LA5E-01
20E-D]

ERRELIR %

44E-01
eeb-01

%ERR
L OOE+OQ
12
22E-01
15

AZE-OT

.4GE~-D1
LS0E-01
L14E-01
. +30E-01

A

i2



Y T et T

£?*€17’/é'é{31'*** INTRODUCTIUM DES DONMEES 4k

R,.000
0, PRO0E-NA
0, 6EN0E-N4
I TIERAT AR VR

e,

0, 22006415
0, 2500

LONGUEUR DE L POUTRE . s o v s v avas oo nanosssin
Sh SECTIO"'I‘.|l,u|¢-o----o|||ii|||ll&-c-
G BECTION REDUITE v v v vna s e snsassnaenaai
LE MOMENT (O INERTIE DE LA GBECTION/Z v v nni
LA MASSE VOLUMEGUE DU MATERIAUX. ... ) q
S0 P'UDULH L)E. YDU’"’G---&..!li.nn-nlnuﬁsnvllvla
GO COEFFIRIENT DE POISSOM. v v vt nnas

LI I T I B

LR T A )

L I |

;

LE NOMBRE DE MOEUDS .« sevssvvrvsrnssrsvsocriss 5
LE NOMBRE DE NOEUDS LIES AU REFEREMCIEL...... 2
%%k POLR CHAQUE NOEUD PARTICULIER DONMER:
LE MUMERQ DU MOELD ET:
' (1) SI C/EST UM APPUI MOBILE.
(2) S1 GC/EST UN APPUI FIXE.
(3) SI C’EST UM ENCASTREMENT.
LE MUMERD DU NOEUD . v s ernsenrsss e 1
LE TYPE DE LIATSON. «vunvnronevesns e -
LE NUMERD DU NOEUD . vv s vvevnnssns e Cieeess S
LE TYPE DE LIAISON..... D |
LE NOMBRE TOTAL DE DEGRES DE LIBERTE......... 8

A4k UALEURS, FREOUEMCES ET, VECTEURS PROPRESZ #kkk

é’(? -—

-

o e e

##% RESULTATS!
kk MODE ¢ o0 vvos 1

| AVEC T , saM5 T . ERREUR %
VALEUR PROPRE. ... .. 0.2175377E403 0.2175422E403 . 20E-02
FREQUENCE PROPRE...  0.1474931E+02 0.147491GE+02 10E-02
MOEUD  DEPY(A) DEPY(®)  HERK REEZ.(M) ROTZ(S)  %ERR

1 HONNODBOD  0.000DUND  LO00E+00 10067423 1,0067647 L 20E-02
a 0.74058777  0.7408771  .85E-04 0,7 r8%141 0.77565299  ,20E~02
3 1.0473352  1.0473343  .85E-04  0,0000000  0,0000000  ,D0E+00
4 0.7405779  0.740%773  .B5E-04  -0,77%5141  -0,7755299 L 20E-02
s 0.0000000  0.0000000 .00E4+00 ~-1,0967427  ~-1.0967652  .20E~02
dk MODE .+ sssens 2 - :
‘ AVEC T SAMS T ERREUR %

- [UALEUR PROPRE . 44 0.3506120E+04 0.3506384E+04 L 7SE~02
FREQUENCE PROPRE. .. 0.5921472E402 0.5921250E+02 .3BE-02
NOEUD  DEPY(A) DEPY(S)  %ERR ROTZ(A) ROTZ(S)  %ERR

1 0.0000000  0.0000000 .00E+00 -2.2091629 -2,2093305 .76E-02,
2 -1.0551376 -1.05S1232 .13E-02  0,0000000  0,0000000  .OQE+00"
a 0.0000000  0.0000000 .O0E+00  2.2091634  2.2093209  .76E-02° |
4 1.0551368 . 1.0S51231 .13E~02  0,0000000  0.0000000  ,OOE+00
s  0.0000000  0.0000000  .O0EH+00  =-2,2091626  ~-2,2093301  .76E-02
\ /
/



**"1DDEcaalnl03

’

AVEC T oaMe T
VALEUR PROPRE...... 0.1825849E405 0.1826127E+05
FREQUEMCE PROFRE. .. 0.1351343E403 0.1251240E403
| NOEUD DEPY (&) DEPY(S) %ERR ROTZ(A) ROTZ(3)
1 0.0000000 °  Q.0000000 L00E+00  -3.3850790 -3, 2856555
2 -0,7702862 -0,7702347  .67E-02 2.3936252 2,3940329
2 1.0892469 1.0892740 L67E-02  -0,0000159 -0.0000159
4 -0.7702829 -0.7702314  ,67E-02 -2,3936346 -2.2940423
5 f,.0000000 0.0000000 .00E400 3,3851294 3.3857059
** H(][’Et LI I I I | 4 .
WG T aalls F
ALEUR BROPRE 4 o0 0 GHAMORPEADD 0, 6GAS A DS
FREQUEMHECE PRUPRE, .. U.2B810604E4D2 0, 86)REOAE403
NOEUD DEPY (A) DEPY (&) %ERR ROTZ(A) ROTZ(S)
1 0.,0000000 0.0000000  .DOE4+0D  =5,4055989  ~5,40%55983
2 0.0000000 0.,0000000 .00E+00 5,40561 23 5.4056135
2 0.0000000 0.0000000 .0QE400  =5,40559250  ~5,40%5350
4 0,0000000 0.0000000 ,O00E+0D 5,4056079 5,4056079
i 5 0.0000000 ¢.0000000 LO0E400 ~5,405%910 -5,4055210
~
! k% MODE..... . 5
| ' AVEC T SANS T

VALEUR PROPRE......
FREQUEMCE FROFRE...

0.17319294E+06
0.,4162260E+02

0.1732441E+4+06
0.4161722E4+023

' MOEUD DEFPY (A) DEFPY(S) %ERR ROTZ(A)

i 1 0.0000000 0.0000000 LO0E+0D A.01501059
2 -0, 7161285 ~0.,71A1839 W P7E-02 “B,6674746
2 1.0127390 1.0128373 w7 7E-D2 an.0000000
9 -0.7161290 «0,7161844 JITE-D2 B.G6T7AT7AR
3 o.0000000 LO0EHDD ~R,0150224

g.go000000

piiotiei wohok

X é;?zzp/kélb;

LL"‘]BL'ELIR l‘E Lﬂ PUUTRE. LI I I B I I R I B I B R )
EA SECTION. .. vvevannnnas
S SECTION REDUITE s wvvvarsvsasns
LE MOMEMNT D/ IMNERTIE DE LA SECTION/Z... ...,
LA MASSE VOLUMIGUE DU MATERIAUX. . v vvs e v ans
SON MODILE DE YOUNG.

a4t 00 ¥4
LI R T I R O O O L R O Y B A )

LI A Y )

[MTRODUCTIUN DES DONNEES +ad

A.000

0. 7An0E-N4g
0. enn0E~04q
o 0LE0OQOE-Q2
v 7B0O0,
f.ee00E+HL2

SO COEFFICIENMT DE POISSON. e i vsscnssssarneesrs D0.2500

LE MOHBRE DE r‘JC‘EIJDSIlllllll.llllllll..‘.llili 9
LE NOMBRE DE NOEUDS LIES AU REFERENCIEL...... 2

*k& POUR CHAQUE NOEUD PARTICULIER DOWNNER:
LE NUMERO DU NUEUD ET:

ROTZ(S)
R.,0147724
N,6673034
{}, 0000000
D.6673021
~{1,0147789

(1) S1 C/EST UN APPUI MOBRILE, -

(2) S1 C/EST UN APPRUI FIXE.

. {(3) SI C/EST UN ENCASTREMENT,

LE NL"\"ERD DIJ "‘JDE"JDIIIIDIQQllll.lllblll.‘...‘l 1

‘LE TYFE DE Llﬁlsm"'o|lclo.oln----c-----ullilll

LE NUMERD DL NOEUD . v v ivnannnnnnnas

2
l'.lllllc.l 9
L.E TYPE DE L]QISO"".-.------.. ’ 1

LR AN L B RO O B A ]

ERREUR %
15E-01
. 76E-02

%ERP

17E-01
17E-01
[ 63E_01
.17E-01
+17E-01

h

ERREUR %
21E-~11
lllE—ll

2ERR

.21E~06
. 2RE-06
. 29E"06
. 30E-06
+27E-06

ERREUR %
. 26E-01
13E-08

THERRT T

» J0E~02
1 BDE"'UE
Q400

. +A0NE-02

«30E-02

i




#% RESULTATS:

Ak MODE....... 1

" VALEUR PROPRE, .. ...
FREQUEMDE PROPRE. . .

ORI DEPY (N
1 i Hnnonn
& 1, rfngn g
3 L ldu2lnd
4 0,0671302
G 1.0468252
& 0.92671419
7 n.7402181
8 0, 40060320
9

0.06000000

kk MODE. . v v00e 2

b _ELIR PROPRE . . v\ vy
R EQUENCE FROFRE. ..

DEPY (A)
0,0000000
-0, 7405797
~1.0473289
-0, 7405800
0, 0000000
0,7405786
1,0473368
0.,7405797
0, 00001

ﬁDEUD

0D N DL AR D ) T e

a3

"R MODE. s e e

LALELIR FROFRE..... ‘
KREQUENCE FROFRE...

NOEUD DEPY (A)
1 0.0000000
2 0.9626177
a 0,7421142
4 -0,4016298
5 -1,0495061
& -0,4016296
7 0.7421140
8 : 0.9696176
9.. | 0,0000000

LE NOMBRE OTAL DE DEGRES. DE LIBERTE.......rv 16

AVEC T !
0,2174312E402
N.1474572E+02

~-3.2964234

khdeck VALEURS, FREQUENCES ETIVECTELURS PROPRES ik

AN T
n,21742646403
N.1474557E+02

ERRELIR %
216702
JA10E-02

“SERR

RLE-02
aE]E“UE
vell-02
o] e
HES-UD
A R Uy
v ;ZDF."Uz
LA1E-02
vefE-02

ERRELF %
JR2E-0E
JAlE-OZ

“ERR

» S:‘.’E"'G 'r:'
.ﬁ?E—DE
JNOE4Q0
yB2E-0Z
8 2 Pl e
|BFE‘02
JIOFA00
s BPE 012
yARE-02

ERRELR %

DEPY(R) “ERR POTZ (A POITZCS)
0., n0nanan LONE4-00 4 HOR20 M 1, 006RR207
N A0 g) (620-04 Longeean L. hi2resq
0, 702000 RGE-0A 0,00 N1A04 n,  tR1528
0.9671390 JA2E-04 0,419%018 n,419%110
1.h46R2AO L23E-04 g,0000000 0, ONO0Ro
0.,9671411 L20E-04 -0,4194988 -~0,4195078
N.7402).80 J13E-04 -0,7751395 -0, 7751550
n.4006020 JAL1E-04 0 -1.0127675% -1,0127886
0.0000000 LO0E+00 -1 ,0262091 -1.0262229

AVEC T cAMs T
0.2420390E409 - 0.348067SE404
0.5899724E402 0,5899483E402

!
DERPY(S) “ERR ROTZ (M ROTZ(S)
g.oaon00n - ,00E400 -2,1932500 -2, 1935296
~0.,740%5772  LR4E-03  ~1,58003%4 ~1,5%10624
~-1,04733%3 , 24 -03 0 0000 f.aonnoon
~0, 740803 JAE-03 1, 1M0014:923 L NMIN6L2
Q.naonono LD0E+0D R, 1932%03 2, 1935298
0,740%760 . 35E-03 1,8%09310 1, 58L0580
1.0472382 \34E-03 1, 0000000 fL,NN0000e
0, 7ra0n7 M L34E-03 -1 a1y 1 n10%as
DLOUuNLHI ,00£400 w3 1 BABNEY R L ictadl

AVEL T GAMS ¥
0.,1765338E4+05 N,1765712E4+05
N.,1328801E+03 0.1322622E403

DEPY(S) %ERR ROTZ(A) ROTZ(S)
0.0000000 .00E+00 3.2964114 2,2969982
0.9696013 J17E~D2 1.261488) 1.2617112
0.7421016 ~ ,17E-02  =2.,3309181 -2.,3313325

-0.4016230 J17E-02 =3.,0454872  -3.0460296
-1.0494€84 .17E-02 ° 0.,0000000 ¢,0000000
-0,4016228 17E-02 "3,0454942° 3.0460355
0,7421015 L17E-02 2,3309149 2.3313296
0.9696013 JA7E~02 ~1,2614808 2 -1.2617049
0.0000000 .00E+00

-2,2970085

J1R8E-01
L8ZE~02

#ERR ¢
LArE~-0]
L18E-01
“18E-01

»18E-01
JO0E+00 |
18E-01:
A18E-01. 1k
,18E=0137

;
| :

s



KKk MODEL .w vy

NDéUD“.A

LR BN I VI I AN S

D0 T LB ) P e

NOEUD

\/'ALEUR PRUPRE LI I I B B )
!FR?QUENCE.PRGPRE...

DEPY (A)
-1 .055176S
0.0000000
1.0551797
0.0000000
~1.08812n0
1.0551776
0.0000007

¥k MHODE., vuss &

VALEUR FROPRE, ... .
FREOUEMCE PROPRE.

DEPY(A)
0,0000000
n.9357244

-0, 7544405
-0, AnRe2929

0. 1 dna2903
0.7544915
0.9857226

g.onnnaon

AVEC T

-_GH. 2EE4-03
2682589E403
DEP&(Q) HERR
g.o000n000 JOOESDRD
~1.0551216 SEE-02
e.o000000 . 00E+0D
1.,0551247 A2E-02
n,ooo0noa JO0E4DD
-1.,08512%2 LSZE-D02
n.ao000000 LORE400
T 1.0881287 LS2E-02
0.00a0000 +00E+0DD
AVEC T
U 1?83f31F+0
' 2 UE4CE+U?
DERY(S) WERR
Q.og00o00 LANE+Q0
n.285&6010 +13E-01
~0.75434460 L12E-0)
~0.4082479 +12E-01
1.0668040 12E-01
~0.4082473 Jd3E-0]
-0.7543469 L12E-01
0.2835991 +13E-01
o,0000000 JOOE400

A g,

ERRELR # :

aaMS F
0. 561L021 K0S
236B233E403
ROTZ(A) ROTZ(SY
~4,4173223  ~4.4186624
0,0000159 0, 0000161
4,4172832 4,41862249
0.00003260 0,0000265
~4,4173492  -4,418639%
0.0000209 0.0000214
4,4172877 4,4186271
0,0000178 0.0000182
~4,4173290  -4,4186682
Stis

ANE-N1
«12E-01

%ERR T
S2NE~0T

Y -
DAOD P AD M
m m
1 ]
o] fn]
(= (=]

- Pl e e
m
1
=
[

W Q= )«

al
1

=

[

ERRELR %

0,1384247E406
0,3719713E402

ROTZ(A)
5,5732455
-2.1328163
-2.2408267
5.1491036
-5. 14“116f
2.9409704
2.,1328080
=5.08733504

=3
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4 + 3 .3 . Analyse des résultats

A la lumiére des résultats obterius pour les différents
exemples proposés, on peut faire les consatations suivantes:

a) Pour le cas statiqumas

= Erreur commise en négigeant 1’effet transvérse est
beaucoup plus importante pour les déplacements transverses (w
ou DEPY) que pour les rotations autour de 1’axe z (ROTZ).

Ainal, pour le déplacenent, le poulcentage d’srreur varie
de 0,00045%, pour le dérnier noeud dw la poutre encastrém,
par la méthode des charges consistantes, danws les deuvx cas de
discrétisation, a 0,0041%, pour 1le deuxiéme noeuds de la
poutre encastrée, par la méthode des charges concentrées,
dans le cas de la discrétisation A 8 éléments.

Alors que pour la rotation le pourcentage d’'erreur varie de
36.10714%, pour noeuds du milieu de la poutre encastrée,
par lIa méthode des charges consistantes, dans 1le cas de
discréticsation a 4 eléments, a 0,146%, pour le noeud du milieu
de la poutre doublement appuyée.

Maiw catte erraur n'ait pas sigpnificative car ellm ww
rapporte & une pente nulle puisque c'ewt la poinlt de fleche
maximum de la poutre. On considéran donc (e 1'erreur
significallive maximale enregistréde eaat de O,00007{%, pour les
noeudws proches au milieu de la poutrr toub) spint. appuyée, per
la médthode des charges consistanfen, dajih le cas e
discrétisation & 8 élanents,

— 8i considére le calcul des contraintes, on constate que
1'erreur varie de 0,0079%, pour le premier &lément de la
poutre encastrée, par la méthode des charges consistantes,
dans le cas de discrétisation a4 4 &léments, a 0,1 pour
1 avant dérnier élément de 1la poutre encastrée, par le
méthode des charges concentréen, dans le cas de
discrétisation 4 8 éléments.

Voir que ce sont des pourcentages derreurs relativement
importants comparés A ceux des déplacements et rotations.
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b} Pour le cas dynamiqgues

7

- Naus voyons, pour les Fréquences propres, que le
pourcentage d’'erreur varie de 0,00049%, pour le premier mode
de vibrations de la pour encastrée, avec la dimcrétisation A
4 éléments, A& 0,022% pour pour le node 5, dem deux poutres,
aver pour les deun la discrétisatinn A 8 &) dments.

- Pour les vécteurs propres, oo téred e  déplacement
tranavérmse, on constate que 1 'errelir varie gdie 0,000042%, pour
le jwemier mode do vibrations de |j poutre shpantrée, avet la
discradtimation A B dlénents, & O,00HRY, pour 1k node 5 de la
poutre encastrée, avee la discrétination A B #ldmnents,

En térmes de rotation autour de 1l’axe z, on constate que le
pourcentage d’erreur varie de 0,00096%Z pour le premier mode
de vibrations de la poutre encastrée, avec la discrétisation
a 4 éléments, a 2,5%L.

-Mais ce n;est pas trés significatif puisque cette valeure
se rapporte &4 une pente nulle du mode 4 de la poutre
doublement appuyée, avec la discrétisation 4 B éléments.

On prendra donc comme erreur maximale de la rotation, 0,06%
pour le mode 4 de vibrations de la poutre encastrée, avec .la
discrétisation a 8 éléments.

~ D'une fagon globale on peut constater que 1 augmentation
du nombre d’'éléments, lors de 1°'étude d'une poutre, que ce,
soit statiguement ou dynamiquement, engendre une légére
augmentation du pourcentage d'erreur.
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Y S . L'EFFET TRANSVERSE POUR L'ELEMENT PLAGUE

-

N 9 . 1 . THEORIE DE KIRCHHOFF-POISSON

|p| : 5 .1 .1 . Introduction
|

y”l - De nombreux efforts ont été consacrés A la formulation
d’'éléments plaques de flexion; comme il est difficile de
remplir toutes les exigences voulues a la fois, un nombre
D extrémement éleve de formulations différentes a vu le jouwr.

' !\l. A ]
Wph ) .
\Ll. Afin d apporter quelgues simplifications, on etablit les

hypothéses suivantes dites Hypothéses da Kirchhotf,
valables pour les plaquec minces & faibles deéplacements:

Vi) . e nlan moven de la plagque demeure indeformé durant
la flexion, ‘ -

-~

V2 . Une droite initialement normale au plan moyen de la
. . plaque reste droite et normale au plan moven durant la
[ flexion. Cette hypothése éguivaux & négliger 11 effet de 1a
Y deformation transverse de cisaillement.

| } . . - -

; {3 . lLes contraintes normales au plan moyen sont
o néglin&ables.
I

assez importants, comparés A la rigiditeée de la plagque, mais

-l toujours Ffaibles par rapport aux autres dimensions, on
L‘ i remplace la premiére hypothése par les deux suivantes:

'
' W Dans le cas de plagues minces mais avec des déplacementé Wt
i
f - . - - . - -
' {1 . Les conditions aux limites doivent inclure en plus
i
|

b

! : i "du deéeplacement transvérse w, les autres déplacements du plaag
(" u et v. :

22 Les deformarcions dans le plan moyen sont fonction des

dérivées premiéres de u et v par rapport a : et v.

Dans le cas de plagues #pailsses ou supportant des charges
trops concentrées, cette théorie n‘est pas valable. I1 f+aut
etablir d autres hypothéses et utilicer des &lément
tridimensionnel s




S . 1 . 2 . Equations différentielles

L élément différentiel de plague en +lexion (Fig.5.1.1)
subit les actions des moments de Fflexion Mx et My, "des
moments de torsion Mxy et Myx, et des forces de cCisaillement
Gy et Bvy. N

Z,w

My +'9___-r1"-5 dx
IT S 9
M+ T2 e d=
?x
M31¢252£63

plan

218x%
S + . dw
/71\ 1%

Fig.3.1.1 — Element différentiel d'ure plaque
en fTlexion

Fhysiquement, une plague mince peut &tre considérée comme
composee de nombreuses couches de membranes & contrainte
plane avec les contraintes qui varient linéairement suivanld
1 'épaisseur. ;

Les moments de flexion 2t de torsion par unité de longueur

peuvent etre obtenus par l integraticn de ces contraintes
planes suivant 1 "épailsseur.
1
T h .
¥
Mx = o .2.dz = —m— « £ .+ Qa. &, Y.z.dsz
Z
- h
¢ "1
b
: L
E
My = G, .2.dz=-—-———-—1—-—. « £ . + J . & ., y.z.dz
AV .
A8 B
1




h h
z i
-£
Mxy = —Myx = - Ty - = - = m py - E dz
h
~h 3 (5.1.1)
L N

‘" Les courbures de flexion et de torsion de 1la plague sont
les gradiants des déformations, cui eux varient lineairement
suivant 1 épaisseur:

2 h
P w
EM:—Z -
9 %t
L
9w
E,=-z . = > (S5.1.2)
7y
P A
Y i
.y = — 2 .oz .
P%.2y |
A partir des éguations (5.1.1) et {S.1.2) on a:
-
?ﬁ” ?ﬂu
My = - D . o + D . L)
D x* 2y
W ?ﬁp
My = - D . + v =) 7 (5.1
94" P
I R
) S w
Muy = — Myx =D . (1 —
Qx'gjj
(BITH
D= (E . h3/ 12 . (1 -~ V=

est la rigidité A& 1la flexion. E le module d’'élasticité
longitudinal et v le coefficient de Poisson.

Nous supposons maintenant gque 1 7'élément diffé,entiel est
soumis a une charge wniformement reéepartie sur la surface
(p.dx.dy).

En  considerant 1 'eéquilibre de toutes les forces de
cisaillement, des moments de flexion et de torsion agissant
sur 1 'élément différentiel, on a:

, :




?Qu rg&H
+ +p =0
2 29
My
My . ay = 0
D 33
My M. )
+ - o= 0
Eliminons les forces de cisaillement ax

1 'équation {(35.1.4.a) en les remplacant par les

moments déduits des éguations (S.1.4.b) et (5.1,

?l‘f"l x '3"1‘1-;3 ' ?LMB,

Dt

+

e P 2?

En substituant les éguations (5.1.3)

dans

(H.1.4.a)
(5.1.4.t)

(3.1.4.c)

et Oy de
dérivees des
4.Cc):

(5.1.5) orn

obtient la fameuse équation différentielle du guatritme ordre

des plaqgues:

94“/ g‘fwl B“W _ P
Ixt S By 24t D

Historiquement cette équation se dedult
d'Euler, Bernoulli, Chladni, Germain,
Navier et Kirchhu%%.[7]

S .1 .3 . Energie de déformation

L"expression de 1 'é&nergie de daformation

4 75w
diy = - — . (M2 . dy) . oodx
Zz - Y R
1 ﬁu
- — . My _ dx) . ( - dyd
2 le
1 i ‘ dy? { Qﬂu 3 )
—e—— ny .ody) . . d
4 Fx-2y
IR
4
- ME_ - ARy o duo ( 9 w - dy)
. anax

pour
di f+¥érentiel de la plague soumise aux moments de
- et My, et aux moments de torsion Mxy et Myx est:

(5.1.5)

des travaux

Lagrange, Focisson,

1 "éleéement -
flesion M

(5.1.7)



Cette équation peut étre déduite & partir d'une analyse
physigue de 1 élément differentiel.

Le terme

repréSEnte la courbure de la plague dans le plan xz. L

angle
correspondant au moment de flexion
o,
(Mx . dy) est: —( Yy .odn
%
r.4
et le travail ddi & ce moment est:
! (1 dy) ( &” dy)
- —_ . . . - du
2 Y dx*
Pour ce qui est du moment de tursion (Mxy . dy)., 1 angle
est égal & la variation de la pente (3w /94 ), lorsgue

varie, multipliée par. dx. Le travail effectue:

o

4
—_— . AMuy . dy)y . e/ (/) . dx
p

En substituant les éguations (H.1.3) dans (3.1.7) et en
intégrant 1 énérgie differentielle dU sur le volume de toute

la plague, on obtient 1 "expression de 1 énérgle de
deformation:

[ 3%0 1. Y oL -
U = (D/2) ( y { Y+
xt ?JL
Aire
P ?w
w2 .0 L () .
. E'he ?3‘
t -
+2.(1—9).(3w)2.d\.dy
_93-95

{(3.1.8687

S .1 . 4 . Equations des contraintes de Tlexion

lLes équations des contraintes en flexion & une

distance =
du plan moven sont de la forme:s



v Mx.2 12.Mx. 2
- T x
) Myl 2
G,V:r'\_-,z _ 2 1’ > (5.1.9)
Ix ] .
i Muy. 2
Tos = Tou = 412 ;“3 ,
h J

5 . 1 .5 . Séléction des fonctions de deplacement

L 'hypothése du nombre de degrés de libérte par noesud et la
s¢éléction des fonctions de deplacement sont la clé du
dével oppement d un modéle performant d 'élement. fini par  la
methode des déplacements.

Les fonctions déplacement doivent etre choisit de {facon
qu‘& chaque fois que le maillage de 1’eélément est augemente
les r4sultats obtenus convérgent vers la solution exacte.

Pouwr s 'assurer de la convergence des résultats avec
1 "augmentation du maillage, les approximations des
deplacements doivent satisfaire certains criteres, connus
comme les critéres de convergence.

Ces critéres s expriment comme suit:

-

{1} . lLes fonctions déplacement doivent étre continues sur
tout 1 é&lément. '

Ce critere est facilement satisfait par les fonctions
déplacement polyntmiales. ’

{2 . Les fonctions déplacement doivent etre cholsit de

facon qu’aucune déformation de 1 'élément n’est possible
lorsque tous les noeuds sont sujetzs A& un déplacement de
corps vigide.

—

Ce critére signifie gue lors de 1la substitution des
déplacements nodaux du _corps rigide dans les éqguations
deplacement-déformation ou force-déplacement g un
aslement, 1} n'existe ni les déeformations ni les forces.




Ce critere peut aussi etre vérifié par la resoclution d une
pseudo—<¢guation aux valeurs propres de 1 'élément: )

, [[’] - W . [I]]-{q} = {o} (5.i.1o>

ou [1] est la matrice identité gui simule la matrice masse
de 1 ' élément. ) -

Les valeurs propres et les vecteurs propres obtenus doivent
inclure tout les modes de corps rigide, ce sont les
frégquences naturelles de 1 'élément et les déplacements de
corps rigide corréspondants {q} .

Four les éléments piaque en flexion, 1l vy a trois modes de
corps rigide:

— Un deplacement transvérse.

— Deux rotations autour des axes = et y réspéctivement.

(A . Les fonctions déplacement doivent etre choisit de

facon gu ' un état de déformation constante soit obtenu lorsqguo
les déplacements nodaux cor respondent a wune condition o
déformation constante. '

4> . Les fonctions deéplacement doivent £tre choisit de
fagon gu’'aux frontieres des éléments, les déplacements et
leurs dérivées Jusgu’ad }fordre inférieur & celul des deriveées
contenues dans 1 "expression de 1 énergie, soient continus.

En d’'autres termes, les dérivees du deplacerment avec 1

meme ordre que dans 1 expression d’énergie doivent eétre
finis. .

Les éleéments qui satistaont lee critere <4 sont appel &g
éléments conformes.

Les eléements qui satistont la compatibilite aux frontiéres
des deriveées d ordre zéro, premier et second sont connus
comne les éléments 4 continuité Co, [ et €=

réspectivement.




Le critére <4> rend cértainement la séléction de 1la
fonction déplacement w pour les plague en flexion plus
campliquée gque pour les plagues en contrainte plane ou les
"&léments solides, puisque 1 eupression de 1 énergie de -
déformation de la plaque en flexion - (5.1.8) contient
les produits de dériveés du second ordre de w. '

I1 y a “des g£léments plaques en flexion  qui sont
non~confarmes. Pour de tel éléments, seulement la continuite
de w est assurée le long des frontiéres, alors gue la

continuité des dérivées premiéres n’'est assurée gu’aux poinils
adjacents.

e

5i ces éléments non—-conformes satisfont le critére <3+ et
passent le test de convergence (Voir paragraphe suivant),
alors ils sont convergents et sont habituellement utilises.
Toutefois, on ne peut pas garantir une convérgence
monotone. 7 : '

5.1 . 6 . Test de convergence

Le test de convergence, ou patch test, est un. test
numérigue simpl= permettant d évaluer les possibilités d’un
elément fini.

Ce test est basé sur un assemblage qui doit avoir au moins
un noeud complétement entouré par des eléments.

Les noeuds des limitec extérieurs sont suijets auwx mémes
déplacements ou travauw: de charges éguivalentes que pow une
analyse exacte des reésultats d'un état de contrainte a
déformation constante. :

51 1'analyse d’ ' &lément fini de cet assemblage, lorsgue
celui-ci tend & etre infinitésimallement petit, montre gue’
la solution des deplacements nodaux tend vers 1 état de
déeformation constante avec des valeurs exactes, selon 1la
précision de 1 ordinateur utilisé, en n’'importe quel point de
n’'importe quel élément de 1 a@ssemblage i'éssai, alors le test
de converger.e est passé.

s .1 . 7 . Formulation rectangle & 4 noeuds et 16 ddl

Cet élément a 4 noeuds, chacun d'eux a 4 degrés. de libertes
{(Fig.5.1.2): un déplacement transverse w suivant 1’axe =z,
deux rotations ( 3w/ 3y et (9 w/ 3 %) autour des axes xu et
y réspéciivement, et un gauchissement (ou twist) ( WD %.IY)




!

Fig.5.1.2 — Element plaqgue réctangulasire

Le quatriéme degré de libérté a été ajouté pour permettre
la constitution d'une formulation d’'élément conforme. Alors
gue la formulation d'é¢leément 12 degrés de libértés ne 1 est
pas. '

*Fonction de déplacement:

La fonction déplacement A 14 térmes peut etre obtenue en
efféctuant te produit de deux fonctions de déplacements de
poutres croisées, chactune d elles de forme cubique:



<4

L2
\,!

) , _ ‘ (S.1.11)

Db les seize constantes peuvent etre détérminees par
1 ‘évaluation des seize valeurs nodales.

Cette fonctiorn de déplacement peut aussi &tre écrite en
explicitant les termes du pol yntme bi-cubigue
d’'interpolation de 1 'Hermite dans la centrolide sans
dimension de coordonnées ? et :

§

w{ ?” o= 22; [51( §-) . B¢ ? Y. ower

+ {%w L OH %’) . Gt 7 Y . (——;f);

- x ‘%‘ S B U E Y L Mo ? ) L2, |

+
t
1%
i
{

T
\/]3\
T
o3
.
X
o)
L

(5.1.12)

Quw: . S -

~y
i
b
V ‘
|
-~

(5.1.12.a°
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Développons 1 expression de la fonction déplacement:n

pd

Wi, y) =

© oy .
= e (2T 2. %7 ~F.a.xT) (BT yT-3.b.yT) W,
PANC :

1

#(3.a.x2-2,%%) . (BT+2. y*-3.by?) . wa
(3. 2. 022, %T) . (3.b.y=—2.yT) . ws
+{a.T+2,.x"-3F.a.%T) . (Z.b.y=-2.y™) . Wa
w/
+a.%., (x—a)2,  (bT+2.yT-3.b.yT). (),
D
+a. (= —a.xz).(b3+2.y“—3.b.y2).(?T;*):

w/
+a.(x3~a.x2).(3.b.y2—2.y3)ﬂ(———~)3

T

T o4a.n. (x-a)2  (3.b.yE-2.yT) . ()

D

‘ ~ Dw .
+b-(a3+2.xﬁﬂ3-a.x‘).y.(y—b)z-(ﬁa;—)].

Fw
+h. (J.a.x®-2.xF).y. (y-b)Y=_(
Y-y 29 )=

tb. (3. 2.%2-2.5%) . (yS=b.y=) . (o)

0y

+b. (aS+2.%x5-3.a.x%) - (yP-b.y3) . ( )a

+a.b.xu.y. (x—a)=, (y-b)Z. {p———=3,

+a.b.x.y. (xZF-a. ). (y-b)=T. (~——7T) =

5 by
(",
+a.b.x.y. (#F—a.x). (yF-b.y). ( 2

. D w
+a.b.x.y.(x—a)z.(yz—b.y).(ﬂj:?gryf]

-



*Mpdes des corps rigides,déformations constantes et
compatibilité aux frontiéres

L 'élément plaque a trois mouvements de corps rigide
possibles: un déplacement transveérse w, et deux rotations
(Pw/2 %) et (Dw/? y).

Dans 1 ‘expression de la fonction déplacemnent (5.1.11), 1les
trois térmes €., "Cz.%, et cx.y fournissent les
constantes c,, cx et cx nécessaires aux trois modes de
corps rigide réspéctifs. .

L“élément plaque a trois térmes de déplacement: ( P/ 7%y,
(W/2yP), et (FW/ 2x.3y). Les térmes Ca.x=, Ca.y™,
et Cs.x.y fournissent les constantes ca, Cs, et co
nécessaire aux trois déformations constantes réspeéectives.

Four vérifier le compatibilité aux frontiéres des eléments,
considérons la fonction déplacement le long du cote 2-3 de
1 ‘&lément représenté (Fig.5.1.2).

Four ¥ = a, on a:
wla,y) = a + a3z . v +ax . ¥ + 34 . y~™
(5.1.14.3)
Jw .
3 (a,y) = az + 2 . a= . ¥y + 3 . aa . y=
5 .

{(5.1.14.H)

Les guatres constantes al, a=, as, 'et aa .sont
uni quement définies par les valeurs des quatres deqgres de
libérteée des noeuds 2 et 3:

wia,0) = a; = W=
wla,b) = a, + az . b + a= . bT + aa . bT = w
QM/( ) { gw)
= = a - =
2y = 2y
(E\.,b) = Am v 2 A= - b + X . [= . - b=Z = ( aw )‘35
J Py



R

Fuisque les mémes valeurs des guatres degrés de: libérte
sont valables pour les deux éléments voisins qui ont le coté
2-3 en. commun, les deux eléments auront la méme fonction de
déplacement (5.1.14.a) le 'long de ce coté,

La compatibilté de déplacement le long de la frontiére 2-3
{dans la diréction de y) signifie que la pente ( 3w/ 2y} est
aussi complétement compatible.

Voyons maintenant la compatibilité de 1la pente normale
( Qw/ 2%) le long de la frontiere 2-3:

P w
0 »x

(a,y) = c . (by # bz . yv + bs . ¥y + ba . ¥™)
. (5.1.15)

Ot les quatres constantes peuvent étre obtenues apartir des
quatres conditions:

dw CLE t ow ( O ) c
= = = )

" % 2 e x5 VRS = pour v .

Ow ( ow ) t 2w ( v ) b
_— e —-_ = =

? e 7 D -9y iy T pour 4

(5.1.1&)

Ainsi les pentes normales ( dw/ d%) entre les deux éléments
adjacents sont compatibles le lobng du coté 2-3.

La compatibilité aux autres frontieéres peut etre montree
de la méme maniére. '

Cette fonction déplacement satisfait'tous les criteres de
convérgence monotone '

*Matrice de rigidite

La matrice de rigidité peut etre formulée en utilisant la
formul e:

[k] = [~] v f[c] - [A] . dz . dy . dx

(9.1.16)




Avec la matrice [A] reliant les déformations aux
déplacements nodaux, et [C] reliant les contraintes aux
déformations, on a:

1 v 0

(c] = ; 1 0
4 -Vt
0 s ilg
. T ? Z '

#La matrice masse '

Pour formuler la matrice masse de la meéthode de= charges
concentrées il suffit de diviser la masse de 1 élément par
4, et multipiler se gu‘on obtient par la matrice identite.

L énérgie cinétique des vibrations d une plague en flexion
avec de faibles déplacements transvérses est:

a

p-h . ‘
T = ——7 . (W)= . dx . dy
y
o o . (S5.1.17)
Avec:

f: la masse volumique du matériau.

h : 1 'épaisseuwr de la plaque.

Four une matrice masse de la m&thode des charges
consistantes, nous utilisons 1la fonction de dépl acement
(5.1.12) ou (5.1.13) et 1 'éguation de Lagrange suivante:

W ar;
+ - ( =
29, gt ?29c

& ‘ Fi = (5.1.168)

Le premier térme a droite, | QU/’aqi) produiﬁ‘la matrice
de rigidité. Le second térme produit la matrice masse.

=,

En Substituant 1a fonction de déplacement dans 1 expression
de 1’équation de 1 énergie cinétique (5.1.17), et en

- - 89 -



dérivant les térmes de 1l équation de Lagrange (5,1.18), 1la
matrice masse est cbtenue.

Les eéquations du mouvement peuvent étre écrites caomme:

[Fp = [x] : {q} - | () - {8} (5.1.19)

(16 = 1) (16 x 1467 (16 = 164} -

En supposant le mouvement sinusoidal avec une fréquence-
naturelle w , impliquant 1 'équation aux valeurs propres pour
les vibrations libres:

r

{0} = [[&] - Wt [m]] . {a} (5.1.20)

Avec (J les valeurs propres ou fréquences naturelles et {q}
les vécteurs propres ou modes de forme. Les méthodes de
résolutions numérigue des égquations aux valeurs propres sont
nombreuses, nous retiendrons celle de Jacobi[l].

Le deux matrices (matrice de rigiditée et matrice massel
sont données explicitement dans la référence t?] -
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5 . 2 . THEQGRIE DE REISSNER-MINDLIN .

5 . 2 .1 . Introduction

La théorie classique des plagues (Poisson-kKirchhoff) éxige
une continuite C,, c'est-a-dire, gque la AFonction de base
choisie doit tre continue ainsi que sa dérivée premiére, de
meme pour la théorie classique des poutres (Hernoulli-Euler).

tes interpolations de continuite Co (c'est-a-dire gue 1la
continuité de la fonction est éxigéz seule) sont faciles A
construire, or ne peut pas en dire autant pour les
interpolations C, multi-—-dimensionnelles.

Il & +fallu beaucoup d’'ingéniosité pour développer des
schémas d’'interpolation C. compatibles aux é&léments pilagues
basés sur la théorie classigue, et ces schémas ont toujours
ete trés compliqués d'une maniére ou d une autre.

De plus en plus, il y a un détournement des élément de type
Foisson—-Kirchhoff vers des é&léments basés sur une audtre
théorie gui tient compte des déformations dies -a 1 'effort
transverse (theorie de Reissner et Mindlin) et qui n’exigent
gu‘une continuité Co. ‘

Cette approche onuvre 1a voie A& une grande variété de
schémas mais elle n'est pas sans poser ses propres problémes.
Récemment [9] [8], des éléments de type deplacement ont éteé
formulés sur la base de la théorie de Reissner—Mindlin, et
ils semblent etre supérieurs aux éléments de la théorie
classigue. '

Ce chapitre expose les téchnigues de= base et les
considérations Principales gui résument les recents
développement de ce champs de recherche.

Une approche similaire est présentée pour ce gui concerne
les poutres pour lesquelles on ne rnéglige pas les
déetormations dlies a 1 "effort transverse.

=
v’

» 2 . 2 . Importantezx hypothdses

Toutes lezs guantités lingaires seront ranoportées & un
systeme cartesien de coordrinédes réctangulaire. On suppose le
systeme (t,y,z) confondu aux axes principaus (1,2,3). '




{1% . Le domaine de travail est defini par:
L1 = { (x,y,2)E RS !zE[——zh,‘-;-], (O, y) 5 A C R:}

OO t est 1 épaisseur de-la plaqué, A4 son ailre. La frontiére
de la plague est notee s. -

Cette hypothése n'exclue pas que t soit une.{onction de
et de y.

N

<2» . Hypothése des contraintes planes. Elle s 'exprime par:

Elle sert & simplifier le systéme d’équations en en
éliminant une: celle de § .. = O.

<3 . DAEvinie par:

Elle implique que les sections planes le restent. EL est
interprété comme la rotation d une fibre intialement normale

A la section.

{42 . Définie par:
Uwe {31,y ,2) = wils,y)

Elle exprime 1 unitformité du déplacement w a travers
1 "épaisseur de la plaque. Cette hypothese est en
cantradiction avec la deuxiéme car:

rd

€ = .% (- 0O + ) (Voir 1 'éguation 5.2.9)




et si:

A

W o= wixn,y) =r -— = 0 > Ene = —

)
[y 3
bl

mais cela ne cause pas de gros problémes car on néglige ..

L 'existence de cette theéorie est Jjustifiee par ses
nombreuses applications pratiques en analyse des structures.
Aucune théorie des plagues n’est complétement compatible avec
la théorie des é&léments tridimensionnels en mé&me temps
qu'elle est simple et facile a-utiliser.

L 'habituelle régle de la main droite, conceéernant la
convention de signes, ne s adapte pas trés & bien au «calculs
algébriques de cette théorie, en consequence, nous

utiliserons une autre gonvention de signes tel que:s

Bn‘:— éy Qv: éu

am

~ -1
Avec: B et ej : les sens de rotation positifs habituelles
de la régle de 1la main droite. .

a:et 65 : les sens de rotations positifs de la
nouvelle convention.

Les principaux deplacements utilisésr pour 1 'étude de la
déeformation transverse sont w et Bk . (Fig.5.Z2.1)

Flauge deformée:

Flaque, non déformée: o K ) ] \, plan

Fig.5.2.1 - Cinématique de la plague




N
Avec: _ ‘D;= w’ —94

‘X;— Déformation de cisaillement.

Q(- Rotation de la fibre.

. -
' w - Déplacement transverse.
dw
wi, - Pente: Wy & o
7«
S . 2 . 3 . Equation fondamentale:

La forme reduite de 1 équation fondamentale de cette
theorie eét‘déduite des eéquations reliant contraintes et
déformations pour le cas tridimensionnel. Puis on appligue la
deuxieme hypothése qui élimine E zx-

Tis = P - 5;3. &.._.._+2./u . & s (50201

on A et M sont les coefficients de Lame, et é'ha est
le delta de Kronecker. La deuxiéme hypothése implique gue:

fow = D Eux ‘ (5.72.2)
A+ Z/u
():F = >) - Sa(f - 5‘({ + 2 - /U- . E,(P SL2.5)
Chz = 2 - oo Evs (5.2.4)

Ot




Toute fois on peut utiliser le module d'élasticité
longitudinal E et le coefficient de Poisson Vv au lieu de A
et }; s tel que:

< V.e

2 - . S (5.7.8)
A )

E
2.(447)

S

= e
. <

- 4 . Fguations liant déformation et deplacement

Les deux hypothéses % et 4 ménent aux équations suivantes:

D0 26

Exg = =~z . e—— (5.72:8)
. o 9p TR
o
£ 3 Py, B -exlf"W.‘-'( (5. 3.9
“z= S > 5. 2.

11 faut remarguer que la rotation de la fitre initialement
"normale Bx et la pernte wix ne sont pas nécessairement égauws,
c'est la déformation du cisaillement transvérse gui fait la
difference. C'est a ce niveau gue e trouve le contraste avec
la théorie classique de Poisson~Kirchhoff concernant les
. . . /
plagues minces. Dans le cas de ces dérniéres on suppose O.= Wa
par conséquent, £,= 0. '

= 3 (=4
pr) <

- 9 . Principales notations de la théorie

. Déplacement transvérse: w

. Vécteur rotation: 6.

L 28
ocP - 9}3

. Matrice de courbure:




pi=

Matrice des moments: o = Gv . Z
=Lp [ “f

Ly o

Véacteur de déeformation de cisaillement: );:z

beplacement impose & la frontiére: W

Rotation imposée A la frontiere: CL

Force transvérsale par uniteé de surface:

h
z
F = feo . dz + “he >
b
Z
Moment appligué par unité de surface:
h
2
E‘ = ‘F‘ z . dz& + "-.hn‘ - &
) h
)
Moment impose & la frontiére:
LY
- 2
Md = h“ . T . dz
Y
H

Force de cisailllement imposée & la frontiére:

h
P
0 = hae . dz
-k
: 1
A noter gue: <f(y,.v,z31x = f(x,y,—b/?) + {(x,y,bff)

o E?&.‘ —_




. ¥ . & . EFEguation variationnelle

L é#quation variationnelle de la thforie des plagues est
deduite de la théorie des corps tridimensionnels en utilisant
les relations précédentes. Les principales étanes de travail
sont:

I . Les intégrales de volume apparaissant dans les
equations variatiocnnelles des tridimensionnels sont

transformées en des intégrales doubles: la premiére de

surface s’'étendant sur 1 aire de la plaques, la secondes uni-
dimensionnelle sur 1’axe =z allant de (k20 a (2.

Ensuite les relations cinématiques sont utilisee pour
donner :

"~ 3
Pus du
0 = ( .. 67 2. —— . GLg ) - dz . dn
2p F 1z
J W
A "1
r hh v
- Couy - e . e ) L odz . dA
)
A L
- C Zu, - he ¥+ <ue o he> ) . dA
v,
A
Y
T

- A v - b, U, . he ) . odz . ds




=i

(BTN

thy, . & &+ w.. <h.*y . df

(3.2.10)

(5.2.11)

II . tes définitions des forces résultantes donnenl:

it

I

(- }(uF me + 70(' - O, -} -_df»\

A

- (— @,.C,4 +w.F) . dA
A

- (- 8,70 My, +w . B . ods
5

ir7 . L'integration par parties, en tenant

hypothéses, dorne les dguations différentiellec:

f

8

compte des.



Otz

Dmas
e, { — - g

I

= —w -
E?w'//ére IS5 Imoments

“+Dd).dﬁ

J

27«
- w . - + F ) . dA
: P
— J
A v
57 wrlibye oes fafz és
Eransvérres
— — I e — ) .
Coﬂdg.f‘/ont Z:‘m:‘f’g‘ ’ c.L Su (5.2.14)
des Wrowments cisarllement
md“ - mdp . n# {(5.2.15)
qh - qd -y - (5. 2. 146:

v . La forme euplicite des éguations fondamentales ‘en
termes de variables de la théorie des plagues, sont calculées
comme suit:

(5.2.17)
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h
1
= 2 . f"’ - - &d% az
"3
H %

H
b o
5
l
L0
+
Icv

}’f (5.2.19)
ch = . F . 5 : : (5.2.20)

$12, La symétrie de la natrice de rigidité se deéduit des
symétries sulvantes:

TR S N O Y

Les symetries additionoelle

rJ

t
o8]
fid

CQFYI ?d}g. = CdFJV. {

sont aussi prises.
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$2r. Pour gue les résutats finlaux soient conformes avec

la théporie classigues de {flexion des plagues, 11 est

nécessaire d'introduire un caoefficient correcteurs de
A + . - . - [

cisaillement, ¢k . dans 1 éguation 1iant 1la force de

cisaillement & la déforq@tibn transverse. Cela est possible
en remplacant C‘P par (kK -fo Y. On admet ce coefficient egai
A S/6. ‘ C

(3. Four les matériaux orthotropes, on doit considerer
e - . . .. R
la redifinition des coefficients d élast1c1téeangE¢ LdF .

S .2 .7 . Formulation matricielle

La formulation matricielle de ! éguation variationnelle est
donnée par:

(G.2.724)

.2 28)
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. 8 . Matrice de rigidité et vecteur charge

La matrice de rigiditeé et le vecteur charge de 1 éldément
i peuvent directement etre obtenus & partir de la
formulation matricielle de 1 éguation wvariationnelle. Les
approximations en élément fini de w et @y - =zont notés par
wh et Q" respectivement. soit un  2lément type &
noeuds:

fin

pa

i P,

Mem '
er = Z Ma . @~ (

25

£
b3

00 Na est la fonction de forme associdée au noeud a, et

wz et 6L; sont les valeuwrs rapportées a ce noeud.
Remar que
11 n'est pas nécessaire de supposer gue wh et v
sont definis dans les termes de la méme fonction de  foroe.
Mais dans les applications il est plus simple de garder ce
cas. '
Detirnitions
| {ag=} = {d‘F} ‘ (5.2.74)
-~
w3l p =3 . a -2
- = J L = 3 - =5 T
dr ) 8] A . a 1 (5. 2.35)
SK p = 3 . a

{xl= r(e=3 . {2~} L (5.2.38&)




(B=] = [[E )TN I | m;] (5.2.38)

&ﬁﬂ = [ [B?],[gg] ,fx.,[sz;ﬂ(s 2.39)

0 LLE) o |
s
[83] = 3} O ?Na (5.2.40)
. =§3 1
Q “JNa o Na
" Y B
A Na —Na 5
P . 2%
Bd] = (5.2.41)
QNa ] ; -Na
L Y

Grace a ces définitions on peut obtenir la matrice de
r191d1té et le vecteur furce d'un &lément, on  utilisant les
A“pressions suivantes: :

i
tJ
£
P

(o] - 0e] - B .

La rigidité de flexion:

[kc] = (ee]" a [o¥] . [éb] : ﬁ#l (5.2.43)

2

A

Rigidite de cisaillement:

k£] = me]” . (p®] . (B] . ah (5.2.48)




T, ]—.b o T . I SsSsSELLELEEEEEEEESS
1
i
‘I
|
iy .
T -l = - (5.2.45)
1; {[$=] i{Pj = 5
N
i ) r r
yly Na .F .dA+ | Na.@.ds 3 p=73.a~?2
ot
"}.{ ne J s*Ns
I
1T r r
T
i €= { -~ JNa.Cx.dA—— Na . Mx . ds : p =3 . a -1
" Y ¥ .
(it ¢ ;
| 1 A J [
ll) 5NS )
!{l' : r ' F r
-h" L Na . Cy . dA _J Na . My . ds& ; p = 3 . a
T J
ANt - A* 519 . (5.2.46)
il
Nee 7 .
o fo— £S5 - Z__ Foao - Oa (5.2.47)
I C’:f
» : nee = 3. hen
:; Oz
E ]
il'“‘l -
BN
ﬂ“g{, Wiz g s¥Ya ! : p = 3 . a - 2
Hl‘li'il . N
i |
*\ l Qe = . 6,;(}:;, iYa ! H p =3 . a1 (5.2.49}
1‘] |
i?'ry | CL (a .Ya ? H p =3 . a

N A
Les contraintes d’un élément peuvent etre obtenues a partir

o ) )
;#! des relations suivantes:
|fl S
e
oo
| — Moments de flexion: '
\1 .
‘ 3
| e v
|

‘ ] U G R - T ; {d"j (5.2.459)




o

— Forces de cisaillement:

L@

= [p®] . B3] . {a%) (5.2.50)

9, =

O . 2 . P . Quelques critéres de convergence

Il est 1important de réaliser que les critéres de
convergence pour un element dérivant de la présente theéorie
sont trés différents de ceusx concérnant les plagues minces,.
.es conditions nécessaire dans le cas présent sont:

Iy lLes +trois modes de corps rigide

doivent etrea
exactement représentables.

S

{22 . LLes cing ronstantes d état de contraintes suivanies
doivent étre exactement représentables:

D6k

2%

7264

_@;_ courbure
)

(1/2y . (755~ + "5 }

contrainte de cisaillement transverse

Ces conditions sont satifaites paur les &léments

que S TNTHE
utiliseions.
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. 10 . Contrainte de cisaillement et verroulllage ﬁ

Une considération importante dans le devel oppement des
2l éments plaque en flexiaon, sulvant cette théorie, et e
nombre de contraintes de cisaillement engendrfes dans  1ea
plagues minces (1 épaisseur ¢ tend vers 0).

Considércns 1°élément rectangulaire initialement objet de
notre étude, (n suppose les coteés paralléles aux axes de
coordonnees. Les fonctions depl acement seront:

GLh = ]; o + xg; s A)&z .y + };3 - My

Ou Fc et Vi , (O < i < 3}, sont les constantes dont
dépendent les paramétres nodaux w; et ELﬁ » (1 < a < 4y
respectivement. Les conditions

= ‘"Xxo*' F.‘ y - ]’,“ S+ (—'B/uz + F; ) .y —-J

ey F - Y

= = r
(5.2.53

= (- 230 + fﬁ‘ yoo- J;L ; y + (= ?34 + fg ) . o3 — %;_}1 Y

(5.2.54)

impose huit liaisons par élément ce qui est apparemment trop
lorsque 1 épaisseur t tend vers 0 si une integration exacte
de la matrice de rigidite de cisaillement est opérée.
(L'integration de Hauss Zu7T est

ARl

axacte dans ce cas).

- 167 -




Four les reéctangles & grands maillages, il Y a
approximativement trois degrés de libérté par e&leéement, [ER
ainezi 1'élément tend & etre en liaison surabondante. En
pratigue, des résultats numérigues sans valeuw sont obtenus.

Four gviter 1 effet du verrouillage numérigue, oy peal
considérer 1 utilisation d une intégration A un seul point de
Gauss pour la matrice de rigidité de cisaillement. En clairo,
cela amene A seulement deux liaisons par ¢@lément, er
maintenant i1l y a plus de degrés de libertéd gu'il n'y a de
liaisons. ‘

Cet elément, avec une 1ntégration a un point de Gauss pour
le cisaillement et 2x2 points d intégrations pour la flesion,

fut proposé et montré par Hughes [8].

5 . 2 . 11 . Conditions aux Iimites

I1 est important de savoir que les conditions auwx limites
pour la preésente theZorie ne sont pas toujours indentigues X
celles pour la théorie classique des plagues minces. .

tes différences resident spécialement dHans e - cans
"simplement supporteée”. Mous avors deus fagons de | considérer
e tas, cela depend des liaisons pbysiques. Au licu d étre
une complication supplémentaire, cette liberteé d action est
bénéfiqgue.

Considérons une portiorn de plague a la frontiere de
courbure guelcongue, st un cystéme local de coordonnédes (s,n)
tel gue: s est dirigé suivant la tangente & la frontiére, et
M lui est normal (Fig.%.2.2). Les conditions aux limites les
plus communes dans la pratioue sont données comme suit:

A

" 43{ //95
. A&
e

P

N _ f;(ajue

. spleriede
N ﬂﬂ”y\ S R

Fig.5.2.2 — Svu=tére de coordonndes: local

3




fFncastrement: ,

e
D
*
1
e

Libre: -
Q=20
4 Mg =-0
Ml"l - O
L
Simplement supporté:
9512 .
w = 0
ME = 0
M = O
55
wo= 0
fe =0
Mo = O
SVmetrie:
g = 0
Ms = O -
8. = o

" Dans la théorie des plaﬁues minces, %%, pat la condition
limite appropriée dans le cas simplement appuye pul sgue
le long de la fronti1ére nécessite gue: :

dw

24

et 1 "abscence de contrainte de cisaillement exige gue:

0o W
44
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1z Intégration rédulite et sélectjve

< -

Four e&viter le verrouillage de cisaillement des plagues
minces, certaines forme d’'intégration rédulte sont suggeéerees.
possibilités les plus évidentes sont I integration reduite
uniftforme et Il inlegration réduite sélfective.

Dan= 1 "intégration reéduite uniforme, les btermes de flexian
et de cisaillement sont tous deux integrés suivant la méme
régle, qui est d'ordre infeérieur & la normale.

Apparemment, le prémier exemple d'intégration rédur te
uniforme pour un élément plague fut 1 'élément & huit noewdd
de Zienkiewics et al., pour leguel une guadrature de Gauss
212 fut utilisde. :

Malgré gue cet é&lément ait trouveé de large=s applications,
1l montre maintenant un mauvais comportement pour les plagues
trés minces. Néanmolins, | 'intégration rédulte représente ano
considérable amélioration par rapport A 1 intdgeation
normale.

Dancs 1 'integration réduite selective, le tecme de Flexion
est integre suivant la regle normale; alors que le terme de
cisaillement est intégre avec la regle d'ordre infeériew.

Les régles d'integration pour 1 'élément plague de Laagrange

en flexion sont indiguées dans 1e tableau (Tab.5.2.1). Cere

el dments ont été établie par Hughes, Pugh, al, et d autres.

1 ¢ o 4
[ ] ]

4 . [ ] &
Forme des
fonctions Bilindaire Higuadratique Bicubique
Wy ’
Integration 1 w1 2 x 2 Iow 2
redui te
uni forme U, ! U ! U=
Integration 1 » 1 cisail. 2 x 2 cisairl.|] 3 2 X cisail
rédul te 2w 2 flex. T ow 3 flewx. 4 3 & flex.
selective

E':I ! Sm ¢ S*‘( 4
Tab.5.2.1 — Eiéments plagues de lLagrange & 3 Jdegrés

de liherté par neeuds




L'exemple de la plaque carrée présenté, montre la précision
atteinte par 1'integration reduite de 1 élément de Lagrange.
l.es moments de flexion sont rapportés aux points oprtimals,
(c'est-a~dire les points de Gauss de la re&gle d intéagration
du cisaillement). Un coefficient de FPaoisson de 0.3 et un
module de Young de 10.92 » 105 gnt été utilisés pour oet
exemnple.

Génér alement, les ma:lla es sont construits de fagon  oguiiid
v ait qguatre eéléments U,, ou 5,, pour chague ¢lément
Uz, ou Sz dans le mBme nombre d ' eéguations.

La plague analysée peut &tre considérée coamme omiince, e
tacon & pouvoir faire une comparaison avec la théorie

Les études de convergence furent menédes pouwr plagues minces

encastrées et simplement supportées soumises & des ~harges

concentrees et uniformeéement réparties. Les types de maill ages
sont représentés (Fig.5.2.3%) et les résultats (Fig.5.2.4).
lLes dimensions employées sont: L = 10 at h = 0, 1.

b . o 3

- [ ]
+
+
ﬁ - & 1-;-?1
.
U . 9‘32 5:4\/)(63116‘.-1(' defar('fe !‘ L i-j
- Bl |
T4 R €L : Encastrae,
;fw-———-—- (. tniformement C/I-‘vf'jg'?-‘
3 R
[ Cf;qﬁeLOqcemfmeaUrhdkw
Ngy = & . nes =1
N = 4 nen = Y
+ 1 point d'intégration de Sauss.
FIig.5.2.3 — Plaque carré (on ne conzidére gue le gquart)

Dans ce probléme, les condition aux limites 85>  pour le

. cas simplement suppﬂrté produl%pnt une ‘bonne cunvergenue ver s

1a solution en quel ques éqguations

- 111 -
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Fig.5.2.4 — Convérgence des dif¥érentes formulations
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tvite le probleéeme du verrouillage de cisaillement,

- I3 . Les modes parasites @

Lagrange
elle a un

en que-l1’intégration réduite des é&léments @ de

coté nuisible: le defaut de rang (¢ 'est—-a-dire gu’'il y a des
modes d énergie nulle en plus des trois modes de corps
rigide) (Tab.5.2.2). :
Elément Ui uz U3 51 Sz 53
Nombre de modes
d énergie nulle 4 4 * 4 2 i !
Tab.5.2.2 — Les modes d énergie nulle en excés
paour 1'integration réduite des
éléments plaques de Lagrange
Cerla peut resul ter, dans certains CAas, derreurs .
oscillatoires et, occasionellement, d’une matrice de rigidité

globale singuliére.

11 est claire que le nombre de mpdes en excérn est inférieur
pour 1l intégration séléctive & celui e 1l intégration
uniforme, c est un avantage de la premiére.

En general les conditions limites rendent 1a matrice de
rigidite assemblée défirit positive, ainsi les modes
d'énergie nulle ne sont pas globalement présent.

Une methode employeée aveo succés pouwr les éléments &
integration sélective est: 51 les conditions limites
empéchent le mode de corps rigilide de se {former pour LT
element, 11 est auss: empéché pour tout le maillage.



| S . 3 . Ftude gquantitative

5 . 3. 1 . Organisation des programmes

[

Lorsqu’'on dispose de la matrice deé rigidite et de matrice

masse d'un élément, il est possible d’établitr des programmers

i imformatigques pour les calcdls statigue et dynaml que,
exactement comme nous avons procédé pour 1 élément poutre.

Les programmes gque nous avons établit pour 1 élément plagque
concérnerit la ‘théorie de Kirchhoff, les deux  matrices
clémentaires étant disponibles expilicitement.(7]

Alors gue, pour 1 élément palque formulé suivant la theorie
de Mindlin, il est rigcessalre d’établir un sous-prograname gui
géenére la matrice de rigidité par 17intégrition de la formule
montrée (5.2.8), en utilisant un intégration réduite
séléctive de Gauss, comme recommande en (5, 2-12).

i

lLa matrice masse pour ce cas est calculable manuellement,
en suivant normalement ta méthode générale de calcul des
matrices masses. '

+

Nous présentons ¢i—-apreés 1 organigramme du cas stabigue
en premier:

{ Debut )

4 f,

Introductiaon du nombre de nosuds
et du nombre d’é&lément

A

Thtroductidan des degrés de /
libérté, des coordonnees et
de charges pour chaque noeud




/

Introduction des noeuds
entourant chague elément
‘les caractéristigues
geometriques et physigues
les charges uniformément
réparties

f

Calcul du nombire de tdeqgrés
de libérté total de la plaque

1'“
Génération des matrices de rigidite
alémentaires de tous les éléments

' successivement

}

Assemblage de la matrice de rigidite gluobale

¥

Calcul du vécteur Force
el ementaire

ern modélisant les charges

réeparties par la méthode

des chai-ges consistantes

fddition des charges
nodales appliguées

fAusembl age du vécteur
force gliobal
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fiddition du vécteur Jforce
A la matrice de rigidite
globale

Résolution du systéme d éguations
patr BGauss—Jordan

—

i

’
Impression des deplacments
rodaus

Y

Calcul des farces
nodal es résultantes

¥

Impression des forces nodiies
nar eleéement

i

Les sructures du proaramme (PLABSTAT) du cas statigue sont
identiques & ceux du programme des poutres sauf que 1a
génération de la matrice de rigidite eélémentaire s trouve
sous la forme dun scus—programne (RIGIDITE) ouj peut &tre
remplaceé par imprnirte quel autre sous—-programme gui: genere la
matrirce de rigidite élémentalire d une plagque a 146 degres de
libérté par élément au maximum. Far exempls, 1 '&lément de
Hughes a 12 d.d.1l. ’

D' autre part, i1 faut noter que 1 'uwtilisateuwr de o=
programme cdolt tisposer les donnees numérigues, dans e
fichier d entrée, danse 1 ordre suivant: :

i) Le nambre tatale de naoeuds de la -plaqgue.

20

2 e nmnombhre d'éldénents.
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el ement

Sé
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des matériaux
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le

fait de pouvoit in

geometriques et  physiques

pérmet d etudier des
du poirit de vu de 1 épaisseur, et du

la constituant.
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poutres moven guelques sinmoles madifications,
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progy amme ,
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NDBUdS.

Ainsi si on veut savoir la charge totale suppo
addi tionner les  contr

noeud

i1l

faudrait
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‘ Introduction des degrés de
libertéd et des coordonndges

Introduction des noeuds
entourant chague élément
les caractéristigues
/' géométriques et physiques

b

Calcul du nombre de degres
de libérté total de la plague

f

Y Y

Génération des matrices de rigidite

et dec matrices masse '

slémentaires de tous les éléments
. succeszivement

r

Assemblage de= matrices de rigidite et
- des matrices masse globales

r

Calcul des valeurs et vecteurs
propres par Jacobi

-

Impression des valewurs,
frénqnuences, et voecteurs
plropres

Fin ’
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Les structures du programme
de celles du

proches
principal s’ appel

le

cas

du
statique,
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sauf

fue

L introduction des données se fait de la m&me
1 intermédiaire d'un fichier d’'entrée dans leqguel

toute

plagque, sauf que le point
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ta.+3
plaque.
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Exemples

Four chacun

ues |

exemples
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sera eliminé et que le

la masse volumigue du matériau de

sulvants

résultats du cas statigue suivit de ceux

Far econonie de place,

les caractéristigues physigques de la
toujours les mémes,
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' - - -
\ C ks MODE....... 4 HEEEEhEae ‘ T
VALEUR PROFRE...... 0.1878368E+06
FREQUENCE FROFRE. .. 0.433401SE4+03
D . NOEWD b ROTX ' ROTY . THIST
1 0.0000000 6.0000000 0.0000000 0.0000000
2 0.0000000 0.0000000 0.0000060 0.0000000
3 0.0000000 0.0000000 ¢.0000000 0.0000000
q 0.0000000 0.0000060 0.,0000000 ¢.0600000
5 ¢.0000000 0.0000000" 0.0000000 0.0000000
6 0.0000000 0.0000000 0.0000000 - 0.0000000
7 0.1245517 . 0.1080068 0.1079872 D.0616153
g 0.0000000 0.0000000 ~0.4709168 -0.4002584
9 -0.1245532 -0.1072952 0.1080047 0.0615892
| 10 0.0000000 , 0.00000G00 0.0000000 0.0000000
4 11 0.0000000 " 0.0000000 0.0000000 0.360¢000
12 0.0000000 -0.4709200 0.0000000 -0.4002465
13 0.0000000 .0.0000000 0.0000000 1.7700638
14 0.0000000 0.4709281 0.0000000 ~0.4002715
15 0.0000000 0.0000000 0.0050000 0.0000000
16 0.0000000 0.0000000 0.0000000 0.0000000
17 ~0,1245520 0.1079939 ~0.1080016 0.0615840
13 0.0000000 0.0000000 0.4709204 -0.4002672"
13 0.1245535 ~0,1080107 ~0.,1079953 0.0616290
20 0.0000000 0.0000000 0.0000000 0.0000000
21 0.0000000 0.,0000000 0.0000000 0.0000000
22 G.0000000 0.0000000 0.0000000 0.0000000
23, 0.0000000 0.0000000 0.0000G00 0.0000000
24 - 0.0000000 0.0000000 0.0000000 0.0000000
| 25 .0000090 0.0060000 .0000000 ¢.0000000
1 . t
RS MODE. ., ..., S dhdEsn
VALEUR PROPRE...... 0.2836619E+06
FREQUENCE PROPRE. .. 0.5325991E+03
NOEWUD W . ROTX ROTY . TWIST
1 0.0000000 0.0000000 0.0000000 0.0000000
2 0.0000000 0.0000000 0.0000000 0.0000000
.3 - 0.0000000 0.0000000 0.0000000 0.0000008
, 4 0.0000000 0.0000000 © 0.0000000 0,0000000
5 0.0000000 0.0000000 0.000000C 0.0000000
6 0.0000000 0.0000000 0.0000000 . 0,0000000
7 0.0000000 0.2488842 ~0.2488806 | 0.0000000
"o 8 -0.1427086, 0.0907881 0.0000000 0.0000000
9 " 0.0000000 0.2488877 0.2488779 0.0000000
10 . 0.,0000000_ ¢.0000000 0,00000480 0.0000000
1177 70.0000000 - 0.0000000 .- 0.00000G0 6.0060000
12 0.1427097 0.0000000 . -0.0907976 0.0000000~
13 (.0000000 0.0000000 .0000000 0.0000000
14 0.1427067 0.8000000 0.0907905 0.00C0000
15 0.0000000 0.0000000 - 0.0006000 0.0000000
16 °  0.0000000 0.0000000 ©.0000000 0.0000000
17 0.0000000 -0.2488915 -0.2488€28 - '0.0000000
18 ~0.1427092 ~0.0907895 0.0000000 0.0000000
19 0.0000000 -0.2488909 . 0.2488906 -  0.,0000000
20! 0.0000000 0.0000000 0.0006000 0.0000000
21 0.0000000 ,0.0000000 0.0000000 0.0000000
28 0.0000000 0.0000000 0.0000000 0.0000000
23 0.0000000  0.0000000 0.0000G000 0.0000000
24 0.0000000 0.0000000 0.0000000 6.0000000

! 29 o.a000000 - ¢.0000000 o.0a00000 0.0000000
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Exemple 2 ' .

On considére la méme plaque, mais cetts fois  encastrés  de
deux cotes adjacents ef libre aux deus sutres , soumise & 13
J . *

mame charge uniformément répartie suw s surface. (Fic.5. 5.0
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Fig.5.3.2 — Plagque carré erncastrée de deux cotés gdracenis
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Cas stat gue | t.

H —dokk DONNEES DE LA FLAQUE sk K
NOMBRE TOTAL DE NOEUDS= 25
NOMBRE D‘ELEMENTS= 16
NDEUD CONDITIONS LIMITES CODRDONNEES
1 2 3 4, . X Y
1 o 0 o 0 0.0000E+00 D, 0000E+00
2 e ¢ 0 o 0.0000E+00 0.5000E400
3 8 0 0 @ 0.0000E+00  0.1000E+01
4 o o o o 0.0000E+00 0.1S00E+01
5 © o0 0 0 0.0000E+00  0.2000E+01
& 0 o 0 o0 0.S000E+00  0.0000E+00
7 101t 1 1 0.S000E+00 0.S5000E+00
8 11 11 0.5000E+00 0.1000E+01
9 101 1 . 0.S000E+00  0.1500E+01
1Q i1t 11 0.S000E+G0  0,2000E401
11 ‘e 0 o g 0.1000E4+01 0.0000E+G0
12 101 1 1 0.1000E+G1  0.5000E+00
12 101 11 0,1000E+01 0.1000E+01
14 11 1 1 0.1000E+01 0.1500E+01
15 101 11 0.1000E+01 0.20060E+01
16 e 0 o 0 0.1S00E+61  0.0000E+OD
17 101 1 1 0.1S00E+G1  0.S000E+0T
18 1 1 1 1 0.1500E+01 0.1000E+01_
19 101 11 0.1500E401 0.1SD0E+01 -
20 1 1 1 _1 0.1500E+01 _0.2000E+01 _
21 5 o 0 "o 0.2000E+01 ~0.0000E+00
z2 11 11 0.2000E+01  0.S000E+00
“r 23 101 1 1 0.2000E+01 0.1000E+01
24 1 1 1 1  ©0.2000E4+01 0.1S00E+01 ,
} 25 1 1 1 1 ,i 0.2000E+01 0.2000E+01 !
t
- | |
NOMBRE TOTAL DE DEGRES DE 'LIBERTE = & &4 i

b— L el W - —— -

g T e~ e . - e o e s e L L

- - e

i‘k**k****ﬁ'*k*ﬂ:ﬁ********7‘:****‘****v'c**i:******i:*a’f**'}ck***)l:'k*kﬂn'\'*'k‘k:&:)*«:')cﬂ:ﬂti‘**'}c*i

*kk RESULTATS DES CALCULS k%
DEPLACEMENTS NODALIX :

-0.122412€E-03
- 128 -

Y-ROT

VERT X~RQT TWIST

1 0.000000E+00  0.000000E+00  0,D000Q0EHDQ 0.000000E+00

2 0.000000E+00°  0.000000E400  0,000000E+00 0.000000E+00

3 0.000000E+00  0.000000E+00  0.000000E400 0.000000E+00

4 0.000000E+00  0.000000£+00° 0.000000E+00 0.000000E+00

5 0.000000E+00  0.000000E+00  0,000000E+0D 0.000000E+00

6 0.000000E+0C  0.000000E400  0.000000E+00 0.000000E40D

7 -0.331221€-04 -0.112274E~03 ~0.112274E-03 ~0.414147E-03

‘8 —0.961127E-04" -0.323246E~02 -0.122418E-03 ~0.499072E~073

.9 —0.1605456-03 -0.540705E-03 -0.126837E-03 ~0.483014E~03

10 ~0.219031E-03 -0,7550656-03 ~0.919659E-04 -0 .E35788E-03

, 11 0.0000G0E+00  0.000000E+00  0.000000E+00  0.000000E+00
D12 ~0.961127E~04 ~0.2223246E~02 -0.499072E~02 .

/



C0. 559447603

13 -0,279891E-G3 -0.285108E-023 -0.383108£-03
14 -0.466569E-03 -~0.632476E-03 -0.35741=2E-03 “0u549826Efd3
15 ~0.,639240E~03 ~0.877818E~023 ~0,340286E-03. -0.624677E-03
16 0.0C00000E4+00 0.0000Q00E4+0G. D.,000000E4GO 0.00000CE+DD
17 -0.16054%5E-03 -0,126837E~03 -0.540705E-03 -~0.423014£-03
18 -0.466569E-03 -0.357412E~02 -0.628476E-03 ~0.349826E-03
19 -N,772603E-02 -~0,5766326E-02 -0,37662¢6E-03 -0,403504E~03
20 -0.104844E-N2 -0.756890E-03 -0,544987E-03 -0.4483723E-03
21 a.000000E+00 ¢.000000E40Q0 Q.90000CE4+QQ 0.000000E+00
2z -0.2192031E-02 -0.919659%E-04 -0,755065E~03 -0.623783E-03
23 ~0,639240£-023 -0.340286E~-03 -0.,877218E-03 -0.624677E-03
. 24 ~-0.,104844E~-D2 ~0,544987E~-03 -0.756890E-03 -0.448379E-03
) 25 -0,129953E-02 -0,68412397E-02 -0.641397E-03 -0.141447E-03

FORCES RESULTANTES APPLIQUEES AUX NOEUDS ‘

#ddd ELEMENT.

Ceas 1
NOEUD FORGES
VERT X ~MGM Y -M0OM TWIST
1 -0.454982E401 -0.789737E~01 ~0.789727E-01  0.362007E~01
6 0.546426E401 <0.146952E400  0.125798E+01 -0.675565E-01
5  0.G37337E4+01 -0.S573839E400 -0.573839E+00  0.38S077E-01
2 0.S546426E+01  0.125798E+01 -0.146952E+00 ~-0.G675S65E-01
, ##84% ELEMENT. ..., 2
d NOEUD FORCES
VERT X~MOM Y -HMOM TWIST
2 -0.497214E4+01  0.199507E+01  0.741128E+00  0.282392E+00
7 0.447000E4+01 ~-0.407628E+00. 0.307601E+00 -0.12077SE400
8 -0.138628E+02 -0.145983E4+01 -0,143392E-01  0.114942E+00
; 2 ' 0.143700E+02 0.457444E4+01 ~0.128242E4+01 -0,359101E+00
! #4844 ELEMENT..... 3 ..
' NoewD . FORCES ,
: VERT X~MOM Y =M. TWIST
2 -0.560224E+00  0.530688E+01  0.181441E+01  0.608960E400 .
1 & -0.897185E+00 -0.1221736401 ~0.331495E-01 -0.223960E+00
i 9  -0.1B2951E402 -0.241994E4+01  0.341724E-01  0.223496E+00
v 4 0.194586E+02 Q.79411GE+01 ~-0.239094E401 -0.691250E+00
#4444 ELEMENT..... 4
NOEUD FORCES
i VERT X ~MOM Y —H0M TWIST
; 4 - 0.672542E+01  0.882368E+01  0.312637E401  0.954605E400
1 9 -0.436403E+01 ~0.217867E401  0.129217E+00 =-0.332011E+00
3 10 -0.250671E402  -0.287702E401  0.113637E4+01  0.224126E+00
| 5 0.227144E+02 0.109626E+02 -0.320949E+01 -0.965789E+00
#4484 ELEMENT..... 5
NOEUD FORCES
- VERT X ~MQM Y —H0M TWIST
6. 50.497314E401__ 0.741128E+00  0.199507E+01  0.282393g+00%
117 '0.1437006+02 -0.128242E+01  0.457444E401  —0.355101E+00]
12 -0,1396286402 -0.,143393E-01 -0.145983E+01  0.114943E400

7 0.447000E401

i

__0.307601E400 -0.407628E4+00 <0.120775E+00
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NOEUD

. k3
0 2 ry N

NOEUD

NOELUD

5
14
15
10

" NOEUD

11
le

17

T i ——

12

NOEUD

la
17
18
13

NQEUD

.13

v 18
19
14

#4444 ELEMENT.

VERT
-0.125845E+02
0.163205E+4+02
-0.201056E402
0.162205E+02

- #H#EEE ELEMENT .

VERT
-0.116079E402
0.117444E+02
~0.206321E402
0.203302E+02

#4444 ELEMENT.,

VERT
~0.7280288E+01
0,.7937365E+01

-0.203444e+0n2 .

»200240E402

#4444 ELEMENT, |,

VERT
-0.260224E400D
0.194586E+02
-0.182951E402
~0.897195E+00

#4444 ELEMENT . .

VERT
-0.116072E402
0.203302E+02
-0.206321E+02
0.117444E+02

#F#EE ELEMENT. ...

VERT
~0.135065E4+02
0.132690E+402
-0.172571E+02
0.152690E402

NOELD

14
19
20

15

L L I ] 6-

X-MOM
B FIR97E4ON
L 372178E4+00
»340413E+00
»124920E+4+01

[ e B v Y o

LA | ?

X~-M0OM
N.142254£+01
0.196837E+00
0.526862E+00
0.226729E+01

s '8

$-MOM
0.229757E401
0.428022€4+00
0.573359E+00
0.286716E+01

v 3

. X-MOM
0.1R1441E+01
-0, 239094E+01
_0.341724E-01
-0.231495E-01

. 10

-

X-MOi
0.416267E4+00
-0.832458E+00
0.806362E+00
-0 ,285261E+00

L] 11
X-MOM

-0.263561E+00
0.327529E400

0.124784E401

-0.337058E+00

###4¥ ELEMENT,

VERT
~0.128147E+402
0.993187E4+01
~0.1274026+402
0.152418E+02

FORCES
Y ~M0OM
0.671397E4+00
0.124930E+01
0.240412E400
-0.372178E+4+00

FORCES
©Y=MOM
0.416267E+00

~0.285261E+00
0. 2063626400

-0,833458E+00

FORCES
Y -M0M
0.66E942E400
~0.921733E+00
0.688249E4+00
-0,703325E400

FORCES
Y ~MOmM
0.530688E+4+01
0.794116E+01

=0.122173E+01

FORCESZ
Y =M0M
0.142354E401
0.228729E+01

0.5262869E+00

0.198837E4+00

FORCES
Y ~MOM
-0.263561E+00
~0,357058E+00
0.124729E+01
D.327529E+00

i2

X~MOM
-0.616972E+00
0.1041456+01
0.149007E401
~0.3592916E+4+00

- 130 =

FORCES =~
Y~MOM -
=-0.623683E+00
~-0.9245536+00
0.436026E+00
=0.2260923E+00

THIST
0.133155E+00
-0.107135E+00
-0.226857E~01
-0.1071S%E400

TWIST
0.146054E4+00
0.609700E-02

-0.543205E£-01
~0.191742E+00

THWIST
0.220126E+00
0.288033E-01

~0.600294E-01
-0.252484E400

TWIST
0.608960E400
~0.621230E+00

. Z0.241994E401 ___1.233496E+00.

~0.223%60E4+00"

THWIST
0.146054E400
-0.19174ZE+00
-0.543205£-01 .
0.609700E-02

TWIST

~0.599419E~01

0.655110E~01

~0.152734E+00

0.655110E-01
H

TWIST
~0.110444E+00
0.,1499G0E+00
~0.130232E+00
0.259Z246E-01



l¢
21
] '?

1?

HOELUD

Ll VI 5 I
0y PY ~g

NOEUD

| 18
23
=4

MOEUD

! 13
‘ 24

A
[

20

; WOEUD

#ddHd CLEMENT. ... . 1=
UERT ©XH=MOM
0.872542E401 0.312627E401
0,2271446402 ~0.,3209499E+01
-0, 2805871405 0,113697E4+01
~0.43640 26401 0.12321 PE400
#HFFEE ELEMENT ... .. 14
VERT X =M
-0, 7280%88E4+01 0. e668349E400
0. ’UU“qHE+D= -0, 7032258400
'—ﬂ 202444E+02 0. ES32245%E400
FR7AESE+NL -0.521793E+00Q
#HEH#F CLEMENT ..., . 15
VERT H=MOm
~0.128147E+02 ~D. 2 £89E4+00
0.15241QE+02 -0, SEZE0IZE+00
0., 127402E+0 2 4%&0¢b€+00

D.238187E+01  -0.924552E+00

¥ EUEMENT. .. .. 16
VERT X =M
~0.120427E+02 ~0.1%8360E+01
0.757177E+01  0,353244E-¢1
~0.258107E4+01 0,256777E4G0

Q.737177E401  ~0.150273E+4+01

- 131 -

W =MOM
i SFSVEHGL
G.?eﬁ?le+ﬂl
0. S792353 0400
0.428028E4+00

r}f‘
=

FORCES
¥ ~MEH
~0.6168973E400
-0, 53291 6E+00
0.149007E+01]
0.104145E+01

FORCES

Y ~MOM
-0.133362E+4+01
—0.150272E+01

0,256777E+00

0.353244E-01

CTHIST
0. 954605E400
LIRS PROE+HRON
0.2241 266400
CBAZO11E4DG

THIST

2201 26E+00
ZSE424E+400
GLOZF4E~0]
EER0IFE-01

!
U S B o |

|
[l

THIST

~0.110444E+00

0,252246E~-01
—3L 120239E4H00
0.149950E+00

THIST
-0.217318E400
0.961661E-01
- 165302E~01
B, 20l661E-0]



Cas -dynam r'7ae-

A%k DONNEES DE LA PLAGUE Aok

NOMBRE TOTAL DE NAEUDS= 25

NOMERE D’ELEMENTS= 16 .
NOEUD CONDITIONS LIMITES COORDONMEES
1 2 3 4 % Y
1 0 0 0 C 0.0000E+00 - 0,0000E+00
2 0 ) 0 0 0.QODOE+0Q  0.5000E+00
3 o 0 Q 0 0.0000E+00  0.1000E401
‘4 0 iU a 0 “0.0000E400 (L 1S00GE+01
5 0 0 0 0 0.0000E+00 '0.2000E+01
‘ 5 0 0 0 0 0.S000E4+00  3.000GE+0D
7 1 1 1 1 0.S000E+00 - 0, S00GE+00
8 1 1 1 1 0.S000E+00  0.1000E+01
3 1 1 1 1 0.5080E+00 0.1500E+01
10 i1 1 1 0.S000E+00C 0. 2000E+01
11 0 0 0 o, . 0.1000E4+01 0.0000E+00
12 1 1 1 1 0.1000E+01 0.S000E+G0
13. 1 1 1 1 G.1000E+01 0.1000E401
14 1 1 1 1 0.1000E4+01  0.1S00E+01
15 1 1 1 I 0.1000E+01 0.2000E+01
16 o s v y 0.1500E+01  0.0000E+00
17 1 1 1 1 0./1500E+01 0.SCO0E+GO
18 1 11 1 0.15S00E+01 0,1000E+01
y 19 1 1 1 1 0/1S00E401  0.1S00E+01
b 20 1 1 1 1 0.1500E+01 0.2000E+01
21 0 o 0 0 0,2000E+01 ©0,0000E400
22 1 1 1 1 © 0.2000E+01 0.S000E+00
23 1 1 1 1 " 0,2000E+01 0.1000E+Q1
24 1 1 1 1 0.2000E+01 . 0% 1500E+61
25 1 1 1 1

[

.

0.2000E401 - 0.2000E+01

-NOMBRE TOTAL DE DEGRES DE LI1BERTE = &4

———

——

**kﬂ:k***i‘*****ﬂn‘:*#******k##:ﬂ:*'k*#%****ﬂ:'.tHc3':9«:'k'k:'c**ﬂ:'k*ﬂ:*)l:)'c;’:***a’f*kﬂc***7&:

" VALEUR PROPRE.....,

*kk RESULTATS DES CALCULS kk
SRR MODE. ... ... 1  S44844444

0.7751688E403
0.27841g5E402

FREQUENCE.PRUPRE...

NOEUD

! N

ROTX ROTY THWIST
1 0.0000000 0.0000000 0.0600000 0.0000000
b2 -0.0000000 0.0000000 ©0.0000000 0.0000000
3 0.0000000 0.,0000000 g.0000000 0.0000000
4 0.00000400 0.0000000 0.00c00000 6.0000060
3 0.00Qo0000 0.0000000 0.0000000 0.0000000
CO Q.0000000 G.Go00000Q0 0.0000000 0.0000000
7 0.0025056 0.0103104 0.010310% 0.0377734
g G.0024571 0.0342086 0.01654909 0.0568800
9 1.0182458 0.0645945 0.0181727 0.0612637
‘.10 0.:0268222 0.0243754 0.0133725 0.0719487 - *
‘11 0.,00a0000 g.0000000 g.0000000 0.0000000.
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12 . 0,.0034577
12 0.0314777
14 '0.0572712

s 0.0826049
16 0.0000000
17 N.0182458
18 N.0573712
13 0.1007572
e 0,1415999
21 0.0000000
22 0.0262223
23 0.0826049
b 24 0.1415999

25 D.192571%5
4 A

*jgeksun PROPRE......
- |FREQUENCE PROPRE. , ,

NQEUD

- = =
DA NG LS p) e

11

12
14
15
16
17
18
19
21
22

23

ey
[

25

W
0.0000Q00
0.0000000
0.00000600
6.0000000
0.0000000
0.0000000
0.0000000
0.0100811
0.0414268
0.0882975
0..0000000

-0.0100204

G.0000000.

N.0662119

- 0.1713448

0.0a00000
~-0.0414287
~0.0668107
0.0000000
.0.1267961
0.000Q000

=0.0882966 .

-0.1713439
-0.1267979
+ 0.0000000

[VaLEUR PROPRE. . ...

| FREQUENCE PROPRE. . .

¢ NOEUD”

YN B 03 pg e

N .
0.0000000
0.0000000
0.0000000
0.0000000G
0.0000000
0.0000000

MODE.......

T0.0164903

0.0502369
0.0e65254

0.1209253

Q.0anaonn
N.012172%
N.0518224

. 0.0846165

Q.1111729
“n.000G000
0.01332726
N.0451494
0.0807239
C8.0953132

.- D.7324665E409
0.9656431E402

ROTX
0.a000000
0.00G60000
Q.0000000
0.00Q0000
0.0000000
Q.0000000
0.00841119
0.0208259
0.1120735
0.2457822
0.,0000000
0.040a7515
0.0750765
~0,0366287
0.04868321
a.0000000
n.081e368
-0.1827523
-0.215391¢
=-0.2041866

0.0000000
~0.1004837

-0.2333914

-0.2770659
-0.27292445

HHEEEEEE MODE, ... ... 3 sesdsaees

0.1116512E4+05
,0.105@651E+03

ROTX
0.00600000

0.0000Q000 .

0000000
0062000
0000000
.00006G600

Lo R o e B
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I

2 dddRd S

0.0348091
0.05023262
0.0518229

0.0491690 .

0.0643944

. 0.0865250

0.084616¢7
0.0000000
0,0943752
1.1209401
0.1111725
0.0935132

ROTY
0.0000000
0.0000000
0.0800000
0.0600000
0.0000000
0.0000009
0.0042132
0.0407501
0.0818285
0.1004832
0.0000000

-0.0208228
0.0750778
0.1827620
D.2233326
0.0006000

-0.1120732
0.0252304
0.2153875
0.2770620
0.0000000

~0.2457813
~0.0466940
0.2041809
0.27292i1

ROTY
0.0000000
0,0030000
0..0000000
0.0000000

0.0000000.

G.0000000

0.0569810
0.07325053
0.0702462
N.0730452
0.0000000
0.06/12628
0.0702512
0.0591812
0.0505959
0.0000000

©0.07192515

D.0720486
0.0505260
0.0062902

TWIST
0.0000000
Q.0800000
e.0000000
a.gnooooo.

C0.000Gnogo
a.qoaoooaq
a.00000040
0.114607¢
0.24928571
0.234013=

0.0000000°

~0.1146177
0.5000000
0.1410673
0.1849215
0.0000000

-0, 2429027

-0.1410750
0.0060000
0.0120739
0.0000000

-0.3240050

-0.1849428

<0.0120826

0.0000000

TWIST
_o.oo00000
0.0000000
0,0000000
©0.0000000
0.0000000
0.0000000



7 -0.0234450

£ ~0.,0505734

9 -0.0490822
10 ~0.0302470
11 0.0000000
12 - -0.0505732
13 ~0.0997973
14 -0.0792959
15 -0.0226721
16 0.0000000
17 -0.0490835%
18 ~-0.0793963
19 ~0.0135073
20 © . 0,0996013
21 T 0,0000000
22 -0.0302485
23 -0,0226747
24 0.0985985
25 0.2573399

#Hfhddedd MODE. .. ..

VALEUR PROPRE.....

FREAQUENCE PROPRE...

NGEUD I
1 0.0000000
2 Q.0000000
3 0.0000000
4 0.0000000
5 0.0000000
G g.0000000
7 0.0521255
g 0.0704936
a . =0.0091152°

10 -0.12074€693

11 0.0000000

12 0.0704928

13 0.0954257

14 + -0,0073149

15 -0.1495631

16" ¢.0000000

17 -0.00%51145

18 -0.0073153

13 0.0090132

20 0.01585%4

21 ' 0.0000000

22 -0.1207473

22 .-0.1495625

24 0.0158540

25 " 0.173%2790

-0.0637034
~0.1416759
-0.,1290882
-0.0758770
aJooooooa
-0.0279454
~0.0321712
0.0348144
0.1332255
n.0000000
0.0238522
0997666
2066404
. 31848740

[ B B e}

C DL 0000006

0.02768132
0.10230647
0, 2222250

0.3005293

0,3682330E405
0.1918997E+4+03

ROTX
0000000
.0oo0oo0
000000
8000000
0000000

0.000Q0000

0.1236107

Lo I I o Y S e

0.1627319 -

~0.0202448
-0.2617362
0.0000000
-0.0703125
-0.0888592
0.0269490
0.1753132
0.0000000
-0 . 2182563
-0.2830442
0.0269508
0.4030051
0.0000000

. ~0.2260686

-0.2880571
. 0.0070015
0.2456653
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o 4 SRR EEEE

~-0.G697094
=N,027%426
0.02887082
.0.0376144
0.0000000
~0.141676%3
-0 .01321695
N.0997678
0.1030656
-0.0000000
-0,1290908
0.0348160
0.2066440

0.2222412 .

-0.,0738731
0,1322250
0.23184872
0.3005382

ROTY
0.0000000
0.0000000
0,0000000
0.0000000
0.0000600
0.0000000
0.1236126

~0.0703108

-0.21823554

-0, 2260685

0.0000000
0.1627484
~0.0888575
-0.2830496
-0, 2880561
0.0000000
-0.0202469
00269438
0.0269507 -
0.0070107
00000000

" ~0,2617338

0.1753208
“0.4029578
0.2456650

+0.1918634
-0 .0651533
0.0276126
0.05302.31
0.0000000
-0.0651517
0.0644522
0.1850245
.185%661
.00000600
0376095
.185n818
. 2249389
,2406989
.000o0o0n
.0520033
.1955721
. 2406828
.0395072

Lot T e T e W e W e B e O e s B

TWIST
0.0000000
0.0000000
0,0000000
0.0000000
0.0000000
0.0000000

'0.2719648

=0.16329363

-0.5048686
~D.5053580
0.0000000
-0.1639661
0.1141938
0.3000424
G.2969419
0.0000000
-0.5048800
0.3000210
0,7988697
0.7190393
.0.0000000
-0.5053213 ..
0.2969603
0.7190161
0.1074966



HEHBEEREE MODE. ... ... 5  $388884d4a
MALEUR PROPRE......

REQUENCE FROPRE. ..

. 0.GZ75864E40S
0.2525047E4+03

On considére la méme plaque,

mais

cette

fois

TWIST

IQEUD I ROTX ROTY
1 0.0000000 0.0000000 0.0000000 0.0000000
2 D.0000000 0.0000000 0.0000000 g.0000000
3 3.0000000 0.0000000 0.0000000 0.00000G0
4 0,0000000 . 0,0000000 0.0000000 ©0.0000000
= 0.0000000 0.0000000 0.0000000 0.0000000
'6 . G.0000000 0.000a0000 g,0000000 0.0000000
7 _ 0.000a000 -0.0374723 0.0274888 0.0000000
ja 0.0517329 0.0546163 0.1407117 0.2947101
Ie 0.0950742 0.1227407 0.0037712 ~0.0559039
0 0.0716430 0.0372099 -0.0424993  -0.1400271
i 0.0000000 0.0000000 o.00qo0o00 © T 0.O6000060 -
2 ~-0.0517239 -0.,140719% -0.0546059 ~0.2947320
c 0.0000000 -0.200965 0.2009312 Q.0000000
q '0.04842773 -0.2483564 ~-0.0926565 -0.2672371
L5 ~0.,0680460 -0.4723%2) -0.2813025 ~0.62937306
e 0.0000000 0.0000000 0.0000000 0.0000000
7 ~0.0950653 -0.0037592 -0.12327360 0.0559241
%e -0.,0443847 0.09267123 0.2483024 0.2672402
Lo 0.06000000 0.1761026 -0.17602872 0.0000000
20 -0,1933928 0.1118911 ~-0.5133614 ~01.15591 26
av -Q.0GA0000 0.000000Q. 0.0000000 0.0000000
22 L0.0716220 0.0425208 -0.0271327 0.14900892
23 0.0830587 0.2212473 0.47220&0 0,6297928
da Exempl & 2933975 N.S5134122 -0.1118512 0.1559588
as ———ﬂﬂ—gvéooooou 0.50802e5 -0.5079647 0.0000000

simplement

Fig.5.3.3 — Plaque carré simplement supportée
sur les quatres cotés
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Supportée sur les quatres cotés, soumise A la meme charge
uniformément répartie Fur la surface. (fig.5.3.3) :
J»~—Jk—mqh—w4——~0 ———



Tt -

Cos statipue

NOMEBRE TOTAL DE NOEUDS= 23

NOMERE D’ ELEMENTS= 16

CONDITIONS LIMITES

kxk DONNEES DE LA PLAQUE %k

NOEUD COORDONNEES
: 1 2 2 4 X Y .
1 0 0 0 0 0.0000E4+00  0.00DCE+00
2 1 a 1 0 0.0000E400 0.S00QE+QC
3 0 0 1 a  0.0000E4+00 0.1000E+401
4 0 0 1 0 0.0000E400 0.1500E+01
) 0 0 0 ] 0,0000E+DD  0.2000E+401
& 0 1 0 0 0.SN00E+00 0.0000E+00
7 1 1 1 1 0.5000E4+00 0.5000E+00
g 1 1 1 1 0.S000E+00  0.1000E+01
9 1 1 1 1 0.5000E+00 0©.1500E+01
10 a 1 0 0 ¢.S000E+Q0 0,Z000E+01
11 0 1 0 0 0.1000E+0G1  0.000CE+QD
12 1 1 1 1 0.1000E4+01 ©.S000E+Q0
13 1 1 1 -1 0.1000E4+01 0.1000E+01
14 1 1 1 1 0.1000E40) 0,1500E+01
15 0o 1, 0 0 0,1000E4+01 0.2000E+01
16 i 1 0 0 ¢,1S00E401  0.0000E+00
17 1 1 1 1 0,1500E+01 0.5000E400
18 1 1 1 1 0.1S00E+01  0.1000E401
19 1 1 1 1 0.1S00E401 0.1500E+01
—___20_ o1 0 Q ., 0.1500E4+01 0.2000E+01
21 20 0 0 0 0.2000E+01  0.O0000E+0D
22 " 0 1 0 G,2000E+01 0,S000E+00
23 0 5 1 0 " 0.2000E401° 0,1000E+01
« 24 0 0 1 0 0.2000E401 0.1S500E401,
25 0 0 0 0 0.2000E+01 0,2000E+01

NOMBRE TOTAL DE DEGRES DE LIBERTE =

ag

¢

ﬂ:**kﬂ:‘ki‘*)\'***********)\****w-!cﬂc**'ka\:*******A‘*****ww**'l;**w****ﬂc*ﬂc‘k**:&**ﬂr*****

*k&k RESULTATS DES CALCULS *%

DEPLACEMENTS NODAUX:

‘r

OO AW

10

VERT
0.000000E4+00
D.000000E+00
0.000000E+00
0.000000E+00
0.000000E+00
0.000000E+00

-0.152480£~04

~0.251197E-04

~0.152171E-04
0.000000E4+00
0.000000E+00

-0.251197E-04

X-ROT
0.000000E+00
0.000000E+00
0.000000E+00
0.000000E+00
0.000000E+00

~0.741073E-05
~0.364556E-04
-0.598209E~04
-0.352842E-04
-0.538360E~05
-0.154182E-05
-0.241237E-06

- 1346 -~

Y-ROT
0.,000000E+00
-0.741073E-05

'-0.154182E~05

0.538260E-05
0.000000E+00D
0.000000E+00
~0.364556E-04
-0.841237E06
0.352842£~04

- 0.000000E+0QO

0.000000E+0D0
~0.338209E-04

TWIST
0.000000E400
0.000000E400
0.000000E+00
0.000000E+00:
0.000000E+00,
0.000000E400

~0.139721E-03

" -0.,539582E-04

0.462735€-04
0.000000E400
0.000000E400

-0.529582E-04



-0.6432128E-04

13 -0,417324E-04 -~0.168793E-21 0.440422E-21

14 -0.251197E-D4 0.841237E-06 0.598209E~04 -0.539582E~04

15 0,000000E+00 0.154182E-05 0.000000E+00 0.000000E400
. 16 0.000000E+00 0.538360E-09 0.000000E400 0.000C00E+00
h 17 -0.152171€E~04 0.352842E-04 -0.352842E-04 N.462735E-04
: 18 ~0.2%1197E-04 0.S98209E-04 0.841237E~06 -0.539S82E-04
ﬂ 19 -0.152420E-04 0.364556E~04 0.364556E-04 -0.139721E-023
: 20 0.000000E+00 '0,.741073E-05 0.000000E+00 0.00C00GE4D0

21 0.000000E+Q 0.000000E+00 0,000000E+00 0.00000GE4+00
: 22 0.000000E400 .0.000000E+00Q -0.538360E-0S 0,000000E+00Q
! 23 0.000000E4Q0 0.000000E+00 0,154182E-05 " 0,000000E+00
' 24 0.000000E400 ' 0.00000NCE+0O 0.741073E-05 0.000000E+0D .

25 0.000000E400  "Q.,000000E+00 0.0080Q0E4+00 0,.000000E400

L}

FORCES RESULTANTES AFPFLIQUEES AUX NOEUDS .

} Fa4a4 ELEMENT .. ... 1 .
f
u NOEUD FORCES
VERT X~MOM ¥ ~MCiH THIST
: 1 -0.258465E+01  0.299114E~01  0.299114E-01  ©,.365104E-01
6 0.4551G0E+01 -0.342790E4+00  0.855537E4+00 ~0.S523056E-01
2 -0.651672E401  0.441129E+00  0.441139E4+00 -0.459420E-01
r 2 . §.4551G0E+01  0./855S97E+00 -0.342730E400 -0.522056E-01
| ##44# ELEMENT. ..., 2
NOEUD . FORCES
VERT X=MOM Y-MOM TWIST
2 0.15232926401  0.120137E+01  0.342766E+00  0.122427E400
2 ~0.152924E+01  0.413273E+00 ~0.424657E+00  0.331285E-01
8 -0.67S26G6E+01  0.73098S5E4+00 0.821374E400 -0,748713E-01
| 3 f0.674573E401  0.179577E401 -0.745892E+00 ~0.148406E+00
{ #Ha4g ELEMENT. ... . 2
| NDEWD . FORGES
'T VERT X~I10M =i TIHIST
- 3 0.647118E+01  0.179031E+01  0.745S20E400  0.158507E+00 ,
| 8 -0.53005G6E+01 0.462810E+00 -0.540384E+00 - 0,342184E-01
| 9 -0.292805E401 0.667661E+00 0.698585E+00 -0,591159E-01
' 4 0.175508E+01 0.119292E+01 -0.318763E+00 ~0.110728E+00
#4444 ELEMENT..... 4
NOEUD | »  FORCES
VERT X—MOM Y -MCM TWIST
4  0.413G8GE+01  0.806564E+00 0.318812E+00  0.564267E-01
9 -0.546008E+01 - 0.200561E400 -0.200561E+00  0,353851E-02
10  0.413686E4+01 -0.318812E4+00 -0.806584E+00  0.564267E-01
5 ~0.281206E401 -0.255363E-01  0,255363E-01 ~0.286746E~01 -
#4444 ELEMENT..... 5
NOEUD N FORCES
: VERT X~MOM Y -MOH © TWIST _
6 0.153392E401  0.342766E+00 0.120137E+01  0.122427E400 "
11 0.674573E+01 -0.745833E400  0.179577E+01 =0 148406EF00"
12 -0.675266E4+01  0.831374E+00  0,730985E4+00 -0.748713E~01 -
7 -0.152924E+01 -0.424657E400  0.413273E400  0.331285E-01 -
_ 137,-— -, e . . C oema e | —
12



NOEUD

12
12

NQEUD

8
13
14

8

NOEUD

14
15
iaQ

. RS ELEMENT.,

" NOEUD

11
16
17
12

NOEUD

12
17
le
13

NOEUD

13
18
19
14

#4444 ELEMENT.

VERT
~0.430599E4+00
0.121145E401
-0.341172E4+01
0.121145E+01

##4dd ELEMENT.

VERT
0.132709E+00
-0.152530E+01
0.132703E+00
0.131041E401

#4444 ELEMENT.,

VERT
-0,.292805E4+01
=0.330056E+01

0.647118E4+01
0.175508E+01

VERT
0.647118E+01
0.175508€401

-0.292805E+01
-0.530056E401

#4444 ELEMENT

VERT
0.13270%E+00
0.131041E+01
0.132702E+00

~0.153520E+01

#H4#E ELEMENT, ,

. VERT
-0,341172E401
D.191145E+01
-0, 430599E+00
0.191145€+01

LI I b

X -MQOM
-0.,430311E4+00D
0.454131E+00
0.118532e+01
~0.463184E400

7

X-M0OM
~-0.732602E+00
0.884814E4+00
0.745090E+4+00
-0.1702249E+00

“as 8

X-MQM
-0 .638383E+00
0.5403824E+00
-0,745220E+00
0.318763E+00

S 9

X ~MOM
0.745920E+00
-0.318763E+00
0.6985256+00

- ~0.540384E+00
e 10

. X~MOM
-0,745090E+00
0.170224E+00
0.732602E+00
-0.884814E+00

e 11

FORCES
Y -Ma
-0.4320211E+00
-0.,463184E+00
0.118532E+01
0.434131E400

FORCES
Y -MOM
~0.745030E4+00
~0.884814E+00
0.732602E4+00
0.170224E+00

FORCES
Y =MOM
~0.6676E61E4+00
-0.,463810E400
-0.179021E+01
-0.119293E401

FORCES
Y -MGM
0.1790321E401
0.119293E+401
0.667661E+00
U.462810E+00

FORLCES
Y ~M0oH
~0.732602E+00
~-0.170224E+00
0.745090E+00
0.884814E+00

" FORCES

X-MOM
-0.118532E+01
0.44563184E+00
0.430311E+4+00

-0.454131E+00

Y~MOM
-0.1185232E401
~0,454131E+00

0.430311E400
0.463184E4+00
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TWHIST

=-0.897633E-01

0.945920E-01
-0.167192E+00
0.2459320E-D01

TWIST
-0.123281E+400
0.132472E+00
-0, 1233E1E+00
0.652605E~01

TWIST
~0.691159E-01
0.342184E-01
0.158S07E+00
~0.110728E+00

1

TWIST
0.152507E4+00
-0.110728E+00
~0.691159E~01
0.342184E-01

THIST
~0.123381E+00
0.652605E-01
-0.123381E4+00
0:1232472E+00.

THWIST
~0.167192E+0G0
0.945930E-01
-0.897633E-01
0.945930E£~-01



HOEUD

14
18
20
15

NOELID

16
21

-
e

vy

RHOEUD

Ll R
W0 G P

MOEUD

18
=3
24
19

et ELEMENT... ... lz

VERT K=M0f
-0, G873266E+01  ~0.231374E400
—0.152924E+01 0.424657E+00
»153382E+01 -0, 242766E400
G 6?4Q,EE+01 0, 74353893E400

Eat

#Hpa% ELEMEMT . .., . 1

WERT : W=
0.4123686E+01  0.319812E400

-1.231206E401 0.2553682E-01 .

0.413635E+0)  -0,806564E4+00
~0.546008E401 -0.200561E+00

FORCES

Y —MOM
-0,730385E4+00
~0.413273E+00Q
-0.120137E+4+01
~0.1732577E+01

FORCES
=140
D.20e564E+00
-0.25352c3E-01
~0.318812E+00
0.200561E+00

FORCES

Y =13k
EBEGRTEHGO
< 31R7E3E400
FASEZ0E+OD
. 340234E4+00

CD !:! = l:l

FORCES

F#EEE ELEMENT ... .. 14
VERT %~ OM
~0.292805E4+01 -0 .E5E7GE1E4+00
fL.17SS08E+01  ~0.119293E4+01
0.647118E401 -0.1790316+01
~0.5300S6E401  -0.453210E4+00
FEH4E ELEMENT . . ... 15
VERT : =M

—0.67S26EE401 -0, 7I09ESEF00

0.0745723E401  -0,173577E401
0.153392E+01 -0.120137E4+01
=N,132324E+01 -0.413273E+00

1

MOELD

159
z4d

<
=4

20

#EHE ELEMENT . ..., ie
VERT X=MOM

-0, 6516726401  ~0.,441133E+00
0,432160E+01 -0.855537E+00
-0, 258465E+01  -0,299114E-01
0.455160E+01 0.342790E+00

~ FORCESB

Y =M
—-0.831374E4+00
0.743532E+00
-0, 39276cE+00
0.424657E4+00

Y 111
-0.441139E+00
0.342?90E+GD
~0.299114£-01
uﬂ.J455Q7E¢ﬂﬂ

THIST
-{1.7487132E-01
1.3321285E-01
0,122427E+00
~0.,148406E4+010

- THIST
0.5364267E-01
-0, ”ESf4FE ol
1.364267E~01
-,355851E a2

THIST
-0,621159%E~-01
-1.110728E+4+00

0,138807E400
0.3242184E~-01

THIET
-0, 74871 2E-01
-0.148406E£+00
a.12249278400
0.231285E-01

TWIST
-0.459420E-01
-0, 523056E~01

0.365104E-01

-0, 522056E-01



. 1

Cos  dyns migts* DONNEES DE LA PLAQUE sk

MOMBRE TOTAL DE NQEUDS=s 235

NOMBRE D ELEMENTS= 16

r
NOEUD CONDITIONS LIMITES "COORDOMNEES
1 2 c 4 - X Y
1 0 0 @ Q 0.0000E400 0,0000E+00
2 o0 1 0 0.C000E4+00 0D.S00CE+00
2 a a 1 0 0.0000E400 0.1000E+01
4 0 a 1 o 0.0000E+00 0.,1500E+01
5 o q o . 0 B.0000E+00  0.2000E+01
6 0 1 0 0 0.5000E+00 0.0000E+00
7 1 1 1 1 0.5000E+00 ©.5000E+00Q
=3 1 1 1 1 0.5000E+00 0.1000E+01
9 1 1 1 1 0.5000E+00  0.1S00E+401
10 0 1 0 0 §.5000E+00 0.2000E+01
11 0 1 o 0 0.1000E+01 0.0000E4G0
12 1 1 1 1 . 0.1000E+G1 ©.SQ00E+00
13 1 1 1 1 0.1000E401 0.1000E+01
14 1 1 1 0.1000E40G1 - 0.1S00E+OL
15 o1 0 0 .0,1000E401  0.2000E401
16 n 1 0 0 0.1500E+01 . 0.0000E+00
17 1 1 1 1 0.1S00E+01 ©Q.S000E+0Q0
. 18 1 1 1 1 0.1S00E+01 " 0.1000E+01
19 1 1 1 1- 0.1500E+01 0.1S00E+01
20 0 1 0 0 0,1500E+D01 0.2000E+01.
A 21 0 0 a 0 0.2000E+01 O.00D0E+Q0
22- 0 0 1 0 0.2000E+01 0.S0C00E+00
23 0 0 1. 0 . 0.2000E401 0.1000E+01
| . 29 f a 1 a 0.2000E+01 0.1500E+01
- 25 .0 0 0 0 0.20006401 0.2000E401

NOMBRE TOTAL DE DEGRES DE LIBERTE = 48

k*****%****************************#*******kk**k*k*kiﬁ*kk*****k**k
| . - dhk RESULTATS DES CALCULS *ik

A

- 140 -

#éddfddd MODE....... 1 $H#éHdR44dd#

VALEUR PROPRE...... 0, 2017252E+05

FREQUENCE PROPRE... 0.1420302E+03

NOEUD 3 : ROTX ROTY " TWIST -
1 0.0000000 0.06000000 © 0.0000000 ' 0.0000000
2. 0.0000000 0.0000000 0.013501¢6 0.00000600, °
3 N.0000000 0.0000000 - 0.00000600 0.0000000
4. 0.0000000 0.0000000 ~0.0185044 0.0000000
=¥ 0.0000000 0.0000000 - 0.0000000 ° 0.0060000
= 0.0000G00 0.0195008 0.0000000 0.0000000
7 0.0429478 0.115205¢6 0.1122045 0.3179797
g 0.0791709 0.2063770 0.00060000 0.0000000
8 - 0.0439482 0.1132068 -0,11592047 ~0.3175892

- 10 0.0000000 0.0195025 0.0000000 0.0000000 "
11 0.0000000 0.0000000 .0.0000000 . 0.0000000



i
‘1
1

R .

12 2.079171¢
13 0.13537430
14 - 0.0791717
15 g.oco0co0
16 0.0200000
17 0.0439482
12 0.0731715
19 0.0432432
a0 - ¢.,0000000
21 0.0000000
2 0,0000000
22 g.ao0oo000
2 Q.0anogg0
&9 Q.0c00000

#dfddai MODE. ...,

VALEUR PROPRE......
TFREQUENCE PROPRE. ..

NOEUD N ROTX
1 0.0000000 0.0000000
2 {.0000000 0.0000000
3 0.qoo0000 - 0.0000000
4 0.0000000 0.0000000
5 0.0000000 0.0000000
£ 0.0000000 -0.02374556
7 ~0.0438204 -0.1273798
8 - 0.0462729. N.0441085
9 0.0991861 0.19876312
10 .0.,0000000 0.0682802
11 0.0000000 -0.0262356
12 -0, 1195195 -0.1022093
13 0.0000000 -N.1785808
14 0.1195193 -0,1092097
15 0.0000000 -0.0262231
14 0.0000Q00 0.06828673
17 -0.0991861 0.1976333
18 -0.0462728 0.04410824
19 0.0438204 ~0.,1373805
2 . 0.00Q0000 -0.0374645 .
21 0.0000000 0.0000000-
22 0.0000000 N.0000000
23 0.000006G0 0.0000000

.2 o 0,0000000 '0.0000000
25 0.000000G0 0.0000000
44 E4444 MODE....... 2 Héddsd4dds

VALEUR FROPRE......
FREQUENCE PROPRE...

NOEUD 1

1 0.0000000
4 n.0000000
3 0.0000000
49 X n.0000000
3 Q.o00000Q
A 0.0000000

n.0000000
g.o000000
G.,0000000
¢.o000000 °
-0.019%5042
-0.1192080
-0.2063797
-0.1192082
-0.01350423
$.00000C0
p.o00Q0QQQ0
n.00Q0000
o.0000000
0.,0000000

- 0.8414684E+05

0.29200808E4+03

0.8414684E4+05
0.2900808E+03

ROTX
0.0000000
0.0000000
0.0000000
0.0000000G
n.ooo0cCo

-0.0602704

~ 141 -

v 2 Hddrdadddd

0.0000000

0.2062781
0.0000000 0.0000000
~0,2063794 0.n0ceao00
0.0000000 0.0000000
g.0000000 0.0000000
0.1192059 -0.2172989
0.0000000 0.0000000
-0.,1192047 (.3179769
6.0000000 1.0000000
0.0000000 0.;0000000
0.01950237 0.00400000
. f.0000000 0.00C0000
-0.0195049 0.0000000
D.QQooooe 0.0000000
ROTY THWIST
0.0000000 0.o0000000
-0.01932412 0.0000000
N, 0R77520 0.0000000
-0.0602831 0.0000000
0.0000000, G.000R000
0.0000000 0.0000000
~0,0122651 -0.0931194
0.2822352 0.,52320458
-0,1426659 -0.2107923
0.0200000 0.0000000
0.0000000 0.0000000
~0.1133263 -0.2472886
0.4512664 §.0000000
-0.1139252 0.2474106
_0.opo0000 - ' 0,0000000
0.,0900000 g.oooo000
-0.1426634 0.,2107672
0.2323351 -0.6350520
-0.0129661 0.0931252
0.09006000 0.0000060
0.0000000 0.0000000
~0.0602752 0.0000000
0. 0577456 0.0000000
-0.01933238 0.0000000
0.0000000 0.0000000.
ROTY TWIST
0.0000000 0.0000000
~0.0682795 0.0000000
0.0262299 0.0000000
0.03274577 0.0000000 -
0.0000000 G.0000000°
0.000G000

0.0000000,



7 ~0.0291864 -0,1426704 -0.1976323 -0,2108102
g -0,1195190 -0.1139277 0.10921073 0.2474060
g -0,0428206 ~0.0129614 0.1373825 0,.0931357
10 0.0000000 ~01.0193348 0.0000000 0.0000008
11 0.0000000 . Q.0677579 0.0000000 ¢,0000000
, 12 . -0,0462713 0.,2823387 -0.0441077 0.6390249
. 13 0.00000G0 0,4612667 0.1785785 0.0000000
! 14 0.0462718 0.2823403 ~0.0441012 -0.6390450
15 0,0000000 0.0677481 4.0000000 0.0000000
16 0.0000000 -0.0193423 0.0000000 0.0000000
17 0.0428208 ~0,0129694 0.12738222 -0.0921086
, 1ig ' 0.1195194 ~0,1139190 0.10931173 ~0.2474091
L. 19 0:0991865 - ~031426650 -0.197626R 0.2107927
20 . 0.00060000 -0.0602810 0.0000000 0.0000000
21 0.o000000 0.00Q0000 0L oonoohg” 0.0000000
z2 a.0000000 .0000000 0.0274629 0.0000000
23 0.0000000 n,0000000 0.0262329 0.0000000
2 Q.0000000 . 0.0000000 -0,06822a] 2.0000000
25 0.0000000 0.0000000 0.0000000 0.0000000
| ‘ .
| RS MODE. ... ... 4 Beesestss
1 VALELUIR PROPRE...... 0.1765752E4+06
| FREQUEMCE PROPRE... . 0.4202085E+4073
NOEUD W ROTX © =~  ROTY TWIST
1 ¢.0000000 0.0000000 . 0.0000000 0.0000G00
2 0.0000000. 0.0000000 0.1019979 0.0000000
2 0.0000000 0.000000C0 -0.1926604 0.0000000
4 0.0000000 ¢.0000000 0.1019949 0.0000000
5 0.0000000 0.0000000 g.0000000 0.0006000
6 0.0000000 0.1019981 0.0600000 0.0000000
Ve 0.1219418 0.1054972 0.1054929 -0.1044683
& 0.4000000 0.0000000 -0,4645983 ~0.,3449489 .
9 -0.1219425 -0.1054920 0.1054983 -0.1044713
10 0.0000000 ~0.1019904 0.0000000 0.0000000
11 0.0000000 -0.1926653 0.0000000 0.0000000
1 12 ¢.0000000 ~0.4646940 0.0000000 -0.3449275 °
13 Q.0000000 0.0000000 0.0000000 1.6635683
14, 0.0000000 0.4647012 0.0000000 ~0.34491 35
15 0.0000000 . 0.1926571 0.000C000 2.00000G0
16 Q.0000000 0.1019903 0.0000000 " 0.0000000
17 -0,1219419 . 0.1054341 - -0.1054980 -0.1044593
18 0.0000000 $.0000000 0.4646983 ~0.3449305
19 0.1219419 ~0.1054209 ~0.1054925 -0.1044520
20 0.0000000 -0.1019923 0.0000000 0.0000000
2 0.0000000 0.0000000 0.0000000 0.0000600
22 - 0.0000000 0.0000000 . ~0,1019936 0.0000000
23 " 0.0000000 0,.0000000 0.1926642 0.00080000
y, 24 0.0000000 0.0000000 -0.1019963 0.0000000,
S~ 25 - 0.0000000 0.0000000 '0.,0000000 n.ooouogp g
"E",,‘ . q .
- 142 -
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HEERREERE MODE, ... ... 5 s4dadsbees

-

L

Fig.5.3.4 — Plaque carré simplement appuyée
sur deux cotés opposés

- 143 -

VALEUR PRQOFRE...... , 0.277705S8E4+06
FREQUENCE PROPRE... 0.5269780E+03 )
[4
NOEUD N ROTX ROTY TWIST
1 0.0000000 0.0000000 0.0000000 0.0000000
2 0.0000000 n.0000000 0.10024073 0.0000000
2 0.0060000 0.0000000 . 0.000000¢ 0.0000000
4 0.0000000 0.0000000 -0,1002446 0.0000000
5 0.0000000 0.0000000 0.0000000 0.0000000
6 0.,0000000 -0,1002284 0.0000000 ¢.0000000
- 7 1.0000000 -0.2446700 . 0.2446730 0.0000000
| 8 0.1414984 ~0.,1001326 0.0000aG00 0,0000000
9 6.0000000 ~0.2446722 -0.2445725 a.,0000000
h o 0.0000000 -0.1002274 - 0.0000000 0.0000000
| 11 0.,0000Q00 0.0000000 0-.0000000 TT0.0600000
12 -0.1415059 N.0060000 0.1002962 7.0000000
13 0.0000000 0.0000000 0.0000000 ‘D.000000D
14 -0.1415121 0.,0000000 ~0.1002828 6. 00006000
15 0.0000000 ©,0000000 0.0000000 0.0000600
16 0.0000000 0.1002552 0.00000G0 0.0060000
17 0.e000000 0.2446718 0.2446205 0.0000000
18 . 0.1415023 0.1001898 0.0000000 0.0000000
19 0.0000000 Q.2446332 -0.2446909 0.00000G00
20 Exempley 4150000¢ 0,1002368 0.0000000 0.0000000
21 - 0.0000000 .0.0020000 0. 0000000 ¢.0000000
2 On consiglanedp meme plaguenggmais cefteofois simplementgoog
2gppuyée Sum @Rux) cotés aphasémog et librenogies o deus autnRmo00
. »Egotés, SPUMA 58 Dla mémec,.cpggggogniformé@gplgoggggrtie sug.gg@mgg; o
. zSurface.ffigy§yon 4 0.0000000 0.0000000 a.00600000



Cos sla L‘/‘yae,

Jkk DOMMEES: DE LA PLAQUE ok |-

NOMBRE TOTAL DE NOEUDS= 29

-NOMBRE D7 ELEMENTS= 16

r

MOEUD COMDITIONS LIMITES COORDONNEES
1 2 3 4 X ¥
1 0 0 1 a 0.0000E+C0  0.00DDE+0D
2 0 0 1 o 0.0000E400 0,5000E+00
3 0 o 1 0 0.0000E4+00 0.1000E+01
4 0 0 1 i 0.0000E400 0.1500E+01
5 0 0 1 0. 0.00G0E400 0.2000E401
& 1 1 1 1 6.5000E400 0.0COCE+0D
7 1 1 1 1 0.S000E400 ©O.SOCOE+00
g 1 1 1 1 0.5000E4+00  0.1000E+401
9 1 1 1 1 0.S000E4+00 ©0,1500E+01
10 1 1 1 1 0.S000E4+00  0.2000E+01
11 1 1 1 1 0.1000E4+01 0.0000E+00
2 1 1 1 1 0.1000E+01 0.S00QE+00
13 1 1 1 1 0.1000E401 ©.L1000E+D1]
14 1 1 11 0,1000E+01  0.1500E401
15 1 3, 1 1 0.1000E+01 ©.2000E+01,
16 1 - 1 1 1 0.1500E+01 0.0000E+00
17 1 1 1 1 0.1500E+01  0.S000E+0D
18 1 1 1 1 0.1500E+01 0.1000E+01
19 1 1 1 1 0.1500E+01 0., 1S00E+01
20 1 1 1_ 1 0.1SC0E+0L 0, 2000E+01
21 0 0 1 o 0.2000E401 0,0000E+00
22 - 0 0 1 0 0.2000E+01  0.5000E+00
23 o 0 1 0 0.2000E4+01 0.1000E+01
2 0 i 1 a 0.2000E4+01 ©.,1500E+401
25 a0 1 0 0.2000E4+01  0.2000E+01

\L
i

.

- - —— -—— ——— ra o — p - ——— - -~

Ferk ke dokk Aok R A AR AR Rk Rk kR AR AR A AR AL Ahhhhdhhhhhkhhhkikhhhhkhihihthhhhhhkihrkk
*hkk RESULTATS DES CALCULS ok

DEPLACEMENTS NODAUX

VERT X-ROT Y-ROT TWIST
1 . 0.000000E400 0.000000E+00 -0.457068E-04 0.000000E400
2. 0.000000E+0Q 0.000000E4+00 0.579081E~-05 0.000000E4+00
3 0.000000E4+00 0.000000E4+00 -0.167161E-05 0.000000E+00
4 0.000000E+00 0.000000£4+00 ~0.841321E-05 0.000000E+00
3. +0.000000E+00 g.000QD0O0DE+00 0.395444E-04 0.0000C0E+0C
& -0.547928E-04 -0.133281£-03 0.140137E-04 -0.700417E-04
-7 =0,423407E-04 -0.128282E-03 0.773902E~05 -0.638314E-04
8. -0.474197E-04 -0.127692E-03 " ~0.87%997E-06 -0.571072E-04
2 -0,492321E-04 -0.128524E~03 -0.897120E-05 ~0.543419E-04
10° - =0.,543552E~04_..=0.147508E~023 ~0.161374E-04 -0.146454E-03
11 ~0.960477E~-04 n,826129E-05 0.340461E-04 -0,130026E~0%
12

-0.86RNS2E-04 DOD.308713E-06 0,933317E-05 ~0.711504E~04

_—
HF A _ ya4 -




R RS E S

; 13
; 14
© 15

16

17

' 18
19

20

21

22

23

2 24

23

-0.846640E~04

- —0.868059%9E-n4

-0,9€0477E~04
~0.543552E-04
~0.492221£~04
-0.474197E~04
~0.493407E-04
-0.547928E-04
0.000000E+CCQ
3.00000C0E+0OQ
0.00000C0E+C0D
0.000000E+00
0.000000E400

-0.,7208721€-21
-0.308713E~-06
-(.,82612%E-05
0.147308E-03
7.12B5%34E-03
1.127692E-02
0.128282E-n23
0.133281E-03
0.000000E+00D
0,.000000E+00
0.000000E+0Q0
0.00Q00QE+00
0.000000E+00

-0.357244E-20
-0.933317E~05
~0.340461E-04
0.161374E-04
0.897120E-05
0.872997E-06
-0.773%02E-05
~0.,140137E~04
-0.395444E-049
0.841391E-05
0.167161E-05
~Q.579081E~0S
0.45706RE-04

FORCES RESULTANTES APPLIQUEES AUX NOEUDS

—0. GB93E0E~
-0.711504E~
-0.120026E-
-0.146454E~(
~0.54541 96~
-0, 5710 72€~(
-0,633314E~(
-0.70541 7E~(
0.000000E+
D.000000E+H
0.000000E+(
D.000000E+G
0.000000E+C

FORCES
Y -MOM

=~0.208590E400 .

—-0.333500E+00
0.452152E+00

-0.141845E+01"

FORCES.
Y ~MOM
0.141837E+01
-0.215811E+4+00
0.633128E+00
-0.100657E+01

FORCES
X ~MQOM

0.100661E+01

~0,230725E+00
0.329279E+00
=0,133777E401

FORCES
. Y ~MOM
0.139795E401
-0.164924E+00
" 0,663587E+00
0.208609E+00

FORCES
Y =MOM

| ##444 ELEMENT.. ... 1
NOELD
‘ VERT X-MOM
1 0.482007E+01 ~ 0.,288546E401
6 -0.787912E+01  0.628889E400
7 -0.729627E+01 0.714674E+00
2 0.,1023515E+02 0.226131E401
##444 ELEMENT ., .. .. 2
NOELID .
VERT X =MOM
2 0.875075E+01 0.321952E4+01
7 =0.709240E4+01 ©,S513287E+00
2 -0.815512E401 0.752200E+00
3 0.649701E+01 0.304098E+01
#444% ELEMENT. . ... 3
—.. . NoEUD ] : ‘
: VERT X~M0M
3 0.623656E+01 0.303829E+01
8 -0.662201E+01 0.479497E4+00
2 -0.857791E+01 0. 7799208E+00
4  0.896357E+01  0.330549£401
#4444 ELEMENT. .. .. 4
NOEUD
VERT X~MOM
4  0.995178E+01  0.331872E401
2 -0.S74317E+01 0.445619E400
10 -0.862250E+01 0.643909E+00
S  0.441191F+401 0.277800E+01
#4444 ELEMENT .. ... 5
NOEUD _
VERT ol X~MCM
— 6 uJ286?935+a1g@:u.6298?05+uo
11 -0.211475E401™i 0.190641E+01

12 | ~0.35529564+01"" 0,202484E+01
7 | 0.275858E+01" 1-0.,4750233E+00

(T

oy
="

[

T - 145 -

-0.495805E-01
0.631921E+00
-0.128546E+00

-0.672746E-01

THWIST
0.209242E+00
0.336020E-01

-0.382795E-01
=0, 209224E+00

TWIST
@, 32821 5E404Q
=0.110833E-02
-0.341200E-01
-0.282855E4+00

TWIST

0.293442E400 ..

0.120041E-01
-0.415764E-01
-0.314675E4+00

TWIST
. 0.314830E+00
-0.368702E-03
-0.737253E-01
~(.188491E+4+00

TWIST

~0.703601E-01

0.140518EF00

-0.191953E+00
0.526170E-0T



NOEUD

?
12

13

2

NOEUD

NOEUD

14
15
1aQ

NOEUD

11
16
17,
12

NOEUD

12
17
18
13

NOEUD

13
18
.19

14

#HESE ELEMENT, |

. VERT
0.1609156+01
~0.1484SSE+01
~0.34691 56401
0.330551E+01

#8444 ELEMENT. . . .

VERT
0.145143E+01
~0.154723E+01
~0.341674E+01
0.347351E+01

#i$dE ELEMENT ., .

VERT
- 0.826652E400
- 157962E+01
L290053E+01.
0.361256E+01

#H4HE ELEMENT. . ...

VERT
~0,290053E+01
0.361256E+01

0.826652E+00 _
-0.157962E+01

##4#4 ELEMENT. .,

VERT
~0,341674E401
0.347351E+01
D.145143E401
~0.154723E+01

##444 ELEMENT, .

VERT
~0.246915E+01
0.3305S1E+01
0.160915E+01 -
-0.148455E+01

‘e =3

X~M0OM
-0.754990E4+00
0.169963€E+01
0.200706E4012
-0.482042E400

. 7

X=MOM
-0, 752692E+00
0.,170227E401
0. 200498E401
~0.4797536400

X~MOM
=0.747778E+00
0.171954E401
0.120622E+0]
~0.645142E+0Q0

2

X~MIM
-0.190622E+401
0.645148E400
_0.7472778E+00
-0.171954E401

e 10

X-t10M
~0.200498E+01
0.4793753E+00
3.7352692E+00
-0.170227E+01

‘o 11

X~MOM
-0.200706E+01
0.482048E+00
0.754990E+400
-0.169963E+01

FORCES
Y ~MOM
~0.107467E+00
-0.317608E+00
r 0.666285E+00
-0.169277E+00

FORCES
Y ~-MOM
~0.133078E+00

~0.351490E4+00

0.63745GE+00
~0.190270£400

FORCES
Y ~MQOM
~0.173653E+00
=0.223602E+00
0.374259E400
=-0.242803E+00

FORCES
Y -M0M
-0.37425%E+00
0.2428023E+00
0.173659E400
0.323602E+00

FORCES
Y -MQ
~0.637456E+00
0.120870E+00
0.133078E+00
0.351480E+00

FORCES
: Y -MOM
~0,666285E+400
0.169277E+00
0.107467E400
0.317608E+00

- 144 ~

THIST
—-0.826335E-01
0.136621E+00
-0.1338728E+00
0.345229E-01

THWIST
~0.832490E-01
0.159157E+00

=0.192462E+00

D.526764E-01

THIST
~0.810171E~-01
0.158244E+00
~0.175638E+00
0.450426E-01

© TWIST

~0.175638E+00

0.450426E-01]
-0.810171E-01

0.158344€+00

\

TWIST
-0.192462E4+00
0,.3536764€-01
-0.832430E~01
0.1591S7E400

CTWIST
-0.192878E400
0.549229E-01

"=0.826235E-01

0.156621E4+00

1o



j
_“*mwﬁﬁﬂ“

v

NOEUD

14
1&

20

15

NQEUD

14
21
22
17

NOEUD

17z
22
23
18

. NOEUD
18

23

24
i9

19
29
23
20

BEEEE ELEMENT. . e

VERT
-0, 3552956401
0.275858E4+01
0.286799E401
~0.211475E+01

HHHEE ELEMENT .,

" VERT
-0.262250E4+01
0.441191E+02
0.295178E+01
~0.574217E+01

H4EHE ELEMENT .

VERT
—0.857791E+01
0.896357E+01
0.623656E401
—0.662201E+01

#HE#4 ELEMENT.

VERT

.813512E+01
0.649701E+01
0.875075E+01
- 709240E+01

VERT
~0.'729627E401
D.103515E4+02
0.482007E+01
~0.787812E+01

¥##4EE ELEMENT.

-0

X~M0OM
~0.2024984E+01
0.473039E+00
0.529370E4+00
-0.190641E4+01

13

X~MEM
~0.643909E+00
. 277800E+01
. 331872E+01
44561 9E+00

-0
i UM

14

: X -M0OM
—0.7793028E+00
~-0.230542E+01
~0.3202829E+01
—0.479497E+00

v ‘15

X~M0OM
733200E400
204098E+01
331953E+401

-0.
-0.
-0.
-0.

16

A e e e

X ~MOM
-0.714674E+00
~0.336121E+01
-0.288546E+01
~0.628889E+00

S13287E4+00 _

FORCES

Y ~MOM
6319221E+00
128546E+00
67274GE-01
453805E~01

-0.
0.
Q.

. 0.

FORCES |
Y ~MOM ¢
~-0.662527E+00
-0.208603€E400
~0.139735E+01
G.164924E+00

FORCES
Y =M
—-0.5329279E400
0.139777E+01
-0.100661E4+01
0.330725E400

FORCES

Y ~MOM
~0.633128E+00
0.100657E+01
=-0.141837£+401
0.215811E+00

—_—

FORCES

Y -MOM
~-0.452152€400
0.141845E+01
0.208520E+00
¢.353500E+00

———————

L]

e e

-

TWIST
-0.121352E+00
0.526170E-01
—0.702601€E~01
0.140912E+n0

TWIST
~0.797253E-01
-0.188491FE+an
0.3145330E+00
=-0.568702E-02

THIST
-0.415764E~01
-0.21467SE+00

N.293443E+00
0.130041E-01

. TWIST
~0.541200E~-03
~0.282855E+00

0.328215E+00
-0.110853E~02

TWIST
-0.382795E-01

=-0.302224E+00

0.209242E+00
0.356020E~01

'\.



R e d iy ) LONMEES DE g PLAGUE #uk
MUMERE TOTaL g NOEIIDS= 25
NOMBRE DYELEMENTS= 16
MOELD CONDITINNS LIMITES COORDOMNEES
1 by 32 4 X Vil
1 0 0 1 0 D.0000E+0n 0.0000E+00D
2 0 a 1 N 0. 0000E4+00 b.%000e+0q
i 0 n 1 0 0.0000E4+00 0.1000E+qy
4 0 n 1 0 O0.0000E+00 0.1500E+01
5 n ] 1 0 0. 0000E+0p 0.2000E+01
5 1. 3 1 1 D.50008+00 0L O000E+DG
7 1 1 1 1 U.S000E+an 3.S000E+gg
& 1 1 1 1 0. S000E+0g 0.1000E+0]
a 1 1 1 1 0.5000E+00 0.1500E+03
10 1 1 - 1 0 .SO000E+an 0.2000E401
11 1 1 1 1 T.1600E+qy - O.0000E+DD
1z 1 1 1 1 D.1000E+03 0.3000E+nn
13 1 1 1 1 UL I000E+D] 0.1000E+01
14 1 1 1 1 0.1000E+03 0. 1500E+0]
15 1 1 1 1- T.1000E40, 0.2000E+0]
16 1 1 1 1 DL 1500E+01 0.0000E+0qg.
17 1 1 1 1 0.1500E+0) 0.5000E+00
18 1 1 1 1 0.1500E+01 0. L000F+n1
19 1 1 1 1 0.15006+01 0.1500E+0]
20 1 1 1 1 0.1500840 O.2000E+01
21 £ Q 1 ] D.zonae+0y Q.GGGGE+GD
22 0 0 1 o 0.2000E+01 0.5000E+0n
23 ‘o i 1 0 0.2000E+03 0. 10006401
4 ] 1] 1 n 0.2000E+01 G.1500E+pg
25 a ] 1 1] D.o2000E+i 0.2000E401
NOMBRE ToTal DE DEGRES pg LIBERTE = 70
i:ﬂf?kﬁ:)ﬁ"kﬁc*)‘:ﬂcﬂ:#*ﬂrﬂ'ﬂr*}‘;*'.»‘n‘ﬁ‘ti‘)‘r*)’-::‘d::’c?f)’U’c)‘k:**:k*i‘:)\'ﬁ:35:*ﬂc)’fﬂt‘)«?‘k*%ﬂr*;‘cﬁ:#k%‘&k’ﬂ:?‘tﬂ?*‘k'}c'}«:*‘k
A% RESULTATS DES CaLtuLs waw
Lia s cEren MODE....... 1 L N '
VALEUR PROPRE. , ... : D.?EE4804E+G4
FREQUENCE FROFRE, ., 0.8732012E+402
NOQEUD I ROTX ROTY THIST
1 - D.0congog 0.00003000 b.025371 % G.000000n
2 Q.0000000 O0.00000qa0 -0.0064513 ‘.ﬂ.ﬂnnaaaa
3 G.0000000 . B.0o000ng 0.0000000 L.000000g
4 G.00o00a0 .000000n 0.00E9585 U.u0ngong
5 G.0000000 f.0000000 —0.0353720 . bD.000a000
& 0.054p2a¢ 0.1394720 ~0.0162949 . =0,0573939
7 b.04ges510¢ 0.123zanq ~0.005985g S =0.004593g
8 « 0.0451 447 0.1205892 0,0000000 g.00oaqon
G - 0.0485104 0.1322759 0.00999¢84 b.oo45g5z0
10 0.05498285 G.1494704 0.01623929 0.0573759
" 11 0.1000355 b.0000000 ~0.03%69:5
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D.0E5360S

D.0000000

LEd i S

VALEUR PROPRE. , , ...
FREQUEMCE PROPRE. , .

MODE ., .,

DL 000000

1

0.10792041E405
0.1028762E4053

2 HAp$hhepa

'
LN I N -l

—-0.,01l25808

0. aG6n

13 0.oaononn 0.0000
14 N.02a5n5g L, 0000Oon Q.01z97a7 a,0000
15 0,1000351 0,0000000 0. 0395220 o.000n0
1i N.0sg4z582 =0.149%4597 -0.0152937 0.0573
17 b.048%107 ~0.1332800 ~0.00999249 0.,0045:
18 0.0451 4499 ~0,1315303 G.000000n0 G.0000
15 0.0485106 ~0,13238739 G.0095357 =0.0045¢
20 0.0%5452an =0.,1439701 0.0152955 -, 0573
=1 O.0000000 g.0000000 U,0252708 o.a000r
1 gy o.o0a0000 O.0nooeon -0,00&449;7 O.000070
| 23 G.on0dono 0.00000aGg 0.a000000 B.oaoon
| 24 o.o0uoonn 0.8000000 0.006451 3 0.00000
i 25 D.O000000 ~0.0353705 o.oo000

MOELD I+ , ROTx ROTY THIST
1 G.0000000 e.aaooong =0.,0373382 0.000000
.= Q.oo0onon t.oeocoag 0.01S49660 0.000000
2 O.0000000 SD.000ooen 0.0013368 O .ooo0gn
4 D.o00onon 0.0000000 N.0lS5458g 0.gnogn
3 O.0000000 d.00000an -0 . 0572209 0.0C0n0n
= =0.08575325 -0.2121908" 0.0828000 0.198030
7 -0.0445555 -0.1173244 0.0874088 0.208421,
a8 0.0000000 .00000an 0.0527865 0.26321471
9 {1.0445555 0.11?3243 0.028749104 D.2053299.
1o 0.085733z2 0.2181951 t.0235929 0.188055;
i1 ~0.150953¢ t.ooooann 0.1519959 O.0000001
12 -0.0732352- a.0000000 4.1490507 0.000000¢
iz 0.00000600 0.0000000G 0.1835485 T.0000000
14 0.0732293 0.0000000 0.1490=506 O.04000n0
13 . 2.,1504985g Q.0000000 0.1519954 Q.0goonnn
16 c~b.0857327 0.2131940 N.o0gzs9eq =0 1980480
17 ~0.0445541 D.1173227 D.0274088 =0, 2054200
1a Q.000aang G.6000000 D.0837850 ~0,.2631674
ig U.044558584 =0.1172240 0,0874081 ~0.2054100
20 0.085792n ¢ -0.2121934 0.023898¢ ~0,1980573
21 DL O00n06a Q.0000000 ' -0.0572297 G.oanago0n
=22 0.o00000G0 0.00000040 0.0154650 YD.DDGDGGD
22 0.0000000 O.0000000 0.0018381 a.agpanng
2 G.o0ngonn Q.0000000 0.0154663 0.0000000
25 O.00000n00 0.0000000 -0.,0573a59 G.o0000000

#########_ MGDE.......'B FHEH 4

MalEUR FROPRE, .. ...
FREQUENCE.PRGPRE,..

0.2293507E+05
0.1720204E403

MOEUD oW ROTx ROTY THIST
1 L.oocoaann D.0000000 0.0854907 0.0000000
2, Q.0000000 0.0000000 -0.03247402 0.0000004
3 T.oooogon t.000G000 0.0000000 Q.0000000
4 - 0.0000000 O.0006000 0.0247408 O.0000000
5 G.00gannn 0,0000000 ~0.065497¢ 0.0000000
& 0. 09965609 h.2220826 ~0.2266707 ~0.4702708
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3 ~-0.01G6025 T CO0.n%333=n ~0. 2006207 -0, 4758155
2 ~0,067z2492 -0.163279¢ 0.0000000 00000000
3 C-0.01aEn24g ~0,025395; 0.2006315 0.475827a-

10 00996577 D.2220234 0.226673] 0.4702552

11 D.1631716 0.000000n ~t. 27304052 0.000a000

iz -0, 0189940 0.0000000 ~0.2243357 0.,0000000

13 ~0.1133857 T 0000600 0.0000000 0.0000000

14 -0, N159937 0.0000000 0.224387 0.0000600

15" 0.1631704 0.0000000 0.3730417 0.0000000

16 0,099:656] ~0.2220177 -0, 2266708 0.470232¢

17 -0.0106036 0.0293478 ~0, 20062682 0.475a093

1% -0.0672501 N.1632212 0.0000000 0.0000G600

12 -1, 0106039 0.0293452 0.2006334 -1, 4755187

20 0.0398555 -,22201 a3 0.2266717 -0.,4702326

< S 0.o0noong G.ogooong - C Ulbdeqesg f.otonaog

oz 0. a0a0aa0n 0.0000000 -0.,0347414 a.doanon

23 0., O0a0000 0.0000060 0.0000000 0.00000600

z4 0.00600000 0.0000000 0.0247599 0,0000000

a5 00000000 0.0000000 ~0,0664950 0.0000006

FEEAEE O MODE. L, ... 4 RS RS Ep S )

VYSLEUR PROFRE, . . .. . 0. 38067196405

0.24097126403

t

FREQUENCE FROPRE. ..

NOELUD b

. ROTx. ROTY THIGT
1 S GL00a0an0n O.0ana0on -0.1311977 0.0000000
2 0.0000000 D.0000000 0.02472¢65 0.0000000
3 2.0000000 0. 0000000 0.000o0nn O.00aq0aan
g - 0.0000000 O.0000000- -0.0247311 0.000naan
5 ‘0.a0oongo a.0000000 0.i3119%1 R h LI
5 -0.1014173 -0 .NR53925 0.0789979 ~0.017661 5
7 -0.0810593 -0.08004992 0.0235052 —0.0405444
2 ~0.07329692 ' ~0.0832108 D.00000Gq 000000
G -0.0810592 -0.080045¢ ~0.029500% 0.04nss01
10 -0.101414¢0 -0.0869273 ~0,0789901] F.0175496
11 G.o00000g 0.2893726 0.0000GG0 ~0.2207 7588
1z 0.,0000000 0,3156592 0.0000000 ~0.0901841.
13 D.oGooa0n 0.2944511 0.0000000 c.o000000
14 C.o00C0G0 0.321558492. 0.0000000 0.0%901259
15 0.0000000 0.25898¢00¢ ¢.0000G00 0. 2207950
16 0.10149177 ~0.0869839; - n7Ea99 -0.0176643
17 0.0810595 -0, 0800477 -0.,0295062 ~0.0405497
1s 0t.07323958z -0.083307s Q.4000000 0.00000010
1= 0.0210537- ~0.,08004g957 . 0.029%5077 d.04054z27
20 0.1014184 —-0.08639975 7 - D.077002) t.017c44¢
21 0.0000000 0.0000000 0.1311919 0.a000000
22 0.0000000 U.aQa000g -0.0247252 0.0000000 -
3 O.o0o000n 0.0000000 0,0000000 G.0000000
24 0.0000000 0.0000000 0.0247327 . U.UﬂﬂﬂDOp&@
'esy &.0600000 3.0000000 -0.1312044 G.DDHGQQU 3
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S

FhAEE ey MODE......, 5 Fhd Rk

VALEUR FROFRE, .., .. 0.8829540F+05
FREQUENCE PRORRE, , | 0. 2615251E+07
MOEUD [N ROTX
1 O.0060000 G.0000000
2 b.oonaang 0.oa000an
2 D.aonogog T.o00n00n
4 G.oa0nnng 0.0000000
3 O.oooonng D.oononog
& 0.1402454 0.10870a5
7 0.0754524 0. 0667S8g
& 0, oonogon I.0000000
9 ~0.075452; -0.06674608
10 ~0.1402971 - . ThLInerin
11 - TBlaaoooag -1.5309054
iz L.oo0ogoon - -b.28esrr1
13 O.0a00a00 . 0000a000
14 a.0000000 0.28a7747
15 0.oaa000n 0. 5309009 .
15 ~0.1402475 0.108714gz "
17 0. 0754522 " U.n8E7E2E
18 G.0000000 D.0Gana0n
19 Q.,0754524 -0.08E7SE]
20 0.14n24a3 —-0.,1087118
21 0.00000a0g O.0aaaann
22 D.o00o0on o Q.aaaonnn
2z 0.000a00g D.o000000
24 .0000000 0.0000000
Z9 Q.000000G 0.000000n

ROTY THIST

0.186555:z G.0000000
-0, 053385 ' o.ono00non
-0.0121308 0.0000000
~0,05528%9 Luoaoaana
' 0.128585811 0.0000000 -
~0.15%43049 -0.00&]1 98]
~0.1457794 0. 0e2809g

-0,148]1257
—~0.1457789
m0.155481 =

~0.2202654 -
~0, 0697829

—0L0bEE263

G.o000000 Q.E5227221
G.onagong 0.53285521
J.ooonoon 0.5957325
CG.o000000n 0.32864952
Q.o0o000q h.8327060 .
0.1554827

0.145779¢ -
0.14812z2¢
0.1457205

20272
~0.0esg1zy

0.15549240 —3.00s82077
~0.,18ca559 i GL.oanonon
0.0552849¢ O.000Go0n0n
N,0121790 . ooonoag .

0.0552857
—0.1866603

0.o0000000
U.eoooooa

v .3.3. Analyse des résultats

Pour Pouvoir fajre une 'analyse concérnant '1'effet de
1'effort tranchant sur lesg déplacements statiques et les
modes de vibrations deg Plaques a4 4 hoeuds, faut términer

Avec un telle sous—programme,

Principal Présenteé,

- maniére que décrit précédemment,
resul tatg possible,
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les calcuyl seraient
et la comparaisih’entre

matrice de

? de la théorie de Hindlin—Reissner.#m_;,>¥awk:

injécté ay meméémprugraﬁmg {%
refait ge 14 meme
les -
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CONCLUSION

Le but de ce projet était 1 étude de 1 infule
transvérse sur les modes ve vibrations des ele
et plagues en flexion; Cette objeéctit a eété
atteint pour ce gui concérne 1'é&lément poutre.

-

En effet, on a pu &tablir des  programmes
dynami gue) pouvant &tre utili?é pour n’'importe
et, méme &tendus aux structures en puautres {ou

Ces programmes, bases csur deux theéeories
géformation sans effort tranchant et avec effor

péermettent de connaitre le powcentage d errgur auouel

s 'expose lorsgu’on, ne tient pas compte de
cisaillement.

Les guelnues exkemples traités du cas sta
gqu’il est tout & fait possible de travaillor
1l effet transvérse pour les constructions nexi
exceéptionnelle précision.

Four leS_deéS de vibrations i1 srxiste guelgua
les guelles @ 'erreur st rel ativement important
erroaurs du cas statigue.

mais il Ffaudrait un probléme pratigue et
evaluer le danger encourus par le fait  de nég
transveérse.

Four ce gqui est Jde 1’ é&lément plague i1 &
recours A deu:: théorios total ement
Firchhoff-Foisson et Mindl im-Reissner.

Les programmes devellopés pérmettent de
déplacements £t res foross nodales (cas statigu
et les valeurs, freqguences et vecteurs
dynamique) o avtre part. '

r
Malhew susement, Ta craparatson des deux théo

cnu etre etablit, & cause du sous—-programme da

la matrice de rigiditéd de 1 &lément de Hughes.

SrNCore au point.

[y
B

gensration

nce de 1 eftet
ments  poutres
comnpl dtement

(statnuo  rt
guelle poutre
treilliﬁ).

{(endral # e
t tranochant?
it

1
la force ‘de

Elqgue monby ent
2 gl igeant
geant Az ane

©= moce [y
e. COMmpars auy

concrel Lo
liger 1 'effct

Hallut  avoir
didfer eribes:

calcoculer edere

e) d'une part,

oropres - (Cas
-

rteg A 0

b
\

[
[

qui o 'est o

0
i



Nous ésp@rons wvdir se travail poursuivit pour  dews:  raison
principale:

~ La comparaison des differentes Ffarmulation d elémenteo
plagues »vec la théorie classigue.

ire connaltre, chez nous, toute la  gamme o ament s

- F =)
variles qui sont réguligérement formulés de par e wmondos, ot

m

et diFigrent entre = par le nombre de noeuds  ul o ment
I eléement, par lews dizpositions et par les fonctions
utilisérs pour modéliser 1 é&lément (formulation par les
déeplacements, par les <contraintes ou formulation mixte

deplacements—contraintes).
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INTEGRATION NUMERIQUE DE GAUSS (1]

\

Mous ne considerons gue le caz gui nous interesse, - est A&
dire, 1 intégration A  deu dimensions rapportee T

&l Ement de référence Carré.

i
= LT

La formule genérale de cette méthode d intégration est:
1nd

v ( %,? ) . d?, d?;\;;wi .y‘(gi,?J)

il B |

Cette formule sert & integrer exactem=nt les polvnbmes

-

ot "ordre m.

\

Les différents variables ?’i, 75, wi et m =ont
donnés par le tableau suivant:

Gﬁif"e‘ Nowmbfie Caofﬂrtmti{!gjl Podels
m 'dcpdﬁQY‘ ¥ He Wy
2|, ) 3 273 0 4/3
o3 , JB JZ
KA oz 3 1 1 47
-5/8 24 23 MY
J 1. - 13 -2/3 3/2
B s
: : [Méthode produit | - A ) _:1__
‘ 5] 40 32 x 2 poinks) i'—ﬁ iq“f 1
b3 i 4 +4 0 ?/3'
3 i . s
i Ve




1»3 .
2 4 #ViE o 1
N o+ SRS
L EVYs
. g 7 0 o 8/7
i, ' o + . /14/15) 10/63
J 435, £ /35t 35 | 20036
7 0 0 8/7
-r -r ‘ ‘
e C ey }100/168
' ~t
T. 5. + s
w5 4 ;i f_g , }20/48
ke -t +5
o | .6 r= J5 ~ 0,683

J_tléz:{ ~ 0,89 .
————‘E > 0,34
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