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NOTATIONS

La liste des principales notations utilisées dans notre mémoire esl
présentée ci-dessous ,bien qu’elles soient en général définies dans lf:z
|

Afin d'éviter toute confusion ,nous désignerons les matrices

texte dés leur apparition.

rigidité,masse et amortissement en caractéres gras,a savoir K,M et C,i
ou entre crochets guelques fois.Nous noterons également Kt, 1a
transposée de K.

Nous utiliserons enfin le point pour désigner la différentiation par
du

rapport aun temps,par exemple “u.
dt

"

: Déformations (vecteur).

contraintes (vecteur). |
: Déplacements (vecteur). . |
: Module d YOUNG. '

: Module de cisaillement. .
: Coefficient de _POISSON.

: Coordonées généralisées fonctions inconnues du temps.

ST O mEE Q0

: Déformations de cisaillement (vecteur).

: Fréquence d excitation. |
: Fréquence propre correspondant aug mode i. ’ '

’

¥ £ £ X

: Iéme wvaleur propre.

-

: Iéme vecteur propre. - ' |
: Quotient de RAYLEIGH. - "l
T : Energie cinétigue. '

s

-

‘0
o~
s
L

U : Energie potentielle.
A : Matrice spectrale.
- E : Sous espace vectoriel.
r At : Incrément de temps.
t 4 : Coefficient d amortissement.
- A : Matrice d amplification. '
MEF : Abréviation de la méthode des éléments finis.
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RESUME

L étude consiste en 1 analyse dynamique des structures
discrétisées par éléments finis sous deux aspects
-Une analyse modale (fréquences et modes propres)
~-Une analyse dynamigue par deux méthodes; a4 savoir la
méthode d intégration directe et la méthode de superposition
modale.
Les deux méthodes ont fait 1 objet de programmation sur
le code DLEARN et des &tudes comparatives portant sur leurs
performances ont été menées. : _ |

SUMMARY %
Our Survey aims at makipg the dynamic analysis of strrctures
discretized into finite elements taking into account two aspects
—A modal analysis (eigenvalues and eigenvectors)
-A dynamic analysis with the help of two methods :direct
integration and modal superposition.
Theée methods have been implanted 1in the DLEARN code and a
their performancies have been made.

comparison 1n relation with
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INTRODUCTION

De nos jours ,l ingénieur se retrouve souvent confronté a
réaliser des projets soumis & des contraintes financidres et de
sécurité des plus sévéres .Celles-ci exigent non seulement un maximm
de garanti de bon fonctionnement du projet fini mais aussi, dans
beancoup de cas ,d’éviter l’essai sur des modéles avant d étre
pratiquement sfirs de leur résistance anx conditions de travail .
Du besoin de prévoir donc le comportement de certaines réalisations
durant leur conception ,est née 1’ idée de la simulation numérique du
camportement des systémes ph&siques les plus complexes.
Celle-ci débute par la définition des hypothéses anxquelles satisfait
le systéme ,puis nécessite par la saite 1 utilisation des sciences de
17ingénieur pour aboutir & des systémes anx équations différentielles
décrivant le modéle mathématique.
Dans beaucoup de cas ,la complexité et la grande taille de ces
systémes nécéssitent |l utilisation de 17outil informatique via des
méthodes mmériques ayant connui un essor certain. La méthode des
éléments finis en est une des plus utilisées en calcul des
structures, en mécanique des fluides et en transfert de chaleur. )

L 'analyse statique des structures ainsi discrétisées reste

~

. restreinte a certains cas seulement.

En effet, lors de présence d’excitations sismigques ou de mouvements
alternatifs engendrant des excitations diles a4 1 inertie ,une é&tude
sérieuse passe nécessairement par une analyse dynamique de ia
structure.

Ce type d’analyse tient compte de deux aspects fondamentaux que sont :

" Premiérement: Le spectre de fréguences propres de 1la structure

permettant a 1 ingénienr structuriste d’éviter, durant la conception,
le phénoménie de résonance.

Deuxiemement: L analyse de la réponse structurale dans le
temps,donnant la variation des déformations et des contraintes,
permettant ainsi de juger quant & la résistance de la structure.

L analyse dynamique des structures constituera donc le théme de

notre projet.



ASPIRATIONS:

Nous désirons, par le biais de ce travail, insérer dans un code
éléments finis (DLEARN) une partie faisant le calcul de 1a réponse
dynamique des structures par la méthode de superposition modale.

Une deuxiéme partie aura pour objet 1 étude comparative de 1la

méthode sus-citée et d'une méthode d”intégration directe existant dans
le code.

STRUCTURE DE LA THESE :

Notre mémoire est organisé en ‘quatre chapitres rendant
compte:
¥ Des bases théorigues nécessalres pour mener un calcul de dynamique
des structures et émanant d une recherche bibliographique.
* Du travail effectué en programmation.
© % Des résultats reccueillis en exécutant le programpe pour certains

cas simples .

CHAPITRE I1:
Fait le rappel de certaines hypothéses d élasticité des matérianx et
de propriétés modales , puis donne les concepts fondamentaux de la

discrétisation éléments finis utilisés en dynamique des structures.

CHAPITRE 1I: _

Fait un exposé de méthodes d analyse modale donc des algorithmes de
résolution du probléme propre généralisé ainsi que du principe de la
méthode .de superposition modale permettant de réduire la taille du
probléme en découplant les éguations. ,

* Aprés quoi, il donne une panoplie d’algorithmes anx différences
finies. Laquelle, sans étre exhanstive, étale explicitement leurs
" schémas en insistant particuliérement sur leurs comportements vis 4

vis de la stabilité et de la convergence.



CHAPITRE III:
Présente quelques techniques utilisées par le programme DLEARN ainsi
que sa structure en faisant mention des deux parties implantées; &
savoir la partie faisant la résolution du probléme anx valeurs propres
et la partie calculant la réponse par la méthode ‘de superposition
modale.

CHAPITRE 1V:

Présente les résultats des applications faites, pour :

Premiérement.: Montrer la maniére selon laquelle les valeurs propres
convergent en utilisant 1 algorithme de LANCZ0S. La visualisation des
déformées modales étant faite par le logiciel SAP-S0.

Deuxiémement: Comparer la méthode d’ intégration directe utilisant la
méthode—« de HILBER et la méthode de superposition modale faisant
usage de 1 algoritlme de HOUBOLT. Et ce, du point de wue cofit et
précision. , '

Troisiémement: Illustrer un certain nombre de phéhoménes physiques
tels que la résonance, et numériques tels que la stabilité et

1 " amortissement algorithmique.



CHAPITRE 1 A
LES ELEMENTS FINIS EN DYNAMIQUE DES STRUCTURES

INTRODUCTION

Ce chapitre vise a introduire les notions de
disérétisation des systémes élastiques en mouvement..
Des rappels d élasticité ,et de propriétés modales se sont donc
avérés nécessaires. .
Nous introduirons par la suite 1a méthode de discrétisation utilisée

pour nos structures qu’est la méthode des éléments finis.

1-1/ RAPPELS ET HYPOTHESES

I-1-1/ notions d élasticité dans un milieun contima

La mécanique des milieux continus s intérezsse A& 1 étnde
du comportement des fluides et des solides d'un point de wue
macroscopique done ignorant la structure moléculaire de la matiére. _

Par ailleurs ,on convient que le concept de milieu
contimu est un modéle physique permettant une approche mathématigue
conséquente pour la résolution de problémes.

Dans la suite de notre travail,nous débuterons avec cette
hypothése de milieu continu pour 1'étude et la résolution d un
probléme particulier qu’est le comportement dynamigue des structures
élastiques. )
' Quelgues définitions qui se retrouvent trés souvent en
mécanique des milieux continus s imposent.:

¥ Notion de wvecteur contrainte:

Soit un milieu (M) chargé extérieurement sectionné par
un 'plz'm {P)de niormale n passant par un point Q.
On défini le vecteur contrainte ¥ agissant sur une surface
infinitésimale dS entourant le point @ par:
t@Q,n) = lim AF

— . -..C1)
A5+0 g :



P

On note que AT est la résnltante des forces internes par rapport am

-milien initial (M) agissant sur 1 élément de surface AS,

* Tenseur de cmtmi;ates ert un point: _

Etant domné la représentation des vecteurs contraintes
't".w, -£<z>, -tt.(a),en un point @ dans 1les trois directions du systéme
choisi, alors le vecteur contrainte E(n )dans une direction n
quelconque pourra s’exprimer ‘en  fonetion des contraintes

f‘.‘“ ,%(2),{(9),1esquelles sont la représentation du tenseur de

contraintes T:
»{1) +{ 2 {3
=i e {e ) ()

& o o |
11 21 31
T= o a4

ou 12 22 az

o o o
13 23 a3

Conventions:
* th_L' >0 (respectivement <0) correspondra a une traction
(respectivement compression) dsns la direction i.

* cij » 1:correspond A 1la face normale A X

it indique la direction d’application sur 1a face
normale a X, .

+{ry

Le vecteur conirainte t en un point Q@ et dans une

™
1

direction n :2 exprimé dans le systéme de coordonées choisi
3

(Q, 31 R _éz) est donné par:

{(ﬁ)

T.n



I-1-1-b/ Etat de déformation élastique en un point d’un

milien continu :

L hypothése principale pour 1a caractérisation des
déformations est que les déplacements et les gradients de déplacements
sont infinitésimaux.

Cette hypothése permet 1 utilisation de 1la régle des petites
déformations .I1 est clair qu’une telle hypothése donne des résultats
corrects ,les déformatlions'élastique-s étant de 0.2%

Soit _ﬁ(xi »X,,X3): un champ de déplacements des points du milieu par
rapport a (R),repére de référence . _
Alors le champ des déformations infinitésimales sij (composantes d un

champ tensoriel de déformations infinitésimales),sera défini par:

1
. =7 |u . +u.
L 2 L. it

Remarque: Le tenseur de déformations est un tenseur symétrique.

I-1-1-c/ Comportement élastique des matériaunx

DEFINITION:

Un matérian est dit €lastique si1 une fois déchargé il
retrouve. sa position initiale .
Autrement dit ,en le chargeant ,il emmsgasinne de 1’ énergie
potentielle sous une forme élastique ,et restitue toute cette énergie
aprés sa décharge .

' En 1638 ,GALILEE a commencé } étude de-la résistance du
solide.Plus tard,(vers 1676),HOOKE, a développé cette é&étude et a
publié ses traveux (extension proportionnelle & la force).

Le solide élastigue linéaire est un modéle idéal ,en
effet, il sunit la loi de HOOKE qQui = exprime pour un essal uniaxial

par la formle:

o= Ee | (@



Celle-¢ci exprimant une relation 1linéaire entre 1a
contrainte axiale et la déformation axiale sx.E étant le module de
YOUNG ( propriété du matérian).

La loi de HOOKE pour un cisaillement s exprime par:

T = Gy
Dans le cas du chargement le plus général ,on écrit:

(<}-[o] {+)

Pour un matérian isotrope, la matrice [ D ] s écrit:

0 A+2 A A 0 0 Oﬁ
M2 A 0 0 0
A42u 0 g 0
. ] 0 D
[o)-| o .o
M

A et u: Coefficients de LAME .

vE

A (12
E

H= ) -G

On:
' E:Module d°élasticité d YOUNG

v :Coefficient de POISSON
G:Module de cisaillement



I1-1-2/ Propriétés des systémes discrets :

a- noticn de mode :

La solution de (2) peut s obtenir a partir de 1 étude des N
vibrations libres c’est i dire par superposition des solutions du
systéme sans second membre.

Modes= Solutions propres du systéme sans second membre.

I1 est & noter que le probléme fréguemment rencontré dans 1 analyse
des vibrations est celui de 1"équation des vibrations libres sans
amortissement :

M a +Kgq=0 : ... (3)

Le systéme homogéne a donc n valeurs propres réelles

Avec . W = pulsations propres
et la solution harmonique de ce systéme est g=x ejwt
le systéme (3) devenant « M x = K x e ()

On appelle matrice modale ¢ ,la matrice(nxn) dont les colonnes sont

constituées par les n vecteurs propres solutions de 1 éguation (4):

(1) (2> [4a})

¢ =[x ,x ,....,x 1}
Le probléme associé a [3] devient:

K¢ Mg A (5
Avec A,matrice diagonale des valeurs propres correspondantes.



b~ orthogonalité des modes :

Les modes propres sont orthogonaux par rapport a K et 4 M, soit :

§

CLy ¢
x tH x'=m .5
L L)

(L) [4}]
x tl( x’= kL .6“

Avec:

6Lj= Symbole de kronecker.

n =Masse généralisée du mode 1.

4
k= w .m
1 1 L

c—. structures non libres :

Pour ces stroctures ,la matrice K est définie
positive,et,la matrice M est définie positive également ou seni-
définie positive (car tous les degrés de liberté ne sont pas
obligatoirement affectés d une masse).

d- Structures libres ,propriétés des modes rigides :

Dans ce cas K est semi définie positive En effet K
posséde un  certain nombre de singulsrités,f,sn maximon
correspondantes aux différentes possibilités de déplacement
d’ensemble ou modes rigides.

On distingue deux types de modes propres:
- modes rigides a fréquence propre nulle .
-modes €lastiques a fréquence propre non nulle .
Soit [Illo] la matrice des 6 modes rigides purs,



[no] : n

e~ Guotient de RAYLEIGH :

La notion du guotient de Rayleigh étant la base de 1la
compréhension  des différentes méthodes de résolution du systéme
(9), il nous semble important de 1 introduire.

Définition: On appelle quotient. de Rayleigh du mode de déplﬁcment v,

Uyl yRy
p[y] Tiy] ) Ytﬁ y

On voit tout de suite que si x est un vecteur propre

Xth

Foy [x] = =X »A:valeur propre
XM x '

Soit y un vecteur qni se décompose dans la base des vecteurs propres.

N
(i

yV-LX .n ¢

1=1



1

Avec 1
n=y _
n coordonées de RITZ
n'r‘\
L. _
HKAPROPRIETEXX :

Le quotient de Rayleigh est stationnaire an voisinage de tout
vecteur propre et il atteint un extremum qui est la valeur propre
correspondante Bn particulier,le mode fondamental de vibration
rend stationnaire le quotient de Rayleigh qui tend vers la valeur
propre la plus basse.(ref I). '

Ces rappels ayant été introduits ,comme nous 1'avons précisé plus
haut: la méthode de discrétisation choisie étant la méthode des
éléments finis de type déplacement,il nous faut expliquer son principe
en dynamigue. . * '

I-2/ PRINCYPE DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS EN DYNAMIQUE :

HISTORIQUE DE LA METHODE :
11 existe plusieurs méthodes décrivant le comportement

des systémes physiques ,dans la modélisation d'une structure ;parmi
elles la méthode des éléments finis.Cette méthode s applique 2a des
problémes stationnaires ,non stationnaires ,linéaires ,non linéaires
81 ,2 ou 3 dimensions.

Les travaux constituant le point de départ de 1 histoire de 1 analyse
des structures furent ceux de NAVIER (1819) -, sur les structures
hyperstatisgues.Les méthodes énergetiques furent établies par MAXWELL
(1864) et CASTIGLIANO (1878).Et c'est & cette période que les notions
d analyse des structures formées d assemblage de barres ont été mises
an point.



Avec le développement de 1ordinateur, la résolution de systémes
d’équations ne posait plus de problémes et la MEF connut un progrés
considérable ,si bien qu'elle fut étendue a des domaines antres que
celui de la mécanique des structures par COURANT en 1840.

A partir de 1960 ,Elle connut un  développement rapide ,et dans
plusieurs directions a savoir:

— Création d éléments de hante précision.

— Flargissement aux problémes non linéaires.

De nos jours ,elle représente 1ia méthode }a plus utilisée du noins, en
.mécanique des structures »retenue particuliérement pour sa fiabilité
en modélisation des systémes dans divers secteurs de 1’ industrie.

Elle consiste a étudier le comportement dynamique d une structure en
comnaissant les déplacements aux différents noeuds en fonction dn
temps et celd en discrétisant cette structure dans 1’espace (systéme
de coordonnées (x,y,z) en éléments finis de type déplacements).

I1 existe trois principales formilations de 1a méthode
des éléments finis , la version déplacements » -contraintes et 1la
version mixte.

I-2-a/ Version déplacement :

La base de 1a formmlation de 1la méthode des éléments
finis ,version déplacements est le principe des travaux virtuels.
Soit u un petit déplacement imposé A la structure ,le théoréme des
travanx virtuels donne 1a relation :
—it

t ' _ . _
j fe} {0} dv = J {uy’ {£'} dv +j {u} {(f°}ds+= 0" F 1
v s i
v

L

Avec : {[u}= vecteur déplacement {fv}:vecteur forces volumiques
{o}=vecteur contrainte {fs}:vecteur forces surfaciques
{£ }=vecteur déformation ¥ = contient tous les points oi

des forces concentrées F
sont appliquées.



T

En introduisant les . forces d'inertie et d amortisement &
1"équation(l),puis par combinaisons de plusieurs équations liant les
déformations aux déplacements généralisés et ceux-ci aux déplacements
nodanx (voir ref Bl);on obtient:

Mu +Cu+Ku=F¥ D)
Remarque - '
Nous n expliciterons pas les versions contrainte et mixte
car le code DLEARN que nous utilisons est formulé en version
déplacement. ‘

I-2-b/ Phases de 1a méthode :

1- Découper la stucture en éléments finis,
2~ Définir dans cheque élément une approximation des
déplacements en fonction des coordonges de 1 espace et du temps.

{u(x,y,z,t)}e:< P(x,y,z) > { a(t) }e’ M(x,y¥,2) € 1’élément e.

3- Choisir comee coordonées généralisées les déplacements

nodaux,et poser:
[ U(x,y,z,t)] e~ [ N(x,y,z) ] u, (t)

[ u ]e: vecteur déplacement en un point de 1°élément e.

[P(x y,z)]: matrice des fonctions de base de 1 approximation spatiale
(généralément des fonctions polynomiale en x, ¥ ,z ).

s

© N(x,¥,z)= matrice d interpolation pour 1°élément e.

a(t)= vecteur de coordonées généralisées.

u, (t)= a(t)= vecteur de déplacements nodaux de 1°&lément e.
4- Formaler K et M au nivean de 1°élément (voir ref B2).

10



4- Formiler K et M an nivean de 1°élément (voir ref B2).

5— Formulation globale:

a— Soit qtzvecteur ligne des déplacements aux noeuds

de 1a structure, Soit pour une structure a m noeuds:

t_ t t t
q" q1 rqz 7---qm

' b-Définir la correspondance entre déplacements aux
noeuds de 1 élément a, et les .déplacements  anx
noeuds de la structure. '

a4, =B3_ . 4q

(n ¥4y (o N> {N¥4L)

[=) . L=2
n, Nombre de degrés de liberté de 1 élément.
N= Nombre de degrés de liberté de la structure.
ﬁez Matrice de localisation de 1 élément. )

c- Etablir la matrice masse et la matrice rigidité de la

structure compléte.
On a respectivement:

o=y
1

L s, K, A,

e

d- Résolution de 1"éguation de Lagrange (2)

ce qui fera 1l°objet des chapitres suivants.



CHAPITRE 1X

_ REPONSE DYNAMIQUE D UNE STRUCTURE
- INTRODUCTION o

Les deux facteurs primordimix gérant les normes
d’exigence d 'un analyste structuriste =ont les disponibilités des
ressources informatiques d une part et les ressources financiéres de
1 antre. ‘
Ceci traduit implicitement que pour arriver a des réponses dynamiques
fiables (avec des précisions raisonnables) ,le caleul des périodes de
vibration et modes propres associés doit ;tre fait avec un algorithme
efficient .Le choix de celui-ci représente donc la p@ase la plus
importante de tbut travail en dynamigue des structures .
Avant de présenter donc les méthodes de recherche de la réponse
dynamique nous expliciterons les deux méthodes qﬁe- nous  avons
utilisées en programmation pour résoudre les problémes anx wvaleurs

propres.

. II-1/ METHODES DE RESOLULUTION DES PROBLEMES AUX VALEURS PROPRES -

-Dans le cas de structures faiblement amorties,on se

raméne & la résclution du probléme anx valeurs propres général :
Ku= W’ Hu .

Le probléme de la rébolutioh de cette éguation réside dans son ordre
élevé pour le cas de 1la mécanique des structures gqui concerne hotre
étude.Une résolution satisfaisante ,d aprés le critére économigue n’est
possible qu’en utilisant des méthodes performantes particulidrement
adaptéés pour ce type de problémes.

Parmis ces méthodes,on étudiera les suivantes:
* Méthode d itérations simltanées sur sous—espace.
* Méthode de LANCZOS-GRANDAL.



11-1-1/ METHODE D ITERATIONS SUR SOUS ESPACE:

I1-1-1-a/ Analyse de Ray—Ritz :

Elle nous permet de trouver les plus petites valeurs
propres et vecteurs propres associés du probléme . ,

Nous avons déja défini le quotient de RAYLEIGH ($
I-1-2-e)

K ¢
p(p) = —

oM 3
Et d aprés le principe de RAYLEIGH: A = min {o(#)}

Fn supposant M et K définies positives,on a:
| 0 A< p(PI < x

Dans 1 analyse de Ritz,on considére les vecteurs 5 qui

sont des combinaisons linéaires des vecteurs de la base de Ritz v .

9

¢ =L X ¥

[T |

t coordonées de RITZ

Avec
v= 1,9

5 est un vecteur appartenant ay sous espace Yq engendré par la base de
RITZ.
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Dans 1 analyse de Ray-Ritz, on souhaite déterminer les vecteurs

spécifiques 5 ,i=1,q lesquels, avec la contrainte d appartenir au sous
espace Vq (engendré par 1a base de Ritz),approchent le mieux les
vecteurs propres désirés.

L~
s K o

O ' -
A

¢

K = wt.K.w » K et M sont des matrices (nxn)

O <
M = y'M.w , w est une matrice (nxq)
\ )
La résolution du probléme (P fera dégager
P sPysen- ,.oaqui seront les valeurs approchées de ?\1,)\2_. .- ,Kq et g

vecteurs X X, ;.- .,xcI qui sont utilisés pour évaluer des vecteurs

propres 51 ,q;z 3enn ,q;q dont les composantes sont .exprimées dans la base
des v (i=1,9).

I1 est trés utile de noter que:

NS oS .S\ Sp SN
Ainsi le caleul de }51 nécessite la minimisation de P(g).
Et le calcul de E"L —min p(a) a4 la iéme étape requiert le calcul de
min o{).

Avec ¢C M ¢=0 ,i=1,i-1
*/ PROCEDURE DE L ANALYSE DE RITZ:

*x1/ On choisit la base de RITZ composée de g vecteurs
v ,i=1,..9. ' '

14
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*¥2/ On résout le probléme propre Kx = o M x ',
Oi o est 1 approximation de la valeur propre et x le

vecteur propre exprimé dans la base de Ritz.

Dans la base de RITZ , ¢>:[w]x

q_b est 1 approximation du vecteur propre ¢ dans la base
primaire des déplacements nodanx.
N-B:

* Dans la pratique , la base de Ritz peut etre calculée
par la résolution statique, ol 1 on defini q vecteurs charges
dans R.

~ t
K.y =R = K= .R

oo [o][prn ]

X La condition M définie positive n est pas nécessaire.
En effet les _vecteurs de Ritz sont choisis de facon 4 ce qu’ils

appartiennent a4 un sous espace oil la projection 'H de M soit définie
positive . ‘

II-1-1-b/ La méthode d itération sur sdus espace :

Cette méthode consiste a :

"a- Etablir q vecteurs linéairement indépendants o g>p, p
étant le nombre de couples propres a calculer.

b- Utiliser la méthode d’itération inverse(voir ref 1I)
sur les qQ vecteurs et passer par 1 analyse de Ritz 'pour tirer 1les
meilleures valeurs propres et vecteurs propres des q vecteurs itérés.

c— Aprés convergence_du processus itératif, on vérifie ,
par les suites de Sturm(ref H) , que les couples propres escomptés

ont bien été calculés.

15



Remarques:

* L appellation sous espace donnée A cette méthode vient
du fait qu’elle doit ;tre vue comme agissant sur tout le sous espace
engendré par les g vecteurs initianx (donc siﬁmltanénmt) et non pas
sur q vecteurs itératifs individuellement.

* Les étapes (a):selection des vecteurs de départ et
1'étape (c):vérification par la méthode des suites de Sturm, sont
cruciales dans 1 élaboration de 1 algorithme. '

* PRESENTATION DE LA MNETHODE -
Le but de 1a méthode est de déterminer les p plus
petites valeurs propres et les vecteurs propres correspondants dans

le cas des problémes de grande taille.
On doit alors résoudre :

[K] [#]=[M o 1IA ].

et [o | = [ @, 0]

Le principe de la méthode est de construire ,a partir de
" 1a base [xl} selectionnée, une base par itérations qui engendrera a
1°étape k un sous espace Ek tel que - Ek >Ea, guand k>,

16



*1/ Ainsi,pour k=1,2,........ , on itére de Ek vers Ek+1

etona:l(xkﬂzﬂ)sc

%2/ On cherche alors la projection de M et K dans le sous

espace E, _
K=, K,

= xt N '
lﬂ(-f—i - xln:+1 Jﬁ(-o-i
*3/ On résout le probléme propre en projection sur E.,

Kj<+1 'Qk+1: M'k+1 'Qk+1 'Ak+1 --- ()

¥/ Et finalement ,on améliore 1 approximation des

vecteurs propres:

)ﬁcﬂ. = xl<+1. 'Qk+1

¥ Le processus convergera i condition gque la base choisie

ne soit orthogonale a ancun des vecteurs propres a calculer.

(] s 2]

et qguand k>

N-B: On note que la méthode de Jacobi ,pourra etre utilisée pour la
résolution de Q avec efficacité (systéme gxg).

En pratique ,on choisira ,q= min(Zp,p+8). ..... [ref H]
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* SELECTION DES VECTEURS INITIAUX :

Une étape trés importante dans la mise en oeuvre de 1la
néthode sous espace est la sélection des ve?teurs initianx X, . I1 est
clair que si 1’'on tombe dés le premier essal sur des vecteurs
paralléles anx vecteurs propres salors ,la convergence est realisée en
une étape. - ‘

* Cas ou seuls p termes de la diagonale de M sont non
mils (M étant diagonale) X1 suffit de choisir alors comme vecteurs
initiaux les p vecteurs colonnes ayant un terme non nul pour cbtenir
la convergence dés la premiére itération.

¥ Cas ou K et M sont toutes les deux diagonales:

Il suffit de choisir p vecteurs unité ,dont les
composantes correspondant aux degrés de libertés dont 1le rapport

i

‘n est le plus petit.
ti ’

¥ Dans le cas le plus général ,on prend comme premier

vecteur de H.)&l la colonne de M _Pour les antres vecteurs de M, on

choisit  les vecteurs unités ayant (+1) an degré de 1liberté i
k. . .

Ll

correspondant an rapport o minimal.

" i

I1 est clair que plus les matrices K et M s apprechent
des deux premiers cas sus—cités ,_plus rapide est la convergence.

On a vérifié par expérience [ref Bl] que pour
q-min(2p,p+8),environ 10 itérations sont nécessaires pour converger.
La plus grande valeur propre Rp étant. calculée a 10 ° prés (Et une
meillenre précision pour les valeurs propres plus petites
A=1L2, ..l Lp D).

* LA CONVERGENCE DE LA METHODE:
On défini la cmvergénce de la méthode par la condition:

18



s e Ji":lﬂ“‘-'!p

Oi £ est la tolérance &= 10 °° ,pour 1les valeurs

propres calculées a4 10 --.

Comme les valeurs propres sont en fait évaluées par le
quotient de Rayleigh alors les vecteurs propres sont définis A s

-

prés.

I1 reste a vérifier par les suites de Sturm ,que les p
plus petites valeurs propres et les vecteurs propres correspondant ont
été calculés.

*PROPRIETEY

Une propriété.des suites de STURM est que si 1 on appligque un décalage
spectral de ¢ ,alors la deécomposition de K—+M sous la forme LDLt fera
apparaitre dans la diagonale de D antant de termes négatifs que de

valeurs propres inférieures a u

Pour cela et étant donné que les valeurs propres obtemies

ne sont qu approximées ,on pourra écrire

(L+1) (L+1d

0.99 <Xk < 1.01 2
i i i

(L+1) ' ' - . o .
Ki * est la valeur de ?\.L a4 la liéme itératiom.
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* CONCLUSIONS -

* La méthode d itération sur sous espace ,est  trés
employée dans les codes de calcul des structures dynamiques, nous
citerons 4 titre d’exemple :SAPSO.

* Elle présente par ailleurs des caractéres de
convergence trés interessants: .pour les problémes de grande taille.
[ref B1].

* Son but étant d extaire certaines fréguences pfopres
et modes propres, la taille du sous espace (m) est généralement trés
inférieure & la taille du probléme initial . Et 1a méthode doit son
caractére d’efficacité au choix judicieux des vecteurs initiaux .

* 11 existe évidemment d antres méthodes différentes
de celie'—ci et qui,elles,sont utilisées dans d antres cas spécifiques
4 savoir par exemple la méthode de recherche par déterminant [ref CJ
qui est utilisée lorsque les mtrices.. ont une largeur de bande faible.

* La méthode d’itération sur sous espace ,COmme nous
1l’avons wu plus hant utilise une combinaison de technicues .11 fant
préciser qu’il existe également une antre technique de résolution des
problémes | aux valeurs propres que 1°on appelle technique fo:ndanentale
qui elle ne fait appel qu'd une senle méthode exemple:"methodes QR,
JACOBI™ [ref CH].

* Le choix éntre une techniqué fondamental'e et celle
englobant plusieurs techniques réside dans le nombre d opérations et
1’espace mémoire requis.La méthode de Jacobi par exemple est efficace
lorsque tout le spectre est cherché et les éléments diagonaux sont
proches de zéro ; raison pour laquelle d’ailleurs elle est trés
efficace pour la résolution du probleme en li{k+i l‘[k+1 dans la =méthode
de scus espace. :

% Il serait trop hatif de notre part de tirer des
conclusions d efficacité définitives concernant les méthodes |,
chacune possédant des avantages et des inconvénients. Le seul
royen d’en choisir une est de considérer certains de leurs points
forts suivant le type de probléme, 1 espace mémoire ainsi, que
le spectre demandé.
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¥ Nous terminerons éette partie en introduisant‘ une
méthode tout & fait remarquable du c;té efficacité poor la recherche
des valeurs propres faisant partie des méthodes utilisant une
combinaison de techniques qui est la méthode de LAKCZOS.

11-1-2/ METHODE DE LANCZOS :

Comme pour la méthode d’itération sur sous espace ,1” idée
premiére de 1 algorithme de LARCZOS est de déterminef les wvaleurs
propres de notre systéme en le transformant en un systéme réduit .

Cet algoritlme a &Lé développé par LANCZOS en 1950 ,pour
des problémes anx valeurs !propres symétrigques et linéaires .Son
objectif étant de construire une trénsformation pour tridiagonaliser
la matrice K et de déterminer ainsi les valeurs propres de la matrice
tridiagonale.

Comme nous 1 avons introduit plus hant ,la méthode de
LANCZ0S utilise plusieurs techniques _En effet'son algorithme établi
pour les problémes aux valeurs propres standards avec des matrices

() symétriques ,consiste en une projection tridiagonale suivie

- d’ane analyse de RAYLEIGH-RITZ.

L établissement de cet aldorithme pour des problémes sux
valeurs prbpres standards peut paraitre restrictif ,mais il est en
réalité utilisé également pour les problémes généralisés puisque
ceux—cl . peuvent se réduire & des problémes standards par des
méthodes de

factorisation.

. Le coté mathématique assez astreignant de cette méthode’

poavant créer une certaine lourdeur dans 1la compréhension de celle-ci
nous avons pensé qu’il serait plus intéressant d établir tout d abord
1'algorittme et de développer 1 aspect mathématique de chague étape

par la suite .



I11-1-2-a/ Etablissement de 1 algoritilme de LANCZOS :

‘On se donne an départ une paire de matrices M et K ainsi
qu'un vecteur de départ r.

H :Matrice passe du probléme généralisé (nxn) :(X-AM)z=0

‘ Ka = KoM ,matrice associée an probléme K:.H {}= nie}

¢ : décalage spectral employé par 1 utilisateur

On génére ensuite une série de vecteurs qi,izl,j (vecteurs

de lanczos) formant une base orthonormale pour un sous espace S

2 3

_ B . i
déterminé par{r, K(;H r, [Koil'l] ..., [KU’H] r} ceux—¢i Fformant 1la
séquence de KRYLOV , r étant un vecteur initial que 1 on se donne et Jj
étant le nombre d’itérations. ,

Soit, QJ. =l q,,9,,. ..,q‘i , nous avons douc (E:lj |, | QJ. =1 ,
et on peut définir une projection TJ. de K;i .M dans 1le sous espace
S. par.: : :

l N

T-@" M K'MQ (1)
i J i
Cette projection T_i est une matrice tridiagonale
symétrique avec comme termes de la diagonale, o ,i=1,2,..J et comme

termes de la subdiagonale et de la superdiagonale ﬁt ,1=1,..3-1.

II—i-—Z—b/ Principales étapes de 1 algorithme :

1/ Sélection d“un vecteur r, nbn nal et ;= 0 ,comme
vecteurs initianx.

2/ Calcul des vecteurs de LANCZOS q,,i=1,..j définissant
Qj et engendrant le sous espace SJ. .



Pour j itérations :

a/ On calcule la longueur BL-i do vecteur itératif

r _
-, =l _ |1.

1
(f3,_, est un terme de la superdiagonale de Tj)

b/ On normalise afin d obtenir le vecteur de LANCZOS

pEE S §
c/ On détermine les termes o de 1la disgonale de

_ . _ t
v =Kaq -q_,.B_, 5 =9 -4

d/ On calcule le vecteur itératif suivant r,

= - o
L =Y L%

Les approximations des valeurs et vecteurs propres de

K H du sous espace S peuvent maintenant etre déterminés de 1la

matrice tridiagonale T ,en utilisant la procedure de RAYLEIGH-RITZ.

(j) g [ D :
Soient. 8 ,82 . .GJ. , les valeurs propres de T et

op (3]
: » 2“ cena les vecteurs propres correspondants .

Si A’ est la matrice disgonale des valeurs propres

et v. est la matrice formée par des colonnes de vecteurs propres

Nous avons done la relation :

t
T =v. A v,
J J J J

..(2)

I1 vient donc de (1) et (2) que les termes diagonanx

cmstituant.?\j sont les approximations de RITZ des valeurs propres de

K dans un sous espace engendré par q ,i=1,3 et que les colonnes de
9V, sont les vecteurs propres approximés correspondants.
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I1-1-2-¢/ Détails mathématiques de la méthode -

Nous avons déja va dans les chapitres précédents que pour
obtenir une approximation de RITZ & certains vecteurs propres du
probléme : (R-\ M )z =0 ...(a)
11 fant prendre une combinaison linéaire des vecteurs de départ

Xj[xi,-..xj] » Soit v = Xj Sj'

Fn introduisant le vecteur résiduel r associé & la paire
de RITZ (& , y) (o © et y sont les approximations des valeurs et
vecteurs propres du probléme (a) ): |

' = Ky-9 M y‘
et 1la nécessité dans 1a méthode de  RAYLEIGH-RITZ d’une

orthogonalisation de r 4 tous les vecteurs de départ ; on obtient:

xtr-0 ... (b)
(b) devient '
[K.-—S‘H.,]SZO ...(c?

Avec K. = XU K X
) J J

M=X"MX
J 1 R

Le vecteur propre de (¢) va déterminer 1 approximation dun wvecteur

propre de (a).

Ceci résume 1 approximstion de RAYLEIGH-RITZ d 'une facon générale.
L algorithme de LANCZ0OS lui revient & obtenir une approximation de
RAYLEIGH-RITZ avec comme vecteurs’ de départ ,les vecteurs appelés

. , J
vecteurs de KRYLOV {r, K ‘M r, [K:H] ..., [K;,‘n] r }

Avec j: nombre d itérations.
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¥/ vecteurs de LANCZOS :

I1s sont obtenus par orthonormalisation par rapport a
M des vecteurs de KRYLOV .

Supposons que j premiers vecteurs de LANCZOS ont été
calculés ,il nous fant trouver le (j+l)éme .

Pour celd introduisons un vecteur préliminaire rj:

'l
1'.i _. Kcr" qj

et orthonomalisons le par rapport #a M avec les antres vecteurs de
LARCZOS donc nous pouvons supposer qu’ il contienne les composantes de
.chacun des vecteurs de LARCZ0S .

Annssic

w_:r.+a“+__ + ¥y q. + ... .- (d
r=r 9 ﬁlqj._i ra,, (d)

rj : vecteur résiduel

aJ. ,ﬁj,yj, sont les composantes de ;j dans les directions des vecteurs

9. _ ,q. v t.
qJ Q-9 respectivemen

Grace & 1 orthonormalité des vecteurs deLANCZOS on trouve :

* Composante de ;j suivant qj:
£ -
o=
S nr

* Composante de ;j suivant qj_t:

t

=r Maq
BJ rJ"i q.l



Or q, est obtenu en normalisant qj_i'

On trouve alors :

Ou B =t Mr, .. .(B)

Les résultats numériques [ref C] ont montré gqu’il est

préférable de programmer la formule (B) que (A).
* Composante de ;:—J. suivant <;|j_2 :

. -
vy T M

Aprés utilisation de 1 orthonormalisation des vecteurs de LANCZOS , on
trouve que:

-1 T -1 j-2

Cette relation combinée avec (d) donne yj = 0.

Une procédure identique nous montrera que toutes les autres

composantes de ;t,pour i= 1,i-3 seront nulles.

Caonclusion trés importante:
La procédure d orthogonalisation utilisée pour ~ la

génération des vecteurs de LANCZOS ne nécessite que deux vecteurs.

ol
1
On trouve finalement que q, =
] i f?
j+1
2 _ t
et ﬁ’jﬂ = {rj} M {rj}

26



Les vecteurs de LANCZ0S étant forméé ,bi1l fant maintenant passer a

1’analyse de RAY-RITZ sur matrice tridiagonale.

*/ Projection tridiagonale .
Afin de trouver la projection tridisgonale de K;,‘ M,et
ayant déja trouvé les coefficients aL’BL réecrivons 1 éguation (d):

-1

r={3. q: = Ka M qJ. - qjaj - qj_iﬁj_ ...(e)

Réecrivons sous forme matricielle 1 égquation (e):
Aprés j itérations :

[n] [o] - [o] [r] = [olor-ais) =m0, o

t
e, = <0,0,....1>

Qj est une matrice nxj composée des colomnmes Q i=1,3

* P 0
a ©2 P3
T. =
J B,
1
0 2 i %
En utilisant encore une fois 1a propriété

d orthogonalisation des vecteurs de LANCZOS (f) devient :
t -1
Qj M Ka M Q,‘ = TJ_
Appliquons maintenant 1a procédure de RAY-RITZ a 1la
matrice TJ. tridiagonale ,avec donc comme vecteurs de départ les
vecteurs de LANCZOS Qj, pour obtenir les meilleures approximations des

vecteurs propres .



=q s ;=L (@)

s gy oAy (3 (3
Le vecteur résiduel rj:Ka M y, -Si‘ v, associé A la paire{d A 3}
est M orthogonal aux vecteurs de LANCZ0S . On obtient alors & 1 aide
de 1 éguation (g):

(j) (j)

Sft s S, -est une paire propre de la matrice tridiagonale T.i

@uand le nombre de vecteurs de LANCZ0S augmente ,donc quand on
augmente Je nombre d étapes de LANCZOS , la taille de Tj angnente
aussi et les valeurs propres de Tj ,convergent vers celles da probléme
initial (K'M - ¢ I)z = O

Remarque :

Au départ le principal inconvénient de cette méthode
était le probléme de la perte d orthogonalité des vecteurs de LANCZOS-
dursnt 1 exécution de 1 algorithme.

Supposons en effet que Jusqu'a la g étape les vwvecteurs sont
calculés dans une arithmétique exacte ,et qu’d cette étape en question
une pgti te erreur d’arrondi s introduit dans le caleul des g .

Il est elair que les (k-1) premiers vecteurs seront parfaitement
orthenormaux ,mais ne seront plus orthogonaux & tous les vecteurs
aprés 1a K étape.l ‘erreur introduite sera amplifiée durant les
étapes suivantes pouvant Induire Jusqu'd la perte d indépendance
linéaire des vecteurs. ' '

Plusieurs mesures ont été adoptées dans le but de prévoir uon niveau
dorthagonalité tolérsble LANCZ0S lui meme a é6té le premier & praposer
un scheéma dans ce sens .Tout lecteur désirant approfondire cette
question pourra se reférer 8 la thése de ZEKKOUR (ref Z -



1I-2/ METHODES DE RECHERCHE DE LA REPONSE DYNAMIQUE

INTRODUCTION ,
' Aprés 1la discrétisation spatiale et 1 cobtention d un
systéme d équations dynamiques

Mia +Cu+Ku = F(t) .. .(A)

avec les conditions initiales :

( u (t:ﬁ): u_

u (t=0)= u;

-4

ﬁl(trﬂ)r ﬁ; =M [F(O)- C-uo— K,uo]

Oa: a,u,u sont respectivement les vecteurs de déplacements ,de
vitesses,et d accélérations anx noeuds .

M,K,C sont respectivementr les matrices masse rigidité et

amortissement de la structure indépendantes de u,ﬁ;ﬁ‘ (cas linéaire). .
11 reste a établir les solutions approchées du systéme (A) ,qui Jui
est un systéme A plusieurs degrés de liberté,avec des forces
‘d excitation arbitraires.
I1 y a deux voies possibles pour la solution de ce type de problémes:
-La méthode de superposition modale
-Les méthodes d’intégration directe



I1-2-1/ RECHERCHE DE LA REPONSE DYNAMIQUE PAR LA METHODE DE
SUPERPOSITION DES MODES :

La discrétisation d’une structore compliquée pouvant

engendrer plusieurs centaines voire plusieurs milliers de degrés de
liberté ,il s’est averé plus économique de réduire les équations de
mouvement & un nombre plus petit avant le calcul de 1la réponse
- dynamique. ‘
La méthode de superposition modale est celle la plus
~ largement utilisée en analyse linéaire dynamique ,et consiste a
transformer le systéme (A) de taille (nxn) de la base des déplacements
nodanx dans celle des p vecteurs propres (p trés petit devant n
(p<<n))choisis pour etre les modes dominants.

Elle nécessite an départ le calcul des modes propres,
donc 1"étude des petites oscillations libres de 1la structure non
dissipative associée.(calcul présenté en chapitre I1-1)

La réduction de la dimension du systéme (A) ,elle,se fera
par la méthode de RAYLEIGH-RITZ en choisissant comme base de RITZ ,les
vecteurs propres correspondant anx valeurs propres calculées de la
structure.

La projégtion ainsi faite va induire par la suite a un découplage du

systéme .(sous certaines restrictions que détaillerons par la snite)

_Le systéme d'équation (A) est transformé sous une forme effective ,en
écrivant donc les déplacements nodanx en fonction des déplacements

généralisés .

fu(t)}: = ¢ {x(t)} - .. (2=
¢ = [¢1 ,¢2 . ...¢p ]: matrice. n x p ,des vecteurs propres.
En remplacant 1 équation (2-1) et ses derivées dans 1 équation globale
(A) ,on obtient : '

Mo x (t)+C e x(t) +K & x(t) =F(t) e (2-2)
En prémltipliant 1 équation (2-2) par ¢t , On aura:

S ¢ x (t) + 8'C o x(L) + 'K ¢ x(t) = ¢ F(t) ...(2-3)



Or 1les wvecteurs propres présentant des  propriétés importantes

d orthogonalité vis a vis de K et d orthonormalité vis & vis de N :

1 4

P Mp =TI =M=
0 1
by 0

. - 1.
K¢ =A=K-= : = Matrice spectrale
A

1] B

L équation {(2-3) devient done:

X + ¢10¢ X+ A x= ¢t F .- (274
Cependant la transformation (Z-1) ne diagonalise pas la matrice
d amortissement .

11 existe tout de meme certaines conditions sur 1 amortissement gui

permettent d assurer un caractére diagonal de la matrice C.

* 17" cas: Systéme nonn amorti
Dans ce cas 1 équation (Z24) se raméne # n éguations
découplées de la forme : '
2
. x(t) — ft(t)-: (1]
i

00 f (x) =¢ £(r)

-x;(t) + W

Chaque éguation de masse unité et de coefficient de raideur wfest
résolvable par les méthodes numériques .dites méthodes directes que
nous exposerons dans le chapitre (I1-2-2) .
La solution f'inale du systéme est obtenue par superposition des
réponées individualisées correspondant & chague mode de vibration :

"

u(t) = £ ¢ x ()

1=1
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2" cas: Systéme amorti

Dans le cas général du systéme amorti , ol la matrice
d amortissement est arbitraire (amortissement non classique ) ,le
découplage du systéme ou des modes n’est plus une opération possible .

I1 en ressort que la méthode de superposition des modes
n’est intéressante que dans le cas od 1 amortissement est classigue(ou
proportionnel) et donc ¢t C ¢ devient une matrice diagonale.

Dans les relations d équations dynamiques 1 assimilation
de 1 smortissement & un frotlement visqueux du fait que la force de
frottement est proportionnelle an vecteur vitesse n'est pas exacte,
car 1 énergie est dissipée d une maniére arbitraire et compliquée ,ce
n’est qu un moven simplificatif du probléme.

Si les matrices de raideur et de masse sont déterminées

par des techniques mathématiques ,celle de 1 amortissement ne peut
-;tre obtenue par assemblage des matrices élémentaires mais-doit ;tre
basée sur des données expérimentales et sur le bon Jugement de

1 analyste.

La forme de la matrice C commmnément untilisée est la
matrice de RAYLEIGH donnée par :

sa M+ 3K o ...(2-5)
O o et 3 sont des coefficients estimés par l'analystg .
Le nouvean systéme est découplé si 1°on pose 1 hypothése:

[ - 7]

¢ Cop = ) ...(2-6)
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qul tient pratiguement dans la plupart des calculs de dynamique des

structures.
En écrivant oo+ 2 wf = ZE;wL
| 1 o
et ft S (___,+ﬁwi) 2=
= ) o

On obtient la relation donnant le rapport de frottement en fonetion
des fréquences de vibration.Pour 1 obtention des coefficients o et 3
le rapport de frottement doit donc etre spécifié pour denx fréqguences

arbitraires du systéme.

Anortissement en fonction de la fréquence

La dépendance entre le frottement et la fréguence est une
caractéristique inhérente du Frottement visqueux.Cependant
expérimentalement on remargque gue le frottement est en faible
corrélation avec la fréguence ,ceci fait éue dans ie cas. ol les
deux fréquences permettant de définir le rapport d amortissement ne
sont pas choisies judicieusement certains modes dans 1 amortissement
de RAYLEIGH seront suramorties et d aontres soué amorties.Ainsi
1 analyste doit avoir une idée s=ur 1a classe des fréquences des
différents modes. |

En remplacant ensnite (Z2-6) dans (Z2-4) ,le systéme
découplé A p équations et p inconmues s'écrira a 1l instant t
considéré:

X+ Z o x @)+l x (@) = ) , 1= 1Lp ..(2-8)
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Avec les conditions initiales:

' { x(t=0) = ¢" u,
;((t:!])_ = ¢ u,

Remarques -

% La détermination des p vecteurs propres et des p valeurs propres
correspondantes est 1 étape la plus sensible dans 1 application de 1la
méthode de superposition des modes.La stratégie adoptée ,pour ce
fait,est la méthode de LANCZOS décrite ci-hant.

* L'utilisation de seulement p modes propres (p<<mn)induit une
erreur de troncature dans 1la solution calculée d antant plus

importante gque p est petit.(ref B2)

¥ La résolution du systéme d équations découplées (2-8) se fera
soit par 1'une des méthodes d’intégration directes deja citées qui

agiront sur un systéme moins important que le systéme initial.
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11-2-2/ SCHEMAS D INTEGRATION DIRECTE :

Ce sont des méthodes d'approximations que 1l'on dit
‘directes” car la solution est cherchée grace 4 des procédures
nunérigques pas & pas sans wne  éventuelle transformation des
déplacements .

I11-2-2-1/ Principe de ces méthodes :

La réponse du .systéme (A) étant cherchée entre 1 instant
t=0 et un instant T ,connaissant les vecteurs déplacements ,Vitesses
et accélérations initiales wune discrétisation temporelle est
nécessaire .

On subdivise done T en plusienrs intervalles égaux At

T

(c’est &4 dire : At= ) et on établit les solutions approchées a des
points discrets duo temps : 0, AL, 2AL, Jt, e, . ..T ,grace a
certains algorithmes.

Le principe fondamental de ces méthodes est ensuite de
réduire le systéme en termes d équations différentielles en un systéme
d’équations algébriques par approximation simple des inconmues.

Elles sont constituées de trois procédures
fondamentales,aussi les appelle-t on les méthodes des trois étapes. ¢

' Celles-ci consistent en:

1*¥ L étape de discrétisation : qui est 1 identification
de points discrets appelés noeuds ,et ces en ces points que les
réponses seront evaluées.

2% L’étape d approximation : qui est .le remplacement des
termes en derivées de 1°équation différentielle par des spproximations
discrétes .

3 L'étape de résolution : qui consiste en 1a
détermination des réponses du systéme algébrique obtenu.

Les schémas d intégration sont groupés en deux classes
principales :

— Méthodes explicites.

~ Méthodes implicites.



11-2-2-2/ Méthodes explicites :

Les schémas explicites sont caractérisés par le fait que
le déplacement au temps t+At est obtenu sachant que 1 éguation
est satisfaite 4 1 instant t.

Ces méthodes sont coﬁditionnellemeﬁt stables(voir $ I1-2-
2-6-a )et présentent de bons résultats pour les problémes dynamiques
non linéaires. '

2-a/f Hétﬁode de différences centrales

C'est le schéma explicite le plus utilise .Les
approximations des vitesses et accélérations sont formulées comme
suit:

=~ )
- u - u
[ uL = v+4 AR |
2 At :
1
- 1 [u - Z2u-u ]
uw = 2 11 1 1~-1
[ AL
L Y rd .
Avec i représentant la iéme étape de temps (t=Af).
En remplacant ces approximations dans 1°équation : .
Mu +Cu+Ku=F .. (A7)
1 L 1 1
On obtient Ke” n = l?‘.L - ...{B )
L
B M C
Avec K = +
ef f A tZ AL
- i, | " M C
F =F + T [ - ]u_ o)
1 Atz Atz ZAt [t § 1
]
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Cette méthode pent ;tre particuliérement QVBntageuse dans
le cas oi M et C sont des matrices diagonales , le calcul de K.
devenant trivial. Seulement dans le cas général ,aucune restriction
n’est imposée sur ces deux matrices et la factorisation de bef
devient assez laborieuse.

Nous verrons en effet par la ‘suite que les méthodes
implicites sont plus attractives que celles explicites gqui sont
beancoup plus efficaces dans les problémes d analyse non linéaires.

1.a méthode des différences centrales reste supériesre &
tous les antres schémas  explicites gr;ce A ses bonnes
caractéristiques de stabilité et ceci poar un pas d intégration

inférieur an pas critigue ,autrement dit pour:

n

At = At
cr

. ;At o
cr N

(0,}] Th est 1la plus petite période de résonance.

11 est intéressant de sonligner qu’ il existe une deuxiéme
forme de 1a méthode de différences centrales qui est trés utilisée et

dont le schéma est le suivant:

.- 1 u “u

u = 1+1-2 L—i/‘z

L. .

2 +
:
1 —
un = L+1.-2 1.2
L At

L
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Substituant ces deux éguations dans (A°), on obtient:

~

K u = F

ef f 1+1.2 L
M Cc
ol K = +
of { At 2
~ M c -
F= Fi. -K uL +[ + ] u\.—i/z
L_ At 2

La réponse étant alors:

ui.+1 = ui. + At ui.+1/2
Seulement les conditions initiales ne suffisent pas pour déterminer la
solution ,ee pourguoi ,une procédure particuliére est utilisée pour le

calcul de u .

Exemple : u =u, + At u, +

2-b/ Méthode d Adams-Bashforth . :

L’ importance de cet algoritime réside dans le fait gu-il’
est utilisé comme schéma predicteur dans une classe de méthodes
appelés schémas prédicteurs —correcteurs.

La méthode d’ ADAMS-BASHFORTH est basée sur le
développement en série de Taylor ,et est appliquée au systéme (A")
aprés réduction de celui-ci 4 un systéeme différentiel du premier
ordre:

Y ...(b-1)

x(t) étant & déterminer

Spit le systéme suivant.: x = F(x, %)

Le développement en série de Taylor de x ,4 un instant t=ixAt.donne:

Atz' N Ata x
e :xL+At X y— x + T v ..., ... (b-2)

L+4 2‘ 1 3|



En substituant (b-1) dans (b-2) ,on obtient :

At . Attt .
X :X+At[y‘ + Ty o+ i +]
L+1 L 1 2-' i 3“
5i on néglige les termes contenant Atz,Ata, ...etc,on obtient 1la
formle d "Enler ou premiére formale d’ ADAMS-BASHFORTH /

l{t,+1 = XL+At yi.

- L errenr de troncature étant alors de B(Atz) et 1'ordre de

précision de 1.

L angmentation de 1 ordre de précision peut etre obtena en utilisant
la formule de Taylor "backward differences “,aul est un réarrangement
du développement en série de Taylor de Yy,

»

LY Y, At ,
y = + Yo+ sat’)
At 2
On obtient alors:
At ' s
XL+1 = x\.+ 2 [3]’\. - yi.—:1 ] +S(At ) .

Ceci étant la seconde formule d " ADAMS-BASHFORTH .

En approximant par la suite y.yen fonction de y .,y _ ,on peut
angmenter ainsi 1'ordre de précision de la formule d Adams-Bashforth
et la formle générale devient alors: 7

n

N THROMLE B L, 0@ - (b3)
Cette expression a pour ordre de précision (n+l) et aksont des
coefficients donnés par la table d Adams—Bashforth.

Il est clair que S:]: x est connu 4 1'étape 1 et avant Y, ,¥,_, »peuvent
etre déterminés grace a 1 équation (b-1) et en utilisant (b-3),on peut

trouver donc explicitement x .-
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* Remarque:
Lorsque 1=0, x

~

5 @ At doit etre calculé grace & une
procédure particuliére ,qui est la formule de RUNGE-RUTTA.Le schéma

d "ADAMSEBASHFORTH démarrant en effet gr;ce a celle-ci.

2-c/ Méthode de RUNGE-RUTTA :

Cette méthode représente une classe importante des
méthodes explicites ,elle est de’ia forme:

x,, =x + 4L @(x,t AL

1+4

x &étant donné par (b-1).

Plusieurs méthodes sont classées comme étant des  formles de
RUNGE-KUTTA, et celd suivant le choix de la fonction ¢ et de 1’ordre
de précision lui étant associé.

On détermine une solution de la forme : .

x1.+1 :xl. + 3.1 Gi +a2 Gz ot én Gn
0a G, = £(t,x)
(}2 = f( t+p1i\t, x+p2£_stG1)
G =

f( t+p3£-t, x+p4&t(}2)

Les coefficients aL',p.Lsont determinés en comparant ¢ A la série de

L+ L

TAYLOR d ordre le plus éleve possible.
At
X Méthode de RUNGE-KUTTA D ORDRE 2
Pour cette méthode ¢ est donnée par:

¢ = aif(t‘.',xt) + azf[ti+p1At,}r1+p2At f(t.t,xt)] | ...(c-1)

A0



Le développement en série de TAYLOR de

f[tﬁpiﬁt,xfpzﬁst f(t‘.‘.h,)t:L )]

donn (ref D):
&F SF Ex 2
f[t +p At,x +p At (L ,x )] =f(t ,x ) +p At T +p At T +8{(At )
1 1 T 2 1 L 1 % 1 2
&t Sx St
qui substituée dans (e-1) donne:
&F of £ 2
¢ = (g +a ) f(t ,x ) + a At{p T Ap, T ]+*S(At')
1 p4 1 1 2 1 2
. 5t Sy .
D antre part nous avons:
B X, -X ) ..
bt _ox + At x,
At 2
et
.. &F &F Sx
X = +
v St | Ex St i
On obtient donc: ‘
X1 X At &F &F
e fL + + ;
At 2 ‘ 5‘[‘, (5)( 1

On trouve donc que:

a +a
1 2
8.2 p.‘l

8‘2‘ P,

En posant a, =1/2 ,on

- X

X
1H L+1.2

At £
i

=1
1/2
= 1/2

trouve par exemple le schéma d EULER :
1

+— At f(t_L+At,xL+At fL) .
2

4]



11 est a noter ,que la formmle de RUNGE-KUTTA se résout en une seule
étape a 1 inverse de celle d ADAMS-BASHFORTH ,puisque le calcul de
x ne dépend que de -xlet pa§ des étapes précédentes .Cette
caractéristique lui vauot donc d'etre utilisée comme formule de départ
pour des méthodes & plusieurs étapes.

Autrement, c’est une méthode qui d'aprés des résultats
expérimentanx,nécessite un intervalle de temps beancoup plus petit que
celui de 1a méthode des différences centrales pour maintenir sa

stabilité ,et quil est imnefficace devant celle—ci.

IT-2-2-3/ Méthodes implicites :

Ces méthodes différent de celles explicites par le fait
gue la relation d’'équilibre A 17instant t+At est wutilisée pour
calculer la réponse a ce meme temps .

L avantage premier de ces méthodes est qu’elles
présentent de meilleures caractéristiques de stabilité par rapport aux
méthodes explicites.

3-a/ Méthode de NEWMARK :

Proposée par NEWMARK en 1959 ,c'est une méthode trés
populaire en dynamique des structures .
| Basée sur le développement en séries de TAYLOR de 1la
réponse [ref S],son schéma est le sulvant:

at?

u - u+Atu +
1+41 T 1

2!

~

ou u =u + At u
i+1

-~

Ca u est 1la valeur exacte de 1 accélération donnant u
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Cette valeur appartient a 1 intervalle [u,t,uL+1 Js2 les fonetions sont
contines:

W, =u +AL [(16du +6 {1'].“ ] | .. (a-1)

L+l 1

0=&6=<1

Les valeurs de u . sont approximatives pnisque & est arbitraire .

Par un raisonnement similaire ,on obtient également:

2 .. .
At .
u, =u + At u + [(1-2 u + 2y W ] ---(a=2)
2

0= 2 <1

Quand & =1/2 , » =1/4 : on obtient la méthode de 1 accélération
moyenne ou régle trapézoidale .
Quand & =1/2 , » =1/6 : on obtient la méthode de 1 accélération

linéaire .

En réarrangeant (a-2) on obtient :

1 1
N T (ui+1 —ui)'—
v+ 2

YAt ' rat

1

s (1- -Zv— )] n ...(a~3)

1

Dans la partie droite de 1 équation ,la seule inconnue est u, en

1 »
remplacant cette nouvelle égquation dans (a - 1) ,on obtient u  en
fonction de u et des réponses a 1 étape précédente (u,L,u,L,uL).

L expession de u, remplacée par la suite dans 1 équation (A7)

écrite a 1 étape i+1 donne:

K .u =F ' A € )
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1 &
K, =K+——M4+—— C

eff }’Atz VAL

~ 1 1 . 1 ..
Fi.+1 = Fi_-o-:l i uL NV ui' o+
rat ror o &

& & ' & - -
—— U p(— -1 U osAar(—— -1 A C
riat y 2y

XProcedure de calcul:

- Ke” est établie gf;ce ? 1'expression ci—dessus.

- On calcule le vecteur F,L+1 .

- On résout (a—4) par le choix d'un algorithme convenable.

- E)n'établit les vecteurs u, o.a gr;ce a (a-1)et (a-3).

- F.Hzest waintenant calculé et on peut donc passer a 1 étape
suivante.
*Remarque:

La méthode de NEWMARK est Inconditiunnellement stable

pour les valeurs de & et vy suivantes:

1 _
&= 172 et ;1"2'“;;(-65'"1’Qf (ref H)

3-b/ Méthode de &-WILSON :

Cette méthode est 'basée sur les suppositions suivantes :
*1- I accélération varie linéairement entre t et L+AL,
*2- L accélération est linéairement extrapolée de t+At & t+8AtL; &>1.
*¥3- L équilibre est satisfait a4 t+9At , ot u , est a4 déterminer.
Le point (correspondant & un instant) o 1 éguation d’éguilibre est
vérifiée est appglé 'point de collocation”
¥ Remarque:

Il est & noter que lorsque 9=1,on obtient le schéma de
1 accélération linéaire qui est le m;me que celui de NEWMARK pour
&=1/2 et v =1/6.
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Schéma illustrant la variation linéaire de 1 accélération

en‘tre'ttet ti+At et 1 extrapolation 3 t+& At , © > 1



¥Procedure de caleul:

Une fois u . obtenu en résolvant (b-5) ,on utilise (b-2)
pour le calcul de a o Ayant spgposé une variation Alinéaire de
I acedélération entre u et 2 o et u connue ,u  pourra etre calcule
facil_ement.

u. et u seront eux calculés par la méthode de NEWMARK

[ = ] i
pour &=1/2et y =1/6, les expressians sont :

. A . .-
- + __t_ fu +ua )
[t 8 1 L4
. Z
. 2 .. ..
. A
u u +Atp + t (2n +u )
1+1 1 |8 6 [ L4

Le calcul peut donc continuer jusqu's 1 étape i+2 et
ainsi de suite.
*Remarque -
~ La méthode de o -WILSON est inconditionnellement stable pour
&z 1.37 .
'~ J1 a été également prouvé en 1972 par GCUDREAU et TAYLOR
qu’'elle surévaluait la répanse pour les petits pas de temps. ceci est

d ailleurs une particularité inhérente des méthodes de collocation.

3-c¢/ Méthode de HOUBOLT :

Cette méthode a été proposée par HOUBOLT en 1950 ,trés
largement populaire également en dynamique des structures ,son plus
grand avantage c’est qu’elle est inconditionnellement stable pour 1les
problémes linéaires.

Les expressions des vitesses et accélérations sont:

1

lIlH_1 = “—’BAt (11u.L+1 —18u,1 +9uL—1 _2111.-2 ) ...(c-1)
1 ) .

U T A2 (2u.t+1 —bul. +4ui-1 2 ) ...(e-2)
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Substituant (c-1) et (c-2) dans(A") on obtient :

Keff u:,+1 :Fi,-a-i --.(0—3)_
ou:

3 2 11

Koot = 2 M €. K

At BAL

- 5 3

.+1:F+1+ —“TH+————C n -

) " At At v

Comme observé dans 1 expression de F.LH, cette méthode nécessite un
- schéma implicite de départ pour les 2 premiéres étapes i=0 et i=1.

11-3-3~d/ Héthode de PARK :

Développée par PARK en 1975 et particuliérement

attractive pour les systémes non linéaires .

Les expressions des vitesses et accélérations sont:

7 1w g, ~15u +Bu_ -u ) .. .(d-1)
' BAL
u - -1_ (10 u, ~15u, +6ui_ -u ) . (d-2)
Tt eat
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En substituant dans (A") ,on obtient :

KQ{_f u, = Ft+1 .. (d-3)
ou:
B 100 10
K 1 =K. + M+ C
3eat’ BAL
~ 10 ‘ ) . .
E. =F  + ont? (150, ~6u, _ +u __) + ont (150 6u __+u. ) |M
1
+ (15u, -6u _ +u _)C
BAtL

Le calenl de la vitesse a chague‘étape de temps n’'a pas besoin d’etre
effectué ,il suffit de remplacer (d-1) dans (d-4).
Mais le large stockage nécessaire aux vecteurs déplacements de départ

représente le plus grand inconvénient.

3-e/ Méthode de HILBER o :

C’est une extension de 1a néthbde de NEWMARE ,elle est
trés intéressante pour les problémes pour lesquels les modes é&levés
sont négligeables _Elle a été établie par HILBER en 1977.

L’ expression de 1'équation d équilibre est la suivante:

M ui-r:l +C ui.+1 +('},+01)K ul+1 < K ui. = Fi.+1
Les approximations de la vitesse et de 1 accélération

sont les memes que pour la méthode de NEWMARK.(pour o=0, ce schéma
devient celui de NEWMARK).



On obtient alors:

Keff u1.+1 - FL+1
ou: )
- * ~
. w % ¢ sk
Keff - 2 + + ’
rAt rat
~ 1 1 1 .
Fa=F .1 ;b * i+ 1% I H
rat YAt Zy
s & ' s n :
W )M +ate— ~ D% | C K u
rAt, ¥ 2y

3-f/ Schéma d ADAM-MOULTON :

Le schéma d ADAH-MOULTON est un schéma moltipas .11
existe une analogie entre lui et celui d’ADAMS -BASHFORTH comme schéma
. explicite .5i les approximations du premier schéma ,étaient basées sur
les séries de TAYLOR progressives ,celles da deuxiéme sont basées sur

‘les séries de TAYLOR regressives :

S A at’
X = x At x + T X - x +.... .
1 L+1 L+1 2-[ 1+1 3-1 L+1
Or x = f’(:uct,t‘L )= y,
at? A’
Done xl+1 = XL + At [yt+1“ T 3Vi.+1 T yi,+:l + ...
21 3)
De la meme maniére
x1.+1 - x\. + f(xvu. ’t\'.+1)

En établissant 1 approximation suivante :

. Y|.+1 _yi.
Yi.+1 z——— + & (AtL)
At
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On obtient la deuxiéme formule d’ADAM-MOULTON

At s
X =X F 2_ Iy, + v, + 90t

La forme générale du schéma d ADAM-MOULTON est.:

. " n+2
x =x + At X bk f,L+ + S(AL)

3] 1-k
k=0

b sont des constantes données par des tables .

II—2~2—4[ Schémas prédicteurs—correcteurs :

Ces méthodes consistent a utiliser un schéma ouvert
(explicite) pour prédire la solution du systéme , puis se basant sur
les caractéristiques de stabilité des schémas implicites ,améliorer
les résultats prédits. ,

L algorithme implanté dans le logiciel dlearn est celui
de HILBER—« avec un calcul .de prédicteurs.(méthode de HILBER
améliorée par HUGUES et TAYLOR.

Nous rappelerons que les formiles de différences finis
retenues pour cette méthode sont celles de NEWMARK Mais 1 'équation du

mouvement discx_-etisée dans le temps est:

l'[uAL + (1+<x}CuL+

+41 1 1+

--~ti*tCuL -I-(l-\h‘.‘)!)Ku.HiH-OlKul - a ...(4-1)

Avec t'wa = (14ct) t.L+1 - o tL = ti' +aAt
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Le calcul des prédicteurs se fera comme suit:

. . At?
um = u_L +AL ui +

L+l
2

(1-2)u . (42)

s -
i

;IL +4t (1 - &) u‘. .. .(4-3)

1+1

Les équations (a-1) et (a-2) s écriront pour donner les correcteurs :

~ ,
u'L+1 - ll1.+1 +r At utﬂ. - (4_.4)
u, “u, .+ & At u ...(4-5)

Pour commencer le processus ,on calcule a_ par:
: Hup.:F—Cuo—Kuo ...(4-8)

Puis a partir de la deuxiéme étape, on calculera u,  en résolvant:

~

(H +r (1+a)at’ K +6(14e)at € du, =F(t,, ) ~(14a)C u, +oCu +

oK u - (1+c )K):;_H .. .{4-7)

1

L'équation (4-7) é&tant équivalente a 1'éguation  (4-1) sen y

introduisant les approximations de utﬂet u,u_i(de (a-1) et (a-2)
respectivement ) et en y remplacant les parties correspondantes aux

-~

~

équations (4-2) et (4—3)‘ respectivement par u, et u,

1 1
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* Remarques:

_ * 51 les paramétres de la méthode sont choisis de telle sorte
que :

1

Vo< [—_ , 0]
3

2/ & = (3-20)/2

3/ v = (1) /4
Alors la méthode sera inconditionnellement stable et sa

convergence sera du second ordre.

* Dans ce schéma a4 chaque itération on doit résoudre le
systéme (4-1) en i .On décompose la matrice K en CROUT une seule
fols et c’est le terme de droite qui change dans le temps.

On notera la matrice effective K*

K = (M 4 (14c)At% R +8(14a)At C )

X D'aprés la définition du HUGHES ,du terme explicite A savoir:

"'Le schéma est explicite si ,dans le cas d’'une matrice masse

effectivele calcul de ﬁhidans(4—7) ne nécessite pas la résolution
d 'un systéme. "~

Le schéma de la méthode o est explicite si o« =—l,on 51 3 et J» <

sont tous deux nuls.

11-2-2-5/ Méthodés mixtes :

Nous avoﬁs discuté deux classes de - procédures
d’intégration temporelle en différences finis ,les méthodes explicites
et implicites. .

L efficacité des méthodes explicites spparait dans la non
nécessité de la factorisation de la matrice effective de rigidité.le
prix & payer pourtant étant le trés petit incrément de temps
engendrant une bonne stabilité .

52



Un bien plus grand pas ,par contre ,peut ;tre ntilisé
dans une analyse implicite mais 1s factorisation coateuse de 1la
matricg effective de rigidité ,elle,est inévitable.

Plusieurs méthodes utilisant les aspects positifs de
chacun des deux schémas ont donc été proposées an début des années
B0.Le phénoméne premier ayant engendré ,1 utilisalion de ces méthodes
est la différence de la réponse fréquentielle de différentes portions
d’un systéme 4 me excitation donnée. |
Rous citerons & titre d'exémple les problémes d interaction
sol-structure.Une onde sismique provoquera en effet une réponse =an
nivean du sol o les hautes fréquénces sont les plus signifiantes, et
une autre réponse totalement différente de la premiére an nivean de la
structure o cette fois-ci la participation des basses fréguences est
la seule signifiante.

Si un m;me opérateur est donc . utilisé pour les denx
parties, 1 intégration sera inneficace ,et la réponse de certaines

partles ne sera pas donnée avec préeision.

La seule solution est donc le choix de différents ' opérateurs aunx
différentés portions des équations d équilibre : une méthode explicite
pour 1la propagation d ondes et une mnéthode .implicite pour 1la
réponse structurelle. ' )
I1 était important de citer 1’existence de ces méthodes sans pour
ﬁutant avoir a les expliciter ,et celd afin de respecter la logique de
notre travail.(ces mnéthodes faisant partie de toutes autres
recherches). ‘

Nous citerons seulement le schéma le plus général explicite-implicite
proposé par LIUetBELYSCHO (1982) ,basé sur le choix de différents pas
de temps simltanément en différentes parties du systéme discrétisé.
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11-2-2-6/. Analyse des méthodes directes d intégration -

Introduction:

Dans le chapitre 1II1-34 ,nous avons abordé certaines
méthodes directes sans discuter de leur analyse.

Ce. chapitre vise a4 les analyser d'une part puis a les
comparer sur certains critéres et enfin & essayer de déterminer leur
degré d adaptation pour des problémes dynamiques.

Les critéres utilisés pour pouvoir décider de 1la
conformité des méthodes en question pour un probléme donné sont:

- La stabilité
- La précision
- L efficacité

I1 serait également intéressant que 1 opérateur ne
nécessite pas de schémas induisant les vecteurs de départ ,mmis c’est
un désavantage qui peut ;tre occnlté si les caractéristiques
d’efficacité et de précision sont attractives.

L efficacité d une méthode est déterminée par:

_ Le choix de 1 intervalle de temps induisant une
réponse stable. '
_. L effort de calcul déployé dans 1 assemblage et la

factorisation des matrices effectives de rigidité.

6-a/ Stabilité :
¥ La stabilité est établie sur la base de 1la propagation
de 1l°erreur dans le temps.S5i 1 erreur introduite & n’importe quel pas

reste bornée ou limitée quand t tend vers 1 infini ,1 opérateur est
stable .



|

* On dit qu un opérateur est conditionnellement stable
At

<v

511 est en effet stable pour un At verifiant la condition or”

vcr : valeur critique ) _ T
et T :la période la plus petite du systéme

* Un opérateur. est inconditionnellement stable si la
solution est stable quelque soit le choix de At.
Le procédé de propagation de 1’erreur peut ;tre établi en considérant

la solution des vibrations libres de 1°éguation a un degré de liberté:

u +2 3 ot w'u =0 .. (a-1)
conditions anax u{(0) = u,
limites u{0) = u,

La solution est donnée par :

+ 3w
uO r? uO

act) = e 0t

[uqcos wdt + ;in wdt ] ...{a-2)

W
d

Avec wq 1 - Bz
La réponse 4 t+At peut etre écrite en fonction de celle an temps t,
u(t+At) = A a(t) ...{a-3)

O u est un vecteur donné par:

u(t)
“(t):{ At u(t) }

ﬂﬁQ cos Dd {=sin Od)/Qd Beﬁﬁﬂ sinﬁd 1 0
"A- e : S -
1-3"
—Ods1n0d cos Qd 32 -1
i 2 = w At ’Qd o= wd At

iy
[y}



L équation (a-3)relie la solution exacte de (a-1) au temps t+At a
celle au temps t. ' ’

Buand un opérateur des différences finis est utilisé pour résoudre
(a—-1) ,on peut relier la réponse du pas i+l i celle du pas i dans une

forme similaire a (a-3) :
un =—Au ' ...(a4)

La matrice A étant unique pour chagque opérateur de (a—4) ,on a:

™
u,, =4 u .. .(a-5)
Supposons que e est 17erreuor an pas 1 ,celle an pas i1+n peut etre

exprimée en utilisant (a-9).

A peut ;tre décomposée sous la forme : A= ¢ J @ '
¢ : vecteurs propres de A.

J : Matrice de JORDAN (diag J )=

xt: valeurs propres de A

Done : A= T

La condition de stabilité est que 1l’erreur reste bornée durant toute
1’analyse dans le temps ,ceci implique que J" reste bornée gquand n—oc.
Ceci n’est possible que si le rayon spectral o(A)= max|x | =1 . ,
11 est a noter que plus petit sera p(A) ,plus vite se fera 1la
convergence .
Comme application du critére de stabilité ,on considére la méthode des
différences centrales dans le cas d’une vibration non amortie .
L éguation d é&guilibre devient:

u + uL =0 ‘ ...(a-6)
L approximation par les différences centrales pour les accélérations

est:

[u -0 +u ] ...(a"7)




En substituant (a-7) dans (a-6):

2 2
o, =@-e A)u ~u

u Z—szt -1 11

v+1 1

u= u : - [} 8
L 1 0 1—-1 )

Pour obtenir les valeurs propres de A ,on doit résoudre le probléme
aux valeurs propres :

En prenant

det[A - X 1] =0 ...(a-7").
22 AL -1 , )
=0 = A - (2w At +1 =0
D oua: :
Lo dee
)\1:——[2—w1’_\.t+(2-—m£\t y- 4 ] B ...{a-8)
2
1 2 j 2, .2
,\2 - — [Z—wAtﬁ (2-w At )- 4 ] ...(a-9
2 ‘.

Pour 1la stabilité ,on svppose que lllli 1,
spectral o(A)<1 ¥V AL/T) .

kzls 1 (le rayon

La condition de stabilité vérifiée pour {(a-9) sera :

w At = 2
A

ou__EE_,jL
T A

Les matrices d amplification A de gquelques méthodes sont données en

annexe 1.
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La figure 2 elle, montre les zones de stabilité pour quelques méthodes

implicites appligquées pour des systémes non amorties .

v

= Teaperordal tule

el {a = ~0.05)

{‘\Iewmm k(g =0.2025, v = 0.6)

/ Cutlnr.alion method
(B =018 & = 1.247301}

a.b - @ thethod lu - wu 5

|
0.4 (—
Collecation method
=016, 0 =1, 514551}
\
L PR \.\ Hark )
i
eelo L f

Ho T st .
9 N 107 W

LT

figure 2 (ref H)

Rayon spectral de la matrice d amplification A
en fonction de AL/T



6-h/ Convergence :

11 est nécessaire de souligner' que la stabilité d un
opérateur n’assure pas la précision pgarantie ,pour cela il fauat
obligatoirement gqu’il converge .

Un opérateur est dit_convergent si 1la solution numérique
approche la solution exacte de l}équation différentielle quand

t

At 0 c’est a dire pour un temps donné et pour i=
. At

n(t)= ui et ;l(t)r-" ;]i quand At»0
En accord avec le théoréme de 1’éguivalence de LAX-RICHTMAYER ,la
condition nécessaire et suffissnte de la convergence est que le
procédé soit stable et qonsistant .
Un opérateur est dit consistant si 1'équation de la différence finie
approche 1 éguation d équilibre guand At»0.
Considérons la matrice d amplification A ,nous remarquercns que ses

valeurs propres sont données par -

detfA-AI) = 27 +2A7\° -An +A_ =0 ...(b-1)
45! A = 1/2 trace de A
Aé = somne des principaux mineurs de A
A, = déterminant de A *
I = matrice identité

~

En réecrivant (a—4) pour trois étapes consécutives pour un meme AL

LJHILBER a établi en 1976 1 équation sulvante:

u -ZAu +Au | - Au _=0,i=2,3,... ...(b=2)
+1 1 2 L 2

L i 3 -

1,’errenr de troncature locale est donnée par :

1
E.= 2

[u(t+At) —ZA&u(t) +Ahu(tht)—A§u(t—2At)] - o {b-3)
At

Si (b-3)+0 gquand t+0 1 equation (b-2) est dite consistante avec
1 éguation (a-1).
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6-c/ Précision :

La précision d une méthode de calcul direct se mesure par
la maniére dont la solution obtenue par une discrétisation temporelle
et avec un intervalle de temps Jjudicieusement choisi tend vers la
solution exacte.

En considérant par exemple wn systéme a un degré de

liberté ,la précision avec laquelle un opérateur peut déterminer 1la

: . AL

réponse dynamique du systéme dépend du rapport . Plus petit est

ce rapport ,plus grande est la précision. T
At 1 '

Généralement — = est adégquat pour 1a plupart des méthodes
T 10

. At 2

implicites et == pour la méthede explicite des différences

T T

centrales. | . .

Ii fant ajouter qu'en général ,les opératenrs de second ordre de
précision (ET = S(At?)) tracent des réponses plué précises que Jes
opérateurs du premier ordre {(ref H).

Senlement 1 erreur de troncature n'est pas la seule mesure de 1la
précision d une méthode .Un autre phénoméne'entre en jem : celui de
1 "amortissement numérigue et de la période d’élongation introdunite par
1 opérateur ,affecte d une maniére déeisive la précision.On 1 appelle

comminement, effet. de dissipation et dispersion.

* Dissipation et dispersion numérique:

Pour analyvser ces deux phénoménes ,on rappelle (voir
chapitre sdof) que dans le cas d un systéme a un degré de liberté sous

amorti ,1a réponse libre est de la forme :

u({t) = exp(*fwot) [uo cos wdt + C 5in @ t ] (D
Avec u + f w u
(s ] s} &) N p
C= , W, T 1 -8 LO«<E <1 (sous amorti)
“q
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HUGHES a montré (ref H) que la solution peut se mettre sous la forme -
u, = exp(-% coot.t) [uo cos wdt.h+ C sin wdtt] (2D

avec

- _ 2 172 -
wyT (=272 G

A1 et A2 sont des coefficients.

La comparaison de (1) et (2) exprime que ¢ est Ila contrepartie

algorithmique de ¢ et que csoet w » sont  respectivement les

contreparties algorithmiques de “ et w I _

La mesure de la dissipation numérique est exprimée par £ et celle de

T - T

la dispersion par — erreur relative sur la période.
T
2n 2n - -
Avee T = - et T = ——
w [4\) kS
(8] O

I1 est clair que 1’évaluation analytique de tels phénoménes reste tres
délicate ;ce qui a amené les structuristes a opter pour des
approximations calculées par ordinateur.

Pour illustrer 1le phénoméne de dissipation , supposons qu'a 1s

.eme )
i étape ,on a- t =T ,alors,

exp(% @ t )= exp( 27 & )= 1 - 2nf
Ce qui impligue qu aprés une période de vibration ,1’amplitude soit

dininuée d une proportion:
diminution d amplitude = D-A = 2 = E
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Remarque :Ce phénoméne existe meme dans les oas physiquement non
amortis.

Pour résoudre ce probléme-,des courbes ont été établies & partir de
tests divers sur les méthodes donnant la dissipation ou la dispersion

en fonction de 1 incrément de temps .(voir fig 3)

CONCLUSIONS -

Beancoup d’efforts sont déployés par différents groupes
de recherche de par le monde pour le développement de méthodes
efficaces pour 1a résolution des problémes de dynamique des
structures.Néanmoins ,le consensus universel escompté ne s’est pas
encore dégage .

Il est généralement. reconnu que ponr reconnaitre 1 efficacité d une

méthode les critéres retenus sont les suivants:

1/ Inconditionnabilité de 1la stabilité lorsqu une réthode est
appliquée a un probléme linéaire.

2/ Convergence du second ordre.

3/ L antocommencement..

4/ Controlabilité de la dissipation et de la dispersion.

* Un algorithme conditionnellement stable requiert un incrément de
temps At inférieur & une valeur critique donnée par 1 analyse de sa
stabilité ,ce gqui peut ;tre'trés difficile a réaliser dans le cas de
structures compliquéés tenant compte ,en plus du fléchissement ,ou du
gaunchissement . Pour cela s on préfére les algorithmes
inconditionnellement stables.

DAHLQUIST s montré (ref H)qu'il est impossible quun sSchéma
explicite soit inconditionnellement stable Donc la vérification du
critére 1/ nécessite un schéma implicite ,ce gqui engendre une

résolution du systéme 3 chaque étape d’intégration temporelle.
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* Tonjours pour rester dans 1'idée du choix de 1 intervalle de
temps,il est vrai qu’en le diminuant la solution exacte est mieux
approchée pour tous les schémas mais ceci entraine également un coat
de calcul plus important.

~

I1 ressort donc qu un compromis précision—cout s avére nécessaire.

* L’expérience montre (ref H) gu'un schéma dont la convergence est
du second ordre est nettement plus efficace qu un schéﬁa du premier
ordre de convergence.lLe thébréme de DAHLRQUIST ayant pour conséguence
1" impossibilité gu'un schéma dont le degré de convergence est 3 soit
inconditionnellement stable; on comprend gu’on doit se contenter de

schémas dont. la convergence est du second ordre.

¥ Quant a 1 auvtocommencement ,comme déja souligné ;on n’est pas tenu
de le respecter dans la mesure ou il permet senlement de sortir umne
analyse spécifique & 1 algorithme ,alors que notre intér;t porte plus
sur 1 efficacité des méthodes & adopter.

Il est donc clair que le choix définitif d une méthode
remplissant les quatres critéres en m;me temps est impossible |,
seulement. & partir de résultats expérimentanx , on a abouti a
certaines conclusions suivantes: '

% Les méthodes de  PARK et  HOUBOLT  somt
inconditionnelement stables.

' ¥ La méthode de HOUBOLT est plus précise que celle de
NEWMARK pour un large At
* La méthode de PARK donne pour un meme intervalle de

-~

temps requis par les différences centrales ,une réponse plus précise.
¥ La méthode de PARK est plus précise que celle de
HOUBOLT sauf dans les cas de régimes forcés.
* La méthode des différences centrales est trés précise
pourvu qu un intervalle de temps soit choisi suffisamment petit pour

satistfaire la condition de stabilité.



CHAPITRE 11X
PRESENTATION DU TRAVAIL DE PROGRAMMATION

INTRODUCTION

Dans ce chapitre ,on donnera un apercu assez global du
DLEARN,un code éléments Finis concu # l'origine dans un cadre
peédagogique pour la résolution de problémes linéaires statiques et
dynamiques.On insistera sur certains détails de techniques numériques
utilisées (telle que 1°allocation pseudo dynamique de la mémoire
centrale);puis on donnera la structure du DLEARN en précisant 1la
partie sur laguelle notre travail a porté,a savoir -

- Implantation de la partie calcul! des valeurs et vecteurs
propres par la méthode de LANCZOS :faite durant 1 année 1991-1992,par
M ZEKKOUR .

~ Implantation de la partie caleul de 1la Téponse  dynamique
d’une structure par la méthode de superposition modale,objet de notre
travail. (Il est & noter que les équations découplées obtenies aprés
- superposition des modes sont résolues ,par la méthode de
HOUBOLT, laquelle nécessite 1° utlllsatlon de la méthode des différences

centrales pour le calcul des vecteurs de départ).

IIT-1/Technigues numériques utilisées par DLEARN -

Le programme DLEARN est fait en langage FORTRAN qui ne
permet pas un stockage dynamique des variables ,anssi a t-on opté pour
une allocation pseudo dynamique de 1a mémoire centrale qui sera
présentée plus bas .Néanmoins ,il est utile de savoir que le travail
en mémoire centrale reste trés limité du point de wvue taille des
pfoblénes & traiter . '

Comme DLEARN ne fait pas appel an disque dur pour le
stockage des varisbles ,il est facile de déduire ses limites .



I11-1-1/ Modularité :

La modularité est devemie une caractéristique trés
importante des programmes éléments finis dans la mesure ol elle permet
la 1lisibilité du programme et son extensibilits.

Le prodgramme DLEARN ,an deld de sa taille importante et de =sa
complexité ,présente les caractéristiques suivantes:

— Sa logigue est facile & comprendre.

.~ 11 est aisément modifiable (cette caractéristique

apparaltra lors de la présentation de sa structure ).

111-1-2/ lLa structure DATA -

La structure DATA est par définition . le mode de stockage
utilisé Dans DLEARN ,tel qu'on 1-avait déja signalé toutes les
variables (vecteurs .matrices,scalaires) sont stockées en mémoire
centrale dans un COMMON blanc A(mtot) ,l1a taille de mtot étant,
définie dans le programme principal.

IIT-1-3/ Schéma de stockage des matrices globales :

Le schéma en question est celui en ligne de ciel”
(sky-line),que nous expliciterons a travers un exemple.
Soit la matrice de rigidité globale K symétrique de dimension 8x8
contenant des termes mrls et d antres non nuls respectivement notés O
et X .On appelle ligne de ciel le profil en tirets enveloppant les

termes non nuls .
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- (1)

X— k <|— 1
11

X — k
12

X— k <|— 2
22 .

ALHS = | X T Ky,

X— k _<|— 3
33

X— k
34

> k<l 4

44

X— k

25
X — lzc.35
X —™ k

45

X kS

(2D

La matrice ,dans le cas' de superposition modale ,est stockée dans un
vecteur colonne unidimensionnel ALHS dont le premier terme est le
premier terme non nul de la matrice K (on lit les valeurs de la partie
superieure par colonne ) et le dernier est le terme diagonal de K.

Les positions des termes diagonaux de K dans ALHS sont donnés par un
vecteur d entiers IDIAG .1a dimension de IDIAG est &gale aan nombre

d équations (8 dans 1 exemple donné).
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La dimension de ALHS est nalhs qui est égale A la somme de toutes les
hauteurs de colonnes (Par exemple : la colonne 8 a wne hanteur de 8,

et la colonne 7 ,une hanteur de 2).A titre d exemples explicites,on

| peut citer:

| ALHS (1) = k| IDIAG (1) = 1
ALHS (6) = k_ IDIAG FZ) =3
ALHS (14) = k__ IDIAG (3) = 11
ALHS (Z4) = k IDIAG (8) = 24

Ce mode de stockage 1impose de modifier les algoritlmes de
décomposition des matrices de résolution des équstions .de

miltiplication d une matrice par un vecteur ,..._etc.

II1-14/ Résolution des systemes d équations par lg méthode
de CROUT :

Soit a résoudre le systéme
Kx=b , enx ...{3)
Sous réserve que K so0il symétrique définie positive , il sera
possible de la décomposer en une matrice triangulaire supérieure a
diagonale unité U et une matrice diagonale D de telle sorte que :
K =U'D U
Remargues -
¥ Dans le cas ou K est définie positive ,tous les termes de D
sont strictement positifs. La vérification de ces termes permettra
donc de déterminer si K est singuliére oun pas
* La matrice U a le meme profil que celui de K .Le fait que
les termes disgonaux de'U soient égaux A 1,nous permettra de stocker U
a 1la place de K ,en introduisant les termes de D a la place de 1la

diagonale de K occupant le vecteur ALHS.
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On n’'a donc pas besoin d allouer un nouvel ‘espace mémoire pour la
décomposition de K.
X Aprés cette décomposition de CROUT ,on procéde & la

résolution du systéme (3) en trois étapes:

-~ Onrésout en z : Uz = B

-Onrésont eny : Dy=2z2

- Finalement on résout en x - U x = y.
Pour ce qui est de 1 adaptation de 1 algorithme de décomposition et
de résolution de CROUT an stockage en ligne de ciel (ref H, chapitre
10).

I11-1-5/7 Allocation pseudo—dynaﬁique de 1a mémoire :

On a signalé en 1-2 que tous les vecteurs ,matrices et
scalaires etaient stockés dans un COMMON blanc A(mtot). Aussi at-il
fallu définir des pointeurs définissant la position du début de telle
matrice ou tel vecteur dans le vecteur A.

Les pointeurs sont calculés pur la fonction MPOINT de la maniére
suivante:

* Pour le calcul du pointeur de x ,par exemple on spécifie :

MPx = MPOINT ('x " ,nsd,numnp,0 iprec )
La fonction MPOINT allouera un espace mémoire dans le COMMON blanc
A(mtot) de nom x ,o0 les trois antres termes représentent les
dimensions du tablean x dans ies troisz directions et o0 JPREC

représente le nombre de précision :

IPREC = 1 pour le cas reel on entier

IPREC = 2 pour les reels en double precision .
Pour ce type d allocation , les appels des subroutines se fait de 1la
naniére suivante: _
* Pour 1 appel par exemple de 1la subroutine coord qul génére les

coordonnées des noeuds ,on spécifie:

call COORD (A(MPx),NSD,NUMNP,IPRTIN}
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La subroutine corespondant & cet appel aora la forme :

subroutine COORD (x,NSD,NUMNP,IPRTIN)

Ce gqui veut dire que le tablean x commence # la position MPx da COMMON
' blanc A{mtot.). ’
A 1'intérieur de COORD ,1e vecteur x est traité comme un tablesn
bidimensionnel par la déclaration de DIMENSION:

DIMENSION =(NSD, 1)
Le fait que x est bidimensionnel alors qu il fait partie d un vecteur
colonne A est sans importance ; en effet celd veut simblement dire qgue
les termes de x sont stockés dans un vecteur organisé par colonnes,la
succession des termes étant respectée.

En conséquence la position de x(M,N) dans A est donnée paf :

TPREC * ( NSD % (N-1} + M-1 ) + MPx
0u NSD :est le nombre de dimensions spatiales du probléme .
et NUMNF : est le nombre de points nodaux de la structure discrétisée.
Donc 1la détermination de la position dans A de x(M,N) nécessite la
connaissance de seulement IPREC ,NSD et la position de début MPx.
La connaissance de NUMNP n est pas nécessaire ,ce qui expligue le 1
utilisé dans DIMENSION x(NSD,1).
En fait n’ importe quel entier positif a la place 'de 1 ferait anssi
1l affaire car il ne sert qu’'a préciser gue le tablean est
bidimentionnel.
En allocation p=endo-dynamique ,un  vecteur colonne . C  sera
dimensiomné par :DIMENSIONC(1) .el un tah}eau a 3 dimensions sera

déclaré par : DIMERNSION B(M,N,1l) pour la meme raison que pour x.

Remarque pratigue:

Il est trés important de noter gue dans les subroutines on
1'on déclare le vecleur A par par COMMON A(1) ,il ne fant pas que A
seit déja déclaré en double precision.(Dans le cas d'un travail en

double précision).
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111--2/ Structure du programme :

Dans péragraphe .on donnera la structure duo DLEARN en
encadrant les parties’®qul one été rajoutées an programme .Tout
programme éléments finis doit contenir des bloes  fonctionnels
caractéristiques a savoir:

a/ Lecture,vérificationet organisation des domées (géometriques
et physigues du probléme)

b/ Construction des matrices et vecteurs élémentaires puis
leurs assemblages .

¢/ Résolution du systéme obtenu en tenant compte des conditions
anx limites.( conditions anx limites et conditlons initiales pour les
problémes dynamiques).

d/ Impression des grandeurs escomplées pour le probléme traité.

Les tableaix suivants montrent'l‘orgﬂnisation générale du DLEARN.
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CHAPITRE IV
'RESULTATS

, PREMIERE PARTIE
COMPORTEMENT DE L°ALGORITHME DE LANCZOS

Introduction:

Cette partie est consacrée an calecunl des valeun

TS propres,

étape primordiale pour la suite ce notre travail ,qui est la recherche

de la réponse dynamigue.

On a

La méthode implantée dans le code est celle d

choisi cette méthode & celle de sous-espace

performances inégalables.(ref Z)

e LANCZOS.

pour Ses

On étudiera trois exemples diftfférents ,en observant pour chacun un
aspect particulier de 1 algoritime de LANCZOS.

PREMIER EXEMPLE:

BARRE CANTILEVER

On s ' intéresse icl an probléme anx valeurs proprés de
cantilever (fixe-libre) a 20 noeuds ,18 éléments.(fig b-1)

Les caractéristiques spécifiées sont:

*

Module de YOUNG E = 1.0E+6 N/m

¥ masse volumique © = 4.0E+3 kg/m3

¥ OF O K ¥

section A = 1.0E4 n°

Longuevr de 1la barre = 1 m

Nombre maximm d’iterations de LANCZOS = 15
Nombre maxumm de valeurs propres a calculer = 4

Borne ganche du domaine de

recherche des valeurs propres = -1BE-2 ( rad/s)2
Borne droite du domaine de

recheche des valeurs propres +1E+7 (rad/s)2

Le tsblean suivant donne pour chaque itération de LANCZOS

la barre

,le nombre

de valeurs propres qui ont convergé et éventuellement ,sa grandeur.
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Nombre nonbre de valeurs valeurs
d iterations propres ayant propres
de LANCZOS convergé (rad/s)2

1 0

>

3 0

4 0

5 0

6 ]

7 1 617.20

8 1

9 1

10 2 5580.2

11 2

12 2

13 3 15642.0

v 3

15 4 31078.0

Pour cet exemple de taille trés petite ,la premiére wvaleur propre a
convergé & partir de la septiéme itération ,ce qui est trés important

pour tout utilisateur que seule la fréguence fondamentale intéresse.

Un exemple aussi petit ,de taille 19 ,a été choisi pour montrer
1 inneficacité de 1 algorithme de lanczos lorsqu’il est utilisé pour
1la résolution de petits problémes aux wvaleurs propres.En effet le
nombre d’itérations maximm de LANCZOS ne pouvant dépasser la taille
du probléme(2>, le nombre de wvaleurs propres gui convergent reste
limité.

2y I1 serait sbsurde du point de wvue mathématique de projeter unm

espace vectoriel dans un espace plus grand.
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CONCLUSION :

* Pour les problémes aux valeurs propres de petite
taille, il est préférable d utiliser les méthodes directes (telle que
JAODBI) si 17on s intéresse a un nombre de modes comparasble a la
taille du probléme.Sinon ,dans le cas ot 1 on s intéresse & un nombre
de modes comparable 4 1a moitié de la taille du probléme la mSthode de

sous—espace est plus efficace.

* Pour 1les problémes anx valeurs propres de gdrande
taille, il est conseillé d opter pour sous-espace o LANCZ0OS selon
l'efficacité de 1 une on 1 antre dans le cas particulier étudié. (ref
Zy.

DEUXTEME EXEMPLE :

STRUCTURE EN TREILLIS

On appligue cette fois—c¢i 1 algorithme de LANCZOS pour la recherche
des valeurs propres et modes propres d'un  treillis (fig t1) de 18
noeuds et 40 éléments.ceux—ci sont en matérian 1 de 1 a4 12 et en
matérian 2 de 13 a 40.

* matérian 1:
E,= 30E+7 1bf/in° o = 7.3E-4 lb/in’ S,
X matériaa 2:

E,= 3E+7 1bf/in” e,

10.0 in°

7.3E-4 1b/in° S, = 6.0 in’

La taille de ce probléme est n=32 ,la taille de la matrice de rigidité
stockée en ligne de ciel est nalhs =182 et sa largeur de bande moyenne
est 1 = 6. '

On a exécuté l'algorithpe avec différents nombres de valeurs propres a
calculer afin dfévaluerll'effdrt de calcul requis pour chacun d’eux.
Pour cela on dresse le nombre de valeurs propres spécifié (neig),le
nombre de disgonalisations de KRDUT utilisées (Kfac), le npombre de
résolutions de LDLty =x en y (Nres) , le nombre de miltiplications de
M par un vecteur requis(Mfac) ,ainsi que le temps nécessaire pour le
calcul (tnec).
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neig Efac | Mfac Nres tnec (s)
1 1 C12 6 160.97
2 1 22 g 240.33
3 1 24 11 362.20
5 1 36 16 849.25
7 3 50 20 894.58

Le nombre de résolutions varie d une maniére presque linéaire avec le
nombre de valeurs propres (neig) requises, alors que le nombre de
miltiplication de M par un vectenr varie plos vite en augmentant
neig.En effet de 12 correspondant A neig=1 ,le nombre de M
multiplications; passe a4 24 pour neig=3 ,puis a 5 pour neig=7.

La colonne du nombre de K factorisations selon CROUT est insérée afin
d’insister sur‘le fait que celle-¢i ne s effectue qu'une senle fois

durant le processus de LANCZOS.
Le tablean donne cette fois ,pour neig=6 ,le cheminement des

jtérations de LANCZOS en spécifiant les valeurs propres qui ont

converge.
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numéro de nombre de l valears
1"itération - valeurs propres propres
de LANCZOS ayant convergeé (rad/s)’
1 0
2 0
3 1]
4 o
5 0
6 1 0.29220E+4
7 1
8 1
g 1
10 2 0.34145E+5
11 2
12 3 0. 10007F+6
13 3
14 4 0.14757E+6
15 4
i85 4 o
17 5 0.35823E+6
18 ]
19 5
20 6 0.63759E+6
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Le tablean ¢i-aprés donne la premiére composante #(1,i) et la deuxiéme

-eme

composante ¢(2,1) du i mode .

mode 1 —

composante
+

¢ (1,1) 0.11416| -0.8659| 0.9892 | -16527 |-23233 | -23607
E-1 E-1 E-2 E-5 E-6 E-6

b (2,1) 0.22065: 48531 {0.18604 | -30939 |0.228321 -0.1473
y E-1 E-6 E00 E-§ E-1

~

Une représentation des quatres premiers modes est faite grace au SAPS0

(fig mtl),les valeurs propres correspondant A ces vecleurs propres

sont:

A= 0.19514E4 (rad/s)
X,= 0.342030E5 (rad/s)’
X,= 0.854388ES (rad/s)’
»,= 0.158798E6 (rad/s)’

TROISIEME EXEMPLE -

ELEMENT PLAQUE

"Le dernier aspect de 17'algoritlme gue nous é&étudierons
sera fait a travers 1 exemple d’'une plaque discrétisée initialement &
66 noeuds et 50 éléments.(fig pl) '

Nous observerons donc le comportement de 1 algoritime de LANCZOS vis a
vis de 1a taille du probléme d une part puis vis 4 vis de 1a largeur

de bande moyenne des matrices K et M .
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* Dieensions de la plaque:

¥ Longueur :16.0 in

¥ Largeur : 2.0 in

* BEpalsseur : 1.0 in
X Caractéristiques physiques : '

* Coefficient de POISSON : » = 0.4

* Module de YOUNG : E = 3E+6 1bf/in’
4.3E+3 1b/in’

1

¥ Masse volumique TP
* Coefficient d amortissement
~— par rapport A la masse : & = (.5

- par rapport & la rigidité : 13 = 0.3

* Conditions éux limites : attache d un bord complétement
* données de LANCZOS : '
* Nombre de valeurs propres cherchées = 5
* Nombre maximum d’itérations de LANCZOS = 25
* Décalage spectral = 0
* Borne gauche du domaine de recherche des
valeurs propres = -0.02 (radjs)2
* Borne droite du domaine de recherche des
valeurs propres = 1.0E+9 (rad/s)2
* cas de discrétisation :

ar
¥ 1 ceas :
. plagne a 66 noeuds ,50 éléments.

€ e

* 7 :
plague & 77 noeuds ,60 éléments.

< mne

* 3
plague a B6 noeuds ,50 éléments.
(en changeant la numérotation des éléments).
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Les résultats obtenus sont résumés dans les tablesux suivants:

Ruméro
de

1'itéra-

-tion

ar

1

cas

eme

2

cas

eme

3

cas

neig

,)\i
(rad/s)’

neig

A

L

(rad/sY

neig

Ri
(rad/s)2

O] @ ] O | ;x| L B =

[
Q

.14877E3

Tk
[

-15063E3

b
bS]

- 15063E3

.18802E3

—
W

.18032E3

—
1=

. 18032E3

—
n

-32443E3

.28B977E3

[
<D

—
~J

. 28B977E3

ek
@

LA47513K3

[a
lie)

Wl W wn NNl = o ol ol ol ol o o o e o o

.01211E3

a%)
=

]
—

.47513E3

R

Off B s i i W W W N N o] O OO O O O o o o

.6B6604E3

™
W

vy
"9

I - - T -

.6B58E3

ubphphmmwwmmM»—-a—sc:oc_cooc:c:o

-B5179E3

Tablean 1
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Les modes représentés en (fig p2) correspondent aux valeurs propres
calculées &4 1'aide du SAPY0 snivantes: (en (rad/s)z)

'Kl = 0.14318E3 , ka = 0. 1933E3
KZ = §.151229E3 A4 = (0.23036E3
r ' . me e
1 cas 2 cas 3" cas
negq 120 140 129
Ln 19 19 20
Nres 25 ' 24 22
Mfac 52 48 44
nwords 13875 16295 13911
Tablean 2

* Notations :

* nelg = nombre de valeurs propres gui ont convergé.,

* Ki = valeur propre gui a convergé.

¥ neq = nombre d’ éguations.

L 1m = longueur moyerme de bande.

¥ Nres = nombre de résolutions de LDlty:x.

* Kfac = nombre de mltiplications de M par un vecteur.
* nalhs= taille de la matrice de rigidité stockée

en ligne de ciel.
* nwords = Longueur totale requise.
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* Conclusions:

: Les tableanx précédents ont été dressés pour voir comment
,pour la n;ne plague formlée en membrane ,le comportement de
1 algorithme de LANCZOS varie t —-il en changeant une fois le nombre
d’éléments (raffinant le maillage) ,puis une antre fois en gardant le
m;me maillage et en changeant la mumérotation des éléments.

—Dans le troisiéme cas de maillage ,les valeurs propres
sont exactement identiques & celles calculées dans le premier cas vu
que la finesse du maillage n’a pas varié donc 1 information contenue
dans M et dans K aunssi.Alors que dans le cas du deuxidme maillage of
le nowbre d éléments est plus grand ,les wvaleurs propres sont
1égérement différentes de celles calculées dans le premier cas.Cette
différence est due a la discrétisation en éléments finis et non pas A
1'algoritime de LANCZOS. .

—-A largeurs de bande égales (19) ,l1°algoritlme converge

plus vite pour le cas de maillage donnant la taille n = 140 que pour
le cas od la taille n=120.
o —Par aillears ,a tailles de problémes égales,
1 algorithme converge plus vite pour une plué grande largeur de bande
pour laguelle la cinquiéme valeur propre escomptée converge an bout de
1a 22°"%itération de Lanczos.Une largeur de bande légérmnt plus
petite requiert, elle, par contre pas moins de 24 itérations.
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DEUXIEME PARTIE
EFFET DE LA TRONCATURE SUR LA REPONSE
DYNAMIQUE

Introdnction :

L'objet de cette partie est d’emmer les effets
implicites de troncature modale sur les déplacements dynamiques.Cette
étude sera faite par la méthode de superposition des modes que nous
avons inclu dans le DLEABN. Nous rappellerons donc que sa formulation
réside essentiellement dans 1 idée d associer une procédure de
réduction des éguations d'équilibre dynamique avec une technigue de
resclution d’'équations découplées par la méthode de HOUBOLT.

Les premiers modes de vibration sont eux trouvés par Ja méthode de
LARCZOS.
Les réponses obtenmues seront par la suite comparées & une réponse

obtenue par intégration directe(méthode de HILBER-« ).

Mise en évidence des effets de troncature modale :

Avant. de donner les principales observations relatives 3
nos résultats ,il serait intéressant de suivre 1'évolution des travaux
de recherche dans ce domaine.

L analyse de 1 effet de troncature représente un fait relativement
récent.Klle a toujours été axée sur les . structures off-shores, les
structures en portigue ayant été queléue peu délaissées.

En effet la premiére mise en évidence des effets de troncature remonte
a 1 'année 1975 ,lorsaue MADDOX(au service de la compagnlie peétroliére
EXXON) a établi a partir de 1 étude du comportement dynamique d une
structure off-shore soumise a 1 action-de la houle.

En 1979 VUGTS,HINES,NATARAJA et SCHUMM établirent alors lors d une
étude compurative entre les solutions obtenues par intégration directe
avec celles de’'l’analyse modale ; que les réponses présentaient en
effet des différences notables .La deuxiéme méthode ponvait m;me mener
a des erreurs substantielles sur 1 évaluation des efforts dynamiques
dans plusieurs éléments,malgré 1 inclusion des 50 premiers modes(ref
T>.
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Critéres d analyse : .

Nous avons choisi deux exemples pour 1 étude de cette

partie:
PREMIER EXEMPLE : Une barre cantilever ,a 20 noends ,18 éléments

* Pour la métbnde'd'intégration directe :

At = EwB_s- a=—0.1 3=0.3025 ¥=0.6
¥ Pour la superposition modale:

Nombre de modes = 4

Hous avons établi 4 courbes ,dans chacune il va la réponse par les
deux méthodes .Celle en tralts continus correspondant an mode

approprié.(voir fig trl et fig tr2 ).

DEUXIEME EXEMPLE : Un treillis (fig t2 (17 ° partie))
a 50 noeuds, 170 éléments:
¥ Ponr la méthode d intégration directe :
4t = JE-3 5 a=0.1 (3=0.325 ¥=0.6
* Pour la superposition modale :
Nombre de modes = 4
Comme pour le premier exemple nous établirons 4 courbes.(voir fig tr3)

Résultats et observations

1/ Pour I'exemple de la barre nous svons choisi de chercher la réponse
en deux noeuds différents .Le premier étant proche de 1 excitation
(noeud 20,voir fig b-1)et } antre assez loin (noeud Z,voir fig b-1).11
nous apparait c¢lairement que dans le deuxiémé cas 1'effet de
1’excitation ne commence & apparaltre qu’'id partir de t=0.015E-Z s,l1a
vibration ne suivant pas du tout la forme de 1 excitation.Le noeud 20
par contre qui est le noeud oo liexcitation est produite,répond de 1a

facon que 1 on agrait pu prédire.

87



2/ L’effet de la troncature lui est parfaitement visible sor les trois
figures ,1 augmentation des modes entrainant une meilleure spproche de
la réponse directe.Seulement étant 1imités par le nombre d’étapes dans
la méthode de LANCZOS nous ne pouvions avoir un nombre plus grand de
modes.

3/ Toute é&tude comparaéive nécessite une reéférence aussi nous
prendrons comme telle la réponse directe .FEn effet si errear il y a
dans une réponse directe ceci est principalement du a un mauvais choix
de 1 incrément de temps.Tandis que dans le cas de la superposition des
modes cela serait dn essentiellement a4 un mauvais choix du nombre p de
modes propres.Ayant assuré le choix de 17 inerément de temps dans 1la
premiére méthode gr;ce aux critéres de stabilité »1la consistance de la
méthode de HILBER-« est prouvée par le choix de différents exemples et
1'obtention dans chague cas de 1'approche des deux réponses en
augmentant, le nombre de modes .

4/ Nous ferons enfin une derniére remarque quant au choix du deuxiéme
exemple da treillis _Connaissant la forme de la réponse & une
excitation f(t) en palier (voir ref T) , la comparaison nous a été

simplifiée.
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Larticle A2 étant la base du choix de 1 exemple t2 ,la réponse pour
une excitation en palier et avec un nombre de vecteurs de LANCZ0S
va:piable est donnée sur la figure suivante .

Disp]m:ement‘ (!}, m

Displacement w(f), m

Displacement x(t}, m

Ditect Method
J=12 ——ee.  Lanezos Method j=3

-0.5 ) .
Q.0 1.0 20 00 1.0 20

time ¢, sec.

Comparison of the computed response obtained using different number of Lanczos vectors and direct inlegration
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TROISIEME PARTIE
" INFLUENCE DU ROMBRE D ETAPES D INTEGRATTON

La figure (E-1) donne la variation du temps d’exécution
en fonction du nombre d étapes d intégration pour les deux cas de
méthodes étudiées ;4 savoir le cas d’intégration directe utilisant la
méthode « et le cas de superposition modale avec 4 modes et utilisant
la méthode de HOUBOLT.

L application a été faite powr la barre a 20 noeuds présentée
ultérieurement et dont la taille du probléme est 18.Le temps
d’exécution dans le cas d intégration directe varie beancoup plus
rapidement que dans le cas de la superposition modale ;et ce en
fonction du nombre d'étaﬁes d’intégration(ou du temps de réponse 4 un
incrément de temps égal).

Hormis 1 investissement en temps nécessaire pour 1a résolution dn
probléme propre (4 modes dans ce cas),et valant Apeuprées 29 s; 1la
méthode de superposition nécessite un effort peu  important ,ce qui
était prévisible par essence m;me de la méthode,-

Ceci n'est pas le cas pour la méthode d-intégration ‘directe qui
recquiert un effort de calenl plus important surtout dans le cas de
réponse sur un  long intervalle Néanmoins ~elle se raproche de 1la
méthode précédente dans le cas de faibles intervalles de temps de
réponse. ‘ |

Trois remarques trés importantes peuvent etre soulignées:

1/ Pour des temps de réponse trés importants ,la méthode d intégration
directe s avére ;tre totalement innefficace par rapport & la méthode
de superposition modale,et ce du point de wvue coat de calcul Hais du
point de vue précision ,on a certainement de meilleurs‘résultats avec
la méthode directe,laquelle tient compte implicitement de tous les

modes structuranx.

Z/ Pour des problémes de grande taille,l allure du graphe (temps
d’exécution -nombre d’étapes d intégration),se garde avec une
translation vers le hant ,ce qui accentue nettement la remarque
précédente.
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3/ uelgue soit la taille du probléme dynamique il existe une marge
du nombre d’étapes ol les performances des deux méthodes sont
comparables en temps d exécution (entre 50 et 100 étapes dans le cas
présent) ,et 1a le choix de la méthode s impose .Alors gu’a partir
d 'une certaine limite le choix d'uné méthode par rapport a unre antre
doit tenir compte d’un certain nombre de paramétres dont surtout la
séeurité de la structure et le c;té financier s’y rattachent .

~Donc une prise en compte effective passe par les cas de simulation od ‘
la précision prévant pour des considérations de sécurité dans le
domaine macléaire et aéronantique par exemple ;on est tenu de mettre
le prix en optant pour une méthode directe si la taille du probléme
n’est pas excessivement grande sinon pour la méthode de superposition
nodale m avec un nombre de modes assez important .Alors que pour une

simulation destinée a wune construction courante ,la méthode de

superposition modale reste satisfaisante dans beaucoup de cas.
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QUATRIEME PARTTE _
ETUDE DE LA STABILITR DES METHODES DIRECTES -

I- Illustation de 2 cas conditionnellement stables de
la méthode HILRER-« :

‘ Nous nous intéresserons & la barre cantilever de 1la
premiére partie a laguelle est appliqué un chargement en palier an
noeud 20 et longitudinalement.

La résolution de 1°éguation du mouvement se fera d’abord avec la
néthode de HILBER— puis avec la méthode de NEWMARK spour deux cas de
5 et p. _
La partie théorigue de' ce présent document indique que
la stabilité inconditionnelle de la méthode HILBER— était retenue
pour : |

o < [—1/ 3,0 ]

O
1

(1-20)/2

(1-a)® /4

i
H

er

X1 ocas:

Les figures (S-1-a)et (5-1-b) représentent la réponse
donnée pour o =0.2 ,y=0.3 et & =0.4 .Ces valeurs correspondent & & un
schéma conditionnellement stable,ce qui est confirmé ,wu qQue pour un
At =E-6 s la réponse est d'un ordre logique alors qu’en angmentant At
4 E-4 s ,la réponse devient instable et atteint des ordres faramineux.

Il est & remarguer que dans la figure (5-1-a) 1 axe des
temps n'a atteint que 3E4 s alors que dans la figure (S-1-b) il wa
jusqu'a JE-2.T1 pourrait venir & 1'esprit du lectenr aque les deux
figures ne remplissent pas toutes les conditions de comparasbilité,
mais en fait il n’en ait rien du moment que le nombre d°étapes est
identique et que c’est seulement le nombre executé qui peut trancher
quant 4 la stabilité d’un schéma.



Qe

X 2 cas -

Les figure (5-1-c¢) et (5-1d) représentent (toujours avec la
méthode de HIIBER-« la réponse & 1 excitation en palier
d amplitude 500 kN,

les valeurs de «,f3,y sont:

o =02« [—1/3,0]

0.3025

~
K

Ne vérifiant pas les conditions de stabiliteé

&H o . L.
0.6 inconditionnelle.

Ces figures viennent appuyer le critére du choix de 1 incrément de
temps par rapport A une valeur critique et illustrent d une maniére
probante la stabilité conditionnelle du schéma.fn effet en prenant At=
E-6 s ,la réponse est d'un ordre normal ,mais pour AU=E4 = , LA
répdnse atteint des ordres qui ne peuyent étre ceux de l1la réponse

escomptée.

I1- Illustration de deunx cas conditionnellement stables de
1a méthode de NEWMARK

On a vu lors de la présentation de la méthode  HILBER—«
que az(.0 correspond a la méthode de REWMARK.D aprés  DHATTetTOUZOT,

une condition de stabilité inconditionnelle serait verifiée pour:

_ &z 1/2
et 1 2
y = — 2
2

Les figures (5-2-a) et (5-2-b) montrent 1la réponse

calculée avec » = 0.6 et & = 0.3 correspondant & un schéma
conditionnellement stable. Cecl est vérifiable duo fait de
1 ' instabilité de la réponse pour 1 incrément de temps At = EA4

s(fig(2-b)) ,largement supérieur A celui nous fournissant une réponse
satistfaisante(fig(2-a),At=E-6 s).
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Les figures (5-2-¢) et (S-2-d) représentent cette fois-¢i
la réponse pour $=0.0 et y=0.5. Le fait d’avoir encore diminué & par
rapport a 1/2, donne toujours une réponse satisfaisante pour LHt=E-DB 5.
Mais pour At=E-4 s 1 instabilité est nettement plus accenluée que pour
ia figure (S-2-b).Cela voudrait dire du point de vue analytique ,que
le rayon spectral de la matrice d amplification A est nettement plus
grand dans le cas oo (2=0.0,r=0.5,6=0.0 et At=E-4 s) que celui dans le
cas o («=0.0,r=0.6 et &=0.3 et At=EA4 s5).

IIT- Illustration de 1 inconditionabilité de la stabilité de
1la methode de HOUBOLT -

Nous avons étudié en chapitre II que la méthode de
HOUBOLT est inconditionnelement stable ,chose pour laquelle d ailleurs
nous avons choisi cet algoritime dsns la résolution des p éguations
découplées aprés superposiltion des modes . (‘Fig 5-3)
Nous avons élargi 1 intervalle de temps a 3s pour mieux Jjuger de la
stabilitédu schéma.

T

Les incréments choisis sont At 2”15— (condition de stabilité de

tous les schémas implicites en général), puis deux  incréments

1'un inférieur rt 1 antre supérieure a cette valenr (respectivement
T

et 0.1 s.
100

Avec T = 0.02H s.

Remarques :

Cette partie a été introduite , car lors de . 1 exécution de notre
programme ;nous &avons trés souvent rencontré ces problémes, ne
maitrisant pas an début les problémes des algoritlmes . '

Dans la recherche de la réponse dynamique d’une structure ,par des
méthodes directes ;il est clair que si erreur il ya ,la cause premiére

réside dans le mauvais choix de 1 incrément. de temps.
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fig (5-2-8)
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7 CINQUIEME PARTIE
MISE ER EVIDENCE DU PHENCHMENE DE RESONNANCE

Pour cette partie

1'exemple choisi est celui du treillis de 1a premiére partie

(fig t1) ,pour lequel on a excité certains noeuds avec une fonction

mxlnlatrice de la forme :

(L™

L -

AV4

Oa T est la période de résonnance correspondant a 1a

fréquence propre:

Comme d aprés les séries de FOURIER ,toute fonction
périodique peut se décomposer en une somme de fonctions

¢ est a dire: o

plus petite

continue et
harmoniques,

f(t) =a_ +3% acosnet +bsinnwt
O n=1 ™ 1 ™ i

En particulier pour n=1 ,1’excitation harmonique ‘a cos witﬂtksin wit

est une excitation de résonance pour la structure considérée .-

Dans notre cas w = 118.43 rod/s ,T= 0.05305 =

et £(T/2) = E-ZN
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Il étmit important de metbre en évidence ce phénoméne gui est le souci
premier de tout structuriste. la réponse selon x da noend 17 est

représentée sur la figure (R-1) pour deux cas d amortissement:

Nous savons que 1 étude du phénoméne de résonnance passe par le tracé
ddu facteur d amplification qui sera maximm Jlorsque la fréguence
d excitation est proche de la fréguence propre de la structure.

Grace a des résultats pratigues ,la valeur du facteur d amplification

etant fixée (ref Cl) ,la solution s écrira :

1 . —wt;
u(t) = E, le ~ 1] cos «t pour £ <<1 ...(B)
2
1 F [sin ot - wt cos wt ] ‘ pour £ = 0 (A)
ut) = — "o Tt
2

Avec Fo : simple coefficient.

1/ En prenént,un amortissement mul ,on Temarque qune 1 amplitude
augnente indéfiniment .(Ceci correspond a4 1 équation A)
2/ En prenant les coefficients de RAYLEIGH
Matérian 1 & = B2 Matérisu 2 & = 982
3 = E-2 3 = 4E-2
On voit qﬁe la vibration du noeud 17 est super amorti ,de facon a
ce que son déplacement se rapproche du zéro d'une maniére presgue

linéaire par rapport aan temps:(Ceci correspond a 1 équation-B ).
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SIXIEHE PARTIE
EFFET DE L°AMORTISSEMENT NUMERIQUE

Dans cette partie ,on s intéresse anx deux phénoménes
décrivant le degré d’ exactitude des schémas d’intégration étape par
étape ,a savoir les phénoménes de dissipation et de dispersion.

Pour celd ,on a repris 1 exemple du treillis (fig t-2) dont 1la
période fondamentale est de 1 ordre de 3s et avec la m;me excitation
appliquée an noeud 48 dans la direction des x,et 1°on s’ intéresse a la
réponse du noeud 55 dans la m;me direction.On a calculé la réponse par
la méthode de HOUBOLT via la superposition modale avec 3 modes .La
figure (A-1) contenant deux graphes ,1’un correspondant a un incrément
de temps de 0.015 s et 1 antre a 0.15 s (soit respectivement a 1/200
et 8 1/20 de la période fondamentale de la structure).

Phénoméne de dissipation :

Les denx cas d’incrémentation illustrent comment la
dissipation algorithmigque induisant wu©n amortissement purement.
nmumérigue croit quand At/T est proche de 0.1, faisant passer
‘l'amplitude d’oscillation de 0.03 m aix début de la réponse & 0.02 m au
bout de 10 oscillations pour At/T =1/20. |
La diminution d amplitude vaut alors :

. D-A=E-3nm
et la valeur de ¢ sera alors donnée ,d'sprés la formule du $
- D-A
6—c{chapll), par : f = =1.5 E-3
2n

Phénoméne de dispersion :

T - T
- = 0.085

T

Les valeurs de ¥ et de sont comparables 4 celles données sur

la figure 3 du chapitre 11.
Le phénoméne de dispersion numérique est nettement apparent poor le
cas ou At/T = 1/20.
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En effet ,la période d'oscillation passe de 2.5 s aa début de la
réponse &4 3 s a la neuviéme oscillation.Alors qu'elle reste
pratigquement invariable durant toute la période de réponse pour le cas
At/T = 1/200. '

Conclusion :

Quand nous avons étudié la stsbilité de la méthode o« de
HILBER et de la méthode de HOUBOLT ,nons étions vraiment tentés de
concliure qu’'il était inutile d'utiliser la méthode de HILBER wa
qu ‘elle présentait 1°énorme inconvénient d’;tre conditionnellement
stable dans beancoup de cas ,alors que la méthode de HOUBOLT est
inconditionnellement stable et que 1'on pouvait se permettre des
incréments de temps assez importants Mais la déconverte tout a4 fail
hasardeuse de ces deux phénoménes numérisques a vite fait de nous -
dissuader d une telie conclusion gui aurait été sinon fansse du moins
hative.Bn effet un Jugement fiable passeralt par la prise en compte de
tous les phénoménes susceptibles d’entraver an  bon déroulement d un
algorithme et a 1 exactitude des résultats.
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CONCLUSION

Tel que défini au départ, le présent travaill devait nous permettre
d’accéder a deux objectifs, & savoir

-~ Un objectif d ordre pédagogi@ue

- Et un cobjectif d ordre pratique
Les deux objectifs ont été atteints dans une cefaine mesure si on en
Juge de 1 spprentissage dont on a pi bénéficier tout an 10ng de 1a

rédaction des quatre chapitres constituant ce document.

La recherche bibliographiaune, objet des deux premiers chapitres, nous a
permis de faire le point sur des concepts fondamentalement nécessalres a
toute entreprise dans le sens de notre travail.

L. essentiel de notre travail a été effectué en programmation on 1 effort
requis fiit conséguent. En effet, la compréhension des techniques et de
la logique utilisés par DLEARN était de longue haleine, mais nécessaire
a 1 implantation de la partie faisant le calcul de 1la réponse dynamiqgue

par la méthode de superposition modale.

Le principal résultal pratigue tiré de cette étude est la conclusion
relative aux,performanceé des méthodes directes et de superposition
modale pour le caleul de la réponse dynamique des structures.
En effet, 1 exécution des deux méthodes pour des cas simples de
structures nons a permis de conclure_quant a4 la nécessité d'utiliser 1Ila
méthode de superposition modale pouf deux familles de structures;a
savolr :

-Les structures dont la taille du probléme est trés grande.

-Et les structures soumises A des contraintes de sécorité sévéres
avec la restriction d utiliser un grand nombre de modes.
De sorte que le prix de la simalation du comportement dynamique s en

trouve diminueé.



I1 est tout de méme important de parler des deux phénoménes numériques
auxquels nous nous sommes confrontés durant 1 exécution des exemples;- a
savolr : -

-L instabilité des phénoménes dans certains cas de figures

-Et les phénoménes de dissipation et de dispersion algorithmigues

dont on n'a pris connaissance qu’une fois les avoir rencontrés.

Ainsi aimerions-nous inscrire ce travaill, si humble soit-il, dans une
logique de perspectives de recherche pouvant domnner lieu a certains
sujets de projets de fin d "étude.

Et dans ce sens, nous avons veillé i ce que le présent document tienne

de soutilen pour tout travail venant a 1 enrichir.
" SUJETS PROPOSES POUR L AVENIR:

1-Compléter la bibliothégue d éléments de DLEARN dont 1a panvreté en
fait un handicap majeur.

2-Etudier les schémas aux différences finies utilisés en dynamigue des
structures afin d aboutir A4 une meilleure maitrise des phénoménes
numériques de stabilité et d amortissment permettant de rentabiliser
leur usage.

3-Implantation, dans DLEARN, d une méthode utilisant les coordonnées de
LANCZ0S, a la place des coordonnées modales pour réduire la taille des
problémes dynamiques. Ceci nécessiterait 1 exploitation du caractére
tridiagonal du probléme réduit durant la résolution. '
4-Fxplacement d 'une approche mixte des méthodes directes.



ANNEXE 1
ANALYSE DE LA STABILITE DES METHODES DIRECTES

L"analyse de stabilité faite pour la méthode des différences centrales
en chapll-3-5-a, peut ;tre réaliseée pour tout schéma. Anssi dans cette
partie nous établirons la matrice d amplification A des méthodes les
plus connues en dynamique.

Pour ce qui est du choix des incréments de temps il suffit de se

reférer 4 la figure Z donnée an chapll-2-2-a.
I1T-RECHERCHE DE L OPERATEUR A :
1-méthode des différences finies centrales:
Soit & résoudre chacune des équations découplées suivantes:

X+ 2F wx(t) #° x(t) = 0 | .1

¥

La méthode des différences finies centrales utilise l'approximationé
K(E)= (1AM x(t+AL) ~ 2 x(t) + x(t—At)} c (2D

ﬁ(t) = (1/2A5t) x(that)—x(t<At)} -..{3)

En substituant (2) et (3) dans (1), on obtient:

2w at® 1 £ w At

x(t+at) = ————x(t) - —————— x(t-AL) ... (4)
' 1+ w At 1+ w bt



(4) peut s écrire -

2 2
X(L+AL) 2w At e At T
11 # w At 1 # w At
, . ¢:)]
x(t) = 1 0 x(t-At)
En identifiant a (a-5)(chaplI-2-2-a) ,on a:
2 —w® At? 1<% w AL
1 + w At 1 + w At
_ -.(6)
A= 1 ]

Cette méthode est stable & condition que 1 incrément de temps soit
inférieur a Atcr.Celui—ci est lié a4 la plus petite période de
résonnance par:

At =201 T

cr OLTY

Z2-méthode de HOUBOLT:

1

De meme, la résolution de (1) par la méthode de HOUBOLT dont le schéma
de discrétisation est:

X(t) = (1/8t)° { 2 x(t+AL) — 5 x(L) + 4 x(t-4t) — x(t-25t) } (D

;((t): (l/BAt){ 11 x(t+At) - 18 x(t) + 9 x(t-At) - 2 x(t—ZAt)} ..-{8)

En substituant (7) et (8) dans {a-5), on a:

x(t+at) x(t+At)
x(t) x(t) _
x(t-At)] = A | x(t-At) )



Avec:

93 4f3 3

+B52 ~( +3¢ ) +(2/3 )
w® at® & At® N
1 0 4]
A=l o 1 0 ]
Oa: 2 11 ¢ . BE
B:(2 5+ + 1) , et, » =
w At 3 w At w At
Cet algorithme est inconditionnellemnt stable.
3-méthode de NEWMARK :
La méthode de NEWMARK considére 1 équation (1) a t+At.
Aver les ~“spproximations (a-1) et(a-2) données dans le
chapll-2-2-3-a,o0n trouve finalement:
S
~(0.59)3 - 2(1~& ) —(3+2= ) /At -B/at’
At [ 1-6-(0.59)53-2(1-&)5% ] 1~35 232 136 JAL°

A= |[At [ 0.5 ~ (0.5 3r3 -2{1-6y=»x ] At{1-y3-2pn) 113

-..(10)

oir: = ( (/0 AL+ ZS/(w ALY 4 ) " ; et, ® = ER/(w At)



Comme nous 1'avons deja souligné dans le chapitrell 1la famille

NEWMARK inclu plusieurs schémas ,suivant les valeurs de 5 et y.

de

Controle de
SCHEMAS Y & stabilité
Accélération moyenne 1/4 1/2 inconditionnel
Accélération linéaire 1/6 1/2 Atcr = 23/wmax
Méthode de ‘
FOX-GOODHWIN 1712 /2 At < Bfo
b
Méthode des
différences 0 1/2 AL = Z/w
or max
centrales’
w est la fréquence naturelle maximale de la structure.

max

4-METHODE DE TETA WILSON:

La méthode de WILSON est basée sur le postulat de la

variation linéaire de 1 accélération entre t et t+8 At, e > 1.

Schéma:




La matrice A est dans ce cas :

1-p36°/3 - 1/6 - x6 (-36 =22)/At R /AL

A = AL 1- (202) '-pese —x0/2) (1-38/2 -#) ~R/(2AL)

A°¢ 0.5~ (88)7 " 30" /6 —#6/6) AL(1-BE/6 -%/3) 1-/6 J

g
2

(8 /(" ) +E 87 /(w At) + 6776 )*

@

~*
B4

1

¢ B/(w At)

La méthode de O-WILSON est inconditionnellement stable  pour
©=1.4 (ref B2). .
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