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Sujet:Cafcul de neéLAtancz d'une mathece de ﬁ&ﬂage a tnou hexa-
-gonal.

Résumé: Celfe €tude conddste en La ditermination des contraintes
surn Le contour intérndieur hexagonal d'une mathice de filfage
a frodd.
La nésolution des Equations decl'élasticité dans Le cas d'un
état de contrainte plan se fait par La méthode de "Muskhe-
-LLshviRA" appliquée Lci & un domaine doubfement connexe.
Cette méthode fait intervenin Les transformations confornmes
en variablfes complexes,Les sinies de Laurnent et Les Antégrales

wende Cauchy.le caleul de La foncition de transformation et des
contrhaintes se failt sun ondinateur a@ L'adide d'un proghamme
ey Basie, =

Subject:Resdstances caleulation of an exthusions matrnix with the

hexagonal hole.

postract:This study consdist of the detfeamination of stnesse on
‘ the hexagonal internal contoun of a colfd extrusfons matrnix.
The nesclution of the elasticity equations in the case of plane
stnesses L8 obtained by the "Mushhelishvili's" method applied
to a doubly connected body.
This method uses he conformal magpings into the complex va-
-niables,the Launent's sendies and the Cauchy-type integhals.
The numendical cafeulation of the mappings fenction and the
stnesses was done by the computer programmed £in Basdic.
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INTRODUCTION

La déformation plastique est 1l'un des procédés les
plus économiques et les plus rapides d'usinage des métaux.Les
piéces ainsi obtenues sont plus homogénes du point de vue des
caractéristiques mécaniques,elles possédent de plus un bon fi-
-brage et ne produisent aucun copeau.

I1 existe plusieurs types de déformation plastique.
Citons en particulier la déformation volumétrigue qui elle-méme
compte plusieurs procédés gui tous conservent le volume initial
de la piéce de métal.Parmis ces procédés il en est un,le fila-
~ge,qui nous intéresse ici et qui se,déroule comme suit:

Un poingon pénétre dans une matrice contenant le métal &
déformer (sous forme d'une barre cylindrique).Au fond de cette
matrice se trouve une filiére & travers laguelle s'écoule le
métal sous l'action du poingon.La filiére a un diamétre infé-
~rieur 3 celui de la matrice et de ce fait,il y a réduction de
section de la barre au court de cette opération.

La matrice,dans les premiers temps cylindrigue,a recu
par la suite des formes plus complexes.Il existe des matrices
carrées, pentagonigues ou hexagonales (pour la fabrication des
vis TH").

Notre étude porte sur la derniére forme citée et plus
particuliérement sur la répartition des contraintes sur ‘le con-
-tour intérieur de la matrice lors de l'application de la pres-
-sion P du poingon sur le métal gu'elle contient.

Pourquoi une telle &tude? Pour deux raisons princi-
-pales. .

Premiérement,cette matrice est, comme les autres,fai-
-te en métal dur (& base de tungsten ou de vanadium) qui sup-
-porte trés bien les efforts de compression mais gui par contre
ne résiste pas 4 la traction,importante lors du filage.Il est



donc nécessaire de connaitre la valeur de ces contraintes pour
pouvoir dimensionner’ la frette (ou anneau de précontrainte) gqui
entourera la matrice.

Deuxiémement, la présence des angles de l'hexagone
provogue une concentration des contraintes & ce niveau,concen-
~tration gu'il faut mesurer et si possible réduire au minimum.

Comment faire cette étude?

Tout d'abord examinons la matrice soumise & la pres-
-sion intérieuxr P (fig.1l).
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Cette pression est la méme sur toute la hauteur de 1la
matrice.Donc les contraintes seront également identigues dans
chaque section transversale,.On peut dés lors considérer que
nous sommes en présence d'un probléme plan ot un corps plat est
soumis & une pression intérieur P (fig.2) et dont il faut dé-
~terminer les contraintes sur sa limite intérieur (14 od elles
sont maximales). '

e 1

fig.2

Nous pouvons dans ce cas utiliser les édguations de l'élasticité

plane.Mais ces équations ne permettent pas a elles seules de



résoudre ce probléme,

Pour y arriver nous utiliserons la méthode dite "de
Muskhelishvili " du nom de son auteur, le physicien-mathémati-
-cien russe de la fin du siécle dernier NIKOLAI IVANOVICH
MUSKHELISHVILI(#¥).I1l s'est beaucoup intéressé aux problémes de

l1'élasticité plane auquels il a consacré plusieurs ouvrages

dont le plus important:"Some basic problems of the mathematical

theory of elasticity;Fondamental equations,plane theory of

elasticity,torsion and bending" 1] ou il développe cette métho-
-de.

Voyons maintenant en gqueoi elle consiste.L'auteur est
parti des fonctions potentiel,fonctions biharmoniques (nous
expligquerons ces termes plus tard) introduite par Airy,gui sont
trés utilisées en élasticité et dont découlent par dérivation
les différentes contraintes.Ces fonctions peuvent étre facile-
-ment déterminées pour des domaines simplement connexes,c'est
4 dire n'ayant gu'une seule courbe frontiére
plague de dimension finie ou une plague "infinie" percée d'un
trou) .0Or notre matrice (fig.2}) a deux limites,l'hexagone a

l1'intérieur,d l'extérieur le cercle {on dit gue c¢'est un domai-
-ne doublement connexe).

(par exemple une

Habituellement, les domaines simplement connexes sont
appliqués grdce aux transformations conformes (gue nous é&tudie-
-rons plus tard) sur un cercle de rayon unité sur leguel les
calculs sont plus simples.Le fonction de transformation s'ob-
-tient dans ce cas assez facilement.

Pour notre probléme son obtention est plus difficile.
Elle nécessite l'emploi d'un ordinateur et donnera non pas .un

cercle mais un anneau circulaire.

Nous suivrons pour notre étude le méme cheminement
gue celui qui vient d'étre cité.Dans une premiére partie nous
définirons les éguations de 1'élasticité plane.Puis dans un
deuxiéme chapitre nous expliquerons entlerement la. méthgde
ainsi gue les principales connaissances qu'elle nece551§e Il
viendra ensuite l'application & notre/probléme et enfinlune
conclusion comportant les suites possrbles de cette etuée.

€

(%)G.Kolosoff a également fait une étude similaire.La méthode

porte d'ailleur parfois le nom de "méthode de Kolosoff-Muskhe-
-lishvili".



CHAPITRE I

EQUATIONS DE LELASTICITE PLANE

I.1. Equations fondamentales

Si on exerce sur un corps solide un ensemble de for-
-ces,11l y a apparition de contraintes sur la surface et a 1l'in-
-térieur de ce corps.

Il est possible de lier ces différentes contraintes
{(traction,compression et cisaillement) & l'aide d'éguations aux
dérivées partielles.L'intégration de ces éguations se fait en
tenant compte des conditions aux limites que 1'on exprime par
des égquations pouvant porter sur les contraintes ou sur les dé-
-placements.Les premiéres,permettant les résolutions les plus
aisées, constituent le fondement de la méthode d'Airy que nous
expliquerons plus loin.

Voyons d'abord ces conditions:

oy L

1)Equilibre en volume:
XL x, - (4=
Y 0= 0 AR
ol désigne les contraintes et Xi les composantes des forces
de volume.

Ceci conduit & deux éguations:

O J 55 .y
ox })L; + K s

C . A



Ny, Ty, x, =0
Z)X Djj

En nota comme 1l est d'habitude de le faire, X =X ; X =Y ;
% x ‘
H )7 et )¢=E%%_;91e systéme devient: . y

Py

3 _E_‘L_.,.X;-O (a),
X

91

Wy Y y-0
D)( D % {b)

2}Equations de compatibilité:

VZ(G}&;):(%;ﬁ%%T}(G*\T)’) A"'ZG[ 1‘D]tz)

{1)

Z{A+G) 7

L 1
uc7 D Q_ est le laplacien.

\ I 37“
|
| 1.2, Introduction des fonctions d Airy

‘ Nous devons tout d'abord faire une observation sim-
-plificatrice.
|

Les pressiocons rencontrées sont généralement importan-
-tes lors du filage ({(supérieures & la contrainte d'écoulement
du métal & déformer) .D'autre part X et Y sont respectivement
€gales & m.a, et m.ayg ol ay et sont les composantes de
1! acceleratlon de la masse m.Or le filage est une deformatlon
dite "statigque" donc les accélérations sont presgqueé nulles et
dejce fait X et Y sont négligeables.

Les équations (1) et (2) deviennent alors:
&

r)G; E%—fz - C) (a)

0 x )

2, 05
dx )

(1%)

{
o

(b)




2 o? DZ
et V(‘Kdﬁ):[ﬁ?—r 5;;](0;»0‘7):0 (2

"Les équations {1'a) et (1'b) représentent respectivement 1la
condition nécessaire et suffisante d'existence de fonctions
B{(x,y) et A(x,y) telles que:

IR _ AL R <
? x J d Dlj ik

et ' jlgl.: _ ng ‘) %ié_: (;;
J x R

Il vy a compatibilité entre ces é€guations si:

2428
Dtj 3%

qui est €galement la condition d'existence d'une fonction
U{x,y) telle que:

A< JU r. U
3)( Dtj

Il s'ensuit que: t




7 :_Qé-fi@_y_ DAY,
oy oy Dx}* e D,

Nous obtenons donc le nouveau systéme suivant:

JZL/ {a) .

(b) - (3)

g:ﬂ: - ;lwgi_r ()

DXJLO

La fonction U est appellée fonction potentiel cu fonction
d'Airy (1862).

L'addition de (3a) et (3b) donne:

(I; . Yrg . ;ZZL/ . 31(/ . V4 ZL/
PR 3‘31

En remplagant dans 1'éguation (2') il wvient:

‘;7.2(G:r+§;g) oo K77¢L/:: CQ {4)

A
‘ :7 L/ = C) est la définition d'une fonction biharmonigque.




Définition: Une fonction F est dite harmonique si son lap%a—
~cien est nulle i.e. si V¥ F=0 .Elle est biharmonique siV'Vﬁ—Vﬁﬂ.O

Ainsi donc la résolution du probléme plan par la
méthode d'Airy revient & trouver une fonction biharmonique U
puis & la dériver pour en tirer les contraintes.

Comment trouver U ?

On peut pour cela utiliser les variables complexes
car il a été démontré gu'il est trés facile de représenter une
fonction biharmonigue par deux fonctions de la variable comple-
-xe, fonctions dont les propriétés sont généralement mieux con-
-nues.

I.3.Utilisation des fonctions analytiques
de la variable complexe

Définition:(*}Soit A un ouvert de €.0n dit gqu'une
application f de A dans € est analytique dans A si, pour tout
b€ A, il existe un disgue ouvert D(b,¢f) de centre b,de rayonf?o
et inclus dans A, tel gue f(z) soit,dans D,la somme d'une série
entiére de la variable ({(z-b},

£(2z)= O+ (z-b)+0o(2-b) +. .. ...+, (z-D) +.....

Il résulte de cette définition et de cette écriture
gque toute fonction analytique dans un domaine ouvert est indé-
~finiment dérivable dans ce domaine et que les dérivées succes-
-gsives vy sont également analytiques. ‘ '

Il existe une définition plus simple de l'analycité
qui nous aidera pour nos calculs:
Une fonction f est dite analytique dans A si sa .déri-
-vée existe partout dans A sauf en un nombre fini de points.
A

Puisque nous allons utiliser les nombres complexes il

faut tout d'abord ecrire le laplacien & l'aide de la v%riable.
complexe z=x+iy et de son conjugué z=x-iy. '

Ix PESP" 35 9x
2

2 % D 0O
dy 9z Dy °F Vy

(y).- [33p.180




or ?-_Z_ -_-_.a..?: :4 DZ - - _D__g: - ¢
7x I x y 9y

d'ot ,‘?_._. = —2—_ " _D_._ (a)
Ix 9 T 95

(5)

A L 2____9___ thi.
D‘j 22 27 ,

Nous en tirons aisément gue:

L 22t

D){" 22> DEL De Df

D.j-\. De" aE‘ Da’a.?—'
aton | P 25 L0 L, 2t (6)
. Ixv 9yt J2 05

Gridce aux €équations (5a) et (5b),(1'a), (1'b) et (2') deviennent

ONx JGx H./"

&y )5y To0

Jx . )F 22 )5

Dz.bé‘

2@1+E§1+5/_%j_1_ 251]:0 .

T T A e

N
,);D—g(mf;,):o

Si nous multiplions la seconde de ces égquations par -i et que
nous l'ajoutons & la premiére il vient:
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L (6-59) = £ (Y=« 22 Fig)=0| )

5i 1'on note

GI+GTJ=V’U: o
et (;5— SVx + 24y §}3 = Af

alors les équations (7) s'écrivent

——

"J = ———— (a)

)z

JO X, . |

(8)

z

Jz 73

<

-0 | b)

Nous avons maintenant & trouver deux fonctions 9 et}g ,analy-
-tiques toutes deux. . 1

et ghrran

Intégrons 1'équation (8b) .La premiére intégration
. i

donne: . _
%éa: Z (PLY?) 9 i

{le 2 est introduit pour des raisons de commodité)
La deuxiéme intégration donne elle:

O=2[¢mced] o

et C sont des fonctions analytigues inconnues.Mais puisque
L} . ’ - -
Q‘ZG}‘fUU , ¢ est donc une fonction reelle (G} etch reelles),



done 8= 0 o= Z[CP?E/+C(§)]: Z[‘FY;}* gf}j]
= () @1z
d'odx @ Z[ff/(z)-}- (FT(—;;;]:' 1A Rc[ﬂﬂ'(z)]

/ ’
ol QC[ CF(Z')} désigne la partie réelle de CF/Z)

En tenant compte de (9) l'équation {(8a) donne

IX & 7
‘—'5%—3 < ©e)

2z

= X:Z[E Y2 \,u’(é)J

ol \{J est une autre fonction analytique inconnue.

' ’
Nous avons donc¢ finalement en posant. ?(e}: (f’(gj et \I/(z}:sy(Z)

S:T”’\Tj:Z[(f'(z)M?’?;;]: 4— [\)c[ﬁa’[a-)]: 4 ﬁ‘/’sﬁﬂ?)] 1 (a}

(10)

X‘—‘G‘:rqx +2':.?“J = Z[é‘-?"[zﬁ'lp’(z)]: 2[595?2)1‘ &P@)] (b)

At ke e e ot e

La résolution revient donc finalement & trouver deux
fonctions Y’et Y’appellées fonctions potentiel complexe.Elles
permettrons de déterminer ( (10a) (10b) )} les fonctions 6’et;f
qui donnent directement les contraintes de la maniére suivante

m:% Re[o- %] (a) (11)




(11)

‘V:J :2{-— [9 X] (b}
ﬁ_
V4

[)g] | (c)

(%)

ol _—B‘M [P( ] désigne le partie imaginaire Jey[;?)

C est pour la détermination de ces deux fonctlons
V etq’ qu'intervient la méthode de Muskhelishvili car les
domaines de forme compligquée ou multiplement connexes ne se
prétent pas & une résolution directe de ces équations.

Mais la méthode ne peut &tre abordée ici directement,

il sera nécessaire de définir auparavent guelques concepts
mathématigques utiles :

(ﬂ U peut aussi étre déterminde directement par les fonctlons
et\# griace a la formule de Goursat.

V- RQ[E (€[¥}+/LP[3)CZZ .
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CHAPITRE II

LA METHODE DE MUSKHELISHVILI

IL 1.Preliminaires et definitions mathématiques

Voici donc quelques définitions utiles pour la sguite

‘ de notre étude.

|

IT.1.1. DOMAINES SIMPLEMENT ET MULTIPLEMENT CONNEXES.

"La connexité est la notion mathématique qui corres-
-pond & l1'idée intuitive d'ensemble d'un seul tenant.” (x)

Un domaine est dit simplement connexe si sa frontiére for-
-me un ensemble connexe de points (i.e.frontiére en une seule
partie).La figure (1) en montre deux exemples.

777

Domaine fermé comportant Plagque infinie percée d'un
une entaille trou

1.
*

fig.1

(%) :{3] p.22
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Le nombre n de parties connexes qui forment la frontiére
d'un domaine constitue l'ordre de connexion de ce domaine,Si
n=2 le domaine est dit doublement connexe.(Fig.2 n=3).

IT.1.2. TRANSFORMATIONS CONFORMES,

Ces transformations sont trés importantes et trés uti-
~1lisées dans la physigque o0 elles simplifient grandement les
problémes de l'hydrodynamique,de 1'aérodynamique,de la théorie
des champs magnétiques,élctrostatique et autres et de la théorie
de l1'élasticité. ‘

Soit un domaine D situé dans un plam complexe noté
plan des z, z=x+iy, et un domaine D' situé dans un autre plan
complexe noté,lui, plan des w, w=u+iv.On appelle transformation
"l'opération” qui consiste & appliquer le domaine D sur le do-=
-maine D' par l'intermédiaire d'une fonction de transformation
f telle gue w=f(z) (w décrivant D' guand 2z décrit D)}.D' est
alors appellé "image" ou "transformé" de D par la transformation
w=f(z).

. Si la transformation est réalisée par une fonction
analytigue,elle sera dite transformation ou représentation con-
-forme.

Donnons un exemple de transformation simple:la fonc-
-tion f{z)=2z" transforme un cercle de rayon r en un cercle de
rayon r' en faisant faire également & un point situé sur le
rayon polaire 8 une rotation de (n-1}8 autour de l'origine . (Fig
3). '

M’(jr‘,za) .

fig.3 n=2

14



La transformation de domaines simplement connexes est toujours
possible et revient presque & chaque fois & la combinaison de

quelques transformations élémentaires telles que rotation,symé- "~

-trie,allongement et inversion.
On applique de plus ces domaines la plus part du temps sur le

cercle unité (r=1) sur lequel les opérations et les traitements -

sont plus simples.Par exemple la fonction w=f(z)=~i%%~7 établit
une correspondance entre les pbints du cercle unité %1ieu de z)
et ceux de la demi-droite u1,v=0 (lieu de w=u+iv).

Pour ce gui est des domaines doublement connexes la
transformation est beaucoup plus difficile et pgut rarement se
ramener & une combinaison de transformations élémentaires.Mais
il a été démontré le fait suivant:Tout domaine doublement con-
-nexe peut &tre transformé sur une couronne:r,‘[wl{g .En outre
si les 1'un de ces deux rayongest donné,l'autre est défini de
maniére unique par le domaine donné.

Cette propriété ainsi gue les deux suivantes nous se-
-ront trés utiles pour notre probléme,

Théoréme:I1 existe une seule représentation conforme
w=f(z) d'un domaine D sur un domaine D' qui fait correspondre
&4 trois points frontiéres zy du domaine D, trois points fron-
-tiéres wy, de D'.Les points z)p et Wi sont donnés arbitrairement
mais en concervant l'ordre de succession lorsqu'on décrit les
deux frontiéres. (%)

Lors de la transformation d'un polygone régulier en
cercle, aux sommets du polygone correspondent des points divi-
-sant la circonférence du cercle en parties égales. (xx)

Revenons 4 notre probléme un instant.D'aprés ces
trois propriétés nous pouvons conclure gue si nous arrivons &
trouver une fonction (et c¢'est possible) gqui transforme notre
matrice en anneau cette transformation est unigque et aux som-
-mets de l'hexagone correspondrons des points gqui diviserons
le cercle intérieur en six parties égales d'angle T1/3.

IT.1.3. SERIES DE LAURENT. {(P.Laurent 1813-1854) l

Théoreme: (Laurent 1843)Dans toute couronne K:r«&|z-alKR
(0L r€=e ,0< R¢o) ,une fonction f(z) qui y est analytigue peut
étre représentée par sa série de Laurent uniformément conver-
-gente sur tout domaine fermé appartenant 3 la couronne K. La
série s'écrir alors: -
b )
f(z)= _2<:n(z—a)n

A=~

ol les coefficients ¢, sont donnés par l'intégrale de Cauchy

(W[4]p.161
pﬂB]p.165

15



oo L f(z) dz
n- onj K(z—af”
‘K étant une circonférence quelcongque intérieur & K, (=)

Le développement en série de Laurent est unique,il ne
dépend pas du procédé d'obtention,donc si l'on parvient & dé-
-terminer les coefficients c, d'une autre maniére ils auront
nécessairement la méme valeur gme celle donnée par l'intégrale.

II.1.4. INTEGRALE DE CAUCHY.

Nous venons de rencontrer cette intégrale dont voici
une définition.

Scit f£(z) une fonction analytigue dans un domaine D
d'ordre de connexion n et continue dans D (D=D muni de sa fron-
-tiére),alors pour tout point z intérieur & ce domaine on a ce
gu'il est convenu d'appeller la formule de Cauchy (1831):

C

ot C est la frontiére de D .

Cette frontiére étant faite de plusieurs parties nous verrons
lors de l'application & notre probléme comment l'intégration se
fait dans la pratique.

Nous wvenons d'examiner guelques définitions voyons
maintenant quelgues préliminaires & la méthode de Muskhelishvili
IT.1.5. SOMME DES EFFORTS SUR UN CONTOUR,
Soit un domaine D limité pat un contour S.0n définit
sur ce contour une coordonnée curviligrne "s".Concidérons main-

-tenant que ce domaine est soumis & une force extérieur répartie
sur son contour,dlors la somme des efforts sur S sera:

‘ X1+iZ,=‘J(Xn+iYn)ds !

\ g !
ou (fig.4) Xn=C;.l+g%.m et Yn=?&ul+5;.m
yﬂ
<
oo
" fig.4
o G

(x).{4)p.76 y x

16



dy dx
iy = = —= = = —
vec l= cos{x,n) - et m= cos(y,n) a5

D' od iy Uy &Y _Fudx o pody Gy dx
: En+i¥n="Y 53 as t 1(0’2'.)- s Ias’

d
or x= ~(z+37) gx=2(zt+2)
2 2
_ A, - gy d(2-2)
y= 2‘2 z) dy= 5 i

X +ivpy= 2;—‘: [—i.c;.d(z-g)— Z,,',.d(z+'£')+5/.d(z-‘z)-i D; .d(z+£)_]

Finalement: . - o LS c LT 7 .
Xn+lYn=§~a‘—S- (¥+7)dz+ (7—,—21 p/)dZ }

En tenant compte des égalités (10-a) et (10-b) il wvient :

X'n+iYn= (—;";"—{[?(Jz)ﬁ'{(;(z)]dz + [z‘(a"(z)+‘f’iz)]d;}

| gque 1l'on peut écrire sous la forme d'une dérivée totale.

Xp+i¥p= éé.d[-sz) t oz éﬁz) + ;223}

Nous aurons pour tout le contour S:

'-‘ﬂ(z) + ziﬂ?z) +\Wi(z) = if(xn+iYn)ds (12)

1

Cette égquation a été écrite pour un point z du domai-
-ne D.Elle est calculable pour un domaine simplement connexe
uniquement.Pour un domaine doublement connexe il faut se servir
d'une transformation conforme et poser gue D est l'im&gé d'un
domaine D' par la transformation z=w(¥),S sera alors 1l'image
de S' contour de D' que l'on choisira circulaire puisqﬁr les
conditions aux limites pour un cercle sont connues, 1
-4
sera alors donné en coordonnées polaire c'est & dire ?:Ce‘.
Tl faut donc dans ce cas exprimer aussi les contraintes dans ce
systéme de coordonnées.

IT.1.6, COORDONNEES POLAIRES ET TRANSFORMATION.

Soit un vecteur A de coordonnées Ax et Ay dans le
repére cartésien (x,0,y) et de coordonnées Ae et Ap dans le

17



systéme polaire ((,B)fig. 5.I1 est alors visible que:

3

Mais e = S5 idz = d(w{'f)=w'(f)d?

iot
Ae +iA9=e‘ (Ax#iAy)
.dz

L)

-\l‘-

W

et et
at

e zg_“t_ il vient finalement: _

e

Avec =e

rdw -
_?_
wigt

f‘0|-te

Grédce & cette égalité les équationsg (10-a) et (10-b) deviennent

% % —ere[$8)] @
S, - ’\TEJ’%}..(M (?}w(?)qs[?ﬁw(?) ?(9}]

¢4 £ o gy ¥
¢ (%) ’( %} ’
puisque ?(2}: ‘f[wfffjdénc (F (3}~ Qs(é@z aﬂﬂ "/DE: (f(f)
27 e g
Avec cette derniére &écriture nous pouvons réécrire l'éguation
{(12)

(13)

$

On utilise également l'éguation conjuguée de celle-ci:

——

((;) + €l __Z t}/((i) = f, ifz:z‘" ‘ -‘(14-b)

‘( (%) w[g/?(f/ L{/(?) = 1I(x +ivp)ds =£ +if, = f (14-a)

18
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II.2. La methode de Muskhelishvili

IZ.2.1. OU INTERVIENNENT LES SERIES DE LAURENT.

L'auteur concidére que les fonctions harmoniques ?ﬂ
et 4/ se composent de deux parties,l'une indicéz 1 définie

les contraintes sur un contour circulaire et gque l'on détermi-
-ne par les conditions aux limites (13-a) et (13-b) appligquées
a4 un cercle.La seconde partie ajoute & la premiére les modifi-
-cations appertées par le fait de la "non circularité” du con-
-tour.On indice cette seconde partie par 0 et elle est prise
comme €tant une série de Laurent de termes de puissance positi-
-ve seulement!

GA8)- 2ot wigf E g

Mais comment déterminer ces coefficients a_. et bn ? C'lest la

gu'intervient l'intégrale de €auchy.

n

1I1.2.2 INTEGRATION DES EQUATIONS (14-af ET (14-b).

J Prenons l'une des deux et multiplions la par le facteur
A 45

— 7 .
AT Q—..g en tenant compte que ?3% et &UE% ,et intégrons
sur le contour & étudier car ainsi nous le décrivons entiére-
-ment et YL et q@ définirons parfaitement l'effet de la non
"circularité " comme ncous 1l'avons déjad dit.

{ (PO 4 (i) GEE 4 (@& _ 4 [ 26)de | (15-a)

2 ) o- ¢ Zie j 57€) S-% zn.) o e 2T ) o= G
N ¢ < Va 5
(O~ est la variable d'intégration et&% un point du cont&ur)
Nous scmme bien en présence d'une intégrale de type Cauchy et
il est possible d'obtenir une forme identique avec la geconde
équation. ’

4 (Glds, 4_ (3 %'[oﬂdﬁ"+ / blojdo . 4 [ F(0)dS | (15-1p)
pni) ¢ 20 Juts) oS¢ 2T/ Gme  Im) =g

< [4

Nous trouverons en annexe 4 la méthode détaillée de l'intégra-
-tion sur le contour intérieur d'un domaine doublement connexe,.
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CHAPITRE T

APPLICATION AU PROBLEME DE
LA MATRICE A TROU
HEXAGONAL

"I 1 ENONCE et ordre dés calculs

Nous avons vu gue si nous arrivons & déterminer les
fonction ? et Y ,alors les contraintes seront connues.Mais pour
cela il faut tout d'abord connaitre la fonction de transforma-
~tion w(g).Grace a elle nous pourrons déterminer (13) F. et Y,

{les 1" membres) puis,par (14),f et enfin les coefficients a,
gt b, par (15). Co

'

Nous venons de donner l'ordre des calculs,mais nous
devons d'abord définir plus en détail le probléme,

Nous avons,fig.l,une matrice de filage & trou hexago-
rnal sur leguel nous voulons déterminer les contraintes produi-
-tent par une pression P.Ndus voulons faire le calcul pour des
dimensions a,r et R variables ainsi que pour des pressions dif-
~férentes.Ceci nous conduit 8 utiliser un ordinateur.Nous avons
choisi d'utiliser le langage Basic (le plus simple et qui nous
suffit ici) et d'utiliser le micro-ordinateur Rainbow 100 (Di-
rgital) .Nous allons voir vetit & petit dans ce chapitre le
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contenu du programme gue nous avons €laboré et dont un listing
complet se trouve en annexe,

Premiére étape donc du calcul:la fonction de transfor-
-mation, ’

TT .2 Determination de la fonction
de transformation

Nous avens choisi pour déterminer notre fonction
d'utiliser une méthode que nous avons trouvée dans un livre
hongrois qui traite weei-geesxesst de ces problémes de transfor-
-mation de domaines de forme plus ou moins complexes ([6).




Cette méthode est purement numérique.Elle établi une
relation entre un anneau et un domaine doublement connexe quel-
-conque.L'anneau a un rayon extérieur égal a 1 et un rayon in-
~térieur fﬂ dépendant des dimensions du domaine,ici de la ma-
-trice. (ceci avait été prévu en p.15). -

Voyons maintenant cette transformation:

Zm- 4
)': A
W(?) C f (16)
@4+4)
‘.’ij'
=e pour le cercle extérieur gui sera projeté sur celui de

la matr ce
? G ‘pour le cercle intérieur qui sera lui projeté sur 1'he-
-Xagone.
Avec de plus:

T

é% _2qm {29-1) (j=1,...,m)
¢ 4 Land
C. - = Mk(25-1) . Tk(23-1) _
T - -
[ 4 m(1-@ ™) j=1 X4.C08 2qm + Y4-sin Tam
Yyn-k Tk (2] ' .
- - Mkl23-1) | oy gy 0200
f [;j.cos 2qn + yj.51n 2qm {(17)
( k= 1,g+1,...,(2m-1)qg+1 ).

C ' cAMk(23~1) o, Tk(23-1) | _
-‘ m(l f qm ) }._ f 2qm Yj -Sln——-———2qm

T k(2-1) : . Tk (24-1)
( ZF " COS T em yj-sin ~2am . (18)

(19)
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Ot g est le nombre d'axes de symétrie dd domaine.q=3 dans notre
cas. '

La transformation se fait point par point et m représente
le nombre de ces points gue nous choisissons d'aprés a et r.

z=x+1iy sont les points du cercle extérieur de la matrice
images des points ? du cercle extérieur de 1l'anneau..

z'=x'+iy’' sont eux les points de l'hexagone images des
points ?(du cercle intérieur de 1'anneau.

Puisgue le nombre des symétries est de 3 ncus pouvons faire
1'étude compléte sur un seul des pans de l'hexagone,c'est a
dire sur un angle de T1/3 (fig.2)

{détail du secteur
arrondi)

fig.2

]

.

Il faut donner maintenant les coordonnées des m points de
l'hexagone puis du cercle {(z et z') en fonction de l'angle o« .
Puisqu'il y a une partie arrondie de rayon ¥ il faut gu'au moins
deux points soient situés dans ce secteur pour que la transfor-
-mation scit suffisamment précise.Les m points découpant le pan

en (m-1) parties,il faudra donc gque: g
¥

. : o

ENTYSE < (_? soit m>-————3 (} +1. f

ir

Avec Q=Arctg i
ba-r 3_31

Notons également que (fig.2) 1= a~- —



N

d

d

1/Pour

2/Pour

sz R.cos ¥

yj= R.sin o

@ =< =
. aj3

%y tg e+ 33

1I

. adgtgfi

3 ﬁgd +33

Y

xj= R.cos &

vy= R.sin &

xi.sin“
ylil= -
B ‘coged
xj= R.cos o<

Yq= R.sin o¢

ogioeé. @

3/Pour %-(5 =

n
xy= r.[sin(— -

3

-

Yy
) .cosy + sin K.Cos(i —“J.cos .

*3

= r.cos O(.[cos Y+ %.cos ?(]

)
2

. tge

R A Tt
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DVaprés la figure 1 nous voyons qu'il faut partager le coté en
trois partie:

1

“sin(T-a)

ous pouvons maintenant écrire la premiére partie du programme
qui donnera les valeurs numérigques des coordonnées des points
ilnitiaux

(r,a,R et m étant choisis en début de programme)} puis

es coefficient Ck et C:‘

,du rayon fiet enfin des coordonnées
es points de .l'anneau pour permettre une vérification graphi-
que.Nous avons également ajouté une vérification directe par



Fapplication de la transformation & 1'anneau afin de voir si 1l'pn
trouve bien notre matrice de départ.

LE PROGRAMME: iy

t

xLignes 200 &280: Introduction des dimensions a,r etR et

de m.

tLignes 340 & 730:Calcul des coordonnées XI,XJ,YI et YJ
et simultahément du numérateur et du dénominateur def.(NUM,DENJ
xLignes 670 et 790: Impression

Notations: x5 XI(1) yi, YI(I)
X T——  XJ(1) ; yy — YJ (1)
c, —— CK(M) ; C_y CMK(J)

RH1=NUM/DEN

(ZXI;2YI)

Pour la vérification: z'{x';vy!)

I |
z (xj:y.)

(2XJ;2YJ)

200
210
220
230
240
250
260
270

340
330
360
370
380
3940
400
410
, 420
430
440
450
460
470
480
430
a0a
S10
320
930

INPUT "Cote de 1l hexagone a= “jAD

INFUT "Rayon de courbure des coins r= *;RO '
INPUT “Rayon exterieur de la matrice R= ";R1 - T
FI=3,141592653594% ) : : {
BE=ATN{RO/2/(A0-R0*x3*,5/6)) :

PRINT “Beta=";BE

MMIN=P1/3/BE+1 .

PRINT "le nombre de points m doit etre superieur ou egal a "FINT(MMINTL)

= M. b - o = e 2
DIM KT (M), YI(M) ,XJI(M) ,YI(M) ,CK(40) ,CMK(40) ,COK(A0) ,COMK{4G) !
REPERE=D _ : _

GOTO "350 . T
KO=A0Xx3~ , 572 .
BE=ATN(RD/2/(A0-RO*3*,5/6)) et e
L=A0-2%RO/3~ .5

RASL/RO

IF REFPERE=1 THEN 440 .

PRINT "l= *;LiPRINTiPRINT . -

PRINT TAB(S) ; XTI (1)"§TAB(20) 1 "Y1 (13"} TAB(3S) ;"XJ(I1)*jTAB(S0) ;" YJ(l)" [’
NUMad '
DEN=0

FOR [=1 TO M

AL=P1/3/(M-1)*x(1-1)

IF AL>BE THEN 490 ELSE 330

IF AL<(PL/3-8E) THEN 500 ELSE 570 ' L
X1(1)=A0*3~ ,5/(TANCAL)+3".3) !
YI(I)=sXI(1)*xTAN(AL) - ’
GOTO 640 . . !
GATATN(RA*SIN(AL)/SQR(1-(RAXSIN(AL))*2)) ' ' )

540, X1 (1)aRO*XCOS(AL I+ (COS(GA)+RAXCOS(AL))

550
560

YI(I)=ROXSINCAL+GA)
GOTO 640

.570
5890

590

600

610

620

| 630
640

650

. 660
670

710

. f720
730

IF ALSP1/3 THEN 620 ELSE B8O 1 : T e——
gT;?INég::g:NEzi/B—AL)/SQRtl—(Rn*SIN(PI/B—AL))“2)) |
= N(P1/3-AL)*C05(GA)+S8 TN BAYXCAS( Pl *C0S(A ]

YE(I)=XI(1)/COS(ALI*SINCAL) (PI/37AL)IXCOSIALI/SINGPL/3-AL) l
GUTO 640 -
XT(1)=(L+R0)*COS(AL) g
YI(1)=(L+ROI*SINCAL) ‘ -
XJ{I1)=R1%COS(AL) ’
YJ(I)aR1%SINCAL)
IF REPERE™1 THEN 710
PRINT 1) TAB(S) ;X1(1) jTABC20) ;Y1(1) ;TAB(3S)

I ; ) IXJC1) {TABCSO)Y svJ(1)
gg::gUH+X!(l)*COS(PI*(‘*I-l)/G/M)+YI(l)*SIN(PI*(?*I:IT7G;M)
DN $N+XJ(IJ*CDS(PI*(Z*I-1)/6/M)+YJ(1)*SIN(PI*(Z*I—I)/G/M)
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e
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oo
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f]
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h

lHQ
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1040
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1310
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REM ™ ke ko ko oAk ek ook ok e e Ao e R oo Aok btk e de
FEM * COEFFICIENTS DE Lé& FONCTION DE TRANSFORMATION ¢
RUERD ™ seskooheshoohoshooke oo ok e ke o A e e ohe e ok e e e o A s e o e ok e e & e ok Ak e

PRINT "Calcul en courcs"

PRINT TaBCZ0) ;" CKOI) " 3 TABCAS) ; CMK{J) "

FQR J=1 TO (&xM-2) STEP 3 :

IF J»28 THEN 1080 ELSE 900

H1=0:52=0:55=0:59=0

FOk I=1 TO M

FL=COSCPIATR{ ZAI=-1)/E/M)

PJ"HIN(PIka(*kI ~11/6M)

1 =S14 XTI ARPLHY I 1 I%P2

E=R2EX I RPIHY IO ) RP2

=LOSCPIATI+F L A 2] - 1IJEfM) :

SINCRI4CJ41 3h{ 2K -1)/E-M) '

SEHXICT)RFL=71{ 1 kPZ I ‘

L S4=844+HIC L IRkPL-Y I 1) RP2

FMEXT 1

IF REPERE=1 THEN 1050

LRI =31 -52hRH1* (SkM-J) _ \ -

IMECJHL ) =SE3RRHL S (J41) 54X RHL S (E4M) =
GOTO 1UTH , '
COK{J)=Z1-33&%RH2" LbkM*J)

SO J4 1T =5 S s =

WNEXT J

IF REPERE=1 THEMW 1450 ELZE 1050

FOR H=1 TO Zg STEP 3

FREINT H;TAB(LS) jCK(H) 3 TAB(IS ) (HH1) jTREC G0 jCMKOHFL D

MEXT M

FRINT s FRINT

Lbﬁﬂj

A i B g Y Y T T o OV SOV U SOV

1150 REM VERIFICATION DE Léa FOMNCTION *

lléﬁ

11 A0
1130

'l.l.':“.*

1 "UL
1 ﬂu

Ll

_—
1

L1

[}

DRI PR U I YU PN S OV OV ORI OV O N o

S CV (O AN I BRI w SN A W A RV I
= =

L il wo ]

[ )

=

===

FLEEA M thobeoeode ohe sk ok ok e she oA ohe o she e she o Ao she e ek e Ao 1

FRINT “Vevification" :PRINT
FRINT THBES);“XI“;THB(EU);"YI“;TMB(SS};“EJ“;TQB(SU);"YUﬁ
For I=1 Tk M
FPALEFTA 3 (M~1 %0 =10
Zx1=0:2%1=0:2xJ=0:2YJ=0

FOR H=l TO 7 STEP 3
ZHI=ZXI+CK I HIRCOSCHASBL YA RHL ~H
rf1~ﬂ:1+thH;AﬁINrH*HLJ*RH1*H DR
S _xJ+LhaHaAcourHAHLJ

ZYJI=ZV IHCK L H Y A5 TNE HiaL e
NEXT H

IR =TT CME L S RGOS T ShAL ) ARHL S M :

ZVISZY L/M-CMEC S ) %S INCSRAL) JRHITS7 T — -
TAJ=ZHIAHCME (S)IRCOS{ SHAL ) M SR

NUAIN Eor N e LNhlJl*bIN(Q*HL)/M

FRINT [3TAB(S) 32X TABCE0) 32Y ] 3 TaE: 25 VIERI3TABOS0) 3 ZYd
MEXT 1 P

S
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Vous voyez la que nous n'avons calculé que 20 coefficients
et concervé seulement 3 pour la fonction de transformation W,
Pourquoi?
Nous allons expliquer ce choix en €tudiant un exemple de matrice
gue nous concerverons également dans la suite. '

Soit donc une matrice dont les dimensions soht les suivantes
a=10; r=2; R=30 (1l'unité est le millimétre)

Avec ces dimensions le nombre de points minimal est 12.Des
essais avec 12 points puis 24 et plus ont montré la chose sui-

-vantePlus m est proche de 12 plus la transformation de 1'hexa-

-gone est meilleur,pllls il s'en éloigne plus la transformation
du cercle (R=30) est meilleur.Comme c'est l1'hexagone gui nous
intéresse nous prendrons m=12 et plus généralement nous prendrons
le nombre minimum.

Si m=12 W devra comporter 48 termes donc 48 coefficients.
O0r le calcul montre (tableau 1 page suivante) qu'aspartir du
5 ils sont tous en valeur absolue inférieur & 107 .L'influence
de ces termes est ¥raiment trés faibles par rapport aux premiers
et méme parmis ces 5 premiers des essals ont montré que CMK(2)
et CK{4) n'aménent aucune précision appréciable aux résultats
de la vérification {(tableau 2} gque l'on ne fait donc gu'avec
3 coefficients CK({1),CK(7) et CMK({(5) solent C,,Cy et C.; .

Pour vérifier que les ordres de grandeur des coefficients
ne dépendaient pas de la matrice, des essais ont été fait avec
d'autres dimensions.Les résultats ont donné la méme chose C,

CF et C . sont les seuls & devoir &tre concervés.

La fonction s'écrira alors finalement:

Z= w(?): CJ?“’ Cs ?;-f- C_?’_:f_ - (20)

guelles gquoi soit les dimensions de la matrice. r

o e o

et -
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Tableau 1
nints e las matrice
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1 = £
= o Sd1E Z. 8514881
z LASTEE S EFTSIE
4 E TEATE 2.451977
I LEEInE 11.14287
& & 28, eSS 1%.74aE
g s zs. 15.21922
= 3. 15,%4477
= 21, 20, PO2E7
1z oRLE =
4.3
z

T
£n s

"
i,
L)
5

=
[N

I

ho 1= EI7 = 2521 = CEdZe0n S
Eritication '

;
i I T ”
3 N 0 o9 1] f
= E ; et~ 2o S ]
3 155816 1.3947% o =S, 22115
4 B,S021%1 T 1EEE 5,022411
5 &, 32E4A1 5L GG24E 10 .93093
g F.anvssg oL EEAS a 12, 82921
N N a1 Uk 4,813 25 18.56542
=N 172 P10 23 15,0048
5 5. EFF4ED =1 21,07527
1000, & 15 ox, POSEE
115, 7. 16 24,2557 %
12 4, =, 19 25.SE793

Tableau 2-b
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[l 3. Calcu! des contraintes

Nous aveons dit en introduction de ce proiet que 1la
contrainte dangereuse était la contrainte de traction pour
laguelle il apparait une concentration aux coins de l'hexagone
La compression elle reste 4 peu prés constante et en tout cas
inférieur 4 P.La contrainte de cisaillement est elle nulle pour
‘jun cercle;nous pouvons donc conclure gu'elle le restera pour

l'hexagone ou qu'elle sera négligeable.

Nous avons €tabli au § II.1.6 et II.2.1 les équations
{(13),(14) et (15} qui doivent nous permettre de determiner les
différentes contraintes (nous étudierons essentielement la
traction) .Mais il faut,maintenant que nous connaissons les <c¢
écritures des différentes fonctions,développer ces équations
en détail pour en tirer nos inconnues.

i D'aprés Muskhelishvili (13) doit donner ?a ,donc nous
pouvons écrire:

| |G, +SE = dure Ralid (21)

Hypothése : g%L ezt veeldle .Si par cette hypothése des termes
on été omis ils réapparmsitrons necessalrement dans 90 .

Pour résoudre l'équations (21) nous devons utiliser l'équa-
~tion d'égquilibre en coordonnées polaires:

% [eoc]-s, =0

En y remplagantG} par sa valeur il vient:

C’r e Co~- 4 ?}'ﬁ/ = O [
¢ (< C¢ e o i

> 26e . He _ 4 LUY <o
C e Ty
> 4Ge = -2 dEf
2 €.1%) ¢
w’[g)




dont l'intégration donne:

b (-2 €8], 2
w(E)
G- & L, z22/%Y
| e w (¥ )

Tﬂ correspond au tube épais donc

pour f =ﬁ, . GE =-p et pour
(? =1, Se =0

<
ft

soit:

' f = -S% * 6)?z/[%u
— 5; wl%)
0 = C + £ 2%

w’(f/

1

- C - —_ﬁi
. ~- £

= L) LPLT L
= (%) i ¢)

d'old finalement:

- P
€lg) e G2 w9

(22)

i

¥
Soustraions maintenant l'éguation (13-b) de 113—a£ et
prenons la partie réelle,nous obtenons: ‘

G~ Rel) 2 ¢ - .jt = (%) (ﬂ),+ 4/,’/ }
‘ [ «18) f‘o‘-‘m[ | )

w %)

) .
Le terme ?{ étant constant sa dérivée sera nulle et en faisant
CU’
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comme seconde hypothése que

T

UE;: 2 (f;_{_ﬂ_
f‘\-

L w()

De la méme lfagon}é f =f: , Q}

_p- 2 ¢/[5) .

av‘[q)
P
i e
soit P Jo"
Vit) = 7

Voyons a guoi correspond le

> «(%)= C.

Fs
iiest réelle alors il restera :
;I

wig)
©7 (8

=-p implique-
st wtg)

to(g)

¢ W%
§T W (€)

7 e

?L

terme fﬂ.(:_;/?) .

e —

%\.

. B | . ]
?:ﬁ&‘o donc [%: f,c‘”p = f. = f ~ _f,__
TN
s =Tie) S TG £t s £ 1.
. ’ ‘g‘ . ﬁ‘& _ i
}
4
L BT o, 8T L TGS SGe !
?z 91 ' ?! f’lo

or ()]s

3




e (Z1g) = - &5

Nous pouvons donc constater gque:
'___, 7 fz'—)_(
(519) - - B
Ce gui donne alors:
N f@m}
/

et finalement:

Y. (C) = =P :(?) Co(23)

A~f &

Déterminons maintenant la fonction f£(%) avec 1'équation . %i-
{14~-a) en utilisant les deux fonctions gque l'on vient de trouver

- w(Y)

> PEL (g) . w8 RS e P ge)s (8
2 (4 £%) - «7%) UML) 7-§*

e(¢): -p «(9 (24)

<% -E[{)-: “P Z‘-’—{q%) par l'équaticn (14-Db)
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Il faut maintenant trouver les seconds membres des fonc-
-ticn ?1 et Yo et ceci en intégrant les éguations (15-a) ou
{15-b) sur la courbe intérieur (voir annexef).

Mais pour pouvoir intégrer il faut gue tous les termes
soient écrits sous forme de série,ce qui n'est pas le cas de

s

Er.?c ou f%-??.

Les deux €quations étant conjuguées,elles donnerons néces-— .
-sairement le m&me résultat,nous n'utiliserons donc gu'une des
deux seulement.Muskhelishvili conseil de prendre la seconde,
soit:

A NLE Yo, 4 [z e, 1 (29 4 E) dF
¢ ng ] wits) S-% Za; ) G- G‘ﬁ
c

Intégrons tout d'abords le terme de droite:

{ [ B dv _ —P jw(ﬂ&gr_ ﬁPf[c. G e $0 T
Z / ket : ot e e

L'intégrations (annexed ) donne:aisément:

s

4 B AV _ I Ao C-s
g =9 'D[ e;? - £ ]

Dans ce terme nous remarquons gu'il n'y a aucun terme.
constant et que les seules puissances de ? existantes sont-1,-

et +5.Nous nous arrangerons donc pour ne concerver dans, le memhee

de gauche uniquement ces puissances 1la.

1 terme:Nous avons supposé que ?7%/ Z} ? donc 11 ne

restera comme coefficient seulement a, eta;:

T

ha!

A4 é%[“ﬂ dv- - a, ?’+ dy ? (

Iy
. %S )
Zn; ¢ T-g ?1' _

“’“1
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Ceci ne signifie pas que l'intégration des autres éléments de
la série donne 0 mais ces €léments ne serons pas CONCerveé par
la suite,nous préférons donc les supprimer dés maintenant.

ZJ terme: Comme nous l'avons dit ,il faut tout 4d'abord
l'écrire sous forme de série.Pour cela faisons la division de
aﬂgj parcu??)suivant les puissances décroissantes,

ST p
Nous avons dé3ja vu que: E;;-(G'): _C_ff_ + C.;t.ﬁ_°+ C_“E.P:..s
. U- U"‘:P fl’-
et que: p ,
w () C v FGof - (-5
U—-‘
d'od < C:PY %
-—.(G__ - E% T‘t-; -+ -_fjlg_‘
C-u’lo-) < ?(7—9“—5_;{-_"1"
QT:?
‘ /%
Sle) | SETEsaficl S
> 4
W ¢ ‘
(o) FCra™ L G - SCeGT
La division (annexe 2) donne:
o () _ N Mz h}-s ‘
- '+ ——— - ‘+ e (25)
w () ST N Q3

Les terme suivants de puissances trop faible ne serons pas
concervé pour les méme raisons gque précédement.

(. | |
?Cff"a

—

;=

N,. C§F Csd
¥C+ 43(":)0:0

N, %, 86 _cifr, &8
7 VS YRS S Ve 433G L
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Fs
Il faut faire maintenant le produit avec ?:ﬁvqui s'écrig
-

’ nA
Qﬂ,[qj‘: ff:nca‘d”
Le precduit donne,en ne gardant que les puissances -1

@ () o) s Moiat Tag Nyt ABai Ny |, Moa, + Fay Ny +
w’ (o) NI - S 7

(~?% et +5:

-+ (!;La? N, + Ay Ny + A% 4, Ny)g §

Dont l1l'intégration donne:

T le) c(a (U-)___E_ _h.!: a,+ Laz Nz v 1Da,4 Ny - Ne «, +Zr3;ﬂ}3
Zm cwlo) ? cgc 4;

+ (‘fa Ny 13a,, 2.-1-’3 U ) ;

A Y
3: terme:

Yo (v)z = b

o A (Y4 . A ng
Lt ¢ 2T o ¢

L'intégration donne puisque la seule puissance qu'il restera
est +5:

Uile) dS . b, ?‘

LT ¢ R

Mais cette fols-ci nous pouvons affirmer gque les autres coeff1~

-cients de ‘V(¢9 sontacar cette fonction ntintervient gu'une
seule fois dans cette Equation.. :

Nous obtenons finalement 1'égalité suivante:

Fd
+

(., 8.
\

aa 3:,”_* Nioa,¢ Fd--r’uz * 1_3“13 ’\}’5 + Mz d, +:::.;.IU1)_‘_ ) -. . 7-
? %. % : " (26)

b E5- 4ol L.C ot
+(?;,h{+ rsaws ”z Aj )f é’ ; '+f3(-F H??F_E;I:o
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Ce qui conduit 4 3 éguations & 5 inconnues.

@- ar{g:z*M)i-?a; Mz+’3“:3“}s - __Pc;ﬁz
® a,l\ll' +.a?[?%+‘ff,?) = - PG 5 (27)

()E%+~7a* AL * A“3¢L3 Ajz;h /%‘”5 A) = *j%é%

M )
Muskhelishvili a montré gue l'intégration de‘%[cﬂase réduisait
4 un terme constant or:il n'existe pas d'autre terme constant
dans l'éguation complé&te donc cette constante est nulle ainsi
que bs.L'équation.GDdevient alors:

¥4+A)l+ /('34,,, N, + /‘)Squ,a Ny - —%55_

"Il reste tout de méme 4 inconnues pour trois équatlons.
transformons tout 4! abord ces équations.

—Pc?ff - a, N :
@ | 9= \ (28)
Fry+ § 7%
_CC'-—s-__ ¥¢*A/,._ {Da,q MU, |
@ = a"j = -ff“’ . (29)
A N,
En remplagant ces deux valeurs dans@ il vient: ;‘
' §
|
z O d
o8 te)- o (P D) 4 2 €S L2
,MJ +f“‘ N‘Z. /\jzf’la
&
AS s peef KL wu,]
z



Si nous calculons le terme(gfu - ;£ifﬁ) pour différents exemples
de matrices nous constatons z qu'il est & peu prés
nitl.Il est alors possible de simplifier la derniére égalité

en considérant de plus que %Mz M (vérifié par des

exemples) .

2,

= | e M*"/"Cﬁ TP—_SL_/'_/‘_*_ +/%A}3
f“’/u Nz

Ay (30)

Pour réduire le nombre des inconnues nous pouvons utiliser 1la
condition aux limites suivante: CL? est le terme gui jouera

le plus d'importance dans la fonction QW?#@I c'est lui qui
tient compte de'"l1'héxagonalité” du conkeneur,c'est a4 dire que
pour un contour intérieur circulaire {cas des tubes épais) a,
serait nu% les autres coefficients ayant une influence beau-
-coup plus faible peuvent concerver une valeur non nulle.

Mais= ceomment transformer 1'hexagone en cercle sans changer,
toute _les données du probléme.C'est possible en prenant gue
_r=a.0? A ce moment l'hexagone disparait et nous serons en pré-
-sence d'un anneau de rayons r et R transformé en un anneau

de rayon { et 1. lff].g' 3)avec (2= 252 .Bien sur les coefficients
Cy et N, ,N,,N, n 'ont pas les méme valeur gque pour l'hexa-
-gone.Nous les distinguerons par l'indice®?.Nous obtenons donc:

Nous avons ainsi supprimé une inconnue-

Nous pouvens maintenant & partir dea,, calculer par les équa-
-tions (30) puis- (28) puis (29) les coefficients a[, a*eﬂ:q3.

Les fonctions f[@/et %[ﬁ}s"écrivent a'lors.

Clo)e afon §eas foms § G W(E]=0



fig.3.a:matrice de départ hexagonale -

fg <’f;

fig.3.b:matrice de départ circulaire

.fig.3
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Finalement:

Cle)s L (4)+ L/8)
Vi) e Yarg)+ ¢ (¢

Ce gqui donne:

(// ¢l

w[f/f o, F?‘ oy ?-7* q/3~?¢34q‘1"§:5

2(4 f‘)
" ) sza f’f (; e ¢+ f"fkr o ::d 1|
| <& ?ﬂ[g) ' Z{_{__ﬁp) | ]; [/{/{’} j; [//,J:ijf{ /3; 'J?

(32)

Que l'on note pour simplifier l'écriture:

?[?J: (-/'?-"' ‘/’f¥+—?—-——% * ;”11“{!9 ;’9 {32y

Nous avons également:

W(§]= _:‘_f__ (%) +0

<= W(%}: -—_"E.:[C;51+ C?fwﬁu C-s f';7 (33)

Que l1l'on note:

s ¢ BT e
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Nous avons utilisé les équations {(13-a) et  (13-b) sur le con-
-tour intérieur pour le cas du cercle pour trouver les fonctions
(ﬁ(f}et U/,([).Ayant déterminé les fonctions complétes (f’[f/et '-I’[f}
nous pouvons réutiliser ces égquations pour trouver les valeurs
des contraintes réelles totales sur 1l'héxagone.

Prenons ces deux éguations une A une pour les développer
.en fonction des résultats déja obtenus.Commengons par (13-a).

G?'+(i; = 4Pﬁ2 _QZZE%/ -

Se+ ) o 4 A, [?’(?}. a_;_(f’)]

w18) ()

or cu’(f'/ w’/?} = /c—-’[f}/z = / f::_'h/?)/z module.de

o e 4k LLELEUY) g PIf) < (L)
[=c8)] fwr(9)]

Nous pouvons partager les différents termes en partie imagi-
-naire et partie réelle:

CU8): R[P1G)] + ¢ T [ €18)]
w (§): Re[&r(§)] « ¢ T [ &7(5)]

| v (e)]" = |571e)]" = {Rc[a:’[%}]}zfa (T%[F;?)7)

1

_— 1
= luﬁ[@)/ est réel et nous garderons donc cette
écriture,

GE}G; est alors é&gal a:



i1

c:(;+q;5:4ﬁeFR¢[¢f?)J+LD[?/€)]] [k L[{o'f%ﬂ]}
| ey

Le développement du terme sdpérieur de 1la parenthésé donne:

- ferety) ala ey mreve Ll
e [ Ael@18)] Tl )]+ AL T2 19)])

Et comme il ne faut concerver gue la partie réelle il.- restera
finalement:

q&’ 4&[?(%}] Re [T8)] — —-A«[?/?)] -LA[w’/‘z’/Y
/c«’(‘%)/

(34)

Voyons maintenant comment s'écrivent les différentes parties
réelles et imaginaires de cette égalité:

CF[?/ U, +¥1/? ?‘ /6«{3 ;“-{-/{lﬂjﬁj ?x.?
I

I
3

M n . . -
En sachant gque ? - f [m n&+e r"“"&] "}-0

?-n: f-n[@g (19—:: $rn 49] n>0

"d'aprés la formule de Moivre,.n0Bg§ pouvons écrire gque:
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= Re [¥18)]- U (7V5,"- %@)M59_f/3a,3f'i,,/z§+,/6%f'24f&

Im[(tp[?] (?\/f‘ f )9 5(94-/{'55( f)m’(zp.f/(‘ﬂa f M4P49

14 é
Nous avons vu gue: —c:l—?[%}: C; + ;IC‘; -ﬁ —~ SCT ;
: %:s fill

5 Re[ & (8)]< G +(’T7c?f;‘_ 5C+)en o
'-f/‘

o T[] (PG5 ) s 6

Concidérons maintenant 1'égquation (13-b) et prenons uniquément
la partie réelle des membres de gauche et de droite ,soit:

5-Se = Re|ZE [:::/%)(‘“‘U W)]f
£ (§) - évl‘z/ |
Appelons par ’{le terme entre parenthéses :

, ¢’ — F18) ’_f_ ’-
H. ﬁfm@,)[ (4) (ww) Qf/?/]
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Pour pouvoir prendre sa partie réelle il est nécessaire de dé-

~-velopper ce terme.
Toutes les fonctions utilisées ici ne dépendant que de ? nous

omettrons pour simplifier l'écriture de le mentionner,ainsi
nous écrirons ’ au lieu de ?7[?/ etc....

ZLLE ()]

o H?_. Z .Z Z" = ”Lu/_ (:_,I/ - %,]
= (o

o e L [T (et ple) )]

S H‘; Z? [_W(?I/,?U/'fww“’ (TI/]

I g [ww[q/w-yw)qk/:’/zw’y/']
B A P |

) 1 v
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- Notons !(-,;"L[_l-: %,1 | Z < 1’/

Notons également:

o o’ = f?z + v 2:%

R pour partie réelle

T pour partic imaginaire
P Plan)s Ryri T
A A )

H s'écrit alors :

He 4 [(RoecT,)[Rvi Ts) # e (Ro+<Ty)

H = A/?-'[(Kzﬁs T 15 +K4ﬂ¢)+(.(-2‘lﬁ3*:fl 'f""/—f-Tﬁ)

> | o e s Re (M) = 1 (ReR-Ti T 44 Ra) | o)

¢

d- Z}" = %—gtl): Lz‘/—i (I; Ry+ Iy Ry r 4, Iﬁ)
Car l1'égquation (13-b) s'écrit en fonction de H

Co-Se +& Gog= Re () « i TinlH)



-tuant H :
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\Il fant maintenant déterminer les différents €léments consti-

avec

a) Rz—f(;:zé b’ a:(fé).;;7(5)

-+

? ?? J?lo

s0y)- o8, &7, off

_— I o€
9’[@: Cov -——“?{ - 5;",'1?

Le produit donne aprés- simplification:

25 (§) &7 (8)= (Cir 265 ) ?ﬁ oSG8, WG R

?? ?n_.
_4ccs 8 5c% B

1o T ozz
- 7

‘Kz: (C,+2[;C-r)f¢db5 + ?(,[? ﬁ?-Ca;?& .1.

+¥(.?f e ld _ G Gl eaSE _ 261 en
—}??r- JTH %

!

(36)

et

Ty= -(Cr2GC)fn8 866 S, sm 78

57 5

- '7(;},9”;4;.. 738 - 485 10 SO L Sy Sam A78

(37)
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D R E Q) wt) - 18). 18 ]

(f;/(ﬁ): (.),+ ﬁ%;i %_*/3-‘!4;';/3%’ fIF

v (l): C - ;24;‘_ S;(r-r

o L) A s s, 8

) ST s

Le produit total donne en né%ligeant les termes de puissance

supérieure a 13 (f"’ =5,73.10 pour la matrice de notre exemple)
’

RS{—JT-,: LZ0 [C;W,-(‘_rlf,].; - %% [VV,C,- (./,C-y{;] -+

P[426N 120,60 - 4170 0, €. 787

+[456 aC, - 2280 o, 0] 5"



47

D'od finalement:

Royz 4Z20[Cot - C.o V[ [ en 8 ji—?[”/""‘ UCyTen 56 4

¥

H[42(CN-UCo) ~ AP0 wfy e[ [T O 4

+[/{§5 s &, ~ Z2F0 ayq (o ]fnm'/3z9 (38)
et:. ‘ ‘
T,- ko[- C V] fome - ’%_f_[zxu,c,ﬁqa,.]mfﬁﬁ‘

~J;‘2(C|%“L4C%)— AA % qng:EYJf?-Pthé +

+[AS6a,, C, - ZZ%0 a/,'C-,.Yfm grln 435 (39)

o ReiIs FRer(g). @)
Nous savons déja que:

W) U Yo, UpEF
! ¢ 7 4

ot (8- C v TG 5 - ,S?K;

.:-> ,l{/’[/; -__U_z__zygfs% ¢
B TRy
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Le produit donne:
Ryvi L= -(uc b8 + 28 W g}
p . : .
+(SVV25,-:’ZU1{+/§ + [5(-,-(/2..}%(,)/;/;/*
+ 3y Wé_[} ? 2 - :Ss'bgtﬁr. A

;VZ

Que 1l'on sépare en partie réelle &!et partie imaginaire I% 2

&E [U Cot 48V Cs + ZS Wy C5)

-r[(s WLCI - (f)_r(+ 5¢-rUi - PhC, s {‘5 +
/ f(
CAS[hCs L WG [ ] en 128

(40)

I:[(%’%C,-Ml;ﬂj‘_ Sufr- C]pan’&+

+ 35[W[ f'z )’i S £ 2B E(41)

-

Nous avens ainsi déterminé tous les membres de droite des deux
équations (34)et "(35) .Tous ces termes seront calculables
facilement et rapidement par l'ordinateur car leur é&criture

et préte pour la programmation,c'est & dire que 1l'on peut les
introduire comme elles sont écrites ici en changeant seulement
par endroit le nom d'une variable .Gr&ce & ces deux égquations
on peut directement tirer Sp (la contrainte gui nous intéresse
le plus).

Faisons (34)+{35) et divisons par 2, il vient:



4.9

_ 2 R [P R (8] - T LOLE)] T[T 4] . RLN]

(42)
Ky

Rappelons gue nous avons noté: fuﬂjg} IGJIQJFE‘(

i
|
|
}
|
|
I
|
|

Dans notre calcul (programme) nous n'utiliserons pas cette for—
-mule mals la formule approchee suivante ,car R¢[H F’

o2 Rl @?q)],ffaia‘f(f{/z{- L L8] Do L704)] Pl a2
4

L'éguation (35) permet de tirer pour chaque valaur de G:;
calculée, la valeur de G‘au méme point:

: Cos I - A SH Nous avions déjad |5 _ :’;c\ ‘['H]
Tb € (=4 Cz! ](43) (-2 Z. (44)
|

|

En gquels points allons calculer(:b ? :

Il serait judicieux d'utiliser les mé&me points gue pour la dé-
&termination de la fonction de transformation.C'est & dire que
nous aurons m valeurs de<:95ur'un pan de l'hexagone.Le program-

fme peut enfin &8tre achevé (annexe 3 :programme complet) et il
Sera prét pour des essais.

| Mais un probléme se pose & nous maintenant.Comment vérifier
ue l'équation (42') donnera des valeurs correctes?Ou autrement

3it,n'avons nous fait aucune faute de principe ou de calcul?

$ La vérification est possible en revenant aux tubes épais.
1ous avons vu lors du calcul du coefficient a_q qu'il était pos-

<sible en introduisant comme valeur du rayon r, r=a %t 1'hexa-
igone devient un cercle et ainsi la matrice d'origine n'est plus
exagonale mais annulaire (tube épais) de rayon intérieur r et
extérieur R que nous transformerons,par le calcul,en un second

anneau de rayons e,et 1.0r il existe une formule toute 51mple
uli permet d'obtenir directement G‘ elle s'écrit:

2
o= Pt [,,_‘_ __".] - < R

R*- %

Pour trouver la contrainte sur le cercle intérieur nous
prendrons x=r .Nous comparerons ensulte cette valeur & celle de
l‘ordlnateur Nous utiliserons notre "matrice exemple" :a=10
=8,660254,R=30 et nous prendrons p=700 MPa.

r

Remplagons ces valeurs dans la formule précedente.
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Il vient alors:

2 T
| So - Yoo (%.660254) 1. (>0
| (30 (3.46 6 25¢)™ (3.¢6025¢)"

o Gps 23 2727 P

L'ordinateur donne pour sa part:

L'écart est donc presgue nul,
Vérifions également avec la contrainte de compressunlce Pour
le contour intérieur d'un tube épais elle est constante et

aut tout simplement -p soit ici -700MPa.
'ordinateur donne - lui:

[ I~ I

écart est é€galement négligeable et nous pouvons donc conclure
ue les formules sont "exactes"” et le programme correcte.

ie]




Il faut maintenant utiliser ce programme pour des matrices
réellement hexagonales,ce pourquoi il a été congu tout d'abord.

Nous fairons deux séries d'essais.
&’ : )
1 =série: A pression constante nous fairons varier le

?k sér

-sion p . .
Ces deux variations devraient nous permettre de voir les effets

respectifs de r et de p dur la concentration de la contrainte

aux coins de l'hexagone (il est & prévoir qu'elle est indépen-

-dente de p).

rayon r

i

€: A rayon r constant nous fairons varier la pres-

i

b1 série:

r=3 =700 =2 n=Fa0
i EoZ.922R 1 SSA,ER09
2 252 . 2875 ey oET . o5y
3 oo, 9521 = 055,621
& 245,892 4 254,0853
il 25,1331 > 2532.1745%
b a2, 85185 & 202 TEES
z SaE,B1E85 E DERZ.TERD
o maE, 1311 o« 253.,1748
=) Sda ., a9 5 =54, 0253 }
10 anl . 2951 0 555, 821
11 T2 .2ETE 1l Z87.581%
1z 5z 0223 iz Sna,.oEls
r=1 p=r0d r=lE-2F p=7040

1 PP o 1 FRID
& = EFEE 2 4443
= Z L PaEE = oa7E
& S50, 4084 4 4001
= S09.3938 5 pepel )
e 53,8742 & & 1ar:z
7 57, To5g 7 Y FECD
= 57153 g = FEAE
5 858 . FLER 3 2rzz
ig S8, 4302 10 =2Ed
11 AT P 13 24321
L2 S0, 2929 1E 5431
1z E56.4502 LE 9234
14 BIE.FLEZ 14 arzz
i3 QETLIDE 15 7245
1 857,789 T Ze0o
L E5E. 574 17 a5R.1572
15 aEn, 554 =] o, f234
15 BRO.E 15 =5l 4001
20 2el. 7 Y LEE7E
=1 BEZ.S 21 L4494 =
e aer 2z S FEED




L q

i [ 4 .

| 2 série:
i

: r=z2 ‘p=904 r=2 p=lidd

' 1 1102,.8%21 1 1345,198

i el 11G2.562 z 1247.521

i = 11GG.085 = 1344 ,547

i 4 1058,111 4 1242.139

' S 1056.24 ] 132440.703
% 10598.,.41% 5 1346.062
7 189&,415 7 124G.082
=] 1026,.34 g 1%40,703
o 1G95.111 3 13242,134
10 1160,085 1o 1344,547
11 11G62.568 11 1347 .5&21
1z 1103.851 1z 1z43.198

—~
H
PJ

p=1300

-
1
[l

=]
I
[y
L

fn
[ua]

15%4.508 .
18532.557 .
13895.011 .
1585.153 .
A T84 . 468 .
15325.71

1583.71

1584, 468
13586.1559
1%589.011
1552.5597
1524.5068

A ER I~ ol U PR I LN o O v B 1

i L UV R Y0 BN v R (Y OO EX I LN B

FLS I v

S B R R R R RS RS et ped
0000 0 00 00 00 00 0 G0 0D 01 0
DU U O B L % B O I PV TR TR A TN I
LEUTRSS B U e B 2 o B (RN B s e T B B U0
[andl el B v I SN 3 B A N v AR I e S
Y I LRI N NI LR B DR OO L

Lt (N 0 BN A T ) I PR I (O o

P B




53

ITI.3.2 INTERPRETATION DES RESULTATS.

e - .
i série: Nous constatons quecsé est maximale aux coins
de l'hexagone et minimale au milieu du pan (fig:4) ce qui cor-
-respond bien comme prévu-d4 une ccncentration de la contrainte,

et cecil guel gue scit le rayon r.

"r a une influence sur la valeur maximale.Plus r diminue
plus ce maximum est'grand.On peut évaluer la concentration &
l1'aide d'un coefficient dit " :." factelr de concentration" et
qui est défini par:

S max
S

c=

Si nous le calculons pour les 4 exemples nous obtenons:

Pour r=4 , ¢=1,0026428
r=2 , ¢=1,0038397
r=1 , ¢=1,004279
r=1

0 , c=1,0047229

Nous constatons que sa valeur n'est pas importante (<X1,5)
mais nous voyons gu'elle augmente guand r diminue c'est a dire
quand les coins deviennent plus marqués plus "anguleux".Ce fait
est bien connu des mécanicien gui utilisent habituellement les
arrondis pour diminuer la concentration des contraintes sur les
iéces.
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29€¢ série:Nous pouvons y incorporer l'essai précédent &
r=2 et p=700 MPa

Pour p=700 c=1,0038397
p=900 c=1,0038399
p=1100 c=1,0038396
p=1300 c=1,0038398
p=1500 c=1,0038399

Nous voyons gque la concentration est indépendante de la
pression.Ceci €tait a prévoir car le fait de la concentration
est dd 4 la forme de la piéce et non de facteur extérieur.

Nous constatons aussi gque la contrainte de traction est
toujours supérieur & p et 1'écart entre les deux augmente avec
cette pression.Les pressions habituellement utilisées wvont de
600 34 1500 MPa .
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CONCLUSION

‘Cette étude a permit de déterminer 3 choses,

Premiérement:La possibilité d'utilisation de la méthode
de Muskhelishvili pour un domaine doublement connexe.Elle nous
a donné des résultats satisfaisant du point de vu de la préci-
-sion (voir le contrdle & l1'aide du cercle}et le programme que
nous avons €laboré est utilisable pour n'importe quelle dimen-
~-s5ion de matrice hexagonale ou méme circulaire si 1'on prend
pour r la valeur : J3

Deuxiémement:La détermination des contraintes le ldng d'un
pan de l'hexagone,ainsi l'on peut savoir guelle dimension il
Faut donner & la frette pour que la pression gu'elle créera
uisse contrecarrer la traction calculée.

Troisiémement:L'Eévaluation de la concentration de la con-
trainte de traction en fonction du rayon des coins de 1l'hexa-
“gone.Nous constatons gue ce rayon dolt é&tre superleur a 2 pour
gue sont influence apparaisse clairement.

Dans tout les cas cette concentration est faible et ne
emble pas &tre un danger pour la piéce.

[6)]

Ces constatations nous ménent & prévoir deux| suites
peossibles 4 notre étude, {

La premiére serait de calculer la contrainte de traction
sur l'hexagone apré&s la pose de la frette en fonction de la
pression qu'elle créera et de la pression intérieur toujours
présente.

La seconde serait une généralisation de la méthode a des
formes de conteneur variées telles gue pentagone,carré,trian-
-gle ou autre .Nous pouvons prévoir dés & présent que plus le
ngmbre de cotés est petit plus la concentration sera grande.
Notre matrice avait pour sa part une forme qui était encore
trrop prdéche du cerxrcle et c'est pour celd que la concentration
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€tait faible.

Nous espérons gque cette étude sera une contribution posi=-
-tive a la résistance des matériaux et la mécanigque en général.
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ANNEXE 2

Division & (%
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ANNEXE 3
LE PROGRAMME KOL-MUSK’

Le nom de ce programme est une abréviation des deux noms :
Xolossov et Muskelishvili.

NOTATIONS: .

Nous allons plus loin l'utilité de REPERE.

’ ’ - DEN
¥ GA
XI,Y¥I:points de l'hexagone

XJ,¥J:points du cercle extérieur

RHZ2:rayon du cercle intérieur de la matrice circulaire
servant au calcul de a a4 .Ce calcul nécessitant la réutilisa-
-tion de presgue tout le programme dans lequel seuls changent
r,donc nous avons créer un repére,REPERE,quil est égale & ©
lors du premier déroulement (normal) du programme et gui est
changé en 1 (ligne 1430) pour le second passage.

fL—— > &ru2
Nous avons utilisé (lignes 530,580) arctg (ATN) au lieu de
arcsin que nous avions écrit dans la formule (page 24) car

l'ordinateur ne connait pas cette fonction mais uniquement
arctg.Or:

. _ X
ar051n(x)—arctg(3Tf§¥ﬂ

Ce gui nous a permis de l'utiliser sans problémes.
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PROGFAAME  FKOL ~TILSE
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SR PHULHEE LT GHUTLL Les contraintes de compressions oo, "
SHORUR "de traction 5t et de Cisaillement T prodyyt=s par

20 FEM "unE pressioen Fosur le contaur INTEYi1eur d unz "

10 KEN "metrice de filage a tvrou hewagonal en Fanctiog®

P10 FEH "de ses dipensions a,r R Luariablez)
S0OFEM "Le caleul se faisant polnt par point a1l
FEM “"de anheasiy leur nombre,m,

FEM “F peut egalement varier.” :PRINT (PRINT

W

A puwzzible

PLq e b S N e S O e )
i DIMENZIONG DE L METRICE !
PRI oddieroh kb b deoms s s ok bk Aok ke e Rk e A ke ok e e ok ek ok sk ke sk ook b b ke o

1
ot fore ae 1l hesagone a= " ;ml
IﬁFUT "Ravon de- eedrbure dee coins t= "
T "Rayon esterieur de la malTloe e
it
Al =ROESY B8 ) )

il =R oG EEL .
FRINT "le nombre de palnts m doit €tre Superledr ou
LHPUT “Mombre de points conelideres ms " P PRINT

a
[y
W
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“30

8400
®10

Fly R A KRR R AW R AR R AR AR RO A Rk R A R A AT A R A KA AR
REM " COCRLONNEES DES POINTS DE L& MATRICE (UN SEUL PabN) "
RO sheoke oo she oo ok oK o 2 3k R 0 e ok ke o R 3 3Rk ok s o e b oo ok e A e ke ok ale o ok e ook ke ke e ke

DIM XICMI;YTOMY  XI(M) YT (M), CKC40) CMK (40 ) , COKE40) , COMKI40)
REPERE=0

GUTO 390
RO=H0%3" 572
BE=ATMURD/ 2/ (A0-ROK3~ . 5/6) )

L=fl - 24R0/3° .5

A=l /RO

1€ REPERE=L THEN 440

FRINT 1= *;LiPRINT:FRINT L

FRINT TAB(S),"XI(I)" sTAB(Z0) JUYI (1) TAB(35) ;" XJc 1) s TRECSO) 3"y JCL)

1 HU=0

DEN=(]

FOR =1 TO M —
L=P1/3/(M=10k(1~1) -

IF wL¥BE THEN 450 ELSE S30

IF GL<(PI/3-BE) THEN S00 ELSE 570

KI{11=A0k3~ .5/ { TAN(AL 1 +3~ .5}

TICT =K (1 )hTANAL)

BOY0 G40

GA=RTR RAKSTNUAL) /SAR (1 - (RARSINCALYY~2) )

KICLy=RO*COS (ALY *(CO5(0A)+RAXCOS(AL) )

71011 =RO*SINCALTES )

GOTD 640

IF aLsPI/3 THEN 620 ELSE S30

Ga=ATHLRA*SINCGPL/3-AL) #SAR {1 - (RAXSIN(PL/2-AL))~2))
MICT1)=RO*{SINCPI/3-AL)XCOS( GA)+SINCGAY*COS(PI/3- AL ) IRCOS(AL)/ STNCE1/3-AL)

Y10 1)=X1(1 ) /COS{ALIRSINCAL)

GOTO &40 .

¥I(1)=(L+R0OIXCOS(AL)

3 YICI)=¢{L+RO)I*SINLAL)

IO y=R1xCOSEALS

Y1 )=R1IASIMN{AL Y

IF REFERE=1 THEN .710

PRINT 13TAB(S) jXT(1);TRE(Z0) ; YI(I) P TARBUSE) jXJ L) s TAB(S0, 5 I(T)

REM " RAYON DU CERCLE INTERIEUR DE L &RNEAU ¢

NUM=NUMEXT (T J*COS(PIR(Z*I-1) /6 /MI+V I (I} HSIN(PLIACZN]=1)/5/M)
DENSDEN+XJCT 3*COS(PI*(2x]1-1)/6/M)}+YVI(ITIXSIN(PI*(2xI-1)/6-M}
MEXT 1

IF REFERE=0 THEN 770

EHz=NUM/DEN

GOTO 880

PRINT tPRINT ) . : .

RHL =NUM/DEN

FRINT “Rhe 1= " jNUM;"~*jDENj"= " ;RHL .

PRINT s PRINT
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G306 REM " COEFFICIENTS DE L#& FONCTION DE TRANSFORMATION *
Ba40 REM ¥ ekl sk A sk vk o v sk e ke o v Aok vk ok ke ik v ok a7 ke ok e e sk e o oA ke ek
830 -
B8t PRINT "Caleul en cours"
870 PRINT TABL20);*CK(J) " ;TAB(45) ;“CMR(J)"
&80 FOR J=1 TO (&*%M-2) STEF 3
830 IF J>28 THEN 1080 ELSE 900
900 51=0:62=0:553=0354=0
910 FOR 1=1 TO M
920 PLl=COS(PIxJIk(2%]-1),6/1)
930 FZ=SIMN(PINJ*(241-1)/6/M)
940 S1=534XJ{1YRPL+YIC I I4P2
Q50 SA=SE4XICE ) RPL4YI (] )4P2
950 PL=COS(RI*{J+1 )% 2Kk —11.6/M)
S70 F2=SINCPIXCI+1 YA 24 -1)/6/M)
SE0 SI=SIHXI (IIKPL-YI (1 1%P2 “
930 L4=SA+XJCLYRPL-YJ( ] )%P2
10066 NEXT 1
1010 IF KEPERE=1 THEN 1050
1020 CK(J)=81-32kRH1" ( 6xM=J)
1030 CME(J+1) SSIRRHL“CJ+1 ) ~Sa%kRHL A ( &M
1040 GOTG 1070
1050, COK{J) =51 -52%RHZ" ( 6%M-Jd)
1080 COMK(J4+1)=83%RHZ~ (J+1 ) -S4%RHZ" { 6%M)
1070 NEXT J .
1080 IF REPERE=1 THEN 14&0 ELSE 1050
1099 FOK H=1 TO 23 STEP 3
1300 FPRINT H3TAB(L1S) jCK(H) ;TABC IS j (H+L) jTAB(A0) jCMR(H+1)
1119 MEXT H
1129 FRINT:PRINT
11320 - ‘
1140 REJ\;I " sk e she e she el e A ook e A e A e A A R ek e ok
115G REM " VERIFICATION DE L& FONCTION ©
Y150 RE"’] "*;kvk***'k'k'k*:k'k'k***'k'k**ﬂc*‘k****t*"
11zo ¢ .
1260 PHINT *Uerificetien's
1190 FRINT TABCS) ;"X1";TAB{20) ;" YI©
1e00 FOR I=1 TO M
1210 BLaPi A3/ (M=1)%(]-1)
1220 ZxI=012Y1=0:1ZXJ=0:ZYJd=0 »
1230 FOd W=l TO 7 STEP 3
1240 ZHI=ZXI+OK(HY X COS ¢ HeAL YA RHL ~H
1280 ZYT=ZYI+CH(H) %S IN(HkAL Y *RHLAH .
1260 ZXJI=ZXJ+CK(H} *COS{ HrAL )
1870 ZVI=ZYIPCKEH) R SINC Hi&L )
1280 MEXT H -
1250 Zx{=ZX[/MHCMK(5)*C0S( S*AL ) RH1*5/M
1300 2{ =Z¥ 1/M-CMK ¢ S)%SIN(S*AL ) /RHL5/M
z3J
L

KM THE(SE) 3 v

1310 =ZXJMECMR(S)#C0S( Skal ) /M

1320 ZVILZYIAM-CMECS IR SINGSRAL I /M

1320 PRINT l;TAB(5JiZX];TAB(ED);ZYIiTAB(35);ZKJ;T%B<SU);ZYJ
1340 NEXT 1

1350 PRINT$PRINT

1230 7
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INPUT “Pression 1nterieur p= " ;F:iPRINT:FRIMNT
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