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Sujct: %i‘udc de la distribution bidi mensiomel

g des ttmperat ures dans

une plaque plane finie .

Ecsumé.‘}b ans ce projet on se pose d’étudier la distribution de
temperatures dans une pleque finie - A partir des notions
fondamentales dutransfert thermique dont |'essentiel est

ex posé dans ce projet on aboutit a Vequation dellLariace
dent |a solution denne la variation de temperature dans

la plogue . Pour resoudre Cetle équo&ion on a fait appel
Qux méthodes pumeriques .

+ A study of tweo dimensiona) temperature distribution

in a finite plane surface .

. The purpose of this project
temperature distribution in finite plane sutface .
Using the fundamen tal princi pales of heat transher
of which a coneise summary is given here we get
the tcmpératura drstribution in the

|s to determine the

form of W RPIACE
equation . To solve this equation recourse is made to

Numerical wmethodes .
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INTRODUCTION

!.es iats de la transmission de la chaleur gont

d une impartan-ce. dééﬁ:rmiﬂamte pour t’et
et le

Ude
fonclionre me nt de nombreyszes formes

de Eenerateurs Jde Chaleur, de,feurs, de.

Fechauffeurs d’aahaneavm et de Condenseurs

Utilr see ﬁammuwémaw% doans Uindustrie .

C'est ainsi que dans ce projet neus nous
propesemns d'éetudier |g distribution de

temperature dans une plague comme étant
Uncas simple dy transfert de chaleur pouyant
Avoir Lien dans chacurn de ces apporeils.
ans {‘2tude de ladiskribution des -E:e.mpéraita;ﬂ g
le Succes de la sofudion duy prf)i‘:lémg déf::v:af':.{-{_
de o hypotheses et ciei.ﬁfp{m;a!ig{{:aﬁﬂﬁhs
Consentiees .
Il est présqﬁa Lm;ms.s,ibm de décrive
par{aitement un phenvmene physigque , et,
Guelques approximations Sent necessaires
pour meltre UuUn pvab‘ééma Seus forme

- ~ -
d’eguation s pouvant etre resglues .
i H

, 1



Dz ce us'-ai.t, nous allens @xpaser les notions de cond uckion

de fagon generale , et & partir de ces notions fondamentales
nous aljons etablir une zquation qui donne La distribution
de temperature dans la plaque Consideree.

Cette equation pourro alors etre traitee par des
methodes analytiques ou numeriques selon

le cas.

"OPP"Oche analytique est recomman dee pour

le s Froblémas relatifs aux systemes donkt

lo forme Geometrique ek les Conditions aux
limites Seont Simples.

Toutefois lorsque la Jorme gzometrigque Ou
les conditions aux limites Sont Complexes,

lga methode analyéiqut devient {rop Cbmpﬁquéf*‘i-
Dans tels cas, recours est Sait habituellement
aux methodes numeriques dent les solutions
S5aqns Pour autont €tre exactes pel-w"!e*‘!t avoir

3 _ /4
¥1g) degr@ de Préc:s:on §s>re au prea!able.



I- GENERALITES

L 'y a 20 S tellement LOngtem]DS,un Letude

Systematique de transmission de La Chateur,

entant que taLLe, nexistalt pas .

Ay paravant , Ce nlest qu'a L'occasion de Uetude

] ”~y .
aes Choaudieres | de fours , des chaujgages et des

‘[aniLuE:'ons, qu'a ete abordée (e transfert thermique .

Avec Leg Giév'eLt?ppe,mcnt Prodt'g:'eux des techniques
modernes , Le Cham’o,s d’afo,,o Lication dy [orobLe:me
de

trqnsj.e,rﬁ {her—mique C’est Considerablement
etendu. |

le transfert de chaleur peut etre defini Comme
Latrans mission de L’ener,g:'a d'une rég:'on a une
Qutre sous L'influence d’une -difference de
{.ew.}oérature :

Lemme Les ecarts detempératures existent

clans toyt U Univers , Les ]ohénoménzs d’écoulement
de chaleur sont aussi un/verselS que Ceux associes
aux gtt rackions de éaraw'tah'on . Cepenciant;
Contrairement o La pesanteur L’tf?,c.otgl Lement de

Chaleur est rég; non Seulement par Une tetatipn

3



Unique | smais pLu{:St [par une Combinaison de
differentes Lois physiques indéFendanEc_s.

On dt'Sw‘.ingue- ginéraLement trois modes de

transmfss ion de La Chaleurv :-

- Conduction
.. Convection
- Rayonnement

A. Conduction

La conduction est dé}:’m‘e Comme
etant le mode de transmission de La chaleur
provoquée par Lo difference de temperature
entre deux rég?ons d'un mitieu ( Souide ,Liquide,
Gaz), ou encore deux milieux mis en contact,

L h'y a pas de de’pLu cement appreciable des

molecules .
2 - Convection:

La convection (mplique Lle transport
de Lo Chaleur par Le méLange, d'une partie d'un
fluide avec une aufre parkie de e dernier.

Le mouvement du fLurde peut etre enkiiremght
da o la difference de densite resuttant des
diffeventes de Lc.mpir*ai’ure ou etre produ{t

4



par des moyens meécaniques .

l'energie est aussi trans portee simultanement par
Con ductiviy meoleculalre eJ', pour Les miLieux trans parents
par rayannament !

3. l“?.uy ennement *

3 royonnement est Le mécanisme
par Lequel la Chaleur 4e transmet d’un Corps a

haute température. VerS aMn autre a' basse

]
o

L 2 v r)é,ra{—.ure,, Llorsque ces corps Sont 56,90&'55

dans L'espace ou meme lorsqu’un vide existe
entre eux .

Le £pvrme « Rayonn.e:mant » est générat.e_menl: appoque:
o' toutes sortes de phenomenes d’once etectvo -
rmagnetigque ; mais dans La transmission de
Chasieuwr Les seuls phénomenes quiont de Uinteret
Sombt Ceux qur resulient d'une df{;ér‘eﬂCﬁ de
“\'i.e--mi-:.'é.rqture.. e{:qui peuvcnt traﬂ-'ipﬂri‘e-"" de

L' eneroie a' travers Aln miLieu transparent ou

.,

Y

i trovers U espase .
Dans pilusieurs cas se presentant dans La nature,
U ottention sera portee Sur Le fait que non

seul ., mard pLusieurs me canisMesS

Seylement un !

oy mu Ltanemgnt €h ] el ¢

5
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I-4-

Conduction .

Lz mode Le plys rencont re dans L'industrie eost
La conduction , Car celte-ci est definie comme

y | T
L ecoulement cde La chaleur a' Ujnterieur d'un

Mulreu { Solide, Liquide, ou Gaz) d'une re;g fon a'
haute tem}aéraéur& Vers Une autre o basse

temperature oy differents milieux mis en

contact Sans dépLacement appreciable des

,‘nor&i Cules.

Lo conduckion imFL.'q ue le transfert d’energl'e-

Ctne tique d'une moléecule a' une autre molecyl e

adfac.a nte , Clest Le seul mecanisme d'écoulement

Calorifigue dans un Solide Opague.
Dour certains Solides {:ra.nsparents tels Le verre

.

et Le quartz une partie de Uenergie est

&
Eransmise par rayonheme.nt ausst bien que
par conduyction, avec Les caz etles Liguides
]

La convection et e rayonnement peuvent
S’aJOute.r a La Conduckion.

T2 Lo Fondamentale de lg Conduction.

En regime permanent, Le mecanisme de Eransmission



de La ¢ehaleur par cornduction dans une seule
direckion est donne par Larelation simple de
Fourier :

q:-KA&ﬂ:

ax

q:étant La quanti#é de chaleur s’écoulant dans
La direction de Uaxe des X,

A: Uaire de La Seckion & travers Laquelle A’éc,ou Le
La Chaleur parcenduction , Cette seckion etant
mesuree perpendiculairement o La direction

du fLux fherml'que..

K: Conductivife thermique du materiay , g ut

peut varier d'un point a Uautre d'yn Corps,

Seit direckement dans tes solides no n hurnoge‘nes

K=z K (."’f--;';},i‘,) ; ot indiredrement a'travers Lo

ié.m;:érature, K= K(T).

._:{l_; = le grqdftﬁ't thermigue Ie!ong du trajet
parcouruy par Ce {lux Calori§ique .

pous conviendrens que le sensS des x crocssant
Sera;t le Sens Posif;:‘f de |"ecoulement de Chgleur,
en outre , Comme le deuxi€eme principe de La

{’hm’m@dy nc;m:'q ue t'ntplique, que la Chaleur

Alecoule des Po:‘nfﬂ les plus chauds vers les

peints les plus froide ;le flux serait donc

4



PM;{:I‘S lorsque lepradient de température est

i’iég at :'5; :

- Walt) A £
I3- Lequahon G,enu-ale de La COnduch'on .
L'2quativn C_OmFH’:R, ex primant la continuite de

RS '
l'ecaulement de la chaleur a travers unsoirde

Alecyit -
= . 1]
S (kB )5 () deee 55 0

Uobtention de cette équqt;'gn repose sur trois
hypofheses -
- les bchqnées de éhqie.ur ne 'Pro;uf.sent que des
Variations de {,e.m[:émturc.
k! hypothése de Fouwrier q ui peut slecrive .-
9z ~ KA 2
X
_ oans le cas ou le sys..l-emt. ,0U UNne qu{:{& de
celui-wi est Composee par un {tuide , ce dernier
Nne Sdbira eas de wmouvement Sponfami de
la Chaleur .
Le ‘}e_rme.@' est la quantike’. de chaleur pradui\z

par i’um'he: de volume el loar unite de tem PS
H

en tout point du Sy steme | par des Sources

L 3
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de chalewrimkernes .

La Condactivite thermique -K. est Unc Carackéristique

locale du matferiau Considere. .

tlie 4'ex Frimc. en Wa,tt/ o et varie essentiellement
m.K

avec la +tmi9’¢m ture .

Dans certains Corps anisotro piques (comme le bois)
K . dé;oend de la direckion.

_Sf le 5y5l’éme. ne Contient Pas de SourCe,

[fé.oluatl'()n - bk Ae reduit a L'équa{:th de
Fourier pour un corps homo%éfne.‘.—
il p ‘_‘a"T ’ % il § fe. 2T ("’2’)
A N A T

P . -
Dans le cas d/un regime permanent et en

absence de Sources de chaleur, la rapareition
des tem peratures pour un Corps homO.gene,

deit satisfaire o l'éguation de LAPLACE :-

2
-'atT = ?LT + L ] b 0 (’13)
= '}a‘. -}at-

T.4 Differents Types de la Conduction -

DG'\S la praﬁque. ,On rencontre plusieurs cas
de Conduction tels que la Conduction

Unidimensionnelle ». brdimensionnelie et

9



tridiumensionnejle , Selon Ces cas la tem Pératur-e.
et le 5lux de chagleur varient en .}onctior}

de la ‘géométrie_ )

Ld-4- Conduction Unidimensionnelle -
Dans ce type de conduction le flux de
Chaleur Je propage cans uUne Seule direciion,
et lao {e,mpé_rn{:ure, Ne varie que Selon |’'axe
"Ox"') Cemme le montre l’équation Sutvante:-

- il ,
e = L4} /

lte calcul du flux de chaleur e calcule seion
la Lloi de Fourrer
& Nl
dx
le cas le pius Simple de I"écoulement de
Chaleur Unidimensionnelle est la conduction
a travers un mur plan, des cyLindreS

Creux ef fnffm‘s .. etc.

42 . (onduction Bidimensionneiie :-
le flux de chaleur e propage

L 3

10



L

dans deux directions:-
- L'une suivagnt I'axe'x’ alors l’équu&ion duf!ux
de Chaleur A’ ecrik:-

a: -x4, 2T
" 29X

Lauwtre suivant 11 axe “’-vj_": 'equation du {lux de
CNaleur est: Voir Fig-3-4
o= KA ST
- Latem Peraturc AUSSI , yarie €9 fonction de x,j
('est o dire T= T(x,y) d‘ou |’équa£ion de [aPLAcCE:-
lT &
AN L RS (45)

PRY ?az.-

le Flux resultant:

E)? = Eﬁ:«. + Zf‘}

On Peui*' prendre , Comme eXxemple
le s parois d'un cylindre Creux de,goib!e, hauteur

bu la Conduction a' travers une surface formee

par U intersectioyy de deux vnurs .etc ..

1



Ty.3 Conduc{}onTr.l-dimens{onneHe,
La temperature varie .suivant trois directions X,y
ei'5 et de meme pour le flux ‘de chaleur.
d‘ou lequation de "Laplqce, A ecrit:
i1, T i
BXY LD A T A

=0 (Aé)

Comme exemple illustrant le 3% cas de Conduchion

On d“‘“”guﬁ entre autre |q Conduction de chqleur
a Wavers une surface formeée par Vintersection

de d{rols murs .

12




1. PoSITION Du PROBLEME

Notre probleme consiste d déterminer La
distribution des temperatures dans une plague
plane finie .

Differentes configurations peuvent etre choisies.
Entre autre lo plaque peut &tre prise pleine ou
(reuse avec des peometries variees.

T¢i considerons un cas intermeédiaire oula plague
est carrée (ou rectangulaire) avec une cavite de
forme péometrique Simple (carree ou rectangle).
les hypotheses considérees dans notre etude
sont les survantes:

41 . les températures aux Frontieres exterieures
ainsi qu'au Centre cic la plaque sont
Constantes et connuesS -

2. les deux au&rels modes de transmission

(rayonnement et convection) Sont neglig es

12



IC 4. Equakion de \a Distribution de la Temperature
dans la Plague .

Considérons une plaque Pe,rcéc a I"(nterieur :

Celle-ci eg) détpourvuc | de Sources de chaleur F;‘g oA

On dé%l‘cjne var 10z le coptour interne de la plaque

re: le tontour externe cle la plaque-

Ly

Pig:m.a.-

RIS S | =
les dimentions de la plague sont .

L2 lo lengueur cle la ploque

La - La larqaur de (d plaqu&

ly @ La imwgu&ur de (g ccwitc/

Ly . La largewr dela cavite

14



Fon designant par e: |'epaisseur dela plaque

Les Conditions aux limites Sont:
T(":_Y) T sur le contour I
T[x,)") = Tg

Sur |le contour Te

Pour une ploagque finie ;%'-; est neplegeable et lg

tem,-:erature. est alors fonction de x

,Y C’est adire
T= T(K,y).

>t, enoutre, [q conductiyite thermique K est uniforme,
la repartition de temperatures dans 1a plaque
doit satisfaire d I’équation de Loplacei

-~

E":._.Fr q.ﬁ = 0 (-84)

ax& ) }5"/
Quant ay flux de Chaleur, il se propage dans deux
directions:

~L'une suivant |’axe .ox-, correspondant a equation
de [fourier :

s 27T

| e

-~ L autre suivant Vaxe -oy- sen équation est:

s ~Kay 2L

1, Y Ty

Lq Solution de Iequation 24 peut se faire

par plusieurs methodes mathématiques

bhes pius Convenables parmi celles-ci Sont:

o

15



_ba meéthode nuMmerique

~-lba méthode analytique ,{ependant , cette derniere
ne peut pas Etre utilisee dans notre cas, car les
Conditions aux limites dusysteme a etudier ne
nous -permettent pas d’obtenir des equations
Suffisamment Simples d traiter analytiquement
par consequent on est contraint detenter de
resoudre ce probleme en passant par le biais

des meéthodes numériq ues.

16



II METHODES NUMERIQUES

CW-1 Tntroduction:-
Cempte tenu de ce qui prér,écle la solution
& Eambze‘me, quon se PrOPDSe. de resoudre
doit faire appel aux methodes du calcul numerique
les meéthodes analytiques sont de fagon generale,
restreintes o' des géom%{:rfes et o des conditions
aux |imites relativement Simples .
Souvent dans les cas complexes, 0n a recours aux
methodes numeriques quu permettent de resoudre
de fagon afaprochée(mafs (e plus souyent avec Je
de.gré, de Précfs.fon qu’on A'est ChoiSi au préaiqbfe)
Un nombre beaumu’: Plusgmnd de Proble.“mes de
Coniduction. (eu est rendu possible par ’CSPf"'Srés

cnregfsh-és dans le domaine de l'informatigue
-2 Méthodes Num{triqucs U_tilisées.

TL existe p[usreurs methodes permettant de resoudre

des Systemes Composes d’ungrand nombre
!
d'equations . les methodes les plus ceuramment

utilisees pour recpudre le proble.me, de conduckion
Sont s .

47




a) ™M éthude de Southwell :

Relaxation
B) Methodes Indirectes :

Gauss-Seide!

Relaxation Successive ete....
¢)Methodes Directes:

El}mEnaHon de Gauss

GQulss-J'ordan etc....
M-3 Methode de Southwell
o methode de Southwell ©n de Relaxation est une
methode numerique , gui Sert d' resoudre un Sycteme
d’equations alg‘ébriques ou une equation différentielle
telle que:
L” equation de conduction de la chaleur.
Elie etait employee par Sir Southwell pour regoudre
les problemes des ossatures, depuis ce temps  elle
est devenue un outil purssant de plusieurs autres
types de problemes techniques.
nr.3.4 P\Pplica’cion dez la Methode -
La methode consiste @ diviser le systgme' en un

nombre de noeuds . en Chacun CJCS nWUdS A"CIPP‘I‘C’UQ

-

%3



une equation algebrique obtenue en effectuant :

Qa) Bilan thermigue .

b) M_éﬂ'tode, des differences finies .
On obtient ainsi pour N nceuds, N systemes de N
zquations olgebriques . Ceu pour les neuds interieurs.
pour les neuds Situes sur les fronticres, onapplique

Une equation algebrique qui tient compte des tonditions
aux [imites .
-3-2 Eqw;tmn par Neeud

e 2. ik . d .
wonsiderons un Solide a deux dimensions, sehs SourGe
it

et dont la temperature T=Tixy) Satisfait a l’équqh'on

delaplace:-
v L
3T T _ o (3-1)
b Nt I
hon Utitisant les différences Linies . U'equation 3-4

g
ir S
PR AV G 8

(Bxps " by

[E, pre,mfer‘ {.erma de:. 3-% Votuf:‘-

1

& |
AT AT & (3.2

A‘T’ 2 —R-"'“,.j S T“:Ci
) T
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et :

(AT/ )i (s — T o (T, 0
= 7
Le Secondterme de 3-2 Vvaut:
(AT e (R — o)
Ay 2 Ay
et
AT, .
A LA (T = T (- Tegeo) (3-4)
g (%
b"oil en G(}outant terme a terme:
BT 5§ Tioaj4Tiany - T4} Ti joa +Ti poe - 218G
__:—__‘}1" T A + - =0
(3-5)

2, 0n cheisit  (Bx=py) ,L'équa+£on 3.5 A’ecrit:

Tijar 4+ Tijoa 4 Tinj s Touy s - uTip =0 (3-6)
Si, on utilise La methode du bilan thermique , on trouve
la meme que l’équqiion 3.5 ,mais la premférc Ae
tomplique lorsque Se presente des difficulte s telle que:
_Unneeud aux frontieres.

- Un neud sSur une J-'roni;i;re Courbe , etc...

i
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m-3.3 Equation desRés}dus -

En eciivant 3.6  Sous I1a forme 3.% on peut faire

Correspendre o chaque neud interieur dy solide , une
relation telle quedigui doit etre satisfaite par la

température du noeeud en Question ek par celle des
quatre neuds Voisins.

T:i-n,} +TL'-~,j +T£,j..q -I-TC,}'-A - l-pT;‘)‘ = Rii =0 (3-3)

d’ou le but }:'nal de la methpde est olc,‘relaxu’l ¢’est a
dire de rendre le residy Rij nul, ou a peu prés nul, eq
tout peint, Simultanement.
En pratique | le Froce:dé Se deroulera Comme sSut:
a) En altribuant a Chaque neud yne tempérakure
inttigle .
b) Lalculons le residu en chaque nteud au moyen de
"equation .(3-9)-
c, Le rweud'_qui ale plus grand residu en valeur
absplue ’;J'e verro attribuer une nouvelle
température de fagon Que Son residu devienne
iul ey a peu Pr'és nul.
d) On refait le caleul pour fous les hoeuds en

Yenant COmPfe, ‘du (‘,hange.mewt de femperature .

L3
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[Tl e e - e R e

On s'arretera en principe quand Je plus grand
residu de tout les points du systeme devient nul,

. ~

Cu a peu pres nul, rernarquens que pour un nteud
Interieur Un residu égal a 4 signigia Une erreur
yas {empérature égale a 1° Seulement.

- 4 Méthode de (Gauss-Seidel

Dans les methodes ou de nombreux elements
matriciels Sont huls.

Clest souvent le cas en Conduction K Onpeut utiliser
les methodes iteratives ( unss-Se[DEL,NEWTDNN.)
Dans la methode de Gauss.Seivel | on part d'une
Solution QFProchée estimee aux mfeux,at on
repete un certain nombre de cycles de calcul,
Jjusqu’ay moment ou Onobtient lg precision
qu'or desire Obtenir .

A tilre (ndicatif , nous allons illustrer cette
meéthode par un exemple Simple .

-

_ onsidéerons le Systeme suwivagnt ;-

%% +4 % +gx3 =b (9

Q’zf % +01tx1 ag QIQKS o b" (b)

(3,9)

ay::., + auxz + G;’X:‘,:bg ()
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D& ces tross équq{:imﬂsfc’n tire tex Pressior\ de

X4 3%; 4 X3
4
o =
%oz A [bya@uXi =0 %] (D) 3.9
Qze

X3 = [ by - @yt = O X2} (¢)
@ Qa3
N Suppose gue Q. ,Q 48, différents de Zere
pour assurer la Convergence de Valgorithme de
GAussS. SEIDEL, Quelles Que Soient les valeurs Chajsies
pour l"a‘pfamxima&:’an inttiale xf’,x:?, x?i .....,x:)
Dans le cas genéral d'un systeme de n equations

a n mconnuesepour le systéme .

Z:,CE‘}X}mbi y (.43"-'-4,15 ey 1)

la methode de Gauss.Seipel converge vers la cotution
Unigue de ca-syméﬁmfa , quelque soit le cheix de

‘FQFPrOxi mabinn Lnibiale y wi les inaga!des .

n . a # i a £
jaei > Z.i_iai;; L [—i: Aa..m ] Soit verifiees
s
i pour tout L fixe .
& ceite Condition n'est pas remplie , on permite

» S L4 o o, 3 lier
de l‘gﬂg_s bu de colonmes de fagon A insta

23



les plus prands elements en valeur absolue Sur

la dl'qgonalc.
O_ﬁ choisit arbitrairement des valeurs initiales

@) (e) @
y X2y "3 : n perfe ces valeurs dans .3.9.a
)
q” l:ba- = O X,
—puis on Porfa X“) dans 3.9.b
)
X, = [b -
o dan5-3.9.c

et enfin , On porte :r<4 1 x,_

o :._4_..[5 - a,, x4 = qux2 :]

}_usqu'ic: Oon a -E’chd'ué une premiére_ i{cratl‘t)n)

On reomimence en prenant X‘| ,X,_ ,X:) Comme

valeurs pour X,,X, X, et on Continue le processus

jusqu’d ce que .

2] < &

le nombre d'iterations

R =
dernizres valeurs de X¢

('est a dire les deux

ne different plus d’une certaine z( Supposons gque

€ -o001). Si on Prend des approximations plus
proches de la solution, la convergence Sera plus

L
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-9 Methode de Relaxation Successive

W5 T efimtion

Dans un Procede qu fait passer d’'un vecteur estime
e} o S 17 (Re1)
X a {estkime x | ¢ !

.81 X n'ont qu’une Composane

differente d'un pas k a Iautre k.1 ,ondit que

e procede est une relaxation.

(.8 S
J“Prmc:pe

o _ . |

Joit une constante scalaire réelle n
o AP S

Vecteur X estime o |’ iteration (k4 1) par la methode

on nulle w, le

de relaxabion esk -

i&@dﬁ k)

‘ . fkﬂ) (k)
K = K5 U)(

x ) (3.40)

. { 2%))
DU X : est le vecteur €stime par la methode G auss-Seidel

5 W=4, 0n retrouve la mehode.de Gauss-Seidel
51 WHY 4, On determine la methode de sur-relaxak jon
St W1, On determine la methode de Sous-velaxation

L a!ggrifhme, de Gauss -Seidel nous donne *

a-1

{kH] 4 (i)
2 b > a; > a‘ax‘))/a (3. Ah)

qu 3:444

{ZH;

L=4,n
f ; . ecri :
U 2quation-3.40- nous permet alors d'ecrire -

*
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. (R+2) k) =4

( (ket) < (k) '
X: oMo el b 2 s (k)
A ) T ( 4= AE":"G‘} J J_TH 4‘} o‘ )/a&-L—X‘: } (3.42)
a{:: /l,n
Soit: '
_(k+q) WO ~4 (k+t) 1 (k) ue)
X, =X+ bﬂ{ﬁk 20‘ EO b e ) (8.43)
é 3 ‘)-Lh\ ¢ 0 " a;i
1=4, n
oy : 2
_ iy Uz) = (hﬂJ n (k) -
X oEmR +“5;;(b -2% } —Zaqxé ) (3:4%)
j: = 4, n

!EI-5‘3A1530 rithmes

En vesume f l’qlgorithm&d& relaxation o’ ecrit"
(B40) A= (ker) D

Koo SET e N

« =X +q.- o I [b"‘_ ‘A xd 32 i xd J \3.4%)

A = '1) n

L. Onarréte si la condition suivante est Vérifiece :
(fd‘l) l < 8
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-6 Méthode de GauSS_

. '
Jl'armt. les methodes directes ; On'dish'ngue, plusieurs
methodes telles que:

) E'!{minaHOn de G auss

~Gauss - Jordan . ex. ..

Meéthode de Gauss

Cetfe methode Consiste d reduire
Un Systeme de n equations d n pmconnues

G un systeme triangulaire , qui peut 2tre

en suite resolu facilement par subskitution

C_on&-[dé rons le sy steme d'equations algeloriques
Sui yvgnt .

D% + 8, % + T 4o 4 0, Xy = by
: . (3.46)
ClmX4 +CJ",,X,_ + Qh_sxs 4 - ahhx“ = bq

Lelout de \'al,go rth me de Gauss est de transformer
~ ~ ‘k s -

le sy steme(346) ern un Sy&LCmL r:qhgu\mre

superieur selon le FrinciPe suivant:

- de la P.ramiErc equation ontire lexpression de

x, &n fonction des aulres inconnues; puls dans

¥ :



toutes iés éf:}ua{fms sutvantes o©on remplace x,

par Celte exPression On obtient alors uyn Systéme,
lineajre d'ordre n dans lequel tous les ceefficients
dz x; Sont nuls sauf dans |q premiere équation;

- En r'e:JPéJcant Ce processus sur les n-1 clernieres
equations on obtient finalement un Sy steme lineaire
triangulaire :

De Iqg derniere équation on tire directement la
Vateuwr de X, |

~En remontant ce Sy steme , On obtient successivement
ies valeurs de toutes les inCownnues.

Un exemple expliquant le principe de cet a‘gor‘niﬁme
en appliquant a la resolution d'un systeme
"-iIL‘.EE.{.:AiFC d’Ordre -2-

Le 5y5£€ma & eécrit souS la forme:

G, X, 4+ O, %o 4+ 0, %X =0, (@)

€L, .%o = G5q ©)
Oy Xa 4+ Ta2 + V33

L3
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les phases successives de la resolution sont les

Sutvantes !
A. Substitution de x,:
-On divise lq premiére equation par le coefficient

de Xq, Soit O, qui est appelé - le premier pivot-
On obtient :

Xe 422y G, = Dy (3.48)
044 O‘H 044
€n posant :
(v
Ay = Az G:': - Qs q@ . Yy
Qaa QA ax Ay A
v obtient :

%) @ @
Xa + Q,y Xy + q,, X3 = a,,

Gui peut egalement A'ecrive

(€2)

@ @ .

Ly remplacant X, par cette express]on dans |&%

equations 3.4% (b e G on obtient :

(2 )

) @
(Clz_l - a‘l‘ G*Z)XL -+ (013 - q‘t'q 043 )XB = Cl_tq = Q“'1 adl.}

W @) au:,}
(Qsp - Qag Qe ) X2 + (G% -Q,, 01,;) X3 = Qj, -0, -

£ 3
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en posant :

(2) ) &) «)
As = Ay Y aw as 2 =05, - Q‘M Qm

(&) €)) (3 @)
a’u & qu = qu ads st = Q%% = CI%,‘ Qﬂs
& ) ) @
Q-'W = a’*‘l - C(“ aw asq = qsq o q%"tqflq

On obt

ient un Systeme lincaire dont les Coefficients

(2)

() (®)
Xat+ Qyg X3 + Gay X3 =0,

(2) @ @
azz x), -+ 013 X3 = GL#

@) ® @)

Tz X3 + Ay X3 = Agy
b .S 1 i :
- 2ubstitution de xg:

Lo Premiérc équakio;o est inchangée.

Un divise la deuxieme equation par le coefficient X, |

Soit O(.Li ;qui est appele - deuxieme pivot .Oneblient :

a(z) O{L) (3
13 — Y2y A9
QAzs Qg
en posant: | @
@) . gﬁ? O(s) B Agy
SO 2y T
11, Az

L2
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On obtient:
(3 )
M g O“ Xy = Cl.w

q.ui pgué é,gafzment L' ecrire .

3) 3)
XL:— - aza X5 b Q,Lq

tn remplagant X, par cete expression dans o

e

dernieve equation, On obtient :

(¢) CRNE) *) @ &
(C{% = ast Qgs ) X3 = asw i asz/ ey

Er‘; poscm't Comme précédemen&:

(3) @ @ 6
Oy = 035 — U3y Ay,

—

(3) @} ) 3)

On chtient le Sy steme lintaire biangu[aha S vank

(L) @ @)

X-{-}qux;, + 043 x3 = QAay

)
3) ()
Ay X3 = Ty

®
Xy + QA3 K3 =

C-Caltul de Xy
Ow divise la derniere equation par le Coe fricient de x,,

Soik Cii::_ , Qui esk ane.lé - dernier pivol-
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On oblient ainsi la valeur de Xy
, )
X3 = Asy (3.20)
(3)
Qa3
en re]oor{:anl- la valeur de x, dans |a deuxieme
é_qugkion ©n obtient la valeur de x, /30§t:

(3) ()
Xy = Uy - Qs X

En remplqgan{’ les valeurs de X, e X3 dans la

\Gram;{?re équaﬁl'an , on obtient lavaleur de K,)Soit:

@ @)
Xp= adu = qw 2~ qﬂ X3,
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I ELRITURE D’UN PROGRAMME

L i ¥ M .
A/ ans Ce qut suit nous allons qdapl-er un certain nombre
ade notatjons de 'Fqgon O mettre notre probléme S0US

forme d'équations programmables . Pour cela nous

: Pl
alions representer notre plaque selon le Schemg
Ci-dessoys: Fig L1

% a4
] AR
r....-.,. 1 A SIS
e
; |
| 1
| |
i R
f
|
! | BB
‘, o BR[Ol S U8 O . Y :
1
|
! |
|
| |
i I
|
i | . T
Fig:ﬁ[.i
AA longueur de la plaque
s JEOR (e
ERB - ldrpeur de la Plaquc,
% Iongueur de la cavite

largeur de la Cavite

le s tonditions aux limites Gont representees sur la fig 2.
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d | T7T
T T TR
Fl'g W.2
- —>
T8 v

TT: La temperature sur le cote superieur

TR: La tempéerature Sur le cote inferieur

Tk La -Lempérature Sur le Cote gou\che
TR Lo temperature surle cote droit
TC¢ . Lla tempéroture sur les cotes de la caviteé

W.1 Etablissement des Equations .

On Subdivise le cysteme en un nombre de neeuds.
En remplagant le materiau entre deu x neeuds par
une barre ficlive ayant lag meme Conductance que
le wateriau présent Voir ( fig ™.3 adb) ,le bilan
therpiique , €9 regime Permanent,en un point interieur

tel que A A7 ecrit

-
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4

|

i__

)

|

& 3

i_ . Flg 9. O
|

L

Al
¥
M
*’I_
M. Nombre d'intervalies Selon 1‘axe - 0X-
M Nombred' Intervaglies Selon I'axe -Oy-
A=4 " eS|
e e ]Ay
% ' A f‘j:"!f v
(4 -n--i--’ 1
Gt . & ]
Tﬁ--i___ﬁ;, q‘
%
| |
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- appliquant fq loi de Fourier :
q,,° -Ke > [71& = Ta joa]
qpp= —Ke ax [mj- H*:J]
qa-n = ~Ke %’;‘; [EJ—TAC,j-*]
Q. = ~Ke % [11"_'[1'.;4,}]

d'ou ["équation y.1 A’&crit:

o AY AX
an}[Ax - A){J [r-s-HJﬁ-T.tr"l_,}]"‘ il E,rﬂ'f'-r J'-J 0
| o ‘ . v
i"_r; multzphant equatlon (4-2) Par on aura 4 )
”2/.&; -[l R A )"‘].!..[:Ilu,j +—E'.~4,j] -+ i} +T‘3 ]
Dosons . A= 8% (14-3)
| XY,
d'ou Véquc&'mﬂ u-3 A'ecrit:
g
2"‘*‘,} Le‘ + qﬁ-] & A [T J‘M 411,) 1] +[T4+4,J +T -A a_) L. q)

Lo forvae généra\a des &quations precedentes

peut se mettre Sous la forme matricielle Suivante:-
AxT =B

0l .  A: matrice Carrée de ceefficients (ai})



T le vecteur de {cmpératures dans la plaqu&
B: le Vecteur du Second wmembre..

Nous allons nous efforcer d’écrire un programime ,
pour resoudre notre equation matricielle .

ﬁ‘i’procgramme,
{:g programme consiste a Calculer la distrnbulion des
{empératures dans une plague plane avec ou Sans
cavite r‘n{rcrne, lestemperatures sur les frontieres
Sent Connues | et l'algorithme de I'elimination de Gauss
est utilise pour resoudre le systeme d'équations
linzaires ainsi obtenu -
C{ programme CDmPorte, la parh‘c princi pale (ou
programme principal ) et il fait appel a unsous
programwme ytilisant fq methode d'efmination de Gauss
pour resoudre le systeme ainsi constityé.

’ﬁlz.ﬂ-es Donnees Principales du Prog)rqmme :
AR Lo lcangueur cde la plague

B8 Lo lar-geur de ia plaque

%+ Lo longueur delq cavite

y: Llag lorgeur de la cavite

N: le nombre d’intervalles selon la longueur AR

M: Lle nembre d*intervallies Se.lonlalargeur BB .

37



TT, TBy,TRy,TL,, Sont les temperatures sur leg
cotes exterieurs de la plaque)Tc " latemperature
SUr les Cotes de la cavite .
2% Sl ructure dy pregramme .
les oPérotions Sont faites dans l'ordre suivant:
@) lecture des donnees .
v) On initialise une matrice Aet un vecfeur B d'géro)
Puifz— on fait introduire un compteur qui sert a numéroter
les neuds dans la erille Consideéree .
() On commence & remplirla motrice A et le vecteur
ctape par etape , en entrant les crefficients ene
par ligne et en faisant Suivre chaque I:‘gne par le
terme ecrit dans le second membre .
) ﬁprés avoir rempli la matrice et le vecteur , on fait
oppel aun Sous- programime pour resoudre l’éq‘uation
walvicielle formee dans le programme princi pal.
e) Ce Sous- PrOgrqmm& consiste a rendre ITéquatif)n
matricielle A¥xT=10 Sous la for me I;*T: g
ou A est une matrice triangulaire Supeneure
(et @ dive il forme un Systeme triangulaire qu
t etre ensuite resolu Lacilement par substitutions
) Tnpression des re sultats se 4ait dans un vedeur

aui 1} les ‘i\.empéraiur&-& dela plague l{g ne par |u§ ne. .
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£

g A ZE&OC LA MATRICE 2z CHDEFFICIENTS &
! VECTEUR GES CCTES 2ROQITS :
CO 110 I=1,NMAX iz
0O 110 J=1.,MKAX
NOEUD(IAJ}=D
SCT e I¥=8.8
C0 1415 T=172NMAX
2{I)=0.0
8 s 5% INITIER LE COMPTZUR D0F NCELDS $3TIEEE
LR EneCaBd GO TO 140
"-:..l
00 130 J=l.M71
50 138 I=1eN=-1
PGl ET T e T8 120
TR AT A8 60 TG 120
I (Tt T lENE S T8 120
1F(I.GT4IR)Y G0 TC 120
GO T0 438
L=y +1
NJQEUD(Ind)=K
CONTINUE
GO TQ 160
183393383888 ST PAS DE CAVITE,NUMERCTER (HAZUE NOEUD $23:%3%3
L5 150 JsleaM=1
0O 1507 I=1#N1
SEUDS{L2J)=1H 001> (N1 ‘
P25% GENERER CHAQUE COLONNE DANS LA MATRICE A ANEL EE TERME 33
LLES R CCRRESPCNDANT DU VECTEUR 8 53
‘ -
¥ 280 Jd=1eM=1
5. 280 I=%eN-1
TECRLEALREEY 6o Td 170
FOT LA T L ILY. GDLTG 160
IR CD.aTe ERE G0 T0I170
A O L o i IS 7 O S o
Pl damT e a0 B8 T0 TR
\,.\‘ L . ‘:.J
o (T
IR PR O O D)
LT T30z 2% 4] AMBIA*XZ)
P55 E%3S5384335 NOELD A BGAUCHE S8 SEET3S5 388 1E9 48885
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Y- IDiscussion

T4 Introduction:

|

-

2

Le proeramme pré&ﬁnké dans lc,chapilzre, Précédenl‘

est ecrit <n Fortran | F’ormula-Tmnslab:‘on). le fortran
est un langage de calcul par comparaison au BASIC

par exemple qui est plutot un langage d' inter pretation
H\éor!‘quc,mrmt plus facile a' utiliser.le Basic Cependant
65*]01&4& lent que le Fortran en partiadlier quand

il A’agft d'un travail comporiant beaucoup de calewl.
e Ford ran permet d'utiliser plus directement des
fonctigns mathe matfqucs complexe® (Comme par
exemple les fonchions Jcn'gano métriqueS) rentontrees
Courgmment dane les Problé’me“: d'cngc'heering ’

Le 4ortran @ denc ofé Chojsi pour resoudre e pro‘o\gmc
qw mus a ete pose et un programme a ete ainst ecrit

P"""'Y (e calcul de 'a {empémtun‘, par la méH'!OdE de

L]

FTAUSs .

ie Programme

Celui-ti est princfpafemcnt Congu , pouf réesoudre \e
prr,sio?éme, d'une plagque vectangulaire (ou Carréc) mais
peut-etve peneraliseé au cas ou la plague comporte

une covite reck angu!divo (o carree) -
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Une telle solut o Peut-étm applfquéc par exemple
aucas du probleme classique de la cheminée.

Un parametre de -Porme..dt lacorille aete introduit de
maniere a pouveir jouer sur la géometrie de celle-¢;

Qtnsi que sur la precision du resultat final .

Evidemment une ébrdnclc, PréC|‘5}on dans le calcul
demande plus de capacite de stockage de |a
machine ains: que le {empb de calcuyl.

Dans l'excmple Choisi |a {cmpérah-tre thterne
pour le cas ou ilya une cavite a ete imposee
constante et lag meme sur les quatres cotes , il en

ecl de meme pour lestemperatures exterieures .

(etie Contrainte peul bien sur elre levee ot on peut
alors Choisir non seulement des tewmperatures differentes
sSuv c‘naque c,étc’, MoALS @SN mzmc degftcmpératurcs
variables amous repondant o une fonction cConhue

On Fe,uk elargir les Foss'n‘d'\h"rés de ce Pr_égtammc aux
cas ou i} existe des neuds 1soles osu l"ex‘;stance- de
Coefficients de transfert de chaleur par Con'ectiOn/
a la surface . Une autre Possibili’}é seratt linclusion
d'un terme Henant COMP‘LC de la generation de

J
Puisa_.,an(,e, C: l’in{crieuf de la Plaque’ auque| caz
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le programme serail utifisable dans de vombreux

autres demaines d'uvn grand interet pour lingenieur.
Une fois les noeuds exterieurs defims leg tcmpéraﬁures
mionnues Seront Celles des neeuds interieurs.

Y3 O

i recedure Utilisee dans le Programmc:

Les dimensions |ineaires dela plaque zont jues

un

Uit essivement Suivies de cellee de la Cavite interieure
S’i.‘}za lleu . Ensuite la 5éom’etric de la ,grf“c employée
et introduite |
les tewperatures sur les frontieres exterieures gont
5-'}’36/3&#;*'.!'5-65 o /éour de rglcp- A(,e niveau % le s
tewperotures ainsi  introcluitee sont variables de
Maniere Connue om seraik alors contraint d'inclure
Un sous programme pour le caleul deces {empératures
avant de les !nolecfer dans e programme principal.
les vipuds' sent’ numerotes deid N suv les Paces:
Superieure el inferieure |, dela meme sur les faces:
qauche et drotte.

Si la cavite interne existe alors  sa position est
T:«ré.cisé_ﬂ Sinon !c$ neeuds sont numeroles en Serie

S ur Ehaqm Hgnel de Qqubhe o drote 2f de haut ew

oas .
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" 1

Ces %umé-ros; Sont stockés dans lo colonne 'NM(I'IJ‘

S o cavite existe  les. numeres ce Colonne (IL) et (TR) sont

Calcutés . Lien est de meme de (JT) et (JB).

la numeérotation utilisee wn’inclut pas les nceuds sur

ta frontiere ou ceux situes a linterieur de la cavite

centrale .

Lo relation de {:empérature entvre les neeuds permet

de faive le calcul en établissént' la motrice des

*:’.Emlkf—é rotures  soys la forme ; AxT =258

La matrice des ceefficient: A ainsi que le Vecteur B

“ont d'dbord mis a 'Z)éro . S un ou Plu%ieurs neeuds
zotourant le point consideré <st sur lg Pronkiere

| de tewmperature connue) alors Ces terwes cont
Lransferes a droite ek accumuies dans B.

Four chague neud interne le numero de serie JJ est
Aetermine o portir du neud (1,7) et son ceefficient de
temperoature est P[acé dans la Colonne CorreSPUnda"‘h‘«
de la matrice A .
Le neeud d pauche , Cestadire J3.4 peut efre soik
Sur  lo frontiere gauche extericure ou la frontiere
droite ibterieure ou simplement etre un neeud interieur

A chatun de ces cas - correspond un cefficient determine
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de lg malrice A.

La meme Ipr‘o(éddr&,esf: Ctpph'qué&_; le neeud o droife
de viumero 'J]'.a-i -

Une fois lg matrice est constituce selen le procede
decrit ci-dessus , alors on fait appel a un sous-

Programme  Contenant la methpde d’élimination de

Gauss  pour résoudre e systéeme d'equations :

AXTF =B



CoNCLUSION

Notre étude &e resume d I’étude de la distribution
de temperatures dans une plaque plane finie .

A partir des notions fondgmentales delg conduction,

Ona etabli une équakicm donnant la distribution de

temperatures dans la plague considereée .
Pour resoudre Cette equation, On g fait appel aux
methodes nunﬂenques , en outre  lg methode de G auss

[~

est ulilisee pour la resolution a partir de_

i : ! - £
-legortfhm& de Gauss on g elabore un programme
ae calcul.

i 2 )
INOUS nuS  SommeS préeposes des conditions au x

limites simples que vous avons i”]er_'}ée.s dans
le programme etabli -

Ce pregramme  nous a P&rml de determiner lg
if:.-ﬂpérature entout point de la plagque avec up
ensemble des donnees et des hypo{:hEScs considerees.

o, A 5 g \

D’aulres Cconditions Pauvent etre imposees a Lo
plague et le programme pourra les executer

pour trouver la mouvelle distribution des {‘—'ml’é"at“re’s'

S5



ANNEXE

| a tmelhode peur laquelle e Programme q ete

: . ! \
lelimination de GGUSS/
‘t)ouvor“lf tihser des

etabl; Utilice methecde
matricCes de qrct ncle s
dii-ne.’n S1ONS,

A titre de 'CCn-quro]Son an donne

¢l une
methcde dite de

relaxation Success ) ve

c]ui resoud e probleme pedur la plaque .
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Y847# METHCDE OZ RELAXATION SUCCESSIVE #ARHARNAWAR.

AL L1-,L2/L3,L5G
NSION T€120,120)
(UNIT=6,NAME="KOUIDZER’,STATUS="NEW")

READ*,LT1,L2,L3,L6,TIsT1,T2,EPS,DX,KMAX, OM
PRINTXx,°LT =%,L1,°L2 =",L2,"L3 =‘1L3f'L4_=':L4
PRINT*2TT =TI T1 2T 12 =212

PRINT*,"EPS =°,EPS5,°0X =",0Xs"KMAX =",KMAX,"CM=°,0M

N=IINT(L1/0X)™*1
M=IINT(LZ2/0X)+1
NT=SINTC((LT=L3)/270X)+1
N2=NT1+IINTC(L3/OX)
MI=TIINTCC(L2=L4)/2/0X)+1
M2=MT1+IINT(L4/DX)

00 1C I=1.,N
00 10 J=1.,M
T(I,J)=100.
CONTINUE I - i ki

AAHRARASRASAARSETENPERATURES LIMITESAYRARAANNRARAAGRARAARKARE

CO 20 I=1,N
T(I,1)=T1
TCIAM)=T1
CONTINUE

GO 3C J=1.,M
T(1,4)=T2
TIN,J2=T2C
CONTINUE

Da LHC I=N1-N2
T(I,M1)=TI
T(I,N2)=TI
CONTINUE

0O 50 J=M1,M2
TIN1,J)=TI
TCN2,d)=T1I
CONTINUE
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60 &0 I=z2,N1-1

20 6C J=2.,M-1

RETEI#A , IV ET(I=12d)#TET 2+ 1) T(I23=-1)=4xT (1, J)
T(I,d)=T( I ru)ta25+x0M*R

IFCABSCR) .GT.RM) RM=ABS(R)

CONTINUE

ki 50 7C I=NT1#N:

’ a9 70 JS=2»M1=
{=T(I+11J)+T(I'?fJ)*T(IfJ*l}+T(:/J‘1)‘u!vf3/J:
TL{TI2d)=T I )T 25%0MRR

b IF(ABSCR).GT.AM) RM=ABS(R)

70 CONTINUE 1

L CO 80 . T=NlaN
% U0 BO JsM2+1.M—1
¥ RETCIM , DIAT(I=1,3+TLI J+1I4T(I,d=1)=44T (I )
3 T, dI=TL T A3 Y F e 25 OMAR
4 IFCABS (R)GT.RM) RM=ABS (R)

&0 CUNTINUE
&g SO T=N2+1 N1
3C 90 J=2.M-1 !
RETLIALAIIFT (I, I ATCT 21T (I d=1)=62T(T,d)
TCI2dd=TEIrdd +,25%0M%R
IFCABRS(R)GT.cM) RM=ABS(R)

CONTINUE

IC(RM.LT.EPS) GO TO 145

cONTINUE

SRERAARIAREH S IMPRESSICN _DES_RESULTATSsnadesspeesrddasdadgus
CONTINUE <

WRITELS,123)y ((TkTlrdYelsTeNYrd=1rs,M 2
FORMATCIX AT (F8T el X))
S TOP
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A AAN ARG A AR R RSB BYHARRARYAIRERES
p
; 50.0 45.C 4540 4540 435.0 45.C 45.0 45,0 45.0 45.C £E0.0 ;
; $0.0 4046 161:4 16,8 280.6 2768:2 250.%5 216.3 161.3 104.4 50.0 :
; 50.0 151.6 279.0 40C0.3 50445 338.5 50445 40C.3 278.9 161.5 $0.0 ?I
Z §0L0 212.7 392.5 601.0 813.6 863.9 318.5 601.1 392.5 212.7 50.0 i
4
; 50,0 245.7 4773 792.3 13C3.0 1300.C 1300.0 792.8 477.3 246.7 5C.0 #
% 50.0 2L5.6 4773 79248 30040 1300.€ 1300.0 792.8 477.3 2458.7 50.0 g
; 50.0 212.6 3%2.5 601.0 818.6 B38%.0 818.6 601.,1 392.5 29 2.7 50.0 :
; $0.0 161.5 273.% 400.3 5Q6.6 5383.4 504.5 40C.3 273.9 1515 50.0 ;
: 50.0 10444 1671.3 2156, 60.7 276.2 250.6 216.8 1613 104.46 50,0 i
5 :
£ 3J.0 43.0 45.90 450 43.0 45.C 45.0 45.0 45.0 45.C 50.0 ;
u ; 4
;?f==#$¢=4ﬂ B SRR EEF SRS SRR xd*:*::3535#5###§##;#$ﬂ:##3###23####5;
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