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Résumé

Dans ce travail on considere le probleme de détection et localisation de
défauts pour une classe générale de systemes linéaires dépendant de pa-
rametres : les systemes linéaires structurés. A partir de I'analyse structurelle
on peut facilement, sur ce procédé ayant un défaut et une perturbation, mon-
trer qu'un capteur supplémentaire est nécessaire pour résoudre le probleme
de diagnostic considéré, indépendamment de la valeur des parametres du
systeme. L’analyse du graphe associé au systeme permet de déterminer les
variables que le capteur doit mesurer.

Mots clés : systeme linéaire structuré, propriété générique, graphe orienté,
placement de capteurs.

Abstract

In this work, we have considered the problem of fault detection and isola-
tion for linear structured systems. Using structural method, we could place
aditionnal sensor that ensure that the FDI problem has a solution.

Key words : model-based diagnosis, faults, residus, structural analysis,
sensor placement, wastewater treatment process.
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Introduction Générale

Le travail que nous présentons dans ce mémoire concerne ’application de I'approche des
systemes linéaires structurés a 1’étude des problemes de localisation de capteurs pour la
solubilité du probleme FDI. Les systemes linéaires structurés sont une classe générale de
systemes linéaires multi-variables dépendant de parametres. Dans un systeme linéaire struc-
turé on ne prend en compte que 'existence ou l'absence de relations entre les différentes
variables sans s’intéresser a la valeur précise des parametres [0, 3]. Ces systeémes sont décrits
par des équations d’état dont les parametres sont soit fixés a zéro, soit libres. L’existence de
parametres libres correspond aux relations non nulles entre les variables. L’intérét de cette
approche est qu’elle prend en compte la structure du systeme et donc permet d’étudier des
propriétés du systeme qui ne dépendent que de sa structure. De plus, grace a la simplicité
et a la clarté pédagogique des résultats graphiques, cette approche est un outil approprié
pour traiter des problemes de grande dimension. Pour les systemes linéaires structurés on
étudie des propriétés dites ”génériques” (ou ”structurelles”). Ces propriétés sont vraies
pour presque toutes les valeurs des parametres libres. Un graphe orienté peut étre associé
a un systeme linéaire structuré : chaque variable du systeme est représentée par un som-
met et chaque relation non nulle entre deux variables est représentée par un arc reliant les
sommets correspondants. Ce graphe associé est un outil tres efficace pour analyser les pro-
priétés génériques des systemes considérés. De nombreux résultats concernant I'approche
des systeémes linéaires structurés sont disponibles dans la littérature [6]. Dans le contexte
structurel, il existe aussi d’autres approches telles que ’approche structurelle utilisant des
graphes bipartis pour les problemes de diagnostic [!3]ou I'approche Bond-graph [2]. Tous
les problemes étudiés dans ce travail sont centrés sur l'approche structurelle avec la notion

de systemes linéaires structurés et de graphe orienté associé.
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Chapter 1

Systemes linéaires structurés

1.1 Introduction

Les systemes physiques sont souvent représentés par des modeles d’état. Des études sur
ces systemes requierent des approches de modélisation. L’objectif principal de ce chapitre
est de présenter la notion de systeme linéaire structuré, qui est une classe assez générale de
systemes linéaires multi-variables. Ces systemes sont décrits par des matrices d’état dont les
parametres sont soit fixés a zéro soit libres, mais les positions des parametres nuls et non nuls
dans les matrices sont connues. Les parametres non nuls représentent 1’existence de relations
entre variables. Avec ces systémes, on étudie des propriétés génériques (ou structurelles)
c’est-a-dire des propriétés qui sont vraies pour presque toutes les valeurs des parametres
libres. Des graphes orientés peuvent étre associés aux systemes structurés, ou les sommets
du graphe correspondent aux différentes variables du systeme et les arcs représentent les
parametres libres. L’approche graphique est un outil tres efficace pour étudier et vérifier des

propriétés génériques d'un systeme structuré.

1.2 Systeme linéaire structuré

1.2.1 Définition

Le premier concept des systemes linéaires structurés a été introduit initialement par Lin
en 1974 [10], la définition des systemes structurés en terme de "matrice structurée”, ou
apparaissent des parametres soit nuls soit algébriquement indépendants, a été proposée dans
[11], Schématiquement, un systeéme linéaire structuré est un systéme linéaire pour lequel la

seule information connue est ’existence ou ’absence de relation entre variables.
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Définition 1. Soit Z un systeme linéaire décrit par la représentation d’état:
A

. { i(t) = Apz(t) + Bau(t) 1)

A y<t> = CA*T(t)

ou x(t) € R" est le vecteur d’état, u(t) € R™ est le vecteur d’entrée et y(t) € R est le
vecteur de sortie. Ap, Bp et Cy sont des matrices de dimensions appropriées. Le systéme

est appelé systeme linéaire structuré si la matrice:

A B
7 A Da
Ch O

est une matrice structurée, c’est-a-dire que les éléments de cette matrice sont soit fizés a

zéro soit des parametres libres.

La structure du systeme est donnée par les positions des parametres nuls fixes et des
parametres indépendants. Les éléments nuls indiquent une absence de relation entre les
variables alors que des parametres libres représentent les différentes relations entre les vari-
ables. A = {\,A\s, ..., \,} € RF contient I'ensemble des parametres indépendants de la

matrice J. Pour chaque valeur de A, le systeme est completement défini.

Exemple 1. Considérons les deux systemes linéaires représentés par les matrices d’état

suivantes:
0 0 [0 —1 ]
(): A =| =30 Bi=|o o | c=[o010]
15 10
0 0 0 [0 15 |
(II): A= |2 0 By=|0 0| &=]0 05 0]
6 —3 0 3 0

Les deux systemes ci-dessus ont la méme répartition des termes nuls/non-nuls dans les
matrices d’état. On dit alors que ces deux systemes ont la méme structure. Ces systemes

peuvent donc étre représentés par le modele structuré g suivant:

A
0 0 0 0 M\
Ay=1X 0 0 By=10 0 Cp = [ 0 X O } (1.2)
Ay Az O Xs 0
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La matrice composite s’écrit:

0 0 0 0 M\

J:<AA BA>: M 0 0 0 0
Cy 0 Xo A3 0 N5 0

0 X 0 0 0

ou les zéros sont fixés et A = {\1, Ay, A3, Aa, A5, Ag} € RY est le vecteur des parametres libres.
Ce modele représente donc une classe de systéemes linéaires qui ont la méme structure que
les systemes (I) et (II). Ici, les parametres Ay et A3 indiquent que la dynamique de 1'état 3
depend des états x; et x9. Le parametre A4 indique que la dynamique de I'état x; dépend

de la commande uq, etc.

1.2.2 Propriétés génériques

Etudions la commandabilité du systeme strucuturé Z de l'exemple(1.2). La matrice de

A
commandabilité s’écrit:

0O M0 0 0 0
cz[B AB A2B]: 0 0 0 M\ 0 0
/\5 0 0 /\2>\4 0 /\1/\3/\4

On peut conclure que la matrice de commandabilité C est de rang plein ssi A \; A5 # 0. Le
systeme Z A est donc commandable pour presque toute valeur de A € R®.

L’exemple précédent montre qu’il y a des propriétés, pour un systeme linéaire structuré
donné, qui sont vraies pour presque toutes les valeurs des parametres libres. Ce concept a été
présenté de maniere théorique, sous le nom " propriété générique” ou ”propriété structurelle”,
en particulier par [Wonham, 1974 [18]], [Murota, 1987[11]] et [Reinschke,1988[16]].

Définition 2. Une variété algébrique V. .C R” est définie comme 'hypersurface caractérisée

ar les racines communes d’un nombre fini de polynomes py, pa, ..., Pk :
) ) )

V= {A = {)\1, )\2, ceey )\T}|pz(A) = O,Z = 1, ceey k‘}

Vest propre si V # R7. La notion de généricité peut étre définie dans le contexte des

systemes structurés comme suit :

Définition 3. Soit Z un systeme linéaire structuré avec l’ensemble des parametres indépendants

A
A € R". Une propriété P est dite générique st P est vraie pour toute valeur de A qui

n’appartient pas a une variété algébrique propre de R”.

7
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Dans l'exemple ci-dessus, la propriété le systeme structuré ZA est commandable est
vraie pour toute valeur des parametres {\;, Ao, ..., \¢} € R° excepté celles appartenant & la
variété algébrique V:

V ={A={\, s, ..., \, MM\ As = 0}

De nombreuses propriétés génériques dans le cadre des systemes linéaires structurés ont
été étudiées. La premiere propriété est la commandabilité structurelle des systéemes linéaires
mono-entrée [10]. Cette étude a été généralisée aux systemes linéaires multi-entrées dans |
Shields,[1 7]]; [Glover, [9]] et apres dans [Linnemann,[! 1]] avec des démonstrations simplifiées.
L’observabilité, la propriété duale de la commandabilité, a aussi été étudiée pour les systemes
linéaires singuliers structurés [Boukhobza et al., 2006] et pour les systemes linéaires struc-
turés avec entrée inconnue [Boukhobza and Hamelin, 2007b]. Des recherches portant sur
d’autres propriété génériques ont également été effectuées. Le rang générique de la matrice
de transfert d'un systeme structuré a été étudié par [Ohta et Kodama, [15]]. L’étude de la
structure a 'infini [van der Woude, 1991b; Commault et al., 1991] a permis de donner des
conditions génériques de solubilité a différent problemes de commande tels que le découplage
statique [Dion et Commault, 1993] qui simplifient un premier résultat donné par [Linnemann,
1981] ou le rejet de perturbation par retour d’état [Commault et al., 1991]. Le probleme de
rejet de perturbation par retour de sortie a été étudié par [van der Woude, 1994; Commault
et al., 1993; Commault et al., 1997; Bahar et al., 1996]. Le probleme de détection et lo-
calisation de défauts, qui a re¢u beaucoup d’attention dans les années récentes [Frank,1996;
Chen et Patton, 1999], a été étudié aussi dans le cadre des systémes linéaires structurés
[Commault, Dion, Sename et Motyeian, 2002]. Beaucoup d’autres références peuvent étre
consultées dans [Murota, 2000; Dion et al., 2003]. Quelques propriétés seront illustrées et

étudiées plus tard dans ce mémoire.

1.2.3 Graphe associé

La théorie des graphes est un outil efficace tant au niveau du calcul que de la pédagogie. En
effet, un systeme linéaire structuré sera modélisé par un graphe approprié qui contient toute
I'information du modele structuré.

L’étude des propriétés génériques revient alors a vérifier certaines conditions graphiques.
Celles-ci nous donnent de meilleures intuitions sur la nature structurelle des propriétés con-
sidérées. Si la propriété désirée est vérifiée, des parametres indépendants peuvent étre con-
sidérés comme degrés de liberté dans des étapes suivantes (conception, optimisation,...). De
plus, grace a la caractérisation graphique, on peut suggérer des modifications sur le systéeme
pour avoir la propriété désirée. D’autre part, avec des algorithmes classiques de la théorie des
graphes, 'approche graphique est adaptée pour I'étude des systemes de grandes dimensions

(Complex and Large Scale Systems).



Chapitre 1 Systemes linéaires structurés

Le graphe associé utilisé dans ce travail et un graphe orienté. Il existe d’autres types
de graphes dans le cadre de 'analyse structurelle d’un systéme. Par example, [Staroswiecki
Cassar, 1996; Staroswiecki et al., 2000; Staroswiecki, 2007; Assad, 2002] ont utilisé des
graphes bipartis pour étudier les problemes de diagnostic et de tolérance aux défauts. Ce
type de graphe est exploité pour représenter des relations existantes entre contraintes et
variables. Par conséquent, il permet de traiter les systemes constitués d’un ensemble de
composants reliés par un ensemble de contraintes. Un autre type de graphe utilisé est
le Bond-graph [Sueur Dauphin-Tanguy, 1991; Bouamama et al., 2000; Rahmani Dauphin-
Tanguy, 2006]. L’approche Bond-graph est basée essentiellement sur la caractérisation des
phénomenes d’échange d’énergie au sein du systeme. Cette approche a été utilisée pour anal-
yser des propriétés génériques telles que la commandabilité, I’observabilité [Sueur Dauphin-
Tanguy, 1989] ou pour le probleme de diagnostic [Bouamama et al., 2000; RahmaniDauphin-
Tanguy, 2006]. L’intérét du bond-graph est de décrire de maniere graphique tous les échanges
énergétiques. Les modeles développés permettent de conserver un lien avec les phénomenes
physiques. La difficulté est que la représentation par bond-graph n’est pas toujours simple
a aborder pour des non spécialistes. Plus d’informations sur les bond-graphs peuvent étre

trouvées dans le livre [Dauphin-Tanguy, 2000].
Graphe Orienté
Définition 4. Un graphe orienté G = (V, W) est un couple d’ensembles:
o un ensemble V= {vy, vy, ..., v} dont les éléments sont appelés sommets (vertex),

e un ensemble W = {wy, wsy, ..., w;} dont les éléments sont appelés arcs(edges).

Un arc wy, € E est défini par wy, = (v;,v;) ot v; € V est appelé sommet initial, v; € V est

appelé sommet terminal de ’arc wy,
Pour un graphe orienté G = (V, W), on a les définitions et notations suivantes:

e S’il existe un arc (v;,v;), le sommet v; est dit un successeur du sommet v; et le

sommet v; est dit un prédécesseur du sommet v;.

. , ;
¢ Un chemin du sommet v,, au sommet v, est une séquence d’arcs (v, ,,v,) € W

pour ¢ = 1,...,q et il est noté par R = v,, — vy — ... = Uy,
e Le chemin est dit simple lorsqu’il ne passe pas deux fois par le méme sommet.

e La longueur d’'un chemin est le nombre de ses arcs, chaque arc étant compté autant

de fois qu’il apparait dans le chemin.

e Un chemin R tel que v,, = v,,) est appelé un circuit. Si de plus il ne rencontre qu'une

fois le méme sommet, le circuit est dit un cycle.

9
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e Considérons V;, V, deux sous-ensemble non vides de V' . Un chemin R est appelé un
chemin V; — V5 si son sommet initial appartient a V; et son sommet terminal appartient
a V. De plus, s’il n’y a que le sommet de départ du chemin R qui appartient a V; et
que le sommet de fin qui appartient a V5, alors le chemin R est appelé chemin V; — V,

direct.
e Des chemins sont disjoints s’ils n’ont aucun sommet commun.

e Un couplage de taille k entre V; et V5 est un ensemble de k chemins V; — V5 simples

et disjoints.

e Un couplage maximal entre V] et V5 est un ensemble maximal de chemins V; — V,

simples et disjoints. Sa taille est notée p(V1, Va).

e La longueur d’un couplage entre V; et V5 est la somme des longueurs de tous ses
chemins. On note [(V}, V2) la longueur minimale d'un couplage maximal entre V; et
V2.

e Un sous ensemble S de V' est appelé un V| — V, séparateur si tous les chemins V) — Vj,

contiennent un sommet dans S. La taille d’un séparateur est le nombrede ses sommets.

e Un séparateur minimal est un séparateur de taille minimale. Un résultat clas-
sique (Théoreme de Menger) est que la taille minimale d'un V; — V, séparateur est
p(V1, Va)[Murota, 1987].

e [’ensemble des sommets qui appartiennent a tous les couplages maximaux entre V; et

Vs est appelé V) — V, sommets essentiels et noté V. (V7, V5).
e Le séparateur minimal d’entrée, S*(V}, V), est I'ensemble de tous les sommets
terminaux de tous les chemins directs V; — Vg (V4, V52).
Graphe orienté associé a un systeme linéaire structuré

Soit un systeme linéaire structuré Z Un graphe orienté G (Z) = (V, W) peut étre associé
A A
a Z tel que 'ensemble des sommets V =U U X UY ou:
A

o U = {uy,us, ..., uy} est Pensemble de sommets d’entrée et correspond aux m entrées

du systeme.

o X = {xy,29,...,x,,} est Uensemble de sommets d’état et correspond aux n états du

systeme.

o YV = {y1,vys,...,yp} est ensemble de sommets de sortie et correspond aux p sortie du

systeme.

10
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L’ensemble des arcs W = Wyx U Wxx U Wxy ow:
o Wyx = {(uj,x;)|bij # 0} correspond aux relations non nulles entrées-états.
o Wxx = {(z;,x:)|a;; # 0} correspond aux relations non nulles états-états.
o Wxy = {(z;,yi)|ci; # 0} correspond aux relations non nulles états-sorties.

ou a;; (resp. by, c;j) est I'élément (i, 7) de la matrice Ay (resp. By, Cy).
Pour illustrer le graphe orienté proposé, nous utilisons un exemple simple de systeme

structuré:

Exemple 2. Soit le systeme structuré avec les matrices d’etats suivantes:

0 0 00 A 00
M 0 00 0 A 0 0 Ar 00
AAzl BA: > CA:OO)\E;O

0 A 0 0 0 0 A
00 0 X

0 X 0 0 0 0 0

Ce systeme a 3 entrées, 4 états et 3 sorties. Son graphe G (Z) a donc ’ensemble de sommets

A
V' = {uy, us, us, 1, xe, T3, T4, Y1, Yo, ys}. Les arcs du graphe correspondent aux parametres

non-nuls \; dans les matrices d’état. Par exemple, I'arc (uy, 1) (resp. (z1,x2)) correspond

au parametre Ay (resp. A1). Le graphe G(Z) est présenté Figure 2.3.
A

U —— 1] Ty —pr—— U3

N/
f

Zs3

U2

Y1

Y
Y

us

L 2
L 2

Y2

Figure 1.1: Graph orienté G(Z) de l'exemple (2)
A

Définition 5. Soit un systéme linéaire structuré Z du type avec son graphe associé G(Z)
A A

e Un sommet d’état x; € X est dit connecté a la sortie s’il existe un chemin de ce sommet

vers un sommet de sortie. Ce type de chemin est appelé un chemin état-sortie.

11
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o Un sommet d’état x; € X est dit connecté a Uentrée s’il existe un chemin d’un sommet

d’entrée vers ce sommet. Ce type de chemin est appelé un chemin entrée-état.

e un chemin d’un sommet d’entrée vers un sommet de sortie est appelé un chemin

entrée-sortie ou un chemin U —Y .

Dans le graphe de I'exemple (2), tous les sommets d’état sont connectés a l'entrée et a la
sortie. Il existe des chemins entrée-sortie tels que (u1, 1, T2, T4, y3), (U2, T2, Y1) ou (us, T3, ya2).
L’ensemble S = {3, 23} est un U — Y séparateur. Nous pouvons montrer que ce U — Y
séparateur est un séparateur minimal. En effet, sur le graphe, on peut voir que tous les
chemins entrée-sortie passent soit par le sommet x5 soit par le sommet x3. De plus, dans
ce cas, cet ensemble est aussi le séparateur minimal d’entrée S*(U,Y’). Par conséquent, le
nombre maximal de chemins disjoints entrée-sortie est égal a 2, c’est-a-dire que la taille d'un

couplage maximal entre U et Y est p(U,Y) = 2.

1.3 Rang générique d’une matrice de transfert

1.3.1 Rang générique d’une matrice

Suite a la Définition précédente sur la propriété générique, on peut donner la définition du

rang générique d’une matrice :

Définition (Rang générique) Soit 35 un systéme linéaire structuré ayant pour matrice
de transfert Tx(s), avec V' C R, . Le rang générique de Tx(s), noté g-rang[T(s)] est défini

comme le rang maximal de toutes les matrices admissibles 7'(s) par rapport a Ty (s) :

g-rang[Tx(s)] = maxrang[T(s)]

1.3.2 Rang générique d’une matrice de transfert

Conformément a la définition de la généricité, nous pouvons définir le rang générique d’'une

matrice de transfert :

Définition 6. Soit X\ un systéme linéaire structuré ayant la matrice de transfert Ty(s),
avec A € R™ . Le rang générique de Th(s), noté g-rang[Ta(s)] est défini comme le rang de

Tx(s) pour presque toutes les valeurs de A.

Sur le graphe associé G(X,), le rang générique d’une matrice de transfert peut étre cal-

culé de la maniére suivante :

12



Chapitre 1 Systemes linéaires structurés

Théoréme 1. Soit X5 un systéme linéaire structuré avec le graphe associé G(3) Le rang
générique de la matrice de transfert Ty(s) est égal au nombre mazximum de chemins entrées-

sorties sommets disjoints surG(Xy).

Exemple 3. Considérerons le systeme structuré 3, décrit par le triplet (Ax, By, Cy) suivant

0 0 0 0 M A5 O
AN 0 0 0 0 0 0 0 X 0O 0 0
Av=1 0 0 0 X O |:Ba=1| X 0 0 [;CAa=]10 0 Xp 0 O
00 0 0 0 0 M\ 00 0 0 A\
0 X 0 O X 0 0

Figure 1.2: G(X,) de 'Exemple

Sur G(X,), le nombre maximal de chemins entrées-sorties sommets disjoints est égal a

3. Par I'exemple on a les 3 chemins (u1, 1, T2, 41), (U2, 3, y2) et (uz, x4, x5,y3). On a donc

g-rang[Ta(s)] =3

1.4 La commandabilité

Dans cette partie nous allons aborder la notion de commandabilité pour les systemes linéaires

structurés.

13
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Définitions

La notion de commandabilité pour le systeme linéaire ¥ de type (*) est bien connue. Rap-

pelons maintenant la définition :

Définition 7. (Commandabilité) Soit ¥ un systéme linéaire de type (*). ¥ est dit com-
mandable si quel que soit x(t;) I'état a Uinstant initial, et quel que soit x(ty) l'état a Uinstant
final, il existe une commande u(t), appliquée sur Uintervalle de temps fini [t;;tf], qui permet

de rejoindre [’état final partant de [’état initial.

Pour vérifier la commandabilité d’un systeme linéaire, on utilise le plus souvent le critere

de Kalman :

Théoréme 2. Soit ¥ un systeme linéaire de type (*). ¥ est commandable si et seulement

St :
rang[Co] =n ot Co=[B AB . . . A" 'B]

Co est appelée la matrice de commandabilité du systéeme X

Il existe aussi le test de PBH développé par Popov - Belevitch - Hautus dans les années

soixante :

Théoréme 3. Soit ¥ un systeme linéaire de type (*). ¥ est commandable si et seulement

st pour toute valeur de s :

rang[sI — AB] =n

La commandabilité générique

Pour un systeme linéaire structuré 3, , avec chaque choix de A\; € A, on obtient un systéeme
linéaire admissible de type (*) . En conséquence, on peut vérifier si chaque systeéme linéaire
admissible est commandable ou non. Si la commandabilité est vérifiée pour presque tous les
systemes linéaires admissibles, on dit que le systeme linéaire structuré X, est génériquement
commandable.

Pour vérifier graphiquement la commandabilité d'un systeme linéaire structuré, C.T. Lin a

proposé la notion de dilatation.
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Définition 8. (Dilatation) Soit ¥, un systeme linéaire structuré de et G(X,5) = (V, W) son
graphe associé. On considere S un ensemble de kg sommets d’état. Notons T(S) l’ensemble
de sommets v; € V pour i = 1,2, ..kr tels qu’il existe un arc (v;,v;) € W ouv; € S. S est

une dilatation si :
ks —kr = ds >0

dg est appelé défaut de dilatation S.

Les conditions de la commandabilité générique peuvent s’exprimer comme suit :

Théoréme 4. Soit Xy un systéme linéaire structuré et G(X,) son graphe associé. ¥y est

génériquement commandable si et seulement si :

1. Le systéeme Y5 est connecté a [’entrée,

2. 1l n’existe pas de dilatation dans G(X,).

Physiquement, s’il existe dans le graphe associé un sommet d’état qui n’est pas connecté
a ’entrée, ce sommet représente un état qui n’est pas atteignable par des commandes. D’ un
autre coté, la dilatation représente un ensemble de sommets d’état qui est piloté directement
par un autre ensemble plus petit en nombre d’éléments. Dans ces deux cas, le systeme n’est

pas commandable. Nous allons clarifier ces notions par quelques petits exemples.

Exemples

Exemple 4. Considérons le systeme structuré ¥, décrit par la paire (Ay, By) suivante

(matrice C quelconque de dimension appropriée) :

0 0 A
Ap = ; By = °
0 0 A6

Le graphe associé a ce systeme est présenté sur la Figure (1.3)

Avec cet exemple, en prenant S = {xy,x2}, on trouve T'(S) = {u} donc S est une
dilatation. Avec cette dilatation, le systeme >, dans I’Exemple 1 n’est pas commandable.

Vérifions le rang de la matrice de commandabilité :
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/Il
\

T2

u

Figure 1.3: G(X,) de ’'Exemple 1

s O
g-rang|Qac) = g-rang [By AaBa] = g-rang = ( /\5 0 > =1
6

Pour toutes les valeurs de A5 et \g, le g-rang[@Qac| est inférieur & 2, le nombre d’états. Cela

confirme la non commandabilité du systeme.

Exemple 5. Considérons le systeme structuré >, décrit par la paire (Ay, By) suivante

(matrice C quelconque de dimension appropriée) :

A O 0
Apr = ' ; By =
0 0 A6

Le graphe associé a ce systeme est présenté sur la Figure

o
U

.

T2

Figure 1.4: G(X,) de I'Exemple 2
Dans ce cas, il n’existe pas de dilatation sur le graphe G(X,). Par contre, le sommet x;

n’est pas connecté a l'entrée. Le systeme >, dans cet exemple n’est pas commandable. Le

rang de la matrice de commandabilité vaut clairement :

0 0
g-rang|Qac) = g-rang [Bx AaBa] = g-rang = ( 0 > =1
6
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Le g-rang[Qac] est inférieur a 2 quelle que ce soit la valeur de A\g. Cela confirme la non

commandabilité du systeme.

Exemple 6. Considérons le systeme structuré ¥, décrit par la paire (Ay, By) suivante

(matrice C'y quelconque de dimension appropriée) :

AN O A
Ay=[ " By=[ "7
0 0 A6

Le graphe associé a ce systeme est présenté sur la Figure

()

X1

u

N

4P

Figure 1.5: G(X,) de 'Exemple 3

Le systeme X, est connecté a 'entrée et G(X,) ne contient aucune dilatation, donc 3

est commandable. Le rang de la matrice de commandabilité dans ce cas :

As A A
g —rang[Qac| = g-rang [By AxBa] = g-rang = ( )\5 10 b ) =2
6

Pour presque toutes les valeurs de A1, A5 et Ag, g — rang[@ac]| est égal a 2 sauf pour les
cas suivants :\; = 0 ou A = 0 ou A\g = 0 En effet, avec Ay = 0, on retrouve le systeme non
commandable de I'Exemple 1. Avec A5 = 0, on retrouve le systeme non commandable de
I’Exemple 2. Avec A\¢ = 0, on a aussi un systeme non commandable avec le sommet d’état

Zo qui n’est pas connecté a l’entrée.

1.5 L’observabilité générique

Pour exploiter les résultats sur I'observabilité générique on est besoin de quelques définitions.

La notion d’observabilité pour le systéeme linéaire > de type (1.1) est bien connue. Rappelons
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maintenant la définition :

Définition 9. (observabilité) Soit X un systéme linéaire de type (*). ¥ est dit observable
si pour chaque état initial x(t;),il existe un temps fini t; tel que la connaissance de la sortie
y(t) sur Uintervalle [t;;ts], suffit pour déterminer de maniére unique [’état initial , Dans le

cas contraire le systeme est dit non observable .

On utilise le plus souvent le critere de Kalman :

Théoréme 5. Soit 3 un systéme linéaire de type (*). ¥ est si et seulement si :

rang|Obs| = n
ot
C
CA
Obs =
cCA"

est appelée la matrice d’observabilité du systeme X.

L’observabilité générique

Pour un systeme linéaire structuré 3, de type (1.1), avec chaque choix de A\; € A, on
obtient un systéme linéaire admissible de type (*) . En conséquence, on peut vérifier si
chaque systeme linéaire admissible est observable ou non. Si 'observabilité est vérifiée pour
presque tous les systemes linéaires admissibles, on dit que le systeme linéaire structuré >
est génériquement observable .

Pour vérifier graphiquement 1’observabilité d’un systeme linéaire structuré, on définie le dual

de la notion de contraction définie dans I'observabilité générique.

Théoréme 6. Soit X un systéme linéaire structuré de type (1.1) et G(X) son graphe as-

socié. Y5 est génériquement observable si et seulement si :

1. Le systeme Y5 est connecté a [’entrée,

2. 1l n'existe pas de contraction dans G(Xy).
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Physiquement, s’il existe dans le graphe associé un sommet d’état qui n’est pas connecté
a ’entrée, ce sommet représente un état qui n’est pas atteignable par des commandes. D’un
autre coté, la contraction représente un ensemble de sommets d’état qui est piloté directement
par un autre ensemble plus petit en nombre d’éléments. Dans ces deux cas, le systeme n’est

pas observable. Nous allons clarifier ces notions par quelques petits exemples.

Exemple 7. Considérons les systeme structurés >, qui sont les duales des systeme des ex-
emples (4,5 et 6) donné dans la section commandabilité. Les graphe associé aux ces systeéme
peut-étre obtenu en remplagant la commande u par la sortie y et en inversant le sens des

arcs sur les graphes de ces exemples. Les graphe associé a ces systeéme serons alors:

[) L)

T Z1 Z1
\ Y Y \ Y
) Uop) L2

(a) Systeme 1 (b) Systeme 2 (c) Systeme 3

Figure 1.6: G(X4) des systemes 1,2 et 3

e Systéme 1: Avec cet exemple, en prenant S = {x, 22}, on trouve T'(S) = {y} donc
S est une contraction. Avec cette contraction, le systeme ¥, dans I'exemple 1 n’est

pas observable.

e Systéme 2: Dans ce cas, il n’existe pas de contraction sur le graphe G(X,). Par
contre, le sommet x; n’est pas connecté a la sortie. Le systeme X, dans cet exemple

n’est pas observable.

e Systéme 3: Le systéme 3, est connecté a lentrée et G(X,) ne contient aucune

contraction, donc X, est observable.

1.6 Le probleme du découplage par retour d’état

Soit ¥ un systeme linéaire du type (*) tel que le nombre de sorties soit égal au nombre d’entrée

(m = p). Le probleme du découplage par retour d’état consiste a déterminer une commande
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u(t) = Fa(t) + Ju(t), G inversible, de telle sorte que le transfert C(sI — A — BF)™'B.J soit
diagonal et non singulier, c¢’est-a-dire que chaque sortie peut étre pilotée indépendamment
des autres et de la matrice de transfert du systeme en boucle fermé soit. Dans le contexte

des systemes structurés, on a le résultat suivant [J:

Théoreme 7. Soit X5 un systeme linéaire structuré tel que m = p et son graphe associé
G(XA). Le probleme du découplage est génériquement soluble si et seulement si sur le graphe
G(Xy) -

- 1l existe m chemin dans G de U ver Y et

- Ln(UY) = S Li(U, Y (3)) ,Lin(U,Y)est la longueur minimale d’un couplage mazimal
entre U et Y |L;(U,Y (i))est la longueur minimale d’un chemin U — Y (1)

Exemple 8. soit le systeme structuré suivant

A0 A Xé O
Az 0 0
Ay = 0 0 X3 |;Ba= 0 X |:;Ch= ;

0 X O
A A5 O 0 0

Le graphe associé a ce systeme est présenté sur la Figure

Figure 1.7: G(X,) de 'Exemple

Dans cet exemple, on n’a que deux chemins entrée-sortie disjoints: (uy,x1,3,y1) et

(ug, z2,y2). Le couplage maximal entre U et Y est de taille 2 et égal au nombre de sorties.

La longueur minimale de ce couplage est Lo(U,Y) = 5. La longueur minimale d’un

chemin d’une entrée a y; est L1(U,y;) = 3. La longueur minimale d’un chemin d’une entrée
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a Y2 est Ll(U, yg) =2.
Alors, la condition L,,(U,Y) = X, L;(U,Y (i)) est vérifiée. Le probleme du découplage par

retour d’état du systeme ¥, est donc génériquement soluble.

1.7 Conclusion

Dans ce chapitre, les systemes linéaires structurés ont été présentés. Ils représentent une
classe particuliere de systemes linéaires. La notion de généricité a été abordée puisqu’elle
joue un role important dans ’étude de tels systemes. Comme 'approche graphique est un
outil intéressant pour 1’étude des propriété génériques des systemes structurés, nous avons
montré comment associer un graphe orienté a ces systemes. Des illustrations sur le rang
générique d’une matrice de transfert, 'observabilité générique et le probleme du découplage

par retour d’état ont été présentées.
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Chapter 2

Détection et localisation de défauts
-Fault Detection and Isolation(FDI) a

I’aide de analyse structurelle

2.1 Introduction

Les systemes congus et fabriqués par 'homme (avions, véhicules, systemes de production...)
sont de plus en plus complexes a cause du grand nombre de composantes constituant ces
systemes. Malgré la progression rapide des nouvelles technologies, ces systéemes ne sont pas a
labri de défaillances. L’exigence de sécurité et de maitrise de la disponibilité des équipements
rend le diagnostic (détection et localisation de défauts...)tres important. Bénéficiant des
outils existants en automatique, plusieurs approches de diagnostic ont été développées par
différentes communautés de recherche, donnant des solutions au probleme de détection et
localisation de défauts. En fonction du type de connaissances dont nous disposons, ces ap-
proches peuvent étre des méthodes a base des modeles quantitatifs, modeles qualitatifs ou
des méthodes a base de I'historique du procédé. Le probleme de détection et localisation
de défauts (FDI - Fault Detection and Isolation) a re¢u une attention considérable dans les
dernieres années [12, 1]. Ce probleme consiste & mesurer des données au cours du fonction-
nement réel du systeme afin de déterminer si le fonctionnement du systeme est normal ou
défaillant. Dans ce but, des signaux indicateurs de défauts nommés résidus sont construits a
partir des données disponibles et ensuite utilisés pour localiser les défauts des que possible.
Le principe est que la valeur des résidus est nulle lorsque le systeme est en fonctionnement
normal et différente de zéro en cas de défaillance. Dans la suite de cette section, nous rap-
pelons le probleme de détection et localisation de défauts avec une banque d’observateurs
et les conditions pour sa solubilité générique. Les résidus sont générés en utilisant cette
banque d’observateurs afin d’avoir un transfert défauts-résidus diagonal indépendamment

des perturbations.
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Dans ce chapitre, nous considérons un systeme linéaire sujet a des défauts additifs et
affecté par des perturbations et nous abordons le probleme de détection et localisation de
défauts avec une banque d’observateurs. Dans un premier temps, nous rappelons les con-
ditions de solubilité générique de ce probleme qui ne dépendent que le structure interne du
systeme et pas de valeurs spécifiques des parametres. Dans notre étude, le probleme de
détection et localisation de défauts est envisagé d’un point de vue structurel. L’avantage
de cette approche structurelle est que les conditions de solubilité peuvent étre représentées
de maniere assez simple sur le graphe et donc peuvent étre vérifiées en utilisant des algo-
rithmes standard de 'optimisation combinatoire. Cette approche est utile principalement a
un niveau d’analyse. Si les conditions de solubilité sont satisfaites, il est nécessaire d’utiliser

des méthodes existantes afin d’obtenir une solution pratique.

2.2 Formulation du probleme

Considérons un systeme linéaire représenté par les équations d’état suivantes:

Az(t) + Bu(t) + Lf(t) + Ed(t)

(2.1)
Cx(t) + M f(t) + Hd(t)

<

—~
~+~

~—
I

]
—
=R
N

Il

avec:

e z(t) € R"; Le vecteur d’état,

u(t) € R™; Le vecteur d’entrée (commande),
e f(t) € R"; Le vecteur de défaut,
e d(t) € RY; Le vecteur de perturbation,

e y(t) € R?; Le vecteur de sortie mesurée,

Les matrices A, B, L, E,C, M et H sont des matrices de dimensions appropriées.

Un ensemble de résidus dédiés est généré en utilisant une banque de r observateurs pour
le systeme (2.1), selon le schéma [Chen et Patton, 1999], voir Figure (2.1). Chaque résidu
est congu pour étre sensible a un seul défaut et reste insensible aux autres défauts et aux
perturbations.

Le i®™¢ observateur de cette banque de r observateurs est construit comme suit:
zi(t) = Az'(t) + K'(y(t) — C2'(t)) + Bu(t), (2.2)

ou #'(t) € R* est I'état de i"™ observateur et K*, le gain de I'observateur concu tel que
#'(t) converge asymptotiquement vers x(t) quand il n’existe pas de défaut (f(¢) = 0) ni de

perturbation(d(t) = 0).
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Defauts  Jr f2 fr Perturbation d
Entrée de l l _ ,
commande Sortie mesurée Y

Systeme —s

A

u

‘ Observateur Générateur r,
4 1 de résidu 1 —»
Observateur| «° [Générateur]| "=
I 2 de résidu 2

A — r
Observateur| " Générateur r
- —
r de résidu r

Figure 2.1: Le schéma de la banque d’observateurs

Dans ce cas, les résidus sont définis comme:

ri(t) = Q'(y(t) — Cz'(t)),pouri = 1, ...,r (2.3)

ou ()" est une matrice de dimension 1 X p.

Le probleme de détection et localisation de défauts avec une banque d’observateurs pour
le systeéme du type (2.1) consiste & trouver, si possible, les matrices K' et Q" telles que pour
1=1,2,...,7:

o A— K'C est stable,

e la matrice de transfert entre les perturbations et les résidus est nulle,

e la matrice de transfert entre les défauts et les résidus est non singuliere, propre et

diagonale.

Le transfert des perturbations et des défauts aux résidus s’écrit alors sous la forme:
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avec
0 --- 0 ty(s) 0 e 0
0 - 0 0 toofs) --- 0
O
0 0 0 0 tm(s)

ou t;(s) #0pouri=1,2 .. 7.

2.3 Solubilité générique du probleme FDI

Comme présenté dans le Chapitre 1, la notion de systeme structuré est un outil puissant
pour étudier certaines propriétés du systeme qui en général ne dépendent que la structure
interne du systeme et pas de la valeur des parametres. Dans [Commault, Dion, Sename et
Motyeian, 2002; Commault et Dion, 2007], les auteurs ont utilisé les systeémes structurés pour
I’étude du probleme de détection et localisation de défauts avec une banque d’observateurs.
Ces modeles prennent en compte les relations entre les variables internes sans fixer la valeur
exacte des parametres.

Considérons maintenant un systeme linéaire comme décrit dans (2.1), mais avec des

fd
coefficients paramétrés, noté Z:
A
i (t) = Anz(t) + Bau(t) + Laf(t) + Exd(t) 2.4)
| y(t) = Caw(t) + Maf(t) + Had(t)
fd fd
Le graphe associé G(Z) = (V,W) du systeme Z est construit de la méme facon que

A A
dans la section 1.2.3, c’est-a-dire:

e [’ensemble des sommets : V=UUXUY UDUF ou:

— U = {uy,ug,...,u,} est I'ensemble de sommets d’entrée et correspond aux m

entrées du systeme.

— X = {x1,x9, ..., T} est I'ensemble de sommets d’état et correspond aux n états

du systeme.

— Y ={v1,92, ..., yp} est 'ensemble de sommets de sortie et correspond aux p sorties

du systeme.

— D ={di,ds,...,d,} est ensemble de sommets de perturbation et correspond aux

q perturbations du systeme.

— F = {f1, fs, ., [+} est Pensemble de sommets de défault et correspond aux r

défaults du systeme.
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e L’ensemble des arcs W = Wyx UWxx UWpx UWrx UWxy UWgy UWpy ou:

— Wux = {(u;, z)|b;; # 0},

— Wxx = {(@j, z)[ai; # 0},
— Wxy = {(j,4:)|ci; # 0},
— Wpx = {(d;, zi)|es; # 0},
= Wex = {(fj,z:)|li; # 0},

— Woy = {(d;, y:)|hi # 0},
— Wry = {(fj,yi)|mi; # 0},

ol a;; (resp. bij, Cij, €15, lij, hij, my;) est élément (i, j) de la matrice Ay (vesp. Ba, Ca, En, Ly, Hp, M

Nous présentons maintenant la condition nécessaire et suffisante pour que le probleme
de détection et localisation de défauts avec une banque d’observateurs soit génériquement
soluble [Commault, Dion, Sename et Motyeian, 2002].

fd
Théoreme 8. Soit Z un systeme linéaire structuré du type (2.4) et son graphe associé

A
fd
G(Z) Le probleme de détection et localisation de défauts (FDI) avec un banque d’observateurs

A
est génériquement soluble si et seulement si:

fd
1. Z est génériquement observable,
A

2. p(FUD,Y)=p(D,Y)+r ou:

e p(FUD.Y) et p(D,Y) sont respectivement la taille d’un couplage maximal entre
FUDetY | etlataille dun couplage mazimal entre D etY,

e 1 est le nombre de défauts.

La premiere condition nous permet d’avoir des observateurs stables pour le probleme
FDI.

La deuxieme condition signifie qu’il existe, pour tout : = 1, ..., ¢, un chemin f; —Y disjoint
dans chaque lien F'U D —Y maximal. Il est possible de distinguer un chemin fi-racine parmi
tous les chemins. Le fait de pouvoir discerner un chemin & partir du sommet f; signifie qu’il
est possible de générer un résidu permettant de localiser le défaut f; (reste a expliquer).

Dans le cas particulier en absence de perturbation (D = (), la condition de solubilité

du probleme FDI devient k = r avec k = p(F,Y’) est la taille du couplage maximal dans

GO

A
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2.4 Application au Probleme de la Localisation de Cap-

teurs

Le probleme de localisation de capteurs : quand une propriété considérée n’est pas satis-
faite avec les capteurs initiaux du systeme, combien de nouveaux capteurs ajouter et ou les
placer pour vérifier cette propriété. Par exemple, dans le cas ou le probleme FDI n’est pas
génériquement soluble avec les mesures disponibles, quel est le nombre minimal de capteurs
a ajouter et ou les placer 7

La réponse a été donné dans ([5]). Donnant d’abord les définitions suivantes:

Définition 10. Considérons un systeme structuré X, avec sont graphe associé G(X,). Soit
S un séparateur de G(X,) comme définit dans (1.2.3). On associe a S ’ensemble Ts définit
comme l’ensemble de tous le sommets dans n’importe quel chemin direct de F vers S a

l’exception des sommets de S.
On peut formuler alors le théoreme donné dans ([5]):

Théoreme 9. Le nombre minimal de nouveauz capteurs a ajouter pour résoudre le probléme

FDI est égal a r — k. Ces capteurs doivent mesurer des variables dans Tg-.
e k: la dimension de S* qui égale a la taille du couplage mazimal dans G(Xy).
o S* est le séparateur d’entrée minimal. (Voir 1.2.3).
Théoreme 10. Le probléeme FDI a une solution si et seulement si pour tout séparateur

d’entrée S de G(X,) avec son ensemble T associé, il y a au moins r — d nouveaur capteurs

qui mesurent des sommets dans Ts, avec d la dimension de S.

Pour expliquer ces principaux résultats, on donne 'exemple suivant:

Exemple 9.

(4= —2 + a0+ a5+ [y
Lo = —2x9 + X3+ 24
X3 = —3x3+ 5 + fo
Ty = —4r; + 5+ f3 (2.5)
Ts = —bSrs +u+ f4
Y1 =21

\ Y2 = T2

La taille d'un couplage maximal, par exemple (f1,x1,y1), (f3, %3, T2, y2), est égal a p(F,Y) =

2 (il n’existe pas 3 chemins simple disjoints F' — Y').
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n

Ys

> Yo

fa A% EEEEEED > Ya

Figure 2.2: G(X,) de 'Exemple

La deuxieme condition du théoreme (8) n’est pas vérifier car p(F,Y) =2 # r =4 ce qui
implique que le probleme FDI n’est pas soluble. Pour résoudre le probleme, le théoreme (9)
permet de calculer le nombre minimal de capteurs a ajouter afin de rendre le probleme FDI

génériquement soluble. On trouve
r—k=r—p(FY)=4-2=2

Cela veut dire qu’il faut ajouter deux nouveaux capteurs mesurant des variables de Tl-.
Cherchons maintenant le séparateur d’entrée minimal S* qui est d’ordre 2. On peut vérifier
que S* = {x1, 25} est le séparateur d’entrée minimal car tout chemin F'—Y a au moins un
sommet dans S™ et de plus on peut pas trouver un séparateur d’ordre égale ou inférieur a 2

entre les fautes F' et le séparateur S*. L’ensemble T« associé est:

TS* - {$37I4,ZE57 f17f27 f37f4}

Le séparateur d’entrée d’ordre 3 est S = {z1, x3, f3} et son ensemble associé Ts = {x5, f1, fo, f3}
D’apres le théoreme (10) au moins un capteurs (parmi les deux a ajouter) doit mesurer
r—d=4—3 =1 variables dans Tg.

Choisissons, par exemple un capteur y; = x5 € Ts. L’autre capteur doit mesurer une
variable dans Ts«. La solution envisagée est de choisir y; = x4 (ou bien y3 = x3). Ainsi
avec le nouveau couple de capteur (y, = z4,y5 = @5) le probleme FDI devient soluble. Il
faut remarquer que le couple (x3, z4)ne permet pas de résoudre le probleme FDI malgré que

x3, x4 € Tg« car aucun de ces variables n’appartient a Ty.
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2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exploité 'approche de 'analyse structurelle pour déterminer
les conditions de solubilité du probleme FDI. Ensuite, une analyse de placement de capteur
a été effectuée pour déterminer le nombre et les capteurs qui assure la solubilité du probleme
FDI.
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Conclusion générale et perspectives

Les systemes linéaires structurés sont une classe générale de systemes linéaires multi-variables
dépendant de parametres. Dans un systeme linéaire structuré on ne prend en compte que
I'existence ou I'absence de relations entre les différentes variables sans s’intéresser a la valeur
précise des parametres.

Dans le premier chapitre, les systemes linéaires structurés ont été présentés. Nous avons
également montré comment associer un graphe orienté a ces systemes. Des illustrations sur
le rang générique d’une matrice de transfert, l'observabilité générique, la commandabilité
générique et le problem du découplage par retour d’état ont été présentées.

Dans le deuxieme chapitre, nous avons donné les algorithmes de 1’analyse structurelle
pour la solubilité du probleme FDI et la localisation des capteurs.

Finalement, ce travail, qui était une continuation de notre travail de mémoire de fin
d’étude [7], nous a permet d’étudier les propriétés génériques des systeémes structurés en
utilisant les techniques de I’analyse structurelle.

Comme perspective, nous envisageons de continuer notre travail sur les méthodes struc-

turelles pour étudier la reconfiguration structurelle.
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