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Résumé:

Dans ce travail nous avons essayé d’analyser la capacité portante d’une fondation en termes
de tassement sur un sol multi-couches qui tenu compte du comportement linéaire et non-
linaire du sol. Pour cela, nous avons faire un travail d’homogénéisation pour homogénéisé le
sol de facon optimale

Nous avons utilisé la méthode des élements finis (MEF) pour I’analyse linéaire et non
linéaire, et la technique de couplage éléments finis et infinis pour le but de comparaison avec
la MEF dans le cas linéaire .

Mots clé : Tassements - Comportement linéaire et non linéaire — Eléments finis — Eléments
infinis.
Abstract:

In this work we have tried to analyze the bearing of a foundation in terms of settling on a
multi-layer that reflects the linear and nonlinear behavior of the ground floor capacity. To do
this, we do work for homogenization homogenized soil optimally.

We used the finite element method (FEM) for linear and non-linear analysis, and the
technique of coupling finite and infinite elements for the purpose of comparison with the
MEF in the linear case.

Keywords: Settlements - linear and non-linear behavior - finite elements — Elements.
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Chapitre | Introduction générale

Chapitre |
INTRODUCTION GENERALE

1.1) Introduction générale :

Les problemes d’analyse non linéaire est difficile & résoudre par les méthodes
classiques, il faut faire appel aux méthodes d’analyse modernes. Parmi les méthodes de prise

en compte de l'interaction sol- structure, on peut distinguer les méthodes globales.

Les méthodes globales sont celles conduisant a une détermination simultanée du
mouvement dans le sol et dans la structure. Elles sont susceptibles d’appréhender les
comportements non-linéaires dis a la loi de comportement d’un des matériaux (le sol le plus
souvent) ou aux interfaces sol-structure (décollement ou glissement d’ouvrages sur leurs

fondations).

La méthode des ¢éléments finis est I’une des méthodes globales la plus utilisée. Un des
avantages principaux de cette méthode est sa capacité de prendre en compte les hétérogénéités
résultant soit de la variation des caractéristiques du sol, soit d’un non linéarité plus prononcée
pour certaines zones (angles des fondations). Elle s’applique parfaitement aux milieux
hétérogeénes. C’est le cas d’ailleurs pour les systémes sol-structure. Toutefois, quelques
problémes se posent lors de I’utilisation de la méthode des éléments finis pour I’analyse de
I’interaction sol-structure, tels que ceux relatifs aux conditions aux limites qui sont
généralement imposées sur une frontiére arbitraire. Ainsi que, les dimensions géométriques du
probléme qui sont importantes, ce qui nécessite 1’utilisation d’un grand nombre d’éléments finis

pour modéliser le systeme.

Pour surmonter ces difficultés, liées a 1’utilisation de la méthode des éléments finis pour
les domaines non-bornés, de nombreuses méthodes ont été proposées. Dans certains cas, une
condition aux limites exacte est introduite et couplée au domaine de calcul par éléments finis.
Une autre méthode plus efficace consiste a utiliser le concept des éléments infinis, qui a été

introduite initialement par Bettes.

L’objet de ce travail est de détermine la capacité¢ portante d’une fondation sur un sol

multicouche qui tient compte en méme temps du comportement linéaire et non-linéaire du sol.
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Chapitre | Introduction générale

Pour faire ce travail on a organisée en huit chapitres comme suit :

- Le premier chapitre présente une introduction générale.

- Le deuxiéme chapitre présente une bréve introduction sur la théorie d'élasticité linaire.

- Le troisieme chapitre et le quatriéme nous avons présente les deux méthodes des éléments
finis et infinis.

- La parte de I’application d’analyse linéaire et non linéaire sont détailles au cinquieéme

chapitre.

- Au sixiéme chapitre, est présentée la conclusion générale.

ENP 2014 2
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Chapitre 11 Rappel sur la théorie d’élasticité linéaire

Chapitre 11 : [7] [9]
RAPPEL SUR LA THEORIE D’ELASTICITE LINEAIRE

11-1). Introduction :

L'utilisation de la méthode des éléments finis pour I'analyse des problemes statique et
dynamique nécessite la connaissance des équations de base de la théorie de I'élasticité linéaire
.Dans ce chapitre, en presente les relations entre les contraintes et les déformations dans le cas
tridimensionnel. De ce cas général, dérive le cas particulier de I'élasticité plane (état plan de

contrainte et état plan de déformation).

11-2). LES EQUATION D’ELASTICITE :

11-2-1) Notions de base :

a) Forces extérieur : les forces extérieures auxquelles peut étre soumis un corps peuvent étre
classées en deux catégories:
Forces volumiques: ceux sont des forces a distance associées a la masse du corps et réparties
sur tout le volume.
Forces surfaciques: ceux sont des forces de contact réparties sur toute la surface de contact.
b) Contraintes : un systeme de forces extérieures applique a un corps engendre un systéme de
charger intérieures résultant d'interaction des particules élémentaires. A chaque force
élémentaire correspond une contraint
c) Tenseur des contraintes

Le tenseur des contraintes, noté, est une matrice 3x3 symétriques. C’est une approximation
assez grossiére de ce qui se passe en chaque point du matériau.

Dans le cas général chaque point matériel est soumis a neuf composantes de contrainte

comme l'indique la figure 11.1

Tx o >
/ x ¥, o
A
Tvx Txy
Gy e <« ; Gy
e Txz Txz |
Ty v, AT !
v i >
g ) Tax
K
Oy
= Gz ¢

Figure 11.1 Composantes du tenseur des contraintes
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Chapitre 11 Rappel sur la théorie d’élasticité linéaire

Trios composantes de contraintes normales ox, oy et oz et six composantes de contraintes

tangentielles Txy, Tyx, Txz, Tzx, Tyz 6t Tzy.

Oxx Txy sz]
2.1)

[oi] = [Tyx Oyy  Tyz
Tzx Tzy Ozz

Pour satisfaire I'équilibre de I'élément on doit avoir:
Txy = Tyx, Tyz=1Txz €t Tzy=Tzx €t Tyz= Tzy

Ainsi il en résulte six composantes indépendantes de contraintes en un point.

11-2-2) Contraintes principales et direction principales des contraintes :

Soit aij tenseur contraintes en un point, il permet de déterminer les vecteur de
contraintes pour toutes les facettes, de normale unitaire éxtérieure 72, passant par ce point, par

la relation.
Tij= aij. Xjj (2.2)
On obtient également les contraintes normales pour toutes les facettes :

o=T 7 =TiXi= oij XjX| (2.3)

Avec:  XjXj = cosinus directeurs

S'il existe des vecteurs n', tels que leur produit par un tenseur [o] leur soient colinéaires

c'est-a-dire tels que l'on ait :
CijXj =AXii et A: valeur scalaire (2.4)

On peut donc rechercher s'il existe des facettes soumises a des contraintes purement normales,

c'est-a-dire telle que :

Ti = 0ijXj = AX (2.5)
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Chapitre 11 Rappel sur la théorie d’élasticité linéaire

A l'aide de la régle de substitution d'un indice attaché au symbole de Kronecker, on peut

mettre les inconnues X en évidence ; on a d'abord.
gijXi - AOijXi = 0 (2.6)

(aij - AOij) xi =0 (2.7)

Ces conditions sont trois équations linéaires et homogenes :
(oxc-M)xy + (Ty-A) X2 + (Tezh) x3=0
(tyx-A) x1+ (oyy-h) Xz + (Tyz-A) x3=0 (2.8)

(TD) X1+ (Ty-A) X2 + (02-)) x3=0

La solution est obtenue en résolvant I'équation caractéristique du degré 3 det | o-Al |

L'équation caracteristique d'un tenseur d'ordre 2 est une équation cubique, qu'on peut écrire

sous la forme suivante :

A3 - 1142 - 124 -13 =0 (2.9)
[ L=tr (o)
I :|U11 1'12| |022 T13|+ |011 T13|
T21 O22 Tz23 033 T31 033
< P %(O'ii. ajj - Tij Tji) (2.10)

I, = ~[(tro)? - tr(t)?]

011 T2 Ti3
Ta1 022 Tp3
T31 T32 033

= det [0]

I3 =

\
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Chapitre 11 Rappel sur la théorie d’élasticité linéaire

Les solutions de I'équation (2.9) sont les trois contraintes principales o1, o2, o3 et les
coefficients Iy, I2, 13 les invariants élémentaires du tenseur o. Ou (oij) représente les
composantes du tenseur dans une base R orthonormé mais non nécessairement principale, le

symbole o désigne le tenseur du second ordre. [15]

En remplagant A par g1 dans (2.8), on obtient un systéme homogéne permettant de trouver
les trois composantes x1i de la premiére direction principale a un facteur prés. Ce facteur se

détermine ensuite par la condition suivante :
X1j. X1p = X11% F X127+ X137 (2.11)

On procéde de méme avec o et g3.

11.2.3) Les équations d'équilibre:

En générale, dans un corps les contraintes varient d'un point a un autre.
Soit ox la composante de la contrainte totale. Considérons la variation de cette composante
(Figure 11.2)

D C .
oyt 4 T OxC
Y
_U}\
v o
Oxa *  OxB
A B X
1 d,{ 1
-—Pp
Figure 11.2 Variation de contrainte entre deux pointes
. . . . . 0oy Jdoy
Si la contrainte au point A est ox, en B la contrainte varie de (E dx) ou —= est le taux de

variation de ox.
ox étant fonction de x et y dans le cas bidimensionnel (et de z dans le cas tridimensionnel), la
dérivation partielle et nécessaire.

La contrainte au point Best donné par :

00xa
P dx (2.12)

OxB = OxA t

Egalement les contraintes en C et D sont :
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Chapitre 11 Rappel sur la théorie d’élasticité linéaire

oxc = Oxg + 62;3 dy (2.13)
60 = oxa + 2254 dy (214)

X : étant constant de B & C, en remplagant oxg par sa valeur dans 1’équation (2.13) on

obtiendra :
30y a 30y
OxC = OxA + ;XA dy + a(GXA + ;xA dx) dy (2.15)
D’ou
= gn + 2224 gy + 2224 g 2.16
Oxc = Oxa + — = 0y 3y y (2.16)

(Ou le terme du second ordre est négligé)

En négligeant les petites quantités du second ordre, les taux de variation sont constants, ainsi
les contraintes sur la surface d’un ¢lément infinitésimal varient linéairement.

D’ou on aura :

< D C .
P, — Y‘[ —> P,
«— L, _—
- X -
-+ H-
A B

Figure 11.3 Variation de la contrainte sur une facette.

Avec P1 Py, les force extérieurs respectivement sur les surfaces latérales de gauche et de
droite.

En considérant la surface latérale de gauche (figure 11.4)
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Chapitre 11 Rappel sur la théorie d’élasticité linéaire

r 3
!

- I’d/zf'
: Avec: dz=1

Figure 11.4 Surfaces latérales de gauche d'un point matériel

La force extérieure sur cette surface est :
Pi=[go.ds (2.17)
S : étant égale a (l.dy)

= Pi= [0 1dy = Xou + 010) dy = 2o+ o 2= dy) dy
D’ou:

- 100x 4o
Pi=ox.dy + 2 Ty dy (2.18)
De méme, la force sur la facette droite est :

0oy
P2=~ (0w + 0xc) dy = (0x + % dy) dy (2.19)

D’ou:

00y 0oy
P2 =oxdy + e dy.yx + % (oxg + oxc) dy + %E dy?

La force résultante sur le corps dans la direction x sera :

_ 00y
P1—-P2 —Edy dx
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Chapitre 11 Rappel sur la théorie d’élasticité linéaire

Si on considere que la répartition des contraintes sur les facettes considérées est constante,

alors les contraintes appliquées aux centres de gravité des facettes seront:

do.
Ox et Ox +—= dx
dax

Ainsi la résultante des forces sera la méme. D’ou on aura:

P1— Po=(0x +22 dx) Ldy - o Ly

Donc:

00y

P1—P2=—= dx.dy (2.20)

Cette représentation simplifiée de I'état de contrainte, peut étre utilisée pour I'établissement

des équations d'équilibre.

Si on suppose que:
0x=0, e =Tyz -tx =0 et z=0

Avec : oy, oy, Txy et Tyx €tant supposées indépendantes de z, le modéle d'équilibre de I'élément

sera (figure 11.5).

Jo |
G, +——dy
9% o1
T yXx + .i - d}"
s
- >
________________ at
Tyt dy
c. b4 o

d «— —

g o +—8G * dx

T . X x ax -

(2]
+—
Q

Figure 11.5 Etat de contrainte plane
Avec: X, Y et Z les composantes de la force volumique suivant les directions x, y et z

respectivement.
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Chapitre 11 Rappel sur la théorie d’élasticité linéaire

Vu que I'élement est en équilibre, la somme des forces projetées sur I'axe x est nulle.
D’ou:

2 F =0 (2.21)

0Tyx
oy

= X X dy + (ox+ 22 dx) dy - o .dy + (zy +—2 dy) dX - Tx X =0

(L'épaisseur de I'élément suivant la direction z étant égale a l'unité).

Apres simplification en obtiendra :

dox | O0Tyx _
(g + > +X).dx.dy = 0

(dx.dy) est différent de zéro ainsi en aura:

90x + Otyx +X =0
x ay

De méme I'équilibre des forces dans la direction y donne :

_922 +.QZEX.+Y =0
dy dx
Pour le cas genéral tridimensionnel, nous considérons I'équilibre des forces qui agissent sur un
élément infinitésimal dans la direction x seulement. Les autres directions y et z peuvent étre

traitées de la méme fagon (figure 11.6).

Figure 11.6 Equilibre des forces dans la direction x
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Chapitre 11 Rappel sur la théorie d’élasticité linéaire

L'équilibre des forces dans la direction x donne:

LE =0

= (oc+ 22 dx) dy.dz - v dzdy + (T + zx dy).dz.dx - Ty .dz.0x + (tx + 22 dlz).dx.dy
Tx0dx.dy + X.dx.dy.dz =0

Apres simplification on obtiendra :

aO'x aTyx asz
(g +—— 3 + X) .dxdydz = 0

(dx,dy,dz) étant différents de zéro, I'équation précédente se simplifie a :

(% 4+ Lox 61:yx asz

ox ay * X) 0

De méme on obtiendra pour les directionsy etz :

2 4 Zay By vy =
dy dx 0z

(@2 4 2y 20

0z ax * Z) 0

Etant donné que:  Txy=1Tyx, Txz=1Txz, Tyz= Tzy
Les équations d'équilibre pour le cas général tridimensionnel peuvent s'écrire comme suit:

r 99x aTyx+asz

+ X =
dx ay 0z 0

e AL (2.22)

% 4+ Xz 0Txz aTyZ

+
\ 9z  ox ayZO
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Chapitre 11 Rappel sur la théorie d’élasticité linéaire

11.2.4) Relation entre déformations et déplacements :

Lorsqu'un corps est soumis a un systéme de forces, en général tous les points
appartenant au corps changent de position. Le deplacement d'un point est défini comme étant
la distance separant sa position initiale de sa position finale. Les composantes de ce
déplacement sont U, V et W elles sont en générales en fonction de X, y et z. Ainsi un point
situé initialement en (X, y, z) sera déplacé en (X + u, y + v, z + w).

On dit qu'un corps est déformé, quand, les positions relatives entre les points
appartenant a ce corps changent en fonction du systeme de forces appliquées. Dans le cas
général deux types de déformations se produit, les longueurs paralléles aux directions x, y et z

varient ainsi que les angles formeée par ces longueurs.

a) déformations directes:

La déformation directe dans une direction donnée est définie comme étant le rapport de
la variation de longueur par longueur, d'une fibre originalement orientée dans cette direction.

Trois composantes indépendantes de déformation directe (normale) &y, &y et &.

(2.23)

A
<
|
|

b) déformation de cisaillement:

La déformation de cisaillement est définie comme étant la variation de I'angle droit
formé par deux axes. Elle est associée a deux directions orthogonales. Trois composantes de

déformation de cisaillement yxy, Yxz et yyz Sont definies en chaque point.

_au , av

=4+ —
(T ady x

_av . aw

ow U

=4+ =
\ W= T 5z
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Chapitre 11 Rappel sur la théorie d’élasticité linéaire

Il est a noter que :

Yxy = Yyx ’ Yxz = Yzx ) Yzy = Vyz

11.2.5) Relation entre contraintes et déformations (loi de comportement):

Sous I'action d'une contrainte normale uni-axiale, la plupart des matériaux ont un
comportement bien défini dans le domaine élastique. Ce comportement se traduit par la

relation:
c=E.e (2.25)

Cette relation est connue sous le nom de "la loi de Hooke". La constante E est appelée
module d'élasticité ou module de Young. Il est a noter que cette relation n'est valable que dans

le domaine élastique (figure 11.7).

4 Conramte
Plosticue

Sawl da rupture

D .;‘
A Neouvellzs position de repos DEnlacemant

o
Tl

Figure 11.7 Courbe de comportement des matériaux
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Soit un élément tridimensionnel soumis a une contrainte uni-axiale (figure 11.8)

Figure 11.8 Etat de traction pure

La composante de déformation ex est donnée par:
Ex = —

En plus de cette déformation, I'élément aura des contraintes suivant les directions y et z.

De ces contraintes il résulte des déformations €y et €z qui sont :

Ox
Ey= €z =-v—
4 E

Ou v est appelé coefficient de Poisson; il est constant pour la plupart des matériaux.

Considérons maintenant un élément soumis a un état de contrainte tridimensionnel, la

déformation totale dans les directions x, y et z est alors donnée par:

Ex = % [Gx -V (Gy + GZ)]
gy = % [oy -v (ox t 627)] (2.26)

€z= % [Gz -V (Gx + Gy)]

La relation dans le domaine élastique entre les contraintes et les déplacements, pour un corps
soumis a un état de contrainte de cisaillement pur tridimensionnel, a été trouvée

expérimentalement et elle a la forme suivante:

1
([ Vxy=C Ty

< meE (2.27)

1
\ Vxz= o Txz
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Chapitre 11 Rappel sur la théorie d’élasticité linéaire

G=—2 (2.28)

T 2(1+v)

Ou: la constante G représente le module d'élasticité de cisaillement appelé aussi le module de

rigidité.

Les équations (2.26), (2.27) peuvent étre écrites sous la forme matricielle suivante:

Ex 1
Irgy \I —v
S

Yy [ " E 0
Lyxz | .0

Vyz) 0

—U

1

-V

-V

La résolution du systeme d'équations (2.29) nous donnera:

o
(o)
I p——
Txy B (1+v)(1-2v)
&)
Tyz
(2.30)

0 0 0 Oy
—v 0 0 0 {ay}
1 0 0 0 o

0 2(1+v) 0 0 { Tay } (2.29)
0 0 2(1+v) 0 lrsz
0 0 0 2(1+v) ]l Bz
-V v v 0 0 0
v 1—-v v 0 0 0 ( Ex \
v v 1—v 0 0 0 &y
0 0 0 =(1-2v) 0 0 €z

1 yxy
0 0 0 0 ~(1-2v) 0 Yxz

1 )/yZ

0 0 0 0 0 =-(1-2v)

Les différentes relations entre ces quantités peuvent étre schématisées par la figure suivante:

DEPLACEMENT

A

A 4

DEFORMATION

CONTRAINTE

A

GEOMETRIE

MATERIAU

CHARGEMENT

Figure 11.9 Relation entre déplacement, contrainte et déformation
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Chapitre 11 Rappel sur la théorie d’élasticité linéaire

11.3) DEFORMATIONS PLANES:

On peut dire qu'on est en présence d'un probleme de déformation plane lorsqu'on a un
corps dont I'une des dimensions est trés importante par rapport aux deux autres (figure 11.10)

Un tel probléme est définie par:

U =U(xy)
V =V(xy)
W=0

Donc la matrice de déformation et la matrice de contrainte s'écrite comme suite:

Exx yxy 0
[ei] = |Vyx &y O (2.31)
0 0 0
Oxx Txy 0
[oii] = [Tyx Oyy O (2.32)
0 0 0z
Z
4
Y
Figure 11.10 Probleme de déformation plane
Les relations entre les déformations et les déplacements sont:
_au
™
av
&= (2.33)
au | av
Y=ot o

\ &=ye=Yy2=0
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Les relations entre les déformations et les contraintes seront:

o =Jx_ VI _ vy
([ T E E
_  Uoy , Oy vo,
gy= ——+-—=— —= (2.34)
E E E
< Vo. Vo (o}
SZ:__X_ _y_l_ _Z:
E E E
_ Txy _ 2(14v)
\ Yxy = c E Txy

Les relations entre les contraintes et les déformations sont :

Ex
{ Ey } (2.35)

T (1+v)(1-2v)

. 1
{Gy}_ eTre '[r 1

Les équations d'équilibre seront :

( 6&4_%4_)(:0
ax ay

9oy L Otyx  y _
6y+ o +Y=0 (2.36)

A

do,
—= 4+ -
\ 3, Z=0

11.4) CONTRAINTES PLANES :

Contrairement & la condition de déformations planes, qui dit que: la dimension
longitudinale dans la direction z est importante par rapport aux dimension suivant x et y; la
condition de contraintes planes et caractérisé par le fait que la dimension suivant la direction z

est tres petite par apports aux deux autres (figure 11.11).
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Xi

=Y

-

Figure 11.11 Probleme de contrainte plane

Dans ce cas les contraintes sont de la forme suivante:
ox = ox(X,y)
oy = oy(X,y)
Ty = Tuy(X,Y)

'sz:’Cyz:Gzzo

Oxx Txy O
[oii] = Tyx Oyy 0
0 0 0

Les déformations sont de la forme suivante:

Exx  Vxy 0
[ei] = |Vyx €yy O
0 0 &

Les relations entre les déformations et les contraintes seront:
1
[ &x= - (ox —voy)
_1
gy = = (Oy —vox)

1
= 3 (0 +0y)

1
\ Yxy = G Txy

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)
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Chapitre 11 Rappel sur la théorie d’élasticité linéaire

Les relations entre les contraintes et les déformations sont :

Oy 1 v O Ex
{ay}: Elv 10 {%} (2.41)
0 0

1-v2 1-v
Txy Vxy

2

Les équations d'équilibre seront:

%+6T£+X:O

ax ay
(2.42)
99y , Otyx 4y =
dy + x +Y=0
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Chapitre 111 Présentation de la M.E.F

Chapitre 111 [2][3][5][6][10]
PRESENTATION DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

111-1) GENERALITES :

111-1-1) Introduction:

En rendant la complexité des calculs une chose du passé , I'avenement de l'ordinateur a
révolutionné les sciences de l'ingénieure ,des problémes, autrefois considérés insoluble avec
les méthodes classiques ,sont maintenant facilement accessibles avec les méthodes
numériques. Une de ces méthodes est la méthode des éléments finis .De ce point de

vue elle constitue un outil formidable a la disposition de l'ingénieur.

Pour des raisons historiques ,puisqu'elle a été développée par des ingénieur en

structures, son premier domaine d'application fut la mécanique des solides |,

Tellement des progres ont été accomplis dans ce domaine qu'il est rare de nos jours de

trouvé un bureau d'étude n'ayant pas un logiciel d'élément finis.

Certains de ces logiciels permettent, en plus de l'analyse linéaire, de faire l'analyse
dynamique, et méme dans certain cas non-linéaire de tous les types de structures
rencontres dans le génie civil avec une aisance et une rapidité remarquables quelque

soit le matériau utilisé.

De nos jours, I'emploi de la méthode s'est généralisé a d'autre domaines en particulier

la mécanique des fluides.

Elle permet de résoudre tout probléeme défini par des équations aux dérivés partielles

avec des conditions aux limites

ENP 2014 Page 20



Chapitre 111 Présentation de la M.E.F

111-1-2) Bref historique de la MEF :

La MEF (méthode des éléments finis) est mise au point en 1953 chez BOEING

(Seattle,USA, calcul des structures d'aile d'avion); on y développe le premier élément fini, sa
matrice de rigidité, I'assemblage et la résolution par la méthode des déplacements (publié par
Turner, Clough, Martin et Topp en 1956 seulement).
Quant aux bases théoriques générales, mariant I'analyse des structures en barres et poutres
avec celle des solides, elles sont données de 1954 a 1960 (Argyris, Kelsey). Certaines idées
apparurent auparavant en particulier chez les mathématiciens pour résoudre divers problémes
aux limites, par exemple celui de la torsion de Saint-Venant en divisant la section en triangle
(Courant, 1943) ; Mais elles resteront sans suite.

L'expression élément fini date de 1960 (Clough). Les années 60 ont vu la MEF s'attaquer
tous les domaines du calcul des solides et structures, avant de débordé dans d'autres domaines
: écoulements sous terrains, transfére de chaleur, fluide, ...etc. (Zienckiewicz,Cheung, 1965)
en fait, les ingénieurs (aéronautique, génie civil et mécanique) développent la MEF pour
l'appliqué a leur probléme pratique, avant que les bases théorique ne soient bien établies...

Dés 1970, la méthode envahit tous les créneaux de l'ingénierie et des mathématiques
appliquées. Il faut ajouter que son essor et, dés le début et aujourd'hui encore, indissociable de

celui des ordinateur.
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111-1-3) Principe de la MEF :
111-1-3-1) Description et interprétation physique:

L'analyse des contraintes et des déplacements est I'un des plus importants domaines
d'application de la MEF.

Pour déterminer des contraintes ou des déplacements dus a un systeme de charges connus
dans une structure, celle-ci sera divisée en un nombre d'éléments finis comme le montre (la
Figure 111.1)

L'interprétation physique de la MEF consiste & considérer le modele mathématique
comme formé d'un ensemble de composants individuels, les éléments finis. On opére le
découpage —artificiel- du modeéle en certain nombre d'éléments finis de forme simple; cette
opération geométrique produit le maillage. Chaque élément posséde des points privilégiés, les

nceuds.

:> Nceuds
-
4_> Eléments rectangulaires

Figure I111.1 Division d'un domaine en éléments finis

La structure a étudier est remplacée par un ensemble d'éléments supposés liés les uns aux
autres en un nombre fini de points appelés "points nodaux™. Ces nceuds se trouvent aux €0ins

des éléments ou tout le long de leur frontiére; comme le montre (la figure 111.2)

Frontieres

—

4

Points nodaux

Figure 111.2 Elément (Q4)

ENP 2014 Page 22



Chapitre 111 Présentation de la M.E.F

Les types d'éléments utilisés pour la division de la structure dépendent de la géométrie de ces
derniers. lls peuvent étre, unidimensionnels, bidimensionnels ou tridimensionnels (la

figurelll.3) montrent quelque types d'éléments.

éléments unidimensionnels

: e N A

Linéaire (2) Quadratique (3) Cubique (4)

éléments bidimensionnels

N (s O

Linéaire (3) Quadratique (6) Cubique (9)
Linéaire (4) Quadratique (8) Cubique (12)
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éléments tridimensionnels

‘
Linéaire (4) Linéaire (6) Linéaire (8)

Figure 111.3 Quelque type d'éléments

111-1-3-2) Attributs d'un élément:

La description d’un élément fini comprend les caractéristiques suivantes:
» Géométrie:
Un élément fini peut étre 1D, 2D ou 3D sa forme est simple (fig.3.3)
» Matériau:
Le matériau de I'élément est défini par une loi de comportement (loi de Hooke isotrope et
ses propriétés physiques E et,...etc.).
» Noeeuds:
Les nceuds définissent la géométrie et assurent la connexion des eléments I'un aux autres.
IIs occupent des positions stratégiques comme les extrémités, les sommets, les milieux des
arétes et faces, etc. (fig. 3.2)
» Degrés de libertés:

Pour tout élément fini. On doit faire le choix d'une ou plusieurs fonctions (en générale le
champ des déplacements), elles sont exprimées en fonction des valeurs particulieres qu'elles
prennent aux nceuds, valeurs qui deviennent les inconnues nodales. L'union, par leurs degrés
de libertés nodales communes, de deux éléments adjacents, puis d'un troisiéme, et ainsi de

suite, permet de reconstituer, piéce par piece, la solution (assemblage). Pour aboutir a un
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résultat valable, ces opérations nécessitent le respect de certaines regles, dites critéres de

convergence.

» Forces nodales:

A travers les nceuds transitent des forces associées aux degrés de liberté. Les unes sont les
réactions internes r, les autres les forces f dues aux charges appliquées a I'élément (poids
propres, température, charge uniforme,...etc.)

La description précédente permet de construire les deux caractéristiques clés d'un élément

qui sont:

a) Sa matrice de rigidité k°.

b) Son vecteur force f°.

111-1-3-3) Notion d'élément de référence:

De maniere a simplifier la définition analytique des éléments de forme complexe,
introduisons la notion d'élément de référence un élément de référence V' est un élément de

forme trés simple, repéré dans un espace de référence, qui peut étre transformé en chaque

élément réel Ve par une transformation géométrique T°.

-1,1 1

Y e

-1,-1 | 1-1

Figure 111.4 Elément de référence a 2D quadratique a quatre nceuds
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Les fonctions d’interpolation d’un élément Q4 :

N, = A=9a-m
4

N, = (1—fl(1+n)

N = (1+€1‘(1+n)

Na = (1+€1‘(1—n)

111-1-3-4) Principe du travail virtuel:

Pour déterminer les propriétés de rigidité de dévers éléments en utilise le principe des
travaux virtuels. Ce principe exprime les relations existantes entre I'ensemble des charges
extérieurs et les forces intérieurs correspondantes satisfaisant ensembles a la condition
d'équilibre, et lI'ensemble des déplacements des nceuds et déformations correspondant des
different parties satisfaisant a la condition de compatibilité. Se principes peut étre posé en
terme généraux de la facon suivant: le travail virtuel des charges extérieurs égale au travail
virtuel des forces intérieures absorbé par la structure. Il est a noter que chacun des deux
systemes (forces et déplacements) peut étre réel ou virtuel la seule limitation étant imposée
par les conditions d'équilibre et de compatibilité qui doivent étre satisfaites. Ce principe peut

étre exprimé en terme mathématique par la relation suivante:

Y. Fs = [7g.e.d(vol) (3.1)

F: les charges extérieurs.
0: le déplacement de ces charges.
€: les déformations intérieures.

o: les charges intérieures.
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111-2) ETAPES CARACTERISTIQUES D'ETUDE DES STRUCTURES
PAR LA MEF:

111-2-1) Définition de la géométrie des éléments:

Nous choisissons un ensemble de n nceuds, sur le domaine "V" qui servira a définir la
géométrie des ¢léments. Ces points peuvent éventuellement coincides avec les nceuds
d'interpolation. Puis nous remplacons le domaine "V" par un ensemble d'éléments "V de
formes relativement simples. Chaque élément "V*" doit étre défini analytiquement de maniére
unique en fonction des coordonnées des nceuds géométriques qui appartiennent a cet élément.

La partition du domaine "V" en élément "V*" doit respecter les deux régles suivantes:
a) deux éléments distincts ne peuvent avoir en commun que des points situés sur leur frontiéere
commune, si elle existe. Cette condition exclut le recouvrement de deux éléments. Les
frontiéres entre éléments peuvent étre des points, des courbes ou des surfaces.
b) I'ensemble de tous les éléments "V*" doit constituer un domaine aussi proche que possible

du domaine donné "V". Nous excluons en particulier les vides entre éléments.
V=3,Ve (3.2)

111-2-2) Représentation de la géométrie de chaque élément V¢ :

Nous utiliserons une transformation linéaire par rapport aux coordonnées {Xn} des

nceuds géométriques de 1'élément réel "V
&~ x(©) = [N©] {Xn} 3.3)

X (&) = N1(&n) X1+ N2(Em) Xz + ... + Na(&n) Xn =(N) { . (3.4)
\x,J
N : Fonctions de transformation géométrique

{Xn} : Coordonnés des nceuds géométriques de I'élément réel "v*"

X(&) : Coordonnés des nceuds géométrique de 1'élément de référence "v'"
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111-2-3) Approximation sur I'élément de reférence :

Nous choisissons sur le domaine "V" un ensemble de n nceuds d'interpolation de
coordonnées xi, confondus ou non avec les nceuds géométriques. Sur chaque élément "V

nous utilisons une approximation nodale de la fonction exacte Uex (X).

Uy
U
Uex (X) = U(X) = (N1(x), N2 (x), ..., Ny, (x)) -2 (3.5)

\U,.J
N; : Fonctions d'interpolation sur I'élément réel.
{Un} : Variables nodales de I'élément (déplacement nodaux).
Les fonctions d'interpolation doivent vérifier les deux propriétés suivantes:
0 Si i#]

a-) Nj(ii)={ o
1 sl 1=

b-) 232, N ()P = P(§)

111-2-4) Construction de la fonction N(&) et N(€) :

Les fonctions de transformation géométrique N(&) et les fonctions d'interpolation sur
I'élément de référence N(§) ont les mémes propriétés elles peuvent parfois étre construites
directement a partir des polynémes classiques de type Lagrange ou Hermite.

Les polynémes de l'interpolation de Lagrange, dont I'expression générale est :

NP (x) = [T =L (3.6)

Xi=x;
Le polynéme d'interpolation s'écrit (composant U par exemple)
U(x,y) = b1
+hox +bay
+b4x? +bsxy +bey? + ...

+ b+ym+22yn = P(Xy) U
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Et ses termes apparaissent naturellement gréace au triangle de pascal (fig.3.5).

Triangle Degré n Nombre de termes
1 constant 0 1
X y linéaire 1 3
x? Xy y? quadratique 2 6
x3 Xy Xy2 Y cubique 3 10
xt X%y oxyz oxy? YA quartique 4 15
x° Xty X3y?2 X2y xy* P guantique 5 21

Fig. 3.5 Triangle de pascal

N7*(x) : est un polyndme de degré n, qui passe par n points xj(j#) et vaut lau point restant x;.

111-2-4-1) méthode générale de construction:
111-2-4-1-1) choix de la base polynomiale:

Exprimons U(x) sur I'élément de référence sous la forme d'une combinaison linéaire des
fonctions connues indépendantes P1(&), P2(§), ...qui sont le plus souvent des mondmes

indépendantes Pi(§) est I'une des opérations de base de la MEF

(U1
U
UE) =< PL(E)P(§) ... > J ; L =< P1(§) > {Un} 3.7)

Un

L'ensemble des fonctions P(§) constitue la base polynomiale de I'approximation. Son nombres

de termes doit étre égal au nombre de degré de liberté nq de I'élément.

111-2-4-1-2) Expression de N(§) :

Exprimons qu'en chaque nceud d'interpolation de coordonnées &, la fonction U(E) prend la

valeur nodale Ui = Uex(§) :
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U, [ Pi(&) Pa(§1) e PLa($1)
U, Pi($2) Py(&2) e Pnd(fz)
= {Un} = : W @8
kUnJ Py (€,a) PZ(End). o Poa(&,a))
{Un} = [Pn] {u} (3.9)
Soit la matrice nodale [Pn] d'ordre nq :
{u} = [Pa]{Un} (3.10)
Reportons la relation (6.b) dans (6.a)
U(©) = < P(§) >[Pn]*{Un}
Soit UE)=< N(&) > {U,} (3.12)

D’ou < N(§) >= < P(&) >[Pn]?

111-2-5) Calcul des matrices de rigidité de chaque élément [K€] :

[k = Jy [BI” [D1[Blav=t [*, [* [BI" [D][Bldxdy (3.12)

Par transformation d'intégrale on peut passer de l'intégration de la formule (6.7) juste en
dessus sur I'élément réel "V¢" a une intégration plus simple sur I'élément de référence "V™ on

obtient la formule suivante:

[kT=c¢ " [ [B]" [D][B]det[/]dEd n (3.13)

det[]] = (3.14)

[B] : matrice relient les gradients (déformations) en x au variable nodale (déplacements).

[D] : matrice des propriétés physiques d'élément (E, v, a,...).
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det [J] : matrice jacobienne et son déterminant.

I11-2-6) Calcul des vecteurs de sollicitation de chaque élément {f¢}:
{fe} =J,e[NIfydV + [s[N]f dS

e} = [y {N()}frdet(J(£))AV" + [5e{N($5)}fsdS (3.15)

fv : Force de volume.
fs : Force de surface.

Le vecteur {F} s'écrit en négligeant I'intégral de surface:

(o} = [ IN@©Yf det(Dav'= [ 1 (N(©)}fydet())dEdn (3.16)

111-2-7) Assemblage des matrices et des vecteurs élémentaires:

L'assemblage est l'opération qui consiste a construire la matrice globale [K] et le vecteur
global des sollicitations {F} a partir des matrices élémentaires [k®] et des vecteurs

élémentaires de sollicitations {f°}.

Chaque forme intégrale élémentaire W€ s'écrit sous la forme discrétisée :

We =<ou, > ([K°H{u,} — {f°})
W= YW, = X <06u, > ([K°NHu,} —{f°})

w =< 8U, > ([K°{U,} —{f°})

En effet de :
— La continuité des déplacements aux nceuds
— L'équilibre des forces a chaque nceud

On obtient :

Ze[Ke]{Un} - Ze{Un}{fe} = Ze Pie

Donc :

[K1{Un} — {F,} =0 =>  [K{Uy} = {F,}

ENP 2014 Page 31



Chapitre 111 Présentation de la M.E.F

Ou:

{u,} : Variables (déplacements) nodales d'un élément.

{U,} : Ensemble de toutes les variables (déplacements) nodales
W : Forme intégrale globale (travail virtuel totale).

We :Forme intégrale élémentaire (travail virtuel élémentaire).
{6u,} : Variation des variables nodales d'un élément.

{6U,} : Variation de I'ensemble des variables nodales.

111-2-8) Résolution du systeme d'équation globale:

Apres l'assemblage, la forme intégrale globale s'écrit:
[K{Un} = {Fa}

— Modification de [K] et {F} pour prendre en compte les conditions aux limites.
— Triangularisation de [K].

— Calculer de la solution U.

111-3) ETAPES CARACTERISTIQUES D'UN PROGRAMME
D'ELEMENTS FINIS :

Tout programme basé sur la MEF inclut quelques blocs fonctionnels caractéristiques:

a) Lecture, vérification, organisation des données en décrivant le maillage (nceuds et
¢léments), les parametres physiques (E,v,....etc.) les sollicitations et les conditions aux
limites;

b) Construction des matrices et vecteurs élémentaires, puis assemblage des ceux-ci pour
former la matrice globale et le vecteur global des sollicitations;

c) Résolution du systeme d'équations apres prise en compte des conditions aux limites;

d) Impression des résultats aprés calcul éventuel des variables additionnelles (gradients,

contraintes, réactions,...etc.). La figure 3.6 montre 1'enchainement de ces différents blocs.
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Lecture, vérification, organisation des données

Lire et imprimer :
e les coordonnées des nceuds.
e les connectivités des éléments- les paramétres physiques.
¢ les sollicitations.
¢ les conditions aux limites.

4l

Résolution du systeme d’equations [K] {U}= {F}

modifier [K] et {F} pour prendre en compte les conditions aux limites.
triangulariser [K].
calculer la solution {U}.

<L

Construction de la matrice et du vecteur globaux [K] et {F}

Pour chaque élément :
o extraire les informations liées a cet élément.
e construire la matrice et le vecteur élémentaires [K¢] et{f°}.
o assembler [K¢] et {f°} dans [K] et {F}.

<L

Impression des résultats

e calculer les variables additionnelles.
e imprimer les résultats.

Figurelll.6 : Organigramme d’Etapes caractéristiques d'un programme d'éléments finis
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111-4) CONVERGENCE DE LA METHODE VERS LA SOLUTION
EXACTE:

111-4-1) Types de convergence :

Il existe deux types de convergence :

e La convergence h, par raffinement du maillage sans modification de I'interpolation

Considérons un maillage d'élément fini on appelle h la dimension caractéristique d'un
élément (longueur plus grande c6té diameétre du cercle circonscrite). On subdivise toujours
davantage le domaine en éléments toujours plus petits chaque nouvelle division contient la
précédente et on conserve pour les éléments de méme type constamment la méme
approximation du champ.

Alors si les criteres de convergence sont remplis la solution approchée tend vers la solution
exacte quand la taille des éléments tend vers zéro < h — 0> c'est le principe de la
convergence h.

e La convergence p, par enrichissement de l'interpolation sans changement de
maillage

Partons d'un maillage donné d'élément fini et appelle p le degré des polynémes utilisés pour
I'interpolation on conserve le maillage choisi et on enrichit le champ approché des éléments
en augmentant le degré p.

Alors si les criteres de convergence sont satisfaits la solution approchée tend vers la
solution exacte lorsque le degré de l'interpolation tend vers ’infini< p — oo >. Clest la

technique de la convergence p.

Courbe de convergence
décroissante La solution
/xacle
chac
te
me

croissante

»

Nombre d'éléments

Figure 111.7 Courbe de convergence
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111-4-2) Criteres de convergence:

Pour que la solution approchée tende vers la solution exacte, I'interpolation choisie doit
satisfaire a certaines conditions, appelées critéres de convergence, ces critéres garantissent

une convergence monotone de la solution numérique vers la solution exacte:
a) critere 1:

Le premier critere de convergence est le critere de continuité, conformité ou
compatibilité cinématique, I'interpolation doit étre telle que le champ des déplacements soit:
- Continue et dérivable dans I'élément.
- Continue a travers les frontiéres.
La premiere condition prévient I'emploi des fonctions présentant des discontinuité (arrétes,
sauts,....).
Par la seconde condition, les déplacements doivent étre continus en tout point des
frontieres séparant les éléments. Or, a la frontiere de deux éléments adjacents, les

déplacements ne sont a priori égaux qu'aux seuls nceuds communs.

b) critére 2:

Le second critere de convergence est le critere des déformations constantes ou de
complétude, l'interpolation doit permettre de représenter:

- Les états de déplacement constant ou modes rigides.

- Les états de deformation constante.

Ce critere semble physiquement évident : I'élément fini doit pouvoir se déplacer en bloc,
comme un corps rigide, sans qu'aucune contrainte (ou déformation) n'y naisse, et il doit étre
capable de représenter des états de déformations les plus simple, c'est-a-dire constante.

En réalité ce critére doit étre compris de maniére plus aigu et se justifie a la limite :

Quand un élément fini devient de plus en plus petit (h—0), ses déplacements et déformations
tendent vers des valeurs constantes; pour assurer la convergence, il est donc indispensable que

I'interpolation puisse les représenter.
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Chapitre 1V [1][3][4]
PRESENTATION DE LA METHODE DES ELEMENTS INFINIS

IV-1) Introduction :

L'infini est différent d'un nombre normal parce que, par définition, il n'est pas fini. En divisant
I'infini par n'importe quel nombre positif (excepté I'infini), nous obtiendrons I'infini. VVous
pouvez aussi le multiplier par n'importe quoi excepté zéro (ou l'infini) et il ne sera pas plus

grand. Donc, regardons de plus prés les différentes sortes d'infinis.

Dans la modélisation de n’importe quel probléme d’interaction sol-structure, le milieu est
représenté comme une région soit infinie ou semi-infinie. L utilisation de la MEF pour ce type
de probléme consiste a faire un maillage qui nécessite I’utilisation d’un grand nombre

d’éléments finis.

Et a cause des problemes trouvés dans la modélisation des domaines infinis par la MEF,

plusieurs recherches ont été faites pour résoudre ces problémes ;

UNGLESS et ANDERSON ont construit le premier élément infini, en se basant sur

I’utilisation d’une fonction de décroissance dans la direction radiale sous la forme de( Py ).

Le premier travail publié sur ce type d’éléments était celui de ZIENKIEWICZ et BETTESS
en 1975. Dans cette formulation, le domaine de 1’élément est étendu jusqu’a I’infini. Les
fonctions de forme sont multipliées par des fonctions décroissantes et qui sont choisies
suivant le

type de probleme étudié.

En 1981, BEER et MEEK ont utilisé une transformation incluant un terme de la forme( %E )-

et qui transforme le domaine & en un domaine x infini.

En 1983, BANDO a utilis¢ une nouvelle formulation des éléments infinis pour des
excavations. Cette formulation est basée sur la transformation a un domaine fini. Jusqu’a nos
jours les recherches et les publications se poursuivent afin de trouver des formulations qui

solutionnent le mieux possible un tel probleme.
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IVV-2) Formulation des éléments infinis :

Dans la formulation des éléments infinis, deux types de transformations sont encore utilisés :
e Interpolation de la géométrie (des coordonnées) ;

e Interpolation des déplacements.
Ces deux transformations sont utilisées pour la formulation des éléments infinis, il existe deux

approches pour la formulation des éléments infinis :
e Approche directe,

e Approche inverse.

IVV-2-1) Approche directe :
Dans cette approche, le domaine des coordonnées naturelles est étendu a 1’infini dans la

direction considérée.

3gQ——@ 4

Figure IV.1 : Géométrie de I’¢lément infini

Les variables inconnues sont exprimées en termes de fonction de formes descendantes et qui

tendent vers 0 a l'infini. Les fonctions de forme de 1’élément infini sont données par

I’expression:

Mi(§n) = Fi(§n) Ni(§n) (4.1)
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Avec :

Ni(§, 1) : sont les fonctions de forme standard.

Fi(§,n) : sont les fonctions décroissantes.

Mi(§, 1) : sont les fonctions de I’¢lément infini.

Le rble de la fonction décroissante Fi(§,n) est d’assurer que le comportement de 1’élément soit

une bonne réflexion du sens physique du probleme.

Les fonctions décroissantes Fi(&,n) doit étre égale a I’unité en chaque neceud.

Fign) = 1

Les dérivées des fonctions de forme de 1’élément infini peuvent étre facilement obtenues en

utilisant la régle de dérivation en chaine :

oM; ON; OF;
om; _ N,
an 9 1

Généralement deux types de fonctions décroissantes F;(&;,n;) sont utilisés :
e Fonctions exponentielles décroissantes (exp(-x)) : Elle a I’avantage de tendre vers zéro
a ’infini plus rapidement qu’un autre polyndme.

e Fractions rationnelles décroissantes.

Remarque :
L’inconvénient principal de 1’approche directe est qu’elle nécessite I’utilisation d’une

intégration numérique sur un domaine semi-infini.

IV-2-2) Approche inverse :
Dans cette approche, le domaine des coordonnées naturelles est maintenu.

Des fonctions de forme ascendantes sont utilisées pour la transformation géométrique et qui
sont singulierement a I’extrémité du plan & = 1.

Les valeurs des coordonnées physiques tendent vers I’infini a I’extrémité du plan naturel.
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Ainsi les éléments infinis représentent un milieu infini.

L’avantage principal de cette approche est qu’elle garde les points d’intégration originaux de

GAUSS-LEGENDRE.

IVV-3) Critéres de convergence des éléments infinis :

e Les fonctions qui représentent le champ de déplacement et les fonctions qui
représentent la transformation géométrique de 1’élément doivent avoir la forme de la
solution a obtenir.

e Les quantités intégrables doivent données lieu a des valeurs bornées.

e Les deux nceuds intermédiaires des cotés de I’élément infini doivent étre 1’un en face

de I’autre autant que possible.

IV-4) Construction de la fonction de transformation :

IVV-4-1) Cas unidimensionnel :

Considérons la transformation unidimensionnelle, dans laquelle le point x; est étendu a X3 (x

tend vers o) a travers un point x2.

Considérons la formule suivante :

_ _ -2 1+
X=XiNi+XoNz2 = = X1 + 17X (4.3)
i Xp X X3 o0 i
EO O /ﬁ /— ’ i
i | 1 . i
o E=-1 0 £=1 ; |

Figure 1V.2 Elément infini unidimensionnel
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Dans cette formulation, on peut remarquer :
E=0 ——=> X=X
& =-1 —> X=X

E=1 ——> X=o0

Deplusona:

Ni+ Ny = le=1 N; =1 (4.4)
Et:

M, =1

En résolvant 1’équation (4.4) en &, on trouve :

XX, _ . 2%-X1)

¢= X-2X1+X; X—2X1+X, (4.5)
Avec : X, = 2X,, I’équation (4.5) devient :
2X
f=1-22 (4.6)

On a obtenu une transformation entre un domaine infini X et un domaine fini §.

La généralisation de cette interpolation pour n’importe quelle ligne dans ’espace (X, Y, Z)

nous donne :
X = ¥ NiX;
Y= YL, NY, (4.7)
Z= ¥7,NZ

N; : Sont les transformations infinies a une dimension.

IV-4-2) Cas bidimensionnel :

La généralisation de cette formulation pour le cas 2D se fait par le produit des transformations
infinies a une dimension avec des fonctions de forme standard en n (direction finie).

Par conséquent les fonctions de forme sont données par :

M; (&, m) = Ni(§IN; () (4.8)
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N;(n) : Fonction de forme standard en .
N, (¢) : Transformation infinie a une dimension.

M;(&,7n) : Fonction de forme de 1’élément fini.

1VV-4-3) Eléments infinis dans le cas étudié (voir la Figure 1V.2) :

Dans ce cas les fonctions de forme de I’¢lément infini peuvent étre données par :

X= 21'6=1 M;X;
{ (4.9

Y= Zis=1 M;Y;

Avec : M€ =1

_ a-n@a-9
(M = 2(1+7)

_na-9

37 a+m
< (4.10)

_ n+d)

1+m)

4

Uy = A=ma+d)
Ms 2(1+7)

IV-5) Calcul de la matrice de rigidité de I’élément infini :

La transformation géométrique qui permet le passage des coordonnées locales aux

coordonnées globales. Si s’écrit sous la forme suivante :

{X = X1 Mi (&, mX;
(4.11)

Y =X M€, mYi

Avec :
M;(&,n) : Les fonctions de transformation de I’é1ément infini, sont citées précédemment.
L’interpolation du champ de déplacement des éléments infinis est donnée en termes des

déplacements nodaux des nceuds situés a une distance finie.

En supposant que les déplacements tendent vers zéro a I’infini, 1’élément infini peut étre
considéré comme un élément quadrilatére a 6 nceuds dont le champ de déplacement, sur la

surface (§=+1) est nul.
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Donc, les fonctions d’interpolation de I’élément infini sont obtenues directement a partir des

celles correspondantes aux mémes nceuds de 1’¢lément fini.

Le champ de déplacement en tout point de I’élément est donné par :

U=Y2,N(&n):U;

(4.12)
V=YL NE MV
La matrice de rigidité de 1’élément infini est donnée par :
[k¢] = [[B]"[D][B]dV (4.13)
Ou bien par :
= [, [} [BI"[D[B1l/|d&dn (4.14)

Pour un élément infini, les fonctions de transformations M;(&,n) sont différentes des
fonctions d’interpolation N; (¢, 7).

D’ou la matrice Jacobienne pour un élément infini est donnée par :

[]] _ 9& 9& i=1 9¢& i=1 9¢&
“loax oy OMX; 6 OM;Y;
an  on l 1 an i=1 an

ax oy IMX; w6 OMY;
] [ (4.15)

IV-6) Formulation théorique de la technique de couplage MEF-MEI :

Le P.T.V stipule 1’égalité de 1’énergie de déformation et le travail des forces externes, ce
dernier s’écrit sous forme incrémentale comme suite :

e Champ proche (V) :

o 5e, dv = [[gFIT U ds + [[Jy BIoUdv  (4.17) =
|4 ST i Voi i

O

e Champ lointain (V) : =

174

Wy, off “be;;dv =—[[sFi* 86U ds + 0 (4.18) v

D’aprés les deux équations (a) et (b), on a :
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=> |[Iy agﬂ‘fagijdv =—lv., agfdfagijdv + [y B4 8U, dv

=> [[Jv+v, 0 0eydv = [[ly B 6U dv

=>  [[Jv+v, Ufj&?ijdv + v +vy, UijijklAEkldV = [[JyB{**6U dv

=>  [[fv4vy, 0iDyjrdendv = [[Jy B 6Udv — [[fy4v,, 0i;6e,dv (4.20)
L’optimisation de cette derniére équation, on a :

[KI{U} = {F}*%* - {F}' (4.2)
{F}t+4t : Vecteur forces nodales.
{F}* : Vecteur force équivalentes.
Au final, I’équilibre global s’écrit comme suit :

[K1{U} = {F} (4.22)
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Chapitre V [8]
ANALYSE NON LINEAIRE

V.1) Introduction :

La mécanique des sols repose bien souvent sur des approximations en ce qui concerne le
comportement du matériau et ceci pour les deux aspects qu'elle examine, a savoir,
schématiquement la capacité portante et le tassement. Ainsi, fait-on 1’hypothése d’un
comportement rigide plastique pour le premier et souvent 1’hypothése d'un comportement
élastique linéaire pour le second.

Cette maniere unique de voir est de plus en plus remise en question pour plusieurs raisons:

- Les sols ont un comportement plus complexe, qu’il apparait nécessaire, de plus de
suivre tout le long de la déformation.

Ainsi, fait-on appel de plus en plus a des modeles élasto-plastiques plus ou moins élaborés.
Ou a des modeles visco-élastiques. Voire visco-élastoplastigques.

- L’apparition et le développement de méthodes numériques puissantes, telle que la
méthode des éléments finis, qui permettent de modéliser tout le milieu.

- L’augmentation formidable des moyens de calcul, avec la naissance et le
développement continu des ordinateurs modernes, sans laquelle les modeles de comportement
complexe des sols et la MEF n’auraient pas pu voir le jour.

L’utilisation de la MEF en MDS est cependant particulierement compliquée. D’une part, il est
nécessaire parfois de prendre en compte des comportements du massif du sol trés élabore,
avec éventuellement de grandes déformations. D’autre part, ayant la plus part du temps affaire
a des problémes d’interaction sol-structure ou sol-sol, on doit modéliser correctement les
surfaces de contact.

Dans ce chapitre, nous allons faire le point des connaissances actuelles sur le comportement
élasto-plastique, puis on va présenter les différentes méthodes de résolution des problémes
non linéaires.

V.2) Comportement élastique :
V.2.1) Généralités :

Un corps est dit avoir un comportement élastoplastique quand au-dela d'un certain niveau de
chargement il présente des déformations réversibles (élastiques) mais aussi des déformations
irréversibles (plastiques), et que ces déformations et les contraintes obéissent a des lois bien
précises. Notons que la considération d’un corps eélastoplastique se fait en excluant
I'influence du parametre temps.

Pour un comportement élastoplastique, on écrit:
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de = de® + de? (5.1)
Avec:

de : les déformations totales;

de® : les déformations élastiques;

de”: les déformations plastiques.

Considérons maintenant la courbe de la figure 5.1 qui représente les résultats d'un essai de
compression uni axial:

0

a,

%A E/jC

0 D £

Figure 5.1 : Essai de compression simple du sol.

Le long du chemin OA. Le comportement est élastique, c’est a dire quand on décharge
on revient en 0. Le point A, point limite au-dela duquel on a plus le comportement élastique
correspond a une contrainte caractéristique dite seuil de plasticité initiale ou limite élastique.
Aprés ’avoir franchi et si étant au point B, par exemple on décharge, la courbe ne sera pas
BAO mais BCD. La déformation qui reste OD est une déformation irréversible dite plastique.
On est donc entré dans le domaine plastique. Si on recharge, le chemin sera DEF, F étant le
prolongement du chemin OAB. Il rejoint alors la courbe du premier chargement.

On peut assimiler en général la courbe BCDEF a la droite DGH et admettre que les
déformations sont réversibles le long de cette ligne. Le nouveau seuil de plasticité est alors le
point H qui est plus élevé que le précédent. Cette élévation du seuil de plasticité s’appelle
écrouissage.

D’une fagon plus générale et pour les cas 3D le seuil de plasticité est remplacé par une
fonction F dite "fonction de charge" ou critére de plasticité telle que:

Si F<0 on est dans le domaine élastique.

SiF=0 on est dans le domaine plastique.
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Cette fonction décrit dans I’espace des contraintes-déformations une surface dite
communément en mécanique des sols "surface d’état limite™ dont la projection dans le plan
des contraintes est une courbe dite "courbe d’état limite".

L’allure de la courbe (o,e) donnée dans la figure 5.1 est valable pour un écrouissage positif.

Il'y a des matériaux qui sous un certain chemin de charge et au-dela d’un certain pic présente
un ramollissement, ou écrouissage négatif (Figure 5.2).

A

0yl

0 3

Figure 5.2: Courbe contrainte-déformation avec écrouissage négatif.

Le matériau pour lequel on ne peut jamais dépasser le premier seuil de plasticité (pas
d’écrouissage), donc pour lequel avec une contrainte.

On peut avoir un allongement illimité, est dit parfaitement plastique (Figure 5.3).

0 > L

Figure 5.3: Mateériau parfaitement plastique

V.2.2) Critéres de plasticité :

Un critere de plasticité est une fonction des contraintes, éventuellement écrouis sable
avec les déformations. Ce critére ne peut €tre dépassé en aucun point. Lorsqu’il est atteint,
débutent les déformations irréversibles ou plastiques. Les déformations sont, elles, régies par
une loi dite loi d’écoulement.
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Plusieurs criteres de plasticité parfaite ont été initialement développés pour les métaux
et ensuite étaient utilisés pour les sols, notamment en tant que critéres de rupture.

V.2.2.1) Critére de Tresca:

Tresca (1864), apres des essais sur du plomb, conclut que la plastification arrive quand
la contrainte tangentielle maximale atteint une certaine limite. On peut donc écrire:

Oou: oy >0, > 05 et K une constante (cohésion dans le cas d’un sol)

Remarquons que la contrainte principale intermédiaire ne joue aucun role.

Dans [' espace des contraintes principales (ay, 05, 03), la surface définie par la fonction
de charge est un prisme d’axe 0; = 0, = g3 abase Hexagonale réguliere (Figures 5.4.a et
5.4.b).

'o,
I
~ -
at -
’E}’Z 1 TR,
I
Figure5.4.b: Section du Figure 5.4.a:Représentation du
prisme par le plan critére de Tresca dans I'espace

V.2.2.2) Critére de Mohr-Coulomb:

Le critere de Mohr-Coulomb est couramment utilisé, surtout pour les sols possédant les
deux composantes de la résistance de cisaillement.

En termes de contraintes principales, ce criteére s’écrit:

F=%—%sin¢—c cos¢p =0 (5.3)

Dans I’espace des contraintes, la surface définie par la fonction de charge est une pyramide de
base hexagonale et d’axe 61= 2= o3 (Figure 5.5.a et 5.5.b).
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0
.
Figure 5.5.a : Section de la Figure 5.5.b: Critere de Mohr-
pyramide par plan w. Coulomb dans I’espace des contraintes.

V.2.2.3) Critére de Von Mises:

Pour tenir compte de la contrainte principale intermédiaire. Von Mises(1913) proposa
I’idée suivante: la plastification ne commence que quand le deuxieme invariant du tenseur
déviatorique atteint une valeur limite, c’est a dire:

1
F= P [(01 — 02) + (03 — 03)* + (03 — 0,)*] — K? (5.5)
Ou K est une constante.
On peut remarquer que dans le cas du cisaillement simple plan (61=-62, 63=0).

Donc la constante K représente la contrainte maximale admissible au cisaillement simple.

Dans I’espace, la surface définie par la fonction de charge est un cylindre de révolution d’axe
Sa section par le plan Tz est un cercle dont le rayon est Ky/2 (Figures 4.6.a et 4.6.b).

O

w2
0o %

Figure 5.6.a: Représentation du critére de Von Mises dans 1’espace des contraintes.
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01=0,7C3

2
Figure 5.6.b: Section du cylindre par le

V.2.2.5) Critere de Drucker-Prager :

Drucker et Prager(1952) ont présenté un critére qui prend en compte le premier invariant du
tenseur des contraintes et le deuxiéme invariant du tenseur déviatorique des contraintes.

Sa fonction de charge est donnée par 1’expression:
F=-l0r-aJ1=0 (5.7)
Avec:

a,K sont des constantes.

La surface représentative du critére dans I’espace des contraintes (o61,62,63) st un cone dont le
sommet se trouve sur 1’axe o1=c2=c3 (Figure 5.7).

Oz 04
%

02
Figure 5.7: Critére de Drucker-Prager dans espace (61,62,03)

Si: a = 0, le critére de Drucker-Prager est le critére de Von Mises et le cone devient un
cylindre.
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V.2.2.5) Critére parabolique :

Il est exprimé par I’équation :

F = Ji— RC;RTJL- RC3RT - 0

Avec : Rc=Rt sont les résistance en compression simple et traction simple.

On vérifie que si: RC=RT on trouve le critere de Von Mises.

Dans I’espace des contraintes principales, la surface limite est un paraboloide d’axe c1=c.=03
(Figure 5.8.a). La courbe intrinséque (tangente aux cercles de Mohr, obtenue en faisant
(02=03) est une parabole dans le plan (t,c) (Figure 5.8.b).

’ critere_paraboliq e

=R IO 03207 Re o ©
Figure 5.8.a : Critere parabolique Figure 5.8.b : Critére parabolique
dans I’espace (61,62,03). dans le plan (t,0) lorsque (c2=03).

V.3) Méthode de résolution des problémes non-linéaire :
V.3.1 Introduction:

Il n’existe pas de méthodes générales directes de résolution des systémes non linéaires. Les
problemes non linéaires sont toujours solutionnés par la résolution de plusieurs problemes
linéaires successifs ou les conditions non linéaires sont respectées pour certaines tolérances.

Pour les problémes de non linéarité matérielle uniquement, la relation entre contrainte et
déformation est supposée étre de la forme:

F(o,e) =0 (5.9

La matrice de rigidité élémentaire est fonction des propriétes matérielles et peut étre écrite
comme suit:
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[K] = K(o,e) (5.10)
Les forces nodales externes {p} peuvent étre exprimées par:
{P} = {K}[U] (5.11)

Il existe trois méthodes de résolution du systeme (5.11) (systéme non linéaire), a savoir :

a) la méthode incrémentale
b) la méthode itérative
c) la méthode mixte

V.3.2) Méthode incrémentale:

Le principe de la méthode incrémentale est la subdivision des vecteurs chargements en
plusieurs incréments. Durant chaque incrément de charge, 1’équation

{P} = {K}[U] (5.12)

est supposée étre linéaire avec une valeur constante de [K] déduite des résultats de
I’incrément précédent. Des déplacements nodaux sont obtenus pour chaque incrément et sont
ajoutés aux déplacements cumulés précédemment.

Le processus est répété jusqu’au chargement final. Il n’y a pas d’itérations dans I’incrément
pour restaurer 1’équilibre et la précision dépend de la taille de I’incrément.

L’analyse des méthodes incrémentales est la meilleure description du comportement force-
déplacement.

L’inconvénient majeur est la difficulté de la prédétermination des incréments nécessaires pour
assurer une bonne preécision (Figure 5.9).

>y

U,

Figure 5.9 : Méthode incrémentale.
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V.3.3) Méthode itérative:

Dans la méthode itérative, le chargement est appliqué en un seul incrément avec une certaine
matrice de rigidite initiale, et on calcule les déplacements. Les contraintes sont déduites selon
les lois constitutives et on déduit les forces nodales internes équivalentes qui n’équilibrent pas
forcément les forces externes. Les forces résiduelles sont appliquées a leur tour et on déduit
de nouveaux déplacements qu’on doit ajouter aux précédents. Ces déplacements cumulés
donnent de nouvelles contraintes et de nouvelles forces résiduelles. Ce processus est répété

jusqu’a ¢élimination des forces résiduelles a une certaine tolérance.

Généralement, la matrice de rigidité peut rester constante ou bien varier durant le processus

itératif. On distingue donc deux méthodes pour le processus itératif, a savoir:

a)  Méthode de rigidité constante: Dans cette méthode la rigidité initiale linéaire
est utilisée pour chaque étape dans D’analyse. Cette méthode posséde des avantages
économiques parce que la matrice de rigidité est calculée uniquement une seule fois (Figure
5.10.a).

Figure 5.10.a : Procédure de rigidité constante.

b)  Méthode de rigidité variable: Dans cette méthode, la méthode de Newton-
Raphson ou sa version modifiée est utilisée. Dans la méthode de Newton- Raphson complete,
la matrice de rigidité tangente est actualisée et un systeme completement nouveau d’équations
est résolu a chaque itération. Ce processus peut étre particulierement trés lent si les incréments
de charge relativement petits sont utilisés.

V.3.4) Méthode mixte:

Les méthodes mixtes sont une combinaison des deux méthodes citées précédemment.
Le chargement est appliqué par incrément et la solution dans chaque étape de chargement est
obtenue itérativement jusqu’a satisfaction de 1’équilibre a une précision donnée. La méthode
mixte combine les avantages des deux méthodes incrémentale et itérative et elle est la plus
utilisée. La figure 5.11 montre les différentes approches de la procédure mixte.
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b
r o

Figure 5.11.a : Procédure de rigidité constante.

v

Y

Figure 5.11.b : Procédure de Figure 5.11.c : Procedure de
rigidité variable-Approche du rigidité variable-Approche du
module sécant module tangent

Figure 5.11 : Méthode mixte

Dans la présente étude, on a utilisé la méthode mixte (procédure de rigidité constante).
Les étapes de base de cette méthode sont:

1) Appliquer un incrément de charge AP; pour un controle du chargement ou un incrément de
déplacement AU, pour un contrdle de déplacements, et calculer la premiére valeur du
déplacement incrémental.

2) Calculer les incréments de déformations Ae, et de contraintes Ao,
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3) Calculer les contraintes totales par addition des valeurs incrémentales aux valeurs
précédentes:

0, =0;_1+ 40

4) Controler I’état de contraintes contre le critére de rupture de Mohr- Coulomb. Si le critere
est violé, les contraintes sont conduites a la surface de charge.

5) Trouver les forces nodales équivalentes dues a a;. Calculer la force non équilibrée. Cette
étape est 1’étape d’élimination des forces résiduelles.

6) Controler le critere de convergence. Si le critere de convergence est satisfait, donc
appliquer un nouvel incrément de charge ou de déplacement et répéter toutes les étapes
précédentes. Sinon, passer a I’itération suivante, et répéter le processus (a partir de la
deuxieme étape) jusqu’a ce que les conditions de convergence soient satisfaites.

La méthode mixte est la mieux adoptée pour la résolution des problemes non linéaires parce
qu’elle combine les avantages des deux méthodes incrémentale et itérative.

Dans la présente étude, la méthode mixte (procédure de rigidité constante) est utilisée et le
critére de rupture choisi pour le sol est celui de Mohr-Coulomb. Ce choix du critére de rupture
est justifié par les résultats expérimentaux obtenus par Wu et al, Kirpatrick sur le sol, qui
indiguent que le critere de Mohr-Coulomb donne pour le sol une meilleure représentation que
les autres criteres.

V.4) Conclusion :

La méthode mixte est la mieux adoptée pour la résolution des problemes non linéaires perce
qu’elle combine les avantages des deux méthodes incrémentale et itérative.

Dans la présence étude, la méthode mixte est utilisée et le critére choisi est celui de Van-
Mises. Ce choix du critere donne pour le sol une meilleure représentation que les autres
critéres.
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Chapitre VI
APPLICATIONS

V.1) Etude de convergence :

Pour cette analyse, on considére une fondation de poids g et de largeur égale a 2 m repose

sur tri-couche de sol (Figure V.1).

q
q=0.15 MPa A Y
E; = 20 MPa Buhy
hi=4m E, h,
E, = 45 MPa 16 m
h,=4m Es, hs
E3 =55 MPa
hy=8m \ =

16 m

Figure VI. 1: Fondation sur un sol tri-couches

V1.1.1) Etude de convergence par M.E.F :
Pour cette étude on a pris comme maillage les modeéles suivants

» Modele 4x4:
Quatre éléments : 4 éléments de 4 m
Le nombre de nceuds est de 25

» Modele 8x8:
Huit éléments : 8 éléments de 2 m

Le nombre de nocuds est de 81
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> Modele 16x16 :
Seize éléments : 16 éléments de 1 m.
Le nombre de nceuds est de 289.

Le tableau suivant montre les résultats de déplacement vertical maximal et de contrainte

obtenus pour les différents modeéles :

Tableau V1.1 : déplacement et contrainte maximal en fonction du modéle éléments finis.

Atnax(mm) Omax(MPa)
Modéle 4x4 28.5 0.067
Modele 8x8 30.58 0.113
Modeéle 16x16 30.6 0.148

Les courbes suivantes expriment les résultats mentionnés dans le tableau ci-dessus :

31

@

~ 305
£
E
e 30
<
g
g 29.5 —&— MEF
)
g
8 29
= solution
\Q-
% 285 exacte

28

0 100 200 300 400

nombre d'éléments

Figure V1.2 : convergence des déplacements en fonction de nombre d’élément.
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0.16

0.14
0.12

0.1
—@— MEF
0.08

0.06 X
solution

0.04 asymptotique

contraintes max (MPa)

0.02

0 50 100 150 200 250 300

nombre d'éléments

Figure V1.3 : convergence des contraintes en fonction de nombre d’élément.

V1.1.2) Etude de convergence par couplage M.E.F-M.E.I :

Les modéles de couplage utilisés sont :

> 1% Modeéle

On prend 20% pour élément finis et 80% élément infinis.

t—'—l
20% E.F

> 2°™ Modele :

On prend 30% pour élément finis et 70% élément infinis.

Y
30% E.F
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> 3°™ Modele :

On prend 40% pour élément finis et 60% €élément infinis.

40% E.F

> 4°™ Modele :

On prend 50% pour élément finis et 50% €élément infinis.

50% E.F

Le tableau et les graphes ci-dessous montrent la fagon de convergence les déplacements

verticales maximaux et des contraintes verticales maximales.

Tableau V1.2 : déplacement et contrainte maximal en fonction du modéle couplage MEF-
MEI

ModélestI et cont A (MM) O'y(max)(MPa)
1°® modéle 22.23 0.1415
2°™ modgle 25.39 0.1463
3™ modéle 27.23 0.1487
4°™ modele 28.32 0.1487
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On trace les courbes du déplacement A, (déplacement max) et de la contrainte o, (max)

(contrainte max) en fonction de pourcentage des éléments finis de chaque maillage et on

obtient les courbes suivantes :

déplacements max (mm)

35

30

25

20

15

10

10

e

20 30 40

pourcentage de champ proche(%o)

50

—@— couplage
MEF-MEI
solution
exacte

60

Figure V1.4 : convergence des déplacements en fonction de nombre d’élément.

Figure VL.5 : convergence des contraintes en fonction de nombre d’élément.

contrainte max(MPa)

0.151

0.15
0.149
0.148
0.147
0.146
0.145
0.144
0.143
0.142
0.141

10

20 30 40

pourcentage de champ proche(%)

50

—@— couplage
MEF-MEI
solution
exacte

60
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V1.1.3) Travail d’homogénéisation :

L’objet de ce travail est d’homogénéisé le sol de fagcon optimal, et pour cela on fait 1’étude de
tassement en surface par la M.E.F pour deux mod¢les d’homogénéisations et on compare

celle avec les valeurs de tassement en surface pour le sol a tri-couche.

Le modele éléments finis et de (16x16) :16 eléments de 1 m.

1- Les modeles d’homogénéisations :

1.1) Modéle proportionnel :

E1h1+E2h2+E3h3 _ (20*4—)+(4—5*4)+(55*8)

E =
moy Y h; 16

Epoy = 44 MPa

1.2) Modeéle en série :

_ E{E;E3.Y h; 20%45+55+16
9~ E Eyhg+E;E3hy+EyEshy (20%45%8)+(20+55%4)+(45%55%4)

E,

E.q =37 MPa
2. Tri-couche :
E]_ =20 MPa
h1 =4m
E, = 45 MPa
hz =4m
E; =55 MPa
h3 =8m
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On résume les résultats de tassement en surface dans le tableau suivant :

Tableau V1.3 : tassement en surface pour différents modele.

Modele Modele en série
Y (m) Tri-couches (mm) | proportionnel(mm) (mm)
M.E.F Emoy Eeq
0 30.6 19.8 23.54
1 28.8 18.83 22.4
2 20.1 14.52 17.26
3 11 9.74 11.6
4 7 7.3 8.7
5 4.67 5.55 6.6
6 3.25 4.25 5
7 2.31 3.24 3.86
8 1.65 2.44 2.9
9 1.16 1.8 2.14
10 0.79 1.3 1.53
11 05 0.9 1.06
12 0.28 0.58 0.69

Conclusion : le modeéle en série est le plus proche de résultats exact.
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V1.2) Etude comparative de modele avant calcul linéaire et non linéaire :

Pour cette étude comparative, on compare les résultats de tassement en surface de deux

modeles par rapport les résultats exact obtenues par M.E.F pour choisir E moyenne optimale

pour homogenéisé le sol de fagcon optimal :

» Etude de tassement en surface par la M.E.F :

Le modele choisir pour cette étude est le modele (10x16) : 10 éléments de 1 m, 160 éléments.

Le nombre de noeuds est de 187.

a) bicouches:
g=0.15 MPa
E1l =80 MPa
hi1=4m
E2 =100 MPa
h2=6m
b) E., =90.9 MPa
¢) Epmoy =92 MPa

10 m

El' h1

EZ’ h2

S

v

A

16 m

On résume les résultats de tassement en surface dans le tableau suivant :

Tableau V1.4 : tassement en surface pour les différents modeles

Modeéle Modele en série

Y (m) Bicouches (mm) proportionnel(mm) (mm)
M.E.F Emoy Eeq

0 6.65 6.24 6.32
1 5.29 5 511
2 4.39 4.22 4.28
3 2.35 2.39 2.42
4 15 1.58 1.6
5 0.94 1 1.05
6 0.58 0.66 0.67
7 0.34 0.4 0.57
8 0.18 0.22 0.22
9 0.07 0.09 0.1

Le modele en série (E,, ) est le plus proche de résultats exact.
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V1.3) calcul linéaire et non linéaire par la M.E.F:

On achoisi : E = E¢q

Car ce modele donne des résultats

plus proches de la solution exacte. q

2m
Données du probléme :

q= 420 KN/m? 10 m Eeq h
(q/Cy=4.666) 30 OE
E ~ 90 MPa
v
Cu=90 KN/m? < ) Y
16 m
v=03 Figure VI. 6: Fondation sur un sol monocouches

gy =V3.Cy = 156 KN/m?
qu = (2+m).Cy = 463 KN/m2

Ju — 5144
C.

u
Soit : INCS =10 => 10xp =400

=> p =40 KN/m?2

La charge totale sur la fondation (2 m) =84 KN/ml

La déformation est plane

Im 1m
[ ) | [ ! \
105 20 20 20 105
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Le modele éléments finis utilisé est :

> modéle (16x24) :

Le nombre d’éléments est de 384.

12 éléments de (0.5x0.5 m) et 4 éléments de (0.5x1 m) (16 éléments, 10 m).

16 eléments de (0.5x0.5 m) et 8 éléments de (1x0.5 m) (24 éléments, 16 m).

V1.3.1) Calcul linéaire :

On présente les résultats obtenus par le calcul linéaire dans le tableau suivant et leur graphe:

Tableau V1.5 : déplacement max de la fondation dans le cas linéaire

qu A (max) (mm)
Cy
0.933 45
1.866 9
2.800 13.51
3.330 18
4.666 22.52
4.65
3.72
5 279
% 186
0.93
0
0 4.5 13.5 18 22.5

Déplacement vertical maximum, mm

—0— FEM

Figure V1.5 : déplacement vertical maximum de la fondation dans le cas linéaire.
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V1.3.2) Calcul

non linéaire :

On preésente les résultats obtenus par le calcul non linéaire dans le tableau suivant et leur

graphe :

Tableau V1.6 : déplacement max de la fondation dans le cas non linéaire

q/C,

qu A (max) (mm)
Cu
0 0
0.4666 2.252
0.933 4.5
1.4 6.756
1.866 9
2.333 11.26
2.8 13.71
3.266 17.83
3.733 23.86
4.2 32.39
4.66 44
4.65
3.72
2.79
1.86
0.93
0
0 10 30 40

Déplacement vertical maximum A (mm)

Figure V1.5 : déplacement vertical maximum de la fondation dans le cas non linéaire.
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o Les courbes de convergence de déplacement et de contrainte en fonction du
nombre d'éléments. Nous avons constaté que plus le nombre d'éléments augmente plus la
solution se stabilise autour de la solution exacte.

. A travers 1’analyse des résultats obtenus, on peut dire que 1’utilisation de la
technique de couplage entre la M.E.F et la M.E.I, offre un avantage considérable pour le
calcul des tassements de fondation. En effet, on a remarqué que le nombre d’éléments a
résoudre a eté considérablement réduit. Aussi, la construction des fichiers de données et
I’exploitation des fichiers de sorties ont été fortement allégés.

o Nous avons remarqué que la courbe de convergence de déplacement converge
rapidement par rapport a la courbe de convergence de contrainte.

. On remarque que le modele en série pour I’homogénéisation du sol donne des
résultats plus proches aux résultats exacts.

. D’apres les résultats obtenus par I’analyse linéaire et non linéaire de
déplacement verticale de la fondation, on remarque :

- On remarque que pour I’analyse non linéaire, le comportement non linéaire

commence (le sol rentre dans 1’état plastique) & partir du rapport Z—u égal a 2.79, et a
u

partir de cette valeur les déplacements sont irréversibles.

- Le déplacement vertical de la fondation maximum obtenue par une analyse
linéaire est de 22.5 mm.

-Le déplacement vertical de la fondation obtenue par une analyse non linéaire est
de 44 mm.

- on remarque que le déplacement max obtenu par I’analyse non linéaire est

supérieur presque 50% par rapport a ce trouvé par 1’analyse linéaire.
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Conclusion :

Nous avons de présente une analyse le déplacement vertical d’une fondation sur un sol

multicouche qui tient compte le comportement linéaire et non linéaire du sol.

Le choix de la méthode des éléments finis permet d’aborder des problémes trés généraux sans
faire des hypotheses simplificatrices. Elle est susceptible de prendre en compte le

comportement non linéaire.

Les problémes liés a I’utilisation des éléments finis pour les domaines non bornés ont été résolu
grace aux ¢léments infinis, qui modélisent d’une facon tres satisfaisante le comportement du

sol a I’infini.
A travers la présente étude nous avons pu aboutir aux conclusions suivantes :

1) 1l a été observe que la rapidité de convergence et la précision des résultats peuvent étre
améliorées par I’introduction des éléments infinis.

2) Les résultats obtenus en utilisant un modéle éléments finis-éléments infinis, sont précis
et converge rapidement vers la solution exacte avec un nombre réduit d’éléments
comparé a un modele éléments finis.

3) Le déplacement max obtenu par 1’analyse non linéaire est plus important par rapport a

celle obtenu par I’analyse linéaire.

4) A partir du rapport Z—u égal a 2.79 le comportement non linéaire commence (le sol
u

rentre dans 1’état plastique), et les déplacements sont irréversibles.
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