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Abstract :

The present study give us a clear idea on the influence of using contact
elements on the behaviour of footing resting on soils, under the effect of axial loading,
The soils maybe homogeneous or multi layer , and its behaviour should be either
linear or non-linear obeying the Mohr-Coulomb criterion,

The soil structure interaction is a very complex phenomenon, which can be

study with a several methods, among them we can, use the finite element method that

we can use in connection with mﬁmte elements.

Résumé :

La présente étude sert & donner une idée suftisante sur Pinfluence des éléments
de contact sur la réaction des fondations reposant sur des sols homogénces ou multi-
couches, sous Peffet des sollicitations verticales, prenant en considération le
comportement du sol qui pOurra étre lindaire ou non linéaire( critére de Mohr-

Coulomb ).

Tout cela se regroupe dans le phénoméné d’interaction sol — structure, un
phénoméne trés complexe qu’on peut étudier par le biais de plusieurs méthodes,
notamment la méthode des éléments finis, et éventuellement couplés avec des
éléments infinis. ‘
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3- Méthodes globales.

4- Couplage éléments (inis éléments infinis..
5- Elément finis isoparamétrique & § nceuds.
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[2- Critere de non-interpénétration,

13- Critére de résistance a la traction,
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16- Elément de contact inactif,

1 7- Méthode incrémentale.

18- Méthode itérative,

19-Méthode mixte.
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21-Approche directe.

22- Approchesinverse.
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1. PROBLEMATIQUE ET OBJECTIFS :

. Le comportement précis des fondations superficielles reposant sur un sol modélisé
par un demi espace non homogéne ou un milieu stratifié non linéaire demeure un théme de
recherche. L’évaluation des champs de déplacements et de contraintes a l'interface du so| et
de la fondation constitue un probléme complexe nécessitant souvent la mise en ceuvre de
méthodes numériquaes sophistiquées. Dans !'état actuel des connaissances, seule la
méthode des éléments finis permet de par ses multiples extensions, une représentation
précise du comportement non linéaire complexe des champs de contraintes a la fois dans le
sol, dans la fondation et a leur interface. Ceci a été rendu possible grace d'une part au
développement important ces derniéres décennies des techniques numériques et d'autre
part a l'introduction de nouveaux types d'éléments. '

“Ces techniques numériques permettent de traiter des problemes d'interaction
linéaires et non linéaires avec des parameétres variables aussi bien dans I'espace et dans le
temps. Parmi les nouveaux types d'élément nous distinguons tout d'abord les éléments
infinis qui permettent une représentation plus précise et plus économique du comportement
du sol en champs lointain de la structure. Nous avons ensuite, les eléments de contact qui .
permettent de mieux rendre compte du comportement du sof et de la structure au niveau de
linterface sol fondation.

Le principal objet de ce travail est dans une premiere étape |la mise au point d'un
code de calcul par éléments finis incluant tous les types d'élements suscités, et permettant la
résolution de probléme statique aussi bien linéaire que non linéaire. Dans une seconde
étape, aprés validation, nous avons appliqué ce programme a la determination des champs
de contraintes ou de déplacements pour le cas classique d'une fondation superficieile plus
ou moins rigide reposant sur un sol élastique homogéne ou non-homogéne, ou encore
élasto-plastique, semi-infini, monocouche ou multicouches. Ainsi, notre travail se présente
* en sept chapitres, a savoir : .

CHAPITRE I}

Ce premier chapitre presente les différentes méthodes qui permettent la prise en
compte du phénoméne d'interaction sol structure, notamment les diverses approches basées
sur la méthode des éléments infinis.

CHAPITRE IIT

La méthode des éléments finis, et sa formulation sont développées dans ce
deuxiéme chapitre.

CHAPITRE 1V

‘ Dans ce troisiéme chapitre, on découvre la méthode des éléments infinis. Ces
éléments qui sont en réalité qu'une dérivée des éléments finis, tout en utilisant I'approche
directe ou 'approche inverse, ont le principal avantage de réduire la taille du probleme a
étudier tout en gagnant en precision.

CHAPITRE V

L_é formulation des éléments de contact est décortiquée dans ce quatrieme chapitre.
CHAPITRE V [

Le comportement élasto-plastique parfait associé a divers critére de rupture sont

présentés dans ce cinquiéme chapitre avec entre autres le critere de Mohr-Coulomb utilisé
dans la présente étude pour le sol.



CHAPITRE VIJ

Dans le demier chapitre, on présente la structure des programmes élaborés, leur
validation et les différentes applications.

Une conclusion générale cldture ce travail qui a permis en outre d'estimer les effets
que peut apporter l'utilisation des éléments de contact sur la réponse des fondations
superficielles reposant sur des milieux stratifiés.



Chapitre II

| INTRODUCTION A L’ETUDE - | |
- D’INTERACTION SOL - STRUCTURE - -
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Introduction a I’étude
d'interaction sol-structure

11.1. Introduction :

Linteraction sol-structure -est une notion qui met en évidence les modifications' du
mouvement de la- structure(ou du sol), lors d'une sollicitation d’origine statique ou
dynamique, en prenant en compte la présence de fa deuxieme composante (le sol, ou ia
structure). - ' '

L'interaction a pour but de définir la relation entre la réponse de la structure et les
_caractéristiques du son support(fondation). En général I'effet de rinteraction est du a un
mécanisme d'échange d’énergie entre la structure et le sol, pour cela la recherche de la
réponse de la réponse des structures en prenant considération l'interaction sol-structure
nécessite l'incorporation des propriétés intrinséques du.sol dans la formation globale du
probléme. "

L’analys'e de la réponse des strucfures en introduisant ['effet de l'interaction présente
une étude impérieuse surtout lorsqu'il s’agit des structures a grande importance telles que
les barrages, fondations profondes(pieux), réservoirs et centrales multi-fonctionnelies.

['analyse compléte d'interaction sol-structure, doit prendre en considération les
critéres suivants :

« La variation des caractéristiques du sol avec la profondeur.

« .Le schéma complexe de propagation des ondes qui engendrent le mouvement,
lorsqu'il s’agit de Vinteraction dynamique.

» Le comportent non finéaire du sol.

« Llinteraction avec les structures avoisinantes.

e Le caractére tridimensionnel du probléeme.

Donc, le probléme dlinteraction sol-structure présente des grandes difficuites, pour
- cela le recours aux méthodes numériques est inévitable. :

I1.2. Méthodes de prise en compte de I'interaction sol-structure :

11.2.1. Méthodes globales :

Les méthodes globales conduisent & une détermination du mouvement dans le sol et
la structure en paralléle, ces méthodes sont les plus adaptées aux ouvrages enterrés. Ces
méthodes sont susceptibles d'appréhender les comportements non-linéaires du sol (variation
de ces caractéristiques), et des interfaces sol-structure, aussi on doit noter que les méthodes

" 10
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globales pelivent étres étendues aux cas tridimensionnels, mais elles sont coateuées,‘ et
nécessitent I'utilisation de l'outil informatique.

Parmi ces. méthodes, on peut citer la méthode des éléments finis, et celie des
éléments infinis . '

11.2.1.1. La méthode des éléments finis

La méthode est deétaillée dans le chapitre suivant, et elle refléte mieux la continuité du
milieu et permet de prendre en considération toute éventuelle complexité comme le cas-des
multicouches, ainsi que les paramétres internes du sol tel que £ (module de Young), et
v (coefficient de poisson) qui sont plus faciles a obtenir sur le plan expérimental que le
. coefficient K, dans e modéle de Winkler. : '

—
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Figure 11 .1 Modole Elomants Minle

11.2.1.2. La méthode des éléments finis-éléments infinis :

La méthode des éléments finis a parmi ses inconvénients, le raffinement du maillage

a proximité des points d’application du charges, ce raffinement exige une mémoire énorme

~ pour le calculateur et méme le temps d’exécution qui devient important si la structure est
. compliquée, bien entendu le type de chargement également.

Tous ces inconvénients ont poussé les chercheurs a trouver une solution pour ce
probléme. La solution réside dans l'idée de couplage entre la méthode des éléments finis, et
celie des éléments infinis, : :

Dy ¢ 4w

D 1 * +o

7 . ¢ 4o
' L 'Y L
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* .

'i o & - - - +w

L] . 3 L ] . A - l
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Figure Ii .2, Modéle Eléments-Finis, Eléments-Infinis
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I1.2.2. Les méthodes hybrides :

' Gupta et Al (1980), ont développé une methode hybride qui consiste a séparer le sol
support, en un ¢hamp libre et un champ lointain. lls ont résolu le probléme a l'aide d'une
méthode d’'identification permettant d’assurer que le modéle est hybride.

Figure 11 .3. Méthode Hybride

1L.2.3. Méthode de sous - structures :

Elles font appel au principe de superposition, cest a dire faire une analyse du
probléme d'interaction en plusieurs étapes successives, chacune de ces étapes est facile a
résoudre de point de vue modélisation et traitement. Ces méthodes présentent une telle
puissance quand une partie du systéme a une géométrie simple alors que la structure
requiert & une analyse tridimensionnelle. :

Ces méthodes représentent I'avantage de déterminer la part relative de chague
composante contribuant au systéme d'interaction. Les différentes méthodes de
sous-structures se différencient par la décomposition du modéle global, d'ou on distingue ;

11.2.3.1. Méthode de frontiére :

Le modéle global est divisé en deux sous-systémes représentant le sol et la structure,
Pour cela a la frontiere séparant le sol et la structure une compatibilité des efforts et
déplacements d'ou les différentes équations d'équilibre s’écrivent :

- Pour la structure :

m, 0 |{i k,, k, llu, 0 '_
Lot ’ = Co(L2)
0 m, |, ke, ke (1, P, ' _ _
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- Pourlesol:

my 0 {lii, +/(ﬂv. kg il :—/’b . (13.)
0 m, ||ii, L I 0 )

-
/
~ o
—< Up
L -
Fax
U,
/o
| U,
SR Er

Figure [1 .4, Méthode des sous - structures : Méthode des frontiéres

11.2.3.2. Méthode des volumes :

~ Dans cette méthode, l'interaction sol - structure est prise en compte non seulement a
linterface, mais a tous les noceuds de la structure sous la surface libre, comme il est indiqué

ci-dessous :

| N :

r r ’/7\ 4 X
N/
AN ", '

b

Systéme giobai Fondalion Structure moins sol excavé

Figure 11 .5. (Méthode des sous - structures ; Méthode des volumes
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CHAPITRE I FORMULATION DE £.A METHODE DES ELEMENTS FINIS

———

Formulation de la methode des
cléments finis

IT1.1. Introduction :

~ Le calcul des structures, et en particulier les milieux continus couvre une grande
variété d'applications dans les secteurs industriels des constructions liées au génie civil,
génie mécanique, 'aéronautique,.....etc.

Ce domaine, a pour objet la modélisation théorique au stade de la conception d'une .
structure ou d’un systéme mécanique, ce qui permet de faire la simulation du comportement
et d'enchainer ainsi une procédure d’optimisation des forces et des dimensions, compte tenu
des fonctions de la structure et du choix du matériau. Pour la modélisation, il existe plusieurs
méthodes qui permettent de décrire le comportement des systémes physiques grace aux
systémes d'équations aux derivees partielles, et la on cite la méthodes des éléments finis.

La méthode des éléments finis est une technique utiisée dans l'analyse des
structures par le biais d'une approximation simple des variables inconnus afin d'avoir des
équations algébrigues faciles a résoudre. -

Le systéme continu est discrétisé par une subdivision du domaine en un grand
nombre d'éléments de formes arbitraires( rectangulaires ou triangulaires), liés entre eux par
des nceuds.

Dans plusieurs cas, on peut utiliser une subdivision graduelle en éléments pour
permettre une étude plus détaillée des régions de la structure la ou I'on attend & une trés
forte concentration des contraintes.

Le choix d’une subdivision convenable doit, si possible 8tre basé sur plusieurs essais,
sinon, on doit alors mettre en ceuvre un grand nombre de résolutions faisant intervenir
différentes dimensions de mailles pour tester la convergence de la solution.

En résumé, on peut conclure qu’en tout probleme d’engineering, on doit se procéder
aux étapes suivantes : -

« Idéalisation du systéme, c'est a dire le représenter par un modéle qui peut
simplifier le traitement du probleme.

. Positions des équations gouvernantes, il s'agit ici d'équations algébriques
gouvernantes pour le systéme idéalisé, et non différentielles pour le systéeme
continu.

« Résolution des équations gouvernantes.
e Interprétation des résultats, qui est absolument nécessaire pour justifier le choix
de modéle et des étapes de résolution.
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I111.2. Formulation de la méthode des éléments finis :

{11.2.1. Formulation Contraintes ( ou équilibre} :
Dans laguelle on se donne une approximation soit sous forme d'un champ de

contraintes, soit sous forme d'une fonction de contraintes. Elle se base sur la théorie de
I'énergie complémentaire.

111.2.2. Formulation Déplacements :

Dans laquelle on se donne une approximation du champ déplacement, elle se base
sur la stationnarité de I'énergie potentielle.

111.2.3. Formulation mixte :
Dans cette formulation on suppose que le champ de déplacements et des contraintes

tomme inconnus primaires de probléme, d'ou on considére que cette formulation est basee
sur la méthode des déplacements.

111.3. Evaluation de ta matrice de rigidité :

111.3.1. Choix de la fonction déplacement :

Comme la formulation choisie est une formulation déplacement, on doit donc imposer
un champ de déplacement qui remplit les conditions suivantes :

+ Les fonctions choisies doivent étre continues au sein de 'élément, ainsi qu'au
passage des frontiéres entre les éléments, lorsque les éléments adjacents sont
de méme type ou possédant les mémes fonctions de déformations sur les
frontieres.

+ Les equatlons force, déplacement découlant des fonctions choisies doivent

refiéter une énergie de déformation nulle lorsque I'élément subit un deplacement
de corps rigide.

+ Les fonctions choisies devraient permettre la représentation des valeurs

uniformes pour toutes les contraintes ou deformations.
+ Le nombre de termes indépendants dans le polyndme doit étre €gal au nombre
de composantes qui sont a calculer.

111.3.2. Calcul de la matrice de rigidité :

La détermination. de la matrice de rigidité peut s'effectuer a 'aide du théoreme de
minimum d’énergie potentielle totale, avec :

S = ST ~-WY—0—> 87 — S _ (H1.1.)

ou I'énergie de déformation virtuelle est .

SU = J'{o-}"‘ {8 Jetv (12, )
,_.
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et I'énergie accomplie par les forces extérieures pour un déplacement virtuel est :

sw ={rY !@5’} . (11L3.)

avec : :
{d}: vecteur contrainte.

{8} vecteur des déplacements.
{F}: vecteur des forces nodales.

{5(7}: vecteur des déplacements nodaux virtuels.

En raison de I'élasticité du corps et en absence de tout champ thermique on a :

{o}=[plelet e} =L }U} (s

avec .
[]: matrice d'élasticité.
[ ]: matrice opérateur différentielie, (particulier pour chaq‘ue type de structure). -
{i/}: vecteur champ déplacement.

or:

Ui=Wo}= =) - (1L5.)
et comme :
[81=[£}[V]
on peut aussi écrire :
G =[s1) | (e

dou :

o =[0] (8] ) | | (llL’I..)

avec
J(:/}: vecteur déplacements nodaux.
[N]: matrice fonctions d'interpolations.

de I"équation ( I11.1. ) et (I11.2.) on trouve :

ey 50 )= [{o {oe e | (LS.
i .
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sme

en injectant (11L.6. ) et (11L7. ) dans ( 11L.8.) on obtient :

1Y {50 )= j{(} 0] [B] {50 v

or les équations d'équilibre sont définies par :

(=11 )= ) - Y kD0 i) 0] [8] @

e

[x]=[[BT [D] [B] av ' C(1LY.)

s
111.3.3. Propriétés de la matrice de rigidité :
La matrice de rigidité est :

Symeétrique en vertu du théoreme de Maxwell-Betti

e Singuliére avant l'introduction des déplacements aux limites, ce qui explique le
mode de déplacement rigide de I'élément. '

« Définie comme étant positive, ce qui donne a l'énergie de déformation sa
propriété physique d’étre positive ou nulle.

111.3.4. Régles d’assemblage :

La phase d’assemblage consiste a construire la matrice [K] et le vecteur {/} de la
structure compléte a partir des matrices et vecteurs caracteristiques des differents élements
[K‘], et {£°}, préalablement calculés. En utilisant 'approche énergetique, on peut définir la

méthode d’assemblage.

Soit 7 I'énergie potentielle totale de I'élement ¢ :

l{l/} K {{} Oy ey (HIL10.)

Si les éléments ont la compatibilité requise, I'énergie potentielle totale de la structure
peut étre obtenue par des énergies potentielles élementaires, soit :

=Y 7‘= ,{~ {U} [k} {(7 }" = {{_7 }T {1}} (IL11.)

Cléments

La compatibilité des déplacements nodaux de la structure est obtenue en écrivant
pour chaque élément une relation matricielle de type : :

wy =18Y {{/} | (HLL12.)

ou [B]", représente la matrice de localisation ou de connectivité géométrique dont les
éléments sont des 0 ou des 1.

18
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Chagque retation ( 111.3. ), permet de repérer et de localiser les d.d.I de chaque élement

dans lI'ensembie des d.d.l de ia structure.

d'ou:

avec.

Cn ulilisant les relalions (11110, ) el ( 111,12, ), orf peut acrire

7= Z i{”}l ()" [’\]{H]!(7}— %7}7- GRS ' | (11113, )

élements =

R I R | (i)

K= BT KFEE o = SBIEY _ C (uL1s.)

Slémenty dldytients

L 'assemblage de la matrice de rigidité d’une structure s'effectue en additionnant bloc

a bloc les sous matrices de rigidité nodale de chaque élément.

[11.4. Etude des structures a symétrie axiale : .

L'étude des structures a symétrie axiale, est d’une importance considérable dans-un

grand-nombre de problémes en technologie. Parmi ces problémes on peut clier les enceintes
sous pression, certaines parties des machines comme les pistons, les basses des colonnes
surr le sol, les corps et les tétes de fusées, ou & la fois |a forme de la structure et les charges
appliquées ont une symétrie axiale. '

Quand un solide de révolution est soumis a un chargement axisymetrique, il ne

posséde que des composantes indépendantes de déplacements, le probleme est dit
-bi-dimmenssionel. ‘ '

z4g

A

Figure 1101, Slructure a symetne axstale

Dans ce type de probléme, le systéme des coordonnées cylindriques est plus

commode, et la matrice de rigidité élémentaire est :

KT = [[fIsY ) ) ar w0 = ' - S e

Quand on intaégre sur un radian on aura *

&) = [[B]' D] [B] r ar c/z' (1IL16a.)
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Ou les relations déformations, déplacements sont données par Timoshenko et
Goodier en 1951 avec : v

2
. ¢/
&r O a .
o B3 I” ' (HL1Gh.)
= - L0,
7| |2 9|l -
- PYye
8”[ alh o
- 0
L .J

ou bien :

{1=[0] {u} . (1.16c.)

>/ | Y e.(o,)

Figure I11.2. Déformations et contraintes axisymétriques

. Qu les déformations en question sont :

~

1

£, = 7;[(0,. -v(o. +o,)]
l

¢, =—=[(o, -v(o, +0,)]

3 L (ML17.)

1
£y = -F[(cr(, -v(a, +0.)]

yl'::‘—-—v-

t G | .

"On peut obtenir maintenant les contraintes en fonction des déformations en inversant
uniquement le systéme d'équations (111.17. ), on aura donc .

o g | |o,=20¢, + e,
o, ¢.| |o,=2Ce, + A&, o
L=k : CF At - (UL18.)
Ty €| |0y =208, + ’7'8,[:'
Tr Ve 7..=0y,.
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avec .
£y =8,+8, 8

() = & L 1Y
2(1+v) . )
P L A
(I v)(1 =2v)
et les relations contraintes déformations sont données par :
{o}=[D] {¢} (111.20. )
avec
- o
l~v l—v
1 v
— 1 0 _
. FE(l— — -
[/)]:_(L I=v o I~y (111204, )
+nA-2v)] ¢ 0 =Y
: 2(1-v)
V v
_— "0 ] .
L1-v 1-v iE

111.4:1. Eléments isoparametriques :

Souvent la modélisation d'une structure génére des éléments de forme irréguliere;
cela est du a la forme arbitraire de cette derniére, donc on a recours a d'autre éléments qui
peuvent mieux discrétiser le domaine, ces éléments sont appelés éléments
-isoparamétriques, superparameétriques et subparametriques.

Les éléments isoparamétriques, sont ceux pour lesquels les fonctions .de
déplacements sont les mémes que les fonctions de forme. Si la fonction de forme est d'ordre
supérieur a la fonction d'interpolation(déplacement), !'élément est superparamétrique, dans
le cas contraire il est déclaré subparamétrique.

111.4.2. Avantages de I'élément isomparameétrique :

On peut résumer les avantages de Pélément isoparametrique. dans les points
suivants :

Diversité de la géométrie des éléments.

Grande simplicité des calculs.

Facilité des parties courbées. .

Possibilité de confectionner des éléments d’ordre supérieur.

EISENES
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n ' 7
A A
7.N, 6N, 5.N. 6
—& o -
T +1 7 5
]
I
]
!
R () ———- L T e é‘
8.N, ' 4N
% :I Pt » é
I
I
. -1
o o Q
1.N 2.Na Ny 1 3
.Figure 111.3.a Elément isoparamétrique & huit " Figure 111.3.b. Elément isoparamétrique & huit nceuds
neeuds Q8 ) Transformation.géométrique

La transformation définissant la forme géométrique de I'élément isoparamétrique, lie
tous point Py, @ un point P'(% 1) de 'élément parent. Cette transformation doit répondre
aux conditions suivantes : o

1. La transformation doit étre biunivoque, les points /> et * forment des couples. Le
déterminant du Jacobien de la transformation ne peut étre nul ou infini(pour tout
point P’ de I'élément parent).

2. La transformation doit étre définie univoquement par les coordonnées x;, y; des
huit nceuds de I'élément isoparametrique.

Si-  coincide avec un nosud de I'élément parent, le point /> correspondant est e
nceud de méme numéro de I'élément isoparametrique, doncon a:

¥
x= Z N,x, .
";‘ (lll.t.’l. )
y= Z le_:'
1
=« Pourles neceuds d'angle (1.3.5.7) 0
| .
N, =248, Y+ 71, XEE, + 7, = 1) (1L21a )
= Pour les nosuds de rive (2.4.6.3) :
. | )
E=0= N, === +nm,)
2 (LL21b.)

1 )
7, =0=>N,= ;(1 -1 )(1+E5)
Pour que le champ des déplacements soit nul 2 une région infinie, on doit avoir :

N (&)= (ng pour:i=138 =18 (FIL22.)
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111.4.3. Interpolation du champ de déplacements :
Le champ de déplacements {u} en tout point 7’ de Ieiement isoparametrique est

donné par:

. X
"= ZI-V‘(L;:,U)III

(=] )= i | (111.23.)
= Z N (&, mv, :

1
La définition de la transformation géométrique. et la définition de, l'interpolation du
champ des déplacements se basent sur les mémes ngeuds, les mémes fonctions de forme
N, et cela justifie 'appellation d’élément isoparameétrique.
111.4.4. Calcul des propriétés de I’élément isoparamétrique :

1{1.4.4.1. Matrice de rigidité :

La matrice de rigidité est donnée par .

+1+1

K] = ”[B]Y (D) [B] [1] a& an - (11L.24.)
-1-1 . .
avec
_|0o5 o ' L
V1= ER | (111:240. )
an 0

[11.4.4.2. Forces généralisées :

En utilisant le prmmpe des travaux virtuels, on trouve le vecteur {/7,}" des forces
généralisées équivalentes a une force (17}" répartie par unité de volume sur 'élément, on a :

{1"‘,} ﬂf\’ d\ r =

11
I t

1
JIN] ey la) ag (111.25. )
-1

de méme pour les forces de surface, on a:

+14l

oy = [INT {rYras - [ IINT {/“*[/ d m; - (101.26.)

N -1-t

23



Chapitre v

FORMULATION DE LA METHODE DES
ELEMENTS INFINIS |




CHAPITRE TV FORMULATION DE LA METHODE DES ELEMENTS INFINIS

o—

Formulation de la méthode des
celements infinis

— a—

I1V.1. introduction :

L'application directe de la méthode des éléments finis a un domaine infini nous oblige
a considérer une infinité d'éléments bomés. Le probléme n’est donc pas adapté a une
résolution numérique, mais rien n'empéche de considérer des élements non bornés, pourvu
que les quantites integrées restent finis. Le choix des fonctions de base devra respecter
deux critéres : ’

B
TR

» Les fonctions doiverit étre proches de la solution afin d’assurer la convergence,

» Ces fonctions doivent conduire & des intégrales finis sur le domaine considére.
[V.2. Formuiation des éléments infinis :

Dans la formulation des éléments infinis, deux types de transformations sont utilisés ;
la premiére pour linterpolation de la géometrie, et la deuxieme pour linterpolation des
déplacements. Ces deux types de transformations sont encore utilisées pour la formulation
des élements finis.

Il existe deux approches pour la formulation des éléments infinis :

« Approche directe.

« Approche inverse.

1V.2.1. Approche directe :

Dans cette approche, le domaine des coordonnées naturelles est étendu a !infini
dans la direction considérée. Les variables inconnues sont exprimées en terme de fonctions
descendantes, et qui tendent vers zéro a I'infini.

Les fonctions de forme descendante sont données par 'expression :
M (&.n) = fi(Em) N (&n) , ' (1V.1.)

avec .
- N, :sontles fonctions de forme standard.
- /. sont les fonctions décroissantes.
- M, oosontles tonctions de rorme de 'element inhini.
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L'inconvénient principal de cette approche, est qu'elle nécessite [utilisation
d'intégration numerique sur un domaine semi-infini. ’

1V.2.2. Approche inverse ;
Dans cette approche, le domaine des coordonnées naturelles est maintenu. Des
fonctions -ascendantes sont utilisées pour la transformation geometrlque et qu sont

singulieres a I'extrémité du plan naturel.

Les valeurs des coordonnées physiques tendent vers infini @ 'extrémité du plan’
naturel, ainsi les éléments infinis représentent un milieu infini. .

Lavantage de cette approche, est qu'elle garde les points d'intégration originaux de
Gauss-Legendre, utilisés pour un milieu fini.

Dans la présente étude, nous nous intéresserons a I'approche inverse pour sa facilité
d'implementation.

Dans ce qui suit, nous allons developper e prmczpe de construction des :onctlonb de
forme ascendante,

IV.3. Principe de construction de {a fonction de transformation :

1V.3.1. Cas unidimensionnel :

“Commencons par une transformation unidimensionnelle e long d'une ligne (1.2.3),
dont la direction coincide avec I'axe des i ; considérons la fonction suivante ;

-2& | +& :
o= Nyx, + Nyx, = [ "_).\-, +( ﬂxa (1V.2.)
1-¢ =g
X=X o E=1
o —» o © o —» 0
X=Xy X=Xx3 &= - E=+]
a, Représentation globale ' b. Représentation locale

Figure V.1, Elément Infini unidimensionne!

nous remarguons que |

= 0= x=0x,

=== X=X E (1v.2a.) -~

U

E=al=x=em
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de plus,on a:

. Uy — . : :
[ ) M g 205~y ‘ . (1V.21.)
¥—2x +x, X=-2x +x, S

avec une valeur (x,=2xy), I"équation (1V.2h ) devient :

’ S 2x
E=1-—L ' : (IV.3.)
X

Si, par exemple la fonction inconnue / est approchée par une fonction de la forme
polynomiale suivante :

U=a, +a, &+, &8 +aEd 4 e, E" ' S (V)

Par substitution de la valeur de ! dans I'équation ( 1v.2a. ), nous obtenons un
développement en série de la forme :

L, o (' .
U=Car—Ld—tt. + : {1V.5.)
. " M
/ ! 7
avec: - (7 :sont des coefficients quelconques.

- R (oux):represente la distance radiale mesurée a partir de I'origine( ou le pole).

Donc la convergence est obtenue avec cet élément lorsque e gegré du
développement polynomial augmente, et on peut déduire comme remarques ce qui suit :

1. La condition x, = 2x;, implique que le nceud du milieu doit étre le nceud médian.

2. Dans cette approche, la formulation des éléments infinis dépend du type de la
fonction décroissante utilisée(//r, 147, 1777, ..).

3. La géneéralisation de cette interpolation pour n'importe quelle ligne droite dans
I'espace (x,y,z) donne :

2
X = Z f'\/rv.\"
il

y=>"N,y, . (1V.6.)
izl
Z= Z N,z

il

ou &, représentent les {ransformations infinies a une direction.
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1V.3.2. Cas bidimensionel :

La généralisation de cette formulation pour les cas 2D, 3D est nécessaire. |i est facile
de voir que cette généralisation est réalisée en faisant le produit des transformations infinies
a une dimension avec des fonctions de forme standard en . '

Dong, las fonctions de forme sont donnees par :

M =N(&) N, (D | ‘ - (1V.7.)
Avec: - N(&: transformation infinie & une dimension. .o

- N(n): fonction de forme standard en 2.

- My(&n): fonction de forme de 'élément infini.

Considérons élément bidimensionne! suivant ;

17 : )
A A
' ' )
7.N7 : 6.Ng S5.Ns 7.N, ().N(, SNs '
— b —0 P o) Qromm e >} OO
T +1 +l
i '
] 1
5 i 4N,
. 8.Ng 4] mmmemm () —m = SIS Npp——_N NV ST {ommmmmn R
| E
] 1
! 1
i R
. l-Nl 2.N: 3.N3 <IN 2.4N2 SNy
Figure 1V.2.a, Elément de référence infini Q8 - Figure 1V.2.b. Elément infini & 5 noeuds
Numérotation des nceuds et des fonctions de forme Numérotation des nosuds et des fonctions de forme

Notant que les fonctions de forme dépendent des fonctions décroissantes choisisses
préalablement., -

1V 4. Calcul de la matrice de rigidité de I’élément infini :

Considérons !'élément infini a-n nceuds donné par la figure ci-dessus, la
transformation géométrique s’écrit sous la forme :

n
x= My, .
- (1V.8.)
V= ZMS-‘V!
I

avec M, sont les fonctions données précédemment.

Le champ de déplacements en tout point de 'élément est donné par :
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n
U= Nu,
=1 . : : (IV.9.)

I = i Ny,
-1
avec ¥, sont les fonctions de forme standards
D'aprés le principe des travaux virtuels, on a :
+14]

BL][M[D]Mth—JJB p} B/ ue an (1V.10.)

avec . j

v ay noM oM
A S N

g Al | es T A o ”m
V- o Oy B >’4 aM . i@/\/] , (1V. 10 )
on  on “on ! Yi

IV.5. Différents types d’éléments infinis :
On peut disﬁnguer pour un probléme bidimessionnel, trois types d'éléments infinis.
1V.5.1. Eléments infinis dans le sens horizontal ou vertical :

La fonction de transformation pour le cas bidimenssionnel suivant I'axe des abscisses
s'écrit sous la forme :

P
c= D M (S, et y= ZM“ (& m, - (1V.11.)
i=] .
el 3 .
S M, =let > M, =I (IV.11a)
[ 1
7 n
+ | A
] 1
l| : 4.:\'4:11/.'
4NM Lo ANWAM S.NsMs 9‘.N_,M_;
NGy . » £ " :
T > o T i 2Nz 3
+ o ' e
|
LN, Nadd s _ CID

i
|
1
|
I

Figure 1V.4 . Elément infini vedical d 5 nosuds

Figure 1\V,3.Elément fnfini horizontal a 5 nceuds
Numérotation des noeuds et des fonctions de forme

Numérotation des nceuds et des fonctions de farme
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1V.5.2. Eléments infinis dans le sens horizontal et vertical (élément coin):

La fonction de transformation pour le cas bidimenssionnel pour le cas de |'élément
coin s’écrit sous la forme : by

A

3 : :
x=> M _(&nN)x /.12 j
2 M (Gn)x, (Va2 3.N3.M, > 2.No,M;

i=]

3
Y= ZA/]L\;V (‘;,: /,)yi (1V.120.) _
n ].N].I\’h I - : e e _-.b.‘:r;

avec . +c

ZM L=, (1V.12¢.) ’ —0

Figure 1V.5, Elément infini coin 2 3 nozuds
Numérotation des peeuds et des fonctions de forme

IV.6. Couplage éléments finis, éléments infinis :

Dans de nombreux problémes de géomécanique, nous nous trouvons en présence
de domaines infinis, ou semi-infinis. Un exemple simpie est donng, celui d'un domaine semi-
infini soumis & une charge ponctuelle centree, illustré par la figure ci-dessous :

% ' * 4o

b : + o0

i‘\ P s 00
* r -

: v 4 - e« +w

:f . - * ¢+

3 - - - -

| o 1o | | e | e | <7+

Figure 1V .6. Modéle Eléments-Finis, Eléments-Infinis

La question qui se pose, c’est bien le choix d’'une méthode de résolution pour ce type
de probléme. La premiére réponse consiste a imposer des deplacements nuls sur une
l frontiére bien étudiée, car le choix d'une frontiére arbitraire pose des problémes.

Une méthode plus efficace, consiste a coupler les éléments finis standards avec des

éléments infinis. Cetfte méthode modellse d'une facon satisfaisante le comportement du
matériau a infini.
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CHAPITRE v FORMULATION DE A METHODE DES ELEMENTS DE CONTACT

Formulation de la méthode
des élements de contact

A ——— Atrmtn e

- V.1. Généralités et définitions :
V.1.1. Introduction :

Dans le domaine de la géotechnique et du génie-civil, la modélisation des
phénomeénes de contact est un probléme trés important. En cet effet de nombreuses
structures présentent des surfaces de discontinuité qui peuvent jouer un role prépondérant
dans leur comportement mécanique. On peut citer par exemple les interfaces entre le sol et
la structure( sol-pieux, sol-tirant,..etc.), les interfaces entre deux couches de. sol ( remblai- sol
de fondation,... ), les failles dans les massifs rocheux ou encore les interfaces entre massifs
en béton, béton et armatures, dalles et connecteurs,... etc.

Les premiéres publications sur la mécanique du contact sont dues en 1882 a Hertz,
et en 1885 a Boussinesq, Hertz propose une solution analytique pour les problemes de
contact, sans frottement entre les sphéres élastiques ou entre un poingon sphérique ( ou
cylrndrlque) et un massif semi-infini élastique. Boussinesq utilisa la méthode des potentiels
pour résoudre le probléme de contact sans frottement entre un poingon a base plane et un
massif semi-infini élastique:

Par la suite, de nombreux auteurs s'intéresseront & la résolution analytique des
probiemes de contact Parmi les principaux il faut citer Huber (1904), Love (1929), Thomas
et Hoersch (1930), Sneddon (1946) et Timoshenko et Goodxer (1948).

Plus récemment et grace au developpement des moyens de calcul automatique, de
nombreux chercheurs ont mis au point des méthodes de résolution numérique de ce type de
problémes.

Les premiers travaux sur le traitement numerlque des problémes de contact ont été
réalisés en 1968 par Goodman et Al, qui ont proposé la formulation d’un élément de joint &
quatre nceuds d'épaisseur nulle pour la modélisation des failles des massifs rocheux.

En 1972, Goodman et Al, ont complété ces travaux en prenant en compte dans les
eléments de joints les phénomeénes de dilatance, puis en 1977 Goodman et Al ont étudié une

" nouvelle extension faisant apparaitre exphcutement la rigidité de rotation dans la formulation
de I'élément.

Parallelement a ces travaux, Ghaboussi et Al ont présenté un autre type d‘élément
de joint & quatre nceuds ayant pour degrés de liberté les déplacements relatifs tangentiels et
normaux des nceuds en vis a vis, : .
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Plus tard, en 1979, Pande et Al ont développé un élément isoparamétrique

quadratique a 8 noeuds d'épaisseur non nulle ayant pour degrés de liberté les déplacemenits
relatifs des nosuds de I'élément,

D'autres comme Frank et Al, ou Hermen ont proposé des éléments de contact a 2
nceuds de type ressort,

Kang a comme [ui introduit la notion de matériau fictif de contact et développé un
élément de contact plan quadrilatére a 6 nceuds, quand a Ksangou il a étendu ces travaux
au traitement des problémes axisymétriques et tridimensionnels,

V.1.2. Modélisation des solides en contact :

La modélisation des solides en contact peut étre réalisée a I'aide de | ‘ensemble des
éléments de type déplacement qui sont :

« Eléments de massifs plans, et ou tridimensionnels.
+ Eléments de poutre plans, et ou tridimensionnels.
« Elément de cogue.

V.1.3. Modélisation de la zone de contact :

Pour modéliser le contact entre les solides .S, et .5, nous serons amenés a trois
surfaces distinctes :

« & surface sur laquelle le contact peut se produire.

« & surface de contact actuelle entre les solides.
« S ; surface initiale de contact.

St

Figure‘\'ﬂ. Zone de contact

La surface S, est représentée par un matériau fictif, la modélisation de ce matériau
fictif est réalisee a I'aide d ‘éléments finis particuliers que nous appellerons « éléments finis
de contact », ces éléments permettent d’assurer dans la surface de contact, la continuité
des déplacements normaux et tangentiels des solides en contact.

V.2. Description des éléments de contact :

Y.2.1. Présentation des éléments finis de contact :

La surface de contact est modélisée a l'aide d'éléments finis quadrilatéres A
6 nceuds ;
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Figure V.2, Elément de contact quadrilatére a 6 nceuds

Ces éléments sont quadratiques suivant la direction tangente au contact, et linéaires
suivant la direction normale.

V.2.2. Définition de la géométrie d’un élément de contact :

La relation entre les coordonnées d'un point quelconque de I'élément et les
coordonnees cartesiennes des noeuds de I'élément s’écrit :

_ N -k :
;} ZH‘ :,f)hf;k} | : | (V.1

k=1

avec : : .
© - (xy) :coordonnées cartésiennes dans le repére global d’un point de 'élément.
- (§, r;)': coordonnées intrinséques du point considéré.
- (" : coordonnées cartésiennes du noceud £.
- H*: fonction &’interpolation du nceud #.
- N :nombre de nosuds de I'élément.

Notons que les fonctions d'interpolation #* sont linéaires suivant la direction normale
de contact », quadratique suivant la direction tangente & .

V.2.3. définition du champ de déplacement :

Il s'agit d_"exprimer le vecteur déplacement d'un point courant de 'élément en fonction

" des vecteurs déplacement en fonction des vecteurs aux noeuds, Pour cela, nous utiliserons

les mémes fonctions d'interpolation pour la définition de la géométrie de ['élément de
contact, donc les éléments de contact seront donc isoparameétriques.

La relation entre les déplacements d'un pomt quelconque de Ielement et les
déplacements des nceuds s’écrit :

] N K .
{“} =3t (é,n)l”k (V.2.)
4 k=1 v ' .
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avec : : . N
- (u,v) : coordonnées de déplacement d'un point de I'élémient.
- ( 77) : coordonnées intrinséques’du point considéré.

- (u ‘Y 1 composantes de déplacement du neeud .
H* : fonction d'interpolation du nceud 4.
- N:nombre de nceuds de |'élément.

V.2.4. Définition de I’épaisseur des éléments de contact :

Lorsque les solides sont en contact, I'épaisseur des éléments de contact est nulle.
Ceci conduit a une singularité de comportement de I'élément

Pour lever numériquement cette singularité, nous remplacerons I'épaisseur nulle par -
une valeur ¢ trés petite mais non nulle.

Figure V.3, Elément plan ou axisymétrique

La géométrie réelle de I'élément de contact est calculee de la position des noeuds 1,5
et 2 formant une courbe choisie comme courbe de référence.

A fa|de des coordonnees de ces trois nceuds et des fonctions dmterpoiaﬂon
quadratiques, on calcule le vecteur normal a cette courbe en chacun de ces noeuds, puis on
positionne sur chacune de ces trois normales les nceuds 4,6 et 3 a une dlstance e des
nceuds correspondants,

) RN

Figure V.4, Géométrie de I'élément de contact de référence

Soit M['\”] un point de la courbe 1,5,2 d'abscisse curviligne §d’vou :
? . .

{V.3.)

{-\'(ﬁ)— (O + 2O+, Oy
W& =g, + 8O +8,Eyy
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avec ;.
& (&) = —‘~'—(1 - &)
g()——(l+s) o
&) =(1-8).0+&) |

Soit (/ N) le repére local en M, le vecteur normal & a pour expression :

Mgy = ( sy )=l eyt -2y
bt ) (e - 2)

On calcule alors les coordonnées des nceuds 3,4 et 6 par les expressions :
."'3 - f Y2 v N(s 1)
Al T
v } { } Tt
iz ]N< Di

- l,e Ng=0)
{ I b’s,[

V.2.5. Calcul de I'épaisseur e :

V.3w)

(V)

{V.5)

Nous choisirons de calculer cette valeur ¢ comme le produit d'une grandeur

caractéristique du maillage par un coefficient de pénalisation 70" avec :
e Lot

Nous avons adopté pour grandeur caractéristique du maillage :

[(xmnx - xmin )+ ()’um - ymin )] | (

L=

| —

. V.3. Relation contraintes-déformations de I’'élément de contact -

{(V.6.)

V.6a ) -

A chaque élement de contact, on associe une loi de comportement permettant de -
prendre en compte différentes natures de contact, cette loi est exprimée par la relation !

o=} {e}

(V.7.9

ou {a} et {z,} représentent respectivement les tenseurs des contraintes et des déformations

en un point de 'élément, et on aura pour:

36




CHAPITRE V : FORMULATION DE 1A METHODE DES ELEMENTS DE CONTACT

- Probléme plan :

(o) = (a_u_', T s oig,>

<’"'> = <“*u& 5.\.1-> . | (V.70.)
- Probleme axisymeétrique :

(0)=(0,,0,,00,0.) | |
(6)=(g,,e.,60,2¢,,) . (V.7b.)

_ - Probléme tridimensionne! :

<O’> <O"_\,O“,‘ 30207 005042, Oy, )

A2

(a) = <£.\'.\':"9_y:\'7&" 28,20, ,’Zz-:_‘.:> . ' (V.7c.)

Différentes lois de comportement peuvent étres envisagées, gllssement parfalt
adhérence, frottement de Coulomb,... etc. & chacune de ces lois est associée une matrice

de com_porjtement ( d'élasticite ), [D] qui permet d'assurer les continuités correspondantes
sur les glissements. B

Ces differentes matrices ne peuvent étre exprimées que dans un repére !oca! lie -a
I'élément de contact. Le calcul de ces matrices dans le repére global est reahse a lalde
d'une matrice [R], dite matrice de passage.

V.3.1. Expression de la matrice |E/| :
V.3.1.1. Glissement parfait :

Les élements finis de contact doivent exclusivement assurer la continuité des
-déplacements normaux, ainsi dans le repére local la matrice de comportement a pour
expression :

- Pourle probleme plan :

fo o o0
[J)’]: 0 £ 0 (V.8a)
0 0 0
- Pour le probléme axisymeétrique :
0.0 0 0
£ 0 0
D= V.8,
/] 0 0 0 (Vb
0 0 0 0
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- Pour le probleme tridimensionnel :

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
{,’7’]: 0 0 & 0 0 0 (Ve )
0 0 0 0 L U .
0 0 0 0 0
00 0 0 0 0

Ou E représente’ le module d’Young du ‘matériau de contact. Cette grandeur
caractéristique de I'élément sera précisée dans les prochains paragraphes.

V.3.1.2. Adhérence :
Les éléments finis de contact doivent assurer la continuité des déplacements.
normaux et tangentiels des solides en contact. Dans le repére local la matrice de

comportement & pour expression :

- Pour un probleme plan :

00 0
[pt]=1o 7 o (v.ou)
00 G -

- Pour un probléme axisymetrique :

0 0 0 O
/ 0 £ 0 0
[D]:: (V.Ih.)
0 0 0 0
0 0 0 @
- Pour un probleme tridimensionnel :
00 0 0 0]
0 0 0 0 0
. 0 0 & 0 0 O .
[p']= (V.9c.)
00 00 0 0] ,
00 0 0 G 0
00 0 0 0 (]
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s

V_3.1.3. Frottement de Coulomb :

La matrice de comportement est identique & la matrice correspondante‘é ladhérence. -
En effet elle a pour but d'assurer comme precedemment la continuité des déplacements
normaux et tangentielles. .

\",3,2. Expression dans le repére global :

Il s’agit d’exprimer dans le repéere global la relation matricielle contrainte, deformation.
Pour cela on utilise une matrice de passage [17], telle que :

o)=[Rle"} et fe}=[R] e} | - (V.10.)
l.a relation contrainte-déformation dans le repére global s’écrit :

fo=[plle} avec [p]=[x] [0'] [R] | van)

LLa matrice [R] peut s’exprimer a 'aide des composantes des vecteurs du repere local
exprimés dans le repére giobal,

Et pour un probléme plan ou amsymetnque sont (f N ,), les vecteurs du repére local

~en un point de I'élément, avec :

e} - (d '
Vx{ '}., Vz{ ’}et avec ces notations la matrice [} s'écrit :

2

T 2 .
¢, d 2¢,d,

[R]z cf c/f 2¢,d, » (V.11a.)
¢, didy,  cd, e, '

V.4. Calcul! de la matrice dé rigidité de I’élément de contact :

......

Ecrivons 'expression du principe des travaux virtuels :

SH,

inl Xt

+ 61, =0 ' - (V.12)
pour tout champ de déplacement cinématique admissible, avec :

SW,, : travail virtue! des efforts intérieurs.

SW,, : travail virtuel des efforts extérieurs.

Calculons le travail virtue! des efforts intérieurs pour un élément :

W, == [ 0,06,4d0 | (V.12a.)

(e
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ou , représente le volume de I'élément considéré.

Le travail virtuel des efforts intérieurs peut se mettre sous la forme matricielle
sujvante :

81, = (o) e} - - (V.12h.)

Tout d’abord, nous allons exprimer les deformanons en fonction des déplacements
nodaux :

U,
& 10 0 0
[ AV ] (/'l.
{5}= £y (=0 0 0 1 VA ' (V.12e )
: 26 0 1.1 0 *
w Vv .
soit: '
1
fel =l .}
V.4.2. Calcul de la matrice de rigidité élémentaire :
La matrice de rigidité s'écrit sous la forme :
(k] = [[8] [D] [Blc (V.13.)
Qe
avec :

[B)=[4] [1] [2] et [D]= (8] [0'] [
Ou les matrices [A] et [] sont matrices constantes.

La matrice [L] qui est composée des dérivées en &,{,n des fonctions d'interpolation’
est une matrice linéaire suivant la direction normale de contact.

Dans le cas axisymétrique par exemple on peut écrire :

(KT = . [IBY'In] (Bl ae={[] [ rdlr.dl@ cl=
Qe . . .
= -27[”99[‘8] [D] /)"] lﬂC//‘.C/Z='7'YZ’ T lIdG’[J] dédn (Va13a.)
1
final'eme.nt :
[K) zzz{zf[/y] (0] [13,] rldet /1 E = j ' 0] [,] rldet.] d@:} (v,u.j
‘ -1
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[L(%c, g, "7)] = [L: (%z: ’7)]+ 4[/‘2 (Li ’7)]

[B(:;’,é’, 17)] = [b’l (cj, 1/)] + g[/y‘l (9’,‘, 'r;)] AV.14..)

V.4.3. Choix du type d’intégration numérique :

Il existe diverses possibilites pour proceder a l'intéegration numérique de la matrice de
rigidité élémentaire. Parmi les choix classiques on peut citer l'intégration numérique de
Gauss, et lintégration numérique de Newton-cotes. Ces méthodes ne permettent
'intégration exacte que des fonctions polynémes. :

Pour les éléments de contact, la matrice de rigidité élémentaire a pour fonction
d'assurer certaines continuités entre les nceuds en vis & vis, donc lintégration numérique

choisie pour le calcul de la matrice de rigidité elémentaire doit assurer ces continuités,
V.4.4. Caractéristiques mécaniques des éléments de contact :

La matrice de comportement [/] des éléments de contact fait apparaitre fes
grandeurs £ et (. Ces grandeurs représentent le module d'Young et le module de
cisaillement des éléements de contact. :

Comme il s’agit de modéliser un matériau fictif, ces deux grandeurs n'ont pas de
signification physique.

On a vu que la rigidité de I'elément de contact avait pour ordre de grandeur la
quantité £l ou & représente le rapport longueur sur épaisseur de I'élément de contact,

/c:-[izIO” , '(V.ISu.)
(4 .

Pour assurer numériquement la continuité des déplacements & n décimales prés,
nous choisirons pour /< une valeur de méme ordre de grandeur que le plus faible module
d'Young des deux solides en contact. La valeur du module de cisaillement s'obtient par la
relation : '

E

- { V.15h.)
2(1+v)

Le coefficient de poisson est quant & Iui sans influence sur le comportement des
éléments de contact.

V.5. Calcul des contraintes dans les éléments de contact :

Compte tenu du caractére non lingaire du probiéme traité, nous calculerons (e
tenseur des contraintes dans les éléments de contact de maniére incrémentale.
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e

En un point M quelconque d’un élément de contact, Fincrément de contrainte {Ac} est ainsi
relié a l'incrément de déformation {Ag} par la relation : '

{aci=[D] {ae} | (V.16)

soit encore, dans un repére local au point A4 :

o' b=} 1] {ae) (V.161)
‘ou [/] désigne la matrice de passage.

En utlisant les notattons precedemment detinies, on peut exprimer 'increment de
contrainte en fonction de I'incrément déplacement par la relation :

(o' }= [})’] KT [4] 1] (1] a0} / (V.16b. )

Les contraintes seront calculées aux points d'intégration de la matrice de rigidité
élémentaire.

V.5.1. Elément de contact actif-inactif :
Nous rappelons ici les définitions données précedemment avec :

S, : surface ou le contact peut se produire.
S : surface de contact actuelle entre les solides.
Sy 1 surface initiale de contact.

La totalité de la surface &, de contact est modélisée a l'aide d'éléments finis de
contact, cependant les éléments de contact appartenant a S, mais pas a .5, ont une matrice

......

matrice de rigidité globale du systéme étudie.

Au contraire, les éléments de contact appartenant a la surface 3 sont déclarés actifs,
par la suite on peut affiner cette distinction entre les éléments actifs et les éléments inactifs.

En effet, nous avons vu que la matrice de rigidité d’'un élement de contact s’obtenait
par intégration numeérique, comme la somme des matrices calculées aux différents points
d’intégration de I'élément.

Nous dircns qu'un point d'intégration d'un eélément de contact est inactif( ou éncore
décoilé) si la contribution de ce point dans la matrice de rigidite de [|'élément est
identiquement nulle. Dans le cas contraire, le point d'intégration sera déclaré actif (ou encore
en contact).

L.a distinction actif-inactif, est donc réalisée non pas au niveau des points

d'intégration de la matrice de rigidité élémentaire. Ainsi un élément de contact pourra étre
partiellement en contact ou partiellement décollé.
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V.5.2. Critéres de contact :

V.5.2.1. Critére de non interpénétration :

Le critere de hon—interpénétraﬁon est un critere géométrique qui a pour but d’interdire
a tout point du solide S} de pénétrer a 'intérieur du solide S, et réciproquement.

Cette limitation physiqgue triviale est assurée numériquement dans la surface effective
de contact par I'intermédiaire des matrices de rigidité des éléments de cette zone.

Par contre, pour les nceuds des solides S, ou S, appartenant & des éléments de
contact inactifs, il faut prévoir un test géométrique des déplacements calculés.

Figure V.5. Critére de non - interpénétration

Soit M un point d’'un élément de contact décollé ( ou partiellement décollé), avec ces
coordonnées cartésiennes (v,,z). Sous laction d'un chargement AP, le point ‘M se
transforme en un point M* tel que : _

X =y Au
l o Yy o=y+Av (Va7u)
- == Aw

'

Ce changement de conflgurahon transforme Ielement de volume |n|txal d¥ autour de
M, en un élément de volume /I tel que :

(,/V = dx.dydz (V.17b.)
AV =dxdy”ds”

soit encore :
AT A
X A = .
art =2 YV ey (V.176)
o oy oz . - :
& e o
\_a\‘ oy 7z
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Notons que :
v = (det 42 )

avec .

Vi (’.?,V* oy
1= - S (V.174.)
& dy & :
. =

134 oz oz

I S ¢

Le contact des solides se produit au point A/ considéré lorsque JF* (), ainsi on
retiendra pour critére d’interpénétration au point M :

Det I = 0 : les solides sont décollés en M.
Det 1" - 0 : les solides sont en contact en M. (V.18.)
Det 17 0 les solides s'interpénétrent en M.

V.5.2.2. Critére de résistance a la traction :

Soit un point M appartenant a un élément de contact actif, soumis a une contrainte
normale o, et prenant comme X' la résistance a la traction de I'élément de contact
considéré, donc le critéere de la résistance a la traction peut s’exprimer sous la forme :

o, <R’ (V.19.)

n

e m e A Rl S AR Bl R e B
.....-...‘: --‘-J‘ u' -:.J'.-._ -_':J'.._
A XA Pz XX A pIgd
Figure V.6.a. Etat colle Figure V.6.b. Etat decollé

Figure V.6 Critére de résistance a la traction

V.5.2.3. Critére de frottement : .

On a choisi de représenter les phénomeénes de frottement entre les solides en contact
a l'aide de la loi de Coulomb. Soit un point Af appartenant a un élément de contact actif
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sollicité par un couple de contrainte normale ‘o, , et une contrainte tangentiélle 7 sachant’
que c et ¢ représentent la cohésion et Iangle de frottement qui caracterlsent la nature de
contact dans 'élement considéré.,

La loi de frottement de Coulomb peut s'exprimer sous la forme : -

Il <c~o, igp | | (V.20.)

AA 7N AR

FHgure V.7 Llal de ghoseinent
V.5.3. Critéres sur les contraintes :
V.5.3.1. Critére de la résistance a la traction :

Le critére de résistance a la traction doit étre vérifié en tous points d'intégration actifs
des éléments de contact.

Soit M un point d'intégration actif qui ne vérifie pas le critére, c'est a dire tel que
o/ =o' +Ac] =z R ' (V.21.)

La contrainte normale calculée o nest pas admissible, il y’a rupture par traction du

contact en ce point, donc on procéde alors & une correction de maniére a annuler les
contraintes en ce point.

Le tenseur correction de contrainte {Ac, }, est tel que :
{O',. }-i- {L\O'“,}= {0} ou encore : {a, } =— {Acr,,.} ’ (Vv.22.)

V.5.3.2. Critére de frottement :

On peut considérer le matériau fictif de contact comme un materlau rigide,
parfaitement plastique obéissant au critére suivant :

= lr[ ~ el o g <0 | ' (V.23.)

g = f”'] —-C O IP

.avec !
' : fonction de charge.
: polentiel-associé.

: 'cohésion,

- ¢ angle de frottement.
- ¢:angle de dilatance.

i
o I
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Le critére de frottement ( ici la loi de Coulomb), doit étre verifie en tout points actifs
des élémenls de contact. Soit A4, un point d'inlégralion aclif gui ne vérilie pas le critére, c'est
a dire tel que :

fle )=lr|~c+o,gp=0 | ' , | (VL)

On procéde alors en ce point & une correction de contraintes {Ac .}, telle que :

f({0,+AG})=0 o (v

Comme la fonction ['s'exprime linéairement en fOﬂCthﬂ du tenseur des contramtes
on peut écrire I'égalité suivante : :

(o}

foraod=sloh+(Lhoay v

Soit en combinant les equations ( V.24 ) et (V.24h. ) ¢

(‘3’) RS e

Oo

Par analogie du traitement numérique des problémes d’élasto-plasticité, on choisira
{Ao*,c} sous la forme :

dg .
Y=A1 (D {-ﬁ—} : (V.26.)
{Aalcf . [ ] ad ) .

Ou [D] désigne la matrice de comportement, et A2 un scalaire positif. En reportant
cette expression dans I'équation ( V.24. ) nous obtenons :

A)< = >[D] { x } fle)=2a2= /() (var)
do oo af Ou .
. N [D] Yo
do Ao '
‘La combinaison des équations ( V.26.) et ( V.27. ) fournit alors 'expression du tenséur
correction de contrainte : v
3¢ ' .
51 {2} S
g C(vasy

o, t=-r{o.}) < P >[/.')] {a,_.,}

Pour la fonction de charge et le potentiel associé choisis, on obtient aprés calcul :
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0
r 1o -
Ao, j=- - I 1gg V.28.:
{ u} G+ /.K,’flj g | ?‘/}J ( L)
Ll

D’ou pour les problemes tridimensionnels, on peut exprimer la loi de frottement de
Coulomb sous la forme :

VA !“Ul cro, f‘g':‘/l - ] ‘ (\_".AH.I').)

avec

i ‘ '
{ .. direction normale de contact.
J#EI

Le potentiel associé s'écrit alors :
g= |o‘".| +0o, 18P (V.28.c.)

V.5.3.3. Critére de non-interpénétration :

Conformément a la vérification des criteres en contraintes p;our les  points
d'intégration actifs des éléments de contact, il faut procéder a la vérification de critere de
non-interpénétration en tout point d’intégration inactif des éléments de contact.

' V.5.4. Calcul du vecteur correction de déplacement {AU/,} :
‘ Soit M un point d'intégration inactif d’'un élément de contact, supposons que le
vecteur déplacement calculé précédemment ne respecte pas le critere de non-
interpénétration en ce point avec :

{U:‘}: {Ui-—l +Ui} | ' (V.29.)

Conformément a la description faite auparavant, on peut calculer en M un coefficient
@, tel que le vecteur déplacement élémentaire !(J,"-, +aU1"}, correspond exactement a la
mise en contact des solides en ce point.

On peut alors calculer un vecteur déplacement global admissible {L\.U,u'}par

assemblage des vecteurs élémentaires a{L\U,"}.

Le nouveau vecteur déplacement {U,-: +AlJ, +A(/w}satisfait alors en tout point le
critére de non-interpénétration, ou le vecteur correction de déplacement a pour expression ;

{/\[/u } = {/\(/m }—~ {/\U’} (V.30.)
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V.5.5. Schéma général de 'algorithme.de résolution :

Nous allons présenter tout d’abord le.schéma de l'algorithme de fésolution pour un
incrément de chargement fixé {P}, ou i désigne le numéro de I'itération.

-{130}=.{1’} : |

W P A TS L6 e a® i

-
»

4
Calcul de la triangularisation de [K{]

......... -

e
»

y
Résalution de - [K'] {(\('/,} - {/\’, x} 1

y
Test de non-interprétation :

+Calcul de {L\Um } .

«Calcul de v{L\O’,}‘associé a {L\Um} ,
vv .
— . : {{/!}z{('jl—l}.{‘{‘.&(j!u}
l I_l.+1 ; {G:}:{Uf-1}+{AUr} ’

v

Test de 1ésistance a la raction ;. calcul de, {L\O ,‘,} N

poresr—

Test de glissement { calcul de {Acf,c} ’

| I v —
Calout durésidu {1, }= (¢, d+ {1, }

h 4

Test de convergence
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V.6. Classification des interfaces :

Cette classification des interfaces, est basée sur I'importance des zones perturbées,
dont on distingue :

V.6.1. Les interfaces de premier type :

Pour lesquelles I'essentiel des déformations observées au cours des sollicitations est
concentrées au voisinage immédiat de la surface limite. a ce type d'interface correspondant,
les contacts secs entre solides de rigidités élevées présentent un défaut de structure,
comme les joints des massifs rocheux. :

V.6.2. Les interfaces de deuxiéme ordre :
Pour lesquelles, on assiste au développement de zones non élastiques importantes.

Par exemple le cas de Irnteractlon sol structure, les contacts entre mlheux de rigidités trés
différentes. . ,

V.7. Méthodes d’analyse des problémes d’interaction :

L'analyse numeérique de problémes comportant. des interfaces s’est développee en
génie civil, essentiellement en mécanique des roches, et dans le cadre de l'interaction sol
structure, Les études proposées par différents auteurs appartiennent a Tune des deux
approches suivantes :

- Méthodes utilisant une relation limite en.contraintes.
- Méthodes utilisant une loi de comportement de l'interface.

V.7.1. Méthodes utilisant une relat]on limite en contrainte :

Ces methodes sont basées sur le partitionement de l'interface a partrr d'une relation
limite exprimée en termes de contraintes. .

L’hypothése de base se base sur le fait que l'interface ne peut se trouver que dans un
-nombre fini d'états collé, décollé ou frottant.

Si on considére que la relation qui tradult la rupture de linterface est de type
Coulomb, c'est a dire :

T cto, g ' (V.31.)

avec: - ¢! cohésion.
- ¢ :angle de frottement interne.

L'interface est caractérisée par certains nombres de points de contact, et elle est
partitionnée en fonction de I'état de liaison en chaque point.

T { ¢c+o, tgg = liaison totale ( état collé).
o, = 0= traduit un décollement. . (V.32.)

T =c+0, lgg = exprime le glissement.
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V.7.2. Méthodes utilisant une loi de comportement de interface :

Dans ces méthodes, linterface est assimilée @ un matériau fictif, nous définissons
donc sa loi de comportement comme la relation entre les contraintes et les deplacements
relatifs.associés en un point de l'interface.

Cette loi non linéaire dans le cas général, peut s’exprimer sous une forme matricielle
et incrémentale : A ,

dr C, C., |ldu - v
= 33,
Ljo‘" cl’lf C 1 d]) ‘ ( )
Soit :

{c/r}: [Cl{us} avec [C] est la matrice de comportement.

Les termes Cy, et C, de la matrice de comportement traduisent un couplag'e eventuel
entre le cisaillement et la traction ( ou compression) du plan de l'interface.

Deux approches peuvent élre suivies pour I'élablissement d'une lor.de (.,omportement
par une analyse globale ou locale.

V.7.2.1. Analyse globale :

Pour introduire la notion de l'analyse globale, considérons I'exemple de la liaison
entre deux solides ( ou matériaux), par un joint rempli par un matériau intermédiaire ( de '
- remplissage).

-« Solide 1

Matériau de remplissage

Solide 2

Figure V.8 Analyse globale

.

Dans un premier temps on peut considérer qu'il s’agit d’'un double probléme
d'interface :

- Contact solide 1, matériau de remp!issage.'
- Contact matériau de remplissage, matériau 2.

Pour la modélisation du probléeme, on doit disposer d'une part de's caractéristiques de
. chacune des deux liaisons et d’autre part des propriétés de matériau de remplissage. Des
difficultés expérimentales évidentes surgissent alors, si le joint est mince et le matériau est
hétérogéne ce qui estle cas courant.
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Pour déterminer expérimentalement ces propriétés, il faut pratiquer des essais sur un

-echantillon de la zone d'interface de dimension suffisante pour qu’a chacune des extrémités

on retrouve les matériaux 1 et 2 respectivement.

Le probléme majeur est le choix de la taille de cet échantillon qui doit étre effectué
pour obtenir une bonne représentativité de 'interface.

Dans le cas des liaisons trés hétérogénes, il faut procéder a une recherche par
étapes, a partir de plusieurs dimensions. Pour chaque longueur testée, le profil géométrique
est caractérisé et on retient la dimension a partir de laquelle les moyennes des paramétres
utilisés ne varient pratiquement pas.

Le terme d'analyse globale désigne le procédé qui consiste & construire la loi de
comportement de |'interface a partir du comportement d'un échantillon représentatif.

V.7.2.2. Analyse locale :

En considérant le méme exemple précédent et en observant de plus prés [interface,

" on découvre une hétérogénéité de plus en plus importante, vides, parties en contact frottant.

L’hétérogénéité de forme des aspérités peut étre compliquée par hétérogénéité du materiau.

WM

Figure V.9. Analyse locale

L'analyse locale consiste a étudier l'interface a I'échelle des asperites, échelle a
!aquel!e on ne peut effectuer de mesure de deplacements la statistique devient un outil
indispensable pour obtenir une loi de-comportement a partir de mécanismes élémentaires,

Cette voie compléte la précédente. En effet si I'analyse globale conduit a

"I'établissement d’une loi d'ensemble, elie ne permet pas de préciser la part des différentes

caractéristiques physiques sur les paramétres de cette loi, et elle aboutit souvent a une
expenmentatlon lourde. L'étude détaillée de ces caractéristiques doit permettre cas par cas -
d'épargner certaines mesures par des formulations. ‘

V.7.3. Formulation d’une loi de comportement :

La loi rhéologique d'un matériau est la relation reliante la réponse de ce matériau a
une sollicitation, par exemple les déformations & I'état de contraintes. :

Cette loi peut se mettre sous la forme
r(1) = Is(r) ‘ (V.34

avec < est une fonctionneile liante la réponse () a linstant 1 & toute I'histoire de Ia
sollicitation s(1) de I'origine des temps 1, au temps /.
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La fonctionnelle I étant dans le cas général a expliquer, il faut faire appe! a la
procédure de linéarisation, qui méne a une formulation de type incrémentale.

' Dans le cas des interfaces, cette loi devient sous forme matricielle :

I dr C Cm du ’ . . )
. e
- do—n (/‘,,1 . (‘nn 74y . {V.33.)
I E Soit :
e} [0 Ty

Dans ce qui suit, nous allons présenter une formulation elasto-plastique de la matnce
de comportement.

V.7.4. Formulation élasto-plastique :

La théorie de la plasticité est fondée sur la décomposition de lincrément de
déformation {dgt en une matrice élastique (réversible), et une partie plastique
irréversible(irréversible) :

{c/e'} {da} + {cla} » ( V.36.)

L’apparition de cette deformat:on plastique est liée a la notion de critére de plastlute
qui s'ecrit :

1o} K)=0 | (V.37.)
avec .

- K :paramétre d’écrouissage.
- {o’} : vecteur contrainte.
- Iv: fonction de charge.

La surface F({a},K):O, est la surface de charge( dans I'espace des contraintes),
s'il existe une fonction G({cf}, K) telle-que :

de=an 2% (V.38

I - do

avec : - dA : scalaire positif.
- G potentiel plastique.

La représentation CJ({O'} K) 0 est une surface telle que le vecteur {dc } lui est
l normail , lorsque 7 est d|fferente de G, le matériau est dit « non standard », on distingue une

fonctxon d’écoulement et une fonction potentielle. La relation (Vv.37.) traduit la loi de normalité '

relative & la fonction potentiel. Si /7 et (7 sont confondues, la plasticité est standard.
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V.7.4.1. Expression générale de la matrice de comportement :-

Nous nous plagons dans le cas le plus général, cas de la plasticité non standard Le

dépiacement se decompose en:

avec .

{a’&‘} = {d&'}” -+ {(,/8}“ ‘ {V.39.) l

st =[c,] o)

Expérimentalement, il est vérifié que le couplage entre déplacement normal et

tangentielle est associé a des déplacements relatifs irréversibles.

avec .

La matrice élastique a donc pour expression :

+

(V,4,)

sirt

.I( 0 -

[( ‘“] : composante tangentielle.

- [C,,,,], : composante normale.

Appliquons la loi de normalité a. partrr d'un potentlel plastsque G, dont nous

supposons: pour le moment qu'il existe :

st = an Z< o ” (V.41.)
v do o
De 'équation ( V.39.), on peut dédﬁire gue:

{c/.s} c,]' {c/o}-f-c/)b{;} | | . | ‘ | (\/.42.')

oo

ar )"
En multipliant les deux membres de ( v.42. ) par { } '] on obtient :
do

'{mf{af } [ 1=, ] c/o}{m } [ .] ‘C/A{;’} ] | C '(.v.4;:;.)

= = ;
Posant .. ' .
W=k ]{?2"} @i} o= {2} e {2 )
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on aboutit a:

{a¥ {ds} = {%}T ldo+din

Au cours des déplacements on a :
el K)=0

donc:

d/-':{aj 1 {/a}-f(il,—JaK -0
oK

oo |
p;os'on_s A= —-;—)%GK, alors :
N7
{gl—} {do}= Ada
o

de Péquation ( V.44. ) on obtient :
(Y {ds} = AdA + Bdd = (A + B)dA

cette derniére équation nous donne :

di = [(A' i B)}{‘/}T {ds}

En utilisant I'équation ( V.49. ) dans I'‘équation ( V.42.) on opte pour :

Jor 2}

| _{u’_\'} = [C;, [{uo}+ {

l
(A+B)

et comme :

{az } S =l {m}{

(A+5)
dénc:

1 - . Yesh= b} s e )

(A+5)

'J{‘f Faslie.] )

( .V.f-l-l.. )

(V.45.)

( V.46, )

(V.47.)

(VA8

{V.49.)

(V.50.)

(V.504.)

(V.51.)
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on remarque que le terme {/}’ {¢/s} est un scalaire ;

(o) = [C. o) LM} ’”’{d}{/” ) )

Soit :

{dcr} U —[( ]Ld\ avec [(‘l,]. { ! JW}{:/}T - (V.52a.)

(A+15)

Il reste & expliciter les termes de [C.‘,,J :

e [ 0FY8GY . o] OF (] 8G S L
=G I (V)

- () ‘
i illElep al

n
do,

Finalement, l’ex’préssion générale de [C /:J est:

(SR AN T ol KL

1 or or oo, Ot 55
[C;,]‘}]" oF &G 2 OF 26 o
[Cu] [ ""]B_T— ()O‘,, [ ."n] (')O'n aO'”

avec

W arle ZHE e 2 20

ot oo, [| 80,

V.B.Choix du modeéle de ’interface :

Comme il a été mentionné précédemment, il existe deux approches pour le traitement
Tde linterface ; la premiére traite les interfaces comme un probléme direct de compatibilité.
Les exigences de.la compatibilité sont imposées exactement par le biais des multlpllcatxons
de Lagrange, ou approximativement par le bais des fonctions de penalltes '

La deuxieme approche utilise le concept physique des élements d'interfaces. Dans

cette approche, une équation reliant lés contraintes de contact aux déplacements- relatifs ‘est
utilisée. .
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Dans cette étude, la deuxiéme approche est adoptée, et vu que I'élément d’interface
peut étre introduit dans un programme d'éléments finis, sans la nécessité d'introduire

d'autres fonctions spéciales comme les multiplicateurs de Lagrange ou les fonctions de
pénalité. '

_ On a vu que I'élément d'interface des couches fines permet de tenir compte de

plusieurs modes de déformation. De plus, ces derniéres années, plusieurs études ont montré
la satisfaction des résuitats obtenus en utilisant cet élément pour les problémes d'interaction
sol-structure 2D et 3D. “

Dans ce qui suit nous allons présenter I'élément d'interface des couches fines,
Elément d'interface des couches fines :

Cet elément est traité comme les autres éléments solides, mais avec une matrice de
comportement : '

- & - o

- [C,.] : représente 1a composante normale.
- [C,,] . représente la composante tangentielle.

- [c

n

] : représente la composante coupiée.

Dans la formulation de cet élément d'interface, '’hypothése de base réside dans le fait
que le comportement au voisinage de linterface entraine une zone fine d’épaisseur
supérieure a zéro.

Et comme linterface est entourée par des matériaux différents (sol et béton), les
proprietes normales de l'interface durant la déformation doivent dépendre de :

- La zone d'interface.
- L'état de contrainte. : _
- Des propriétés des éléments solides, qui entourent I'interface.

En se basant sur ces considérations, la raideur normale s’exprime sous la forme :
. i ; 5t =
[(711].’ = l("u(a"’ﬁl’v}/‘ )J . ( V.57. )
avec:
- &' :les propriétés de linterface.
- ¥ :les propriétés du sol.

- 7™ :les propriétés de la structure.

donc on peut mettre [(,,,] sous laforme :

(] - Al o] aey] (Vsw.)

56




CHAPITRE V - FORMULATION DE LA METHODE DES EY. EMENTS DE CONTACT

—— v

avec: . S
- [,] : estla composante normale de rélément dinterface des couches fines.

- A, A, 4, facteurs de participation ayant des valeurs variant entre 0 et 1.

afin de simpiifief, on peut supposer que :

A=

Ceci impligue que la composante normale est influencée seulement par le
comportemenl normal de l'intertace, '

La composante tangentielle(de cisaillement) est obtenue & partir de l'essal de
cisaillement direct, '

H Y
T . o, H - !
— T o |
PR A g Y v / b ‘ i/
. 4 '
O S S ST 7SS, .
Flgure V.10.u. Essai de cisaillement direct Figure V.10,b, Déformation a linterface

Figure V.10 Comporlement de linterface

‘Dans cette étude la composante [C, ] est de taille 1x1, elle est composée du module
de cisaillement G de l'interface, d’ou on a : ‘
i,

y = ' (V.59))
L '

Le module de cisaillement est donné par :

. D 21 .
U = Y { V.60.)
' oy ol '

ou:

Gi = G(GII’T’Ur) = M}‘ : O'" (V.61 )

ol , "

avec : .

- 1: épaisseur de l'interface.

- U,.déplacement relatif.
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L'élément d'interface des couches fines peut étre formulé en supposant ayant 'un
comportement :

- Soit linéaire élastique.

- Soit non-lineaire élastique.
- Soit élastoplastique.

(K] = [[B) [} [B) av _' v

g

avec: - [b’] : matrice de transformation.
- [(""’J matrice de comportement

. Pour un comportement linéaire élastique, la matrice de comportement s'écrit sous
la forme : :

» [(;‘I)Jl] O . | ‘
[(”‘], ‘{ , ) _ ( V.63.)
O [("H]
= Pourun cas élastoplastique, la matrice de comportement a la forme suivante !

7] =lee) +|e "’L- . . (V.64.)

, est déterminée en se basant sur un critere de rupture de la théorie

de plasticité. Dans cette étude le critére de Mohr-Coulomb est utilisé avec une fonctlon de
charge /et un potentlel plastique G.

La matrice [(,' "J,

V.9. Méthodes de résolution des problémes non linéaires :

Il n'existe pas de méthodes générales directes de résolution des systémes non
linéaires, les problémes non linéaires sont toujours résclus par plusieurs problemes linéaires
successifs ou les conditions non linéaires sont respectées pour certaines tolérances.

Pour les problemes de la non linéarite matérielle uniquement, la relation entre les
contraintes et les déformations est supposée étre de forme :

F (a, {,) =0 ' : (V.63.)

La matrice de rigidité élémentaire est fonction des propriétés matérielles, et peut étre’
écrite comme suit ;

[K]= k(o) | ’ ( V.66.)

Les forces nodales externes {/"} peuvent étres exprimées par :

Fy=kl vy (V.67.)
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It existe trois méthodes de résolution du systéme non-linéaire, a savoir :

« |a méthode incrémenlale.
+« La méthode itérative.
« l.a méthode mixte.

V.9.1. méthode incrémentale :

Le principe de la méthode incrémentale est la subdivision des vecteurs chargement
en plusieurs increments, durant chaque incrément de charge I'équation :

{Fi=[k] U} - | (V.G8.)

Est supposée étre linéaire avec une valeur constante [K] déduite des résultats de

I'incrément précédent. Des déplacements nodaux sont obtenus pour chaque incrément et
sont ajoutés aux déplacements. cumulés précédemment. Le processus est répété jusqu’au
chargement final, il n'y pas d’itération dans lincrément pour restaurer I'équilibre et la
précision dépend de la taille de 'increment. '

L'analyse des meéthodes incrémentales est la meilleure description du comportemen't
force-deplacement. '

L'inconvénient majeur est la difficulté de la prédétermination des incréments
nacoassairas pour assurcer unc bonne précision.

]J

Figure V.11. Méthode incrémentale

V.9.2. Méthode itérative :

Dans la méthode itérative, le chargement est appliqué en un seul increment avec une
certaine matrice de rigidité initiale, et on calcule les déplacements, Les contraintes sont
déduites selon les lois constitutives et on déduit les forces nodales équivalentes qui
:v&auifibrent pas forcement les forces externes. Les forces résiduelles sont appliquées a leur
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tour et on déduit de nouveaux déplacements cumulés qui donnent de nouvelles contraintes
et de nouvelles forces résiduelles. Ce processus est répéete jusqu’a ehmma’uon des forces
residuelles a une certaine tolérance.

Généralement, la matrice de rigidité peut rester constante, ou bien varier durant le
processus itératif a savoir :

V.9.2.1. méthode de rigidité constante :

Dans cette méthode, la rigidité initiale linéaire est utilisée pour chaque étape dans
'analyse. cette methode posséde des avantages économiques parce que la matrice de
rigidité est calculée uniquement une seule fois.

T

A

Ky

N

Courbe contralme-de’formation

Y Y

P
&

Y

Figure V.12. Procedure de rigidité constante

V.9.2.2. Méthode de rigidité variable :

Dans cette méthode la méthode de Newton-Raphson ou sa version modifiee est
utilisée. Dans la méthode de Newton-Raphson compléte, la matrice de rigidité tangente est
actualisée et un systéme complétement nouveau d'équation est résolu & chaque itération.
Ce processus peut étre particulierement trés cher si les increments de charge relative:i=. .
petits sont utilisés.

|

\— Courbe contrainte-deformation

[

Ly L

Y

Figure V.13. Procédure de rigidité variable ‘ ) 60
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V.9.3. Méthode mixte :

Les rméthodes mixtes sont une bonne combinaison des eux méthodes citées.
préceédemment. Le chargement est appliqué par incrément et la solution dans chaque étape
de chargement est obtenue itérativement Jusqu a satlsfactlon de I'équilibre a une- précish:-
donnée,.

La méthode mixte combine les avantages des deux méthodes incrémentales et
witions ot elle est la plus utilisee. La ﬂgure ci-dessous montre les différentes approches de
la méthode mixte. -

/)

Figure V.14, Méthode mixte
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CHAPITRE 1T ANALYSE ELASTO-PLASTIOUE

Analyse élasto—plastiqué

V1.1 Introduction :

Le tassement, pression intergranulaire et les efforts internes dans la base des
structures élastiques sont affectées par la rigidité des: structures, le type de connexion entre
les différents éléments de la structure ainsi que la compresmbxhte du sol support.

Pour cela, au dela d'un certain niveau de chargement, le sol présente des
déformations réversibles(élastiques), mais aussi des déformations wreversxbles( plastiques),

et que ces déformations et les contraintes obéissent a des lois bien précises. Notons que
I'étude d'un corps en état élasto- plastxque se fait en excluant le facteur temps.

Vl.2 Détermination du tenseur de déformation R

Donc le tenseur de déformation est supposé étre la somme du tenseur incrémental
élastique, et du tenseur incrémental plastique, soit en notation indicielle :

dey, =deg +dg} ' (VL)

Considérant maintenant la courbe contrainte-déformation, gui résume les resultats
d'un essai de traction uniaxial :

Fighre VLI, Essais de compression (et traction) simpte du sol

Le long du chemin O4, le comportement du sol est élastique. Le point 4 représente la
limite au deléd de laquelle on & plus de comportement élastique, ce point correspond a une
contrainte caractéristique dite seuil de plasticité initial( ou limite élastique). En allant au point
B, et si on décharge le chemin de déchargement ne sera plus BAO, mais BC'D.
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. lLa déformation qui reste est une déformation irréversible dite pia’stiqué. Si on
décharge, le chemin sera DL, I étant le prolongement du chemin 408, il rejoint alors le
chemin du premier chargement. ' .

D'une fagon générale,‘ et pour les cas 3D le seuil de plasticité est remplacé par une
fonction /¢ dite fonction de charge ou critére de plasticite, telle que :

« Siff< () on est dans le domaine élastique.

. Si/i'>0:on estdans le domaine plastique.

T

Figure V1.2. loi de comportement élasto-plastique

Cette fonction décrit dans 'espace des contraintes-déformations, uné surface dite en
mécanique des sols « Surface d'etat limite », dont la projeclion dans-le plan des contrainles
est une courbe d'état limite. : .

{’allure de Ia courbe ci-dessous, est valable pdur un écrouissage positif, Notant qu'il y
a des matériaux qui sous un certain chemin de charge et au deld d'un certain pic présente

un ramollissement, ou un écrouissage négatif. -

ag

4

Oy

] "

Figure V1.3, Courbe contrainte - déformation avec écrovissage négatif

Soit /(o) =k, 'équation de la 'surfécé»de charge correspondahte a la fonction de

charge floy), oukestun paramétre caractéristique du matériau.
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- = — ——

La condition pour que I'écoulement plastique se produ:se lorsque [a surface de
charge est attelnte est :

Jf

y

Jlo;,k)=0 et df— do, =0 ‘ | {VL2

Dans le cas contraire, on aura un déchargement :

S0,k -0 et Jf df der, {0 : ’ (Vi3
('}CT“, . ‘
o A
A B
[277]

Dechargemenl et rechargement

o~
o

Figure V1.4. Relalion contrainte - dé{ormatfon‘ pour un matériau
élastique parfaitement plastique
V1.3 Relation contraintes - déformations incrémentales :

Dans analyse élasto-plastique, et par approche numérique la technique la plus
-commune est la méthode incrémentale utilisant une matrice tangente de rigidité reliant les

- éléments des tenseurs contraintes avec les éléments du tenseur déformations placés dans

des vectgurs { }ou {o‘ } et { }ou {a',.j}.

" Pour un matériau parfaitement plastique, compte.tenu de la loi d’ecoulement et de la
condition de consistance, on obtient la relation suivante :

e e
o =l e T T | - (Vi)
) g = '4/"" (7/ C” {,..)/ Y] . .
ao—r:\' i ao—m

o :
ou Cju, est le tenseur relation contrainte-déformation élastique du matériau.
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V1.4 Identification du probléme :

le sol support est résponsable sur I'altération. du comportement des structures; il sera
donc modélisé par le modéle de Winkler, ou un demi espace semi infini linéaire élastique.

Mais, en réalité le comportement du sol est non linéaire, cette caractéristique influe
directement sur le comportement des structures, d’au on doit déterminer l'influence des
tensions internes du sol sur linteraction élasto-plastique, et la comparer avec le
comportement élastique linéaire interactif. '

V1.5 Elaboration du modéle élasto-plastique :

La relation contraintes-forces, est définit su:vant une matrice élasto- ptasttque D 0;;] qui
4 été établie par Zienkewicz avec :

W (el (0] | | s
ol - | AV

avec :
- [D]: matrice d’élasticité.
- {d} : vecteur d’écoulement plastique.
ou:
a=cpay eyt 0505 . - { VI3, )
o 2(/5)"? DI
! Jy) o
a, =0 T, =-—-——(( 2) [Cty = — (VL.5b.)
do 7 o oo .
{U}= 01'70”7Tl1’ \-PT.\‘-‘-’}
et:
A
b,
. 3 .) .
cq=i——tan 30 [(/ ) - (VL3¢)
2 174 . 14 (q@
0(J3) (/})
3 « 1 ol
2 *
= \/;CQSJ_QJ 37 [,} )
[ - (‘/z) a0
avec :

- ': fonction de rendement =f(l,i.1;,,(‘)).- :
- [D] matrlcedelastxcxte o : _ N
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- A paramétre.
- J,: premier invariant de [g].
- J,: deuxiéme invariant de [o].

Viladkar a presente la forme généralisée des developpements récents du critere de
rendement du sol, et présente aussi : ,

« Ces formes commodes utilisées dans 'analyse élasto-plastique.

+ L'expression des contraintes pour différentes variétés des modéles des sols
isotropes et élasto-plastiques.

« La constante ¢, est essentielle dans la détermination des vecteurs d’écoulements,
‘Par la suite on peut distinguer deux critéres :

1. DPYC 1: ou les contraintes passent a travers la zone externe de I'exagone de
Mohr-Coulomb.

2. DPYC 2: Ou les contraintes passent a travers la zone interne de I'exagone de
Mohr-Coulomb. _

et la contrainte effective pour les deux critéres est définit comme suit

F=a ./, +(/ )/2 ' (VL6.)
OFJI
a=—25__ ppycy
- 3(3-sing)
' 3¢ g ' o
o la= 7 DPYC If (Vi.Ga)
(0+121an? )" - |

et simultanément, la contrainte équivalente est déduite par :

P TNy

\/5(3— sin ¢)

K = 3¢ DPYC Il ‘ (VLGb. )

/£

(9+12tan* ;;5)_*"1

" avec: .
ey = .
o= | . o S : : { VLGe. )
¢;=0
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V1.6 invariants de contraintes :

Le tenseur . de contraintes définit en _tout  point chargé dans le sol
est {O’A,,O",,O‘:,T.“,,Tm,’(_u } ce tenseur est équivalent & 3 contraintes principales qui activent

‘dans un plan orthogonal{o,.o,.0,}. Pour faciliter la tache de la détermination des
contraintes principales dans un point considére, on se raméne a utiliser d'autres invariants :

;
. !
S -—-—(o-\. +o, +cr.)
3 ' .
] » .
< i:TKa_‘, —a),)z +(a). HO':)l +(o, ma.‘,)z +6Tf], +6r; + 67.3:} : (VL7.)
R ‘ ‘ :
| [ =346/
f) = —arcsin —-—‘--3—
3 l
ou !
Jy= 8,858, =8 T’ - .S’l‘,,r_\"_, - S,.T_f,, 2T T T - ' {VL7a:)
et:

LR i B (VL7D.)
) 3
, (20'_ +0, '*"7;)
S, = -
D

ou ¢ estl'angle qui définit l'orientation du plan de contraintes par rapport au plan «, et on
note que dans la plupart des applications de la mécanique des sols, 'étude en déformations
planes se simplifie car:

T.,=7,.=0 _ (VL8.)

En utilisant les invariants de contraintes, on peut déduire par la suite les paramétres
sujvants :

b8
at .
N | | C (VLYY
2 .
g =
3

et pour déduire les contraintes principales qui sont en fonction des invariants on a :
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( 2 2
(o =O‘,,,+\30"Sm (9——3—

_ 2. : <
.<o*2 =om+\/rgasm0 , (VL10.)

-’_7___ . 2
\03 =0, +\/~:;-O' sm(@ +-—:~)
K 3

V1.7 Critéres de plasticité ( rupture ) dans le sol :

"V1.7.1 Critére de Von - Mises :

- La symetrle du critere de Von-Mises dans le plan x est introduite dans les concepts
traditionne]s de contraintes dans la mécanique des sols,

Ce critére est basé sur l'egalité de deux composantes des - trois contraintes
- principales, et il est souvent utilise dans 'étude du comportement des sols non drainés. :

Considérant une valeur moyenne de la contrainte principale o3, a la rupture on a :

- .

”(rl —(T;’ = (T!

T, " Figure Vi.5.2. Représentation du ciilére de Von - Mises Figure VL.5.h. Section du cylindre traversé parle
dans I'espace des contraintes (a1, ‘a2, a3) plan 7T { ot ot 3=10)

Figure VL5, Critére de Von-Mises

Pour le cas de déformations nlanes, et a I'état de rupture on a :

o, o
, = 3 (VIiL)
2 5 |
d'ou la rupture aura lieu lorsque :
F=5-3 ¢, S (VL12)
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A AN 4 e oy P 8 ) : e e 2 iyl
4 mdin Z - i

I Sachant que sous les conditions du triaxial, et @ chaque incrément de temps ona:
o,=0, > F=0-2¢, : (VIL13.)

et la cohésion non drainée a la rupture est ;-
. o-[ - .
. : ¢, = (VLiL)

VI1.7.2 Critére de Mohr-Coulomb:

Dans l'espace de contrantes principales, ce critere prend la forme. d’'un cone
hexagonal irrégulier, cette irregularite est le résultat de I'élimination de la composante ¢, .

L'équation qui conduit au-tracé du cercle de Mohr en terme de contraintes principal
es, est définit comme suit :

[z.._f_j y (f_”j ~ceosg =0 (vis.)
2 - 2 A .
et on constate que la rupture aura lieu lorsque :
. & [ cos¢—sinBsin ' B .
I =0, Sln¢+-— ¢ ¢ (VL16.)
' N SR -

cette rupture dépend des invariants de contraintes (o,.5,6).

N TN T e
Q
N
>
3

Oy F# A Oy
a, Figure V1.6.0, Représentation du critére de Flgure V16,0, Suction de la pyramide 1ravuraen. par
CC Mohr-Coutomb dans {'espace des c e plan 77 { o3+ a2t 03 = 0)

contraintes (e, a2, as)

Figure V1.6, Critére de Mohr-Coulomb
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V1.7.3 Critére de Tresca:

Tresca (1864), aprés des essais sur le plomb a conclu que la plastification arrive
quand la contrainte tangentielle maximale atteint une certaine limite, ou on peut écrire -

=g, —og,=-2K ou: o, 20, 20, (VLIT.)

On peut dire que le critére de Tresca se dérive du critére de Mohr—Coqumb'dans le
~cas ou ¢ =0, d'ou par la suite la rupture aura lieu quanid :

COL‘O._ C' . ' ] ' { VIL18.)

\/)

.eton remaxque que ce critére est le pIus préféré par rapport a celui de Von- M|ses .surtout
lorsqu'il s'agit des appilcattons non drainées,

9 A

a,

4‘.
|

| //' ‘\\
O“z } *\ GS
|
1
i
T, - Figure VL7.4. Représentalion du crilere de Tresca Flgure VI1L.7.b, Section du pnsme traversé par le
- dans l'espace des contraintes (ay, o2, o) plan 7T { o1+ o+ a3 =0)

Figure V1.7. Critére de Tresca

V1.7.4 Critére de Drucker-Prager :

Drucker et Prager (1952), ont présenté un critére qui tient en compte le premier
invariant du tenseur des contraintes Jy, et le deuxieme lnvanam du tenseur dewatorlque des

e s

contramtes /' sa fonction de charge est donn .\,e ar 'expression :
2 M<

1' -
Fop :Jl/an—a J, (VL19.)
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Figure V1.8.a. Représentation du critére de Drucker-

Figure V1.8.b. Section du céne traversé par le plan
Prager dans |'espace des contraintes (o, a2, a3)

T o+ oo+ 7a=0)

Figure V1.8. Critére de Drucker-Prager

VI1.7.5 Critére Parabolique :

Pour ce critére, eta la rupture on a :

, =R R
= 12_/3( . Ry J, - ‘(ﬂ .. . ' ( VI.20.)
B . '

ou Ly et Ky sont les résistances en compression et en' traction simple, et on constate que
lorsque R~= Ry, ON se raméne au critére de Von-Mises,

Dans l'espace des contraintes principales, la surface limite est une paraboloide d’axe

o, =0, =0,. La courbe intrinséque( tangente au cercle de Mohr), obtenue en prenant
o, =o,estune parabole dans le plan (a,r).

T A

Figure VI.9.n. Représentation clu critére de Drucker=-
Prager dans 'espace des contraintes (g, o2, 03)

Flgure VisLb, Critére parabolique dans le plan
(r o') ou g»= o3

Figure V1,9, Critére Parabolique’
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" Applications numériques

VIl.1. Théorie de Boussinesq:

VI1.1.1. Hypothéses de la théorie de Boussinesq :

La théorie de distribution des contraintes est basée sur les résultats donnés par la
théorie mathématique de [I'élasticite pour le cas simple d'un chargement d'un solide
homogéne élastique et isotrope, cas d’'un milieu sem_i - infini.

Les hypothéses de Boussinesq sont :

- Le sol est un milieu élastique, homogéne, isotrope, semi — infini étendu obéissant
& la loi de HOOKE. :

» Le poids du sol n'est pas pris en considération,

v  Au préalable, avant 'application de la seule charge concentrée, le sol n’était pas
sujet de toute autre contrainte. ’

» La distribution des contraintes, qui prennent naissance aprés [application de la
charge concentrée, est indépendante du type du matériau constituant le corps
homogéne élastique isotrope. :

Pour le sol, le changement en volume aprés I'application de la contrainte est néglige,
donc on suppose que la distribution des contraintes linéaires est valable. D'ou on a une
continuité de contraintes, et leur distribution est symétrique par rapport a 'axe porteur de la

. charge. .

Figure VIL1, Demi - espace élastique soumis a une charge
concentrée
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Pour une charge concentrée, les conirdinies et les déplacements sont symeétriques, et
il est plus commode d'exprimer les résultats en terme du systéme de contraintes cy!mdrzques

o,,0,,0,0U o,pour |'élément illustré ci- dessus est perpendzcula:re au plan o,,0, les

solutxons de Boussinesq sont :

- Les contraintes :

P Z R

=t (1=2v) =
MEYTE {( (/e 7+]€H
- Les déplacements :

) N2
p=ZU0ty) (i +2(1~v)

27lVR _

P +v) ( ]
U =T [— 2y

27iR H/j (=2 vz

Au dessus de 'axe de la fondation oh ‘a :

R=7Zetr=0
Alors les contraintes sont ;

_PU=2) o P(I=2w)

o, = - it 3
T 2R+ 7) d7i*
3
O, =——
T 2 R
TI: = 0
P(1-2v)
m = PP

Et les déplacements sont :

v 2v)

J/ o=
iR

(/=0

( VI )

(VILI D)

(ViLle) -

( VIL1G.)

(Vi2a)

(VIL2 1)

(VIL3 u)

(VL3 b.)
(VI3 ¢.)

(VIL3 d.)

( ViLd a)

(V1.4 b.)
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V1L.2. Représentation des programmes :

Au début, on doit signaler que les programmes utilisés ont été établis en langage
" Fortran, et que le couplage s'effectue au niveau de la déclaration des éléments-. Pour cela €t
pour les problémes linéaires on a pu établir un programme ou les différentes étapes de
résolution se résume dans 'organigramme V1.1, o :

Tandis que pour le non linéaire, utilisant le critére de Mohr-Coulomb, et la technique
du contrdle par déplacement, lorganigramme VIL2. représente I'enchainement des
différentes étapes suivies lors de la résolution du probléeme. : .
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VIL.2.1 Résolution des problémes linéaires :

Y

Entrée des données

. La géométrie,

*  Type,d'éléments.

= Conditions aux limites,

»  Propriétés élémentaires.

e LI R !-- PRI Avat En ey Sy

Initialisation des vecteurs et dées matrices

Type de probléme étudié

. L 4 y
Probléme dé contraintes ; Probléme de déformations . Probléme de déformations
S planes axisymétriques . planes

s * : et 3 = & = PPTr ey .,‘m e T e e i w " )
Calcu! de ta matrice | Calcu! de ta matrice Calcu! de la matrice i
(D] (3x3) i D} (axd) . * [D] (3x3) :
. l l poomaw : it i rpeayers

y -
[ Boucle sur les éléments J;

" \ 4

Type d'élément

y
Elément infini

Y - . . .
Elément fini Elément de contact | ;
i H

¥ e N T e —— e~ L

Appel de la subroutivne des |* Appel de |a subroutine des

fonctions de forme de
relément finl

fonclions de forne de  |f

f"élément de conlact

Caleu de |a matrice
Jacoblenne et du

Calcul de la matrice
Jacoblenne et du

y

Elément intni |

Etément infints Elentent Inflr |,

déterminant déterminant « horizontal » | « vertical » | « coin »
v - y
. Appel a la tonction de
forme. de I'élément infin ,,j
Calcul de la matrice ’
Jacobjenne et du :
déterminant ...j
. d
- | -
Y

Caleul de ta matrice 8]
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Non

Formation de |a matiice de

T veren ST e o e

4

Assemblage de |a matrice de rigidité
glabata at das vacleurs [Orces

‘\.f°'
4

Le nombre tolal des éléments
es| atteint

Jui

y

Introduction des conditions aux limites

e

Résolution et calcul des déplacements
et des contralntes -

v

Impression des résultats

Qrganigramme V11,1, Structure du programme pour la résolution

des problémes linéalres.

78

o



CHAPITRE I

APPLICATIONS NUMER] QUES

VII.2.2 Résolution des problémes non linéaires :

Entrée des données

La géométrie.

Type d'éléments.
Cenditions aux limites,
Propriétés élémentaires.

T e L T ey ey

1 Initialisation des vecteurs et des matrj

ces I

L

Baticle sur les éléments

BT T e T N T S i

Calcul des contraintes
initlales aux repes

Elément fini

|

y

fonctions de [orme de
'élément fini

Appel de la subroutine des |:

Calcul de la malrice
Jacobienne et du
déterminant

y

Calcul de la matrice
{D] (3x3)

y

Type d'élément

Elément de contact |t
i

y

‘| Appel de la subroutine des

fonctions de forme de
_ I'élément de contact

Caleul de la matrice
Jacobienne et du
déterminant

f e

Calcul de la matiice
{D] (3%3}

y

|

Calcut de ta matrice [B]

T TR RV T T SRR WY LA § 4 ST v 157 § Ch
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CHAPITRE vii

Formation de {a matrice de
ngldine glemnentalre 1K)

Assemblage de la matrice de rigidité
globale et des vecteurs forces

Le nombre total des &léments
. est atteint

Oui

Lecture de :

- La valeur de {'incrément de déplacement.
- Le nombre d'incréments.

- Les degrés de liberté concemeés par le
déplacement.

Modification de la malr'\ge de rigidité globale
K
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CHAPITRE VII

Mise a jour des conlraintes
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of des contraintes

Impression des résultats
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Organigramme \V11.2.. Structure du programme pour fa résofution
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——

VIL3. Un.demi-éspace soumis a une charge concentreée :

Le demi espace est soumis a une charge ponctuelle( Probleme de Boussinesq ), le
-sol est'considéré comme étant un milieu homogéne élastique.

b= 1,25
12 =n/4.

Figure V11,2, Un demi —espace élaslique soumis & une charge concentrée.
VIL.3.1. Cas de déformations axisymétriques :

Comme il 4 été déclaré avant le démi-éspace est soumis & une charge = ponctuelle,
le modéle. proposé contient 421 éléements finis, et 42 éléments infinis (voir figure vuz)

. Axe de symélric
y .

Libruiric d'éléments

: Elément Tinis d ()\
nﬂ,udq ' ‘
‘ @ s EIGment inlinis

, lu)ri/,unl,:lf 405 nwuds,
6 A B - ¢ 1 Elémenl infinis vertical
405 neeuds.
-0 Blément inlinis coin &
03 nocuds,

20

&
-]
P

€

[}

[J S
™ 12 1

Figure V11.3. Modéle élémerits-finis, éléments-infinis,
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Les résultats obtenues sont représentés ci-dessous.

0,00 -4 0.00 j
] ' S E—
i . —
1.00 — 050 —
i 7 w -4
32 . 2 11
é 200 — ~§ 1,00 — }
S i £ J!
3.00 — 1.50 _]
3 ———  Solution de Boussinesq. 7 : Solution de Boussinesq.
:\ ----- Modéle proposé, g ‘ Modele proposé.
4:00 I I 1 i 1 T 1 T I T T T T ] 2>00 LI T 7 ] T T T 1 I T Lg R ] T T i I
0.00 1.00 2.00 3.00 0.00 6.00 12,00 18.00 24.00
Déplacemenis verticaux Contraintes verticales
Figure V1I.4. Déplacements verticaux le long de 'axe de Figure VII.5. Contraintes verticales le long de l'axe de
chargement. chargement.

Ce qu'on remarque d’aprés les résultats ci-dessus, la trés bonne convergence entre
la solution analytique et le modéle proposé, ca est du au raffinement du maillage au niveau
des zones de forte concentration des contraintes, (au voisinage du point d’application de la
charge concentrée).

VIL.3.2. Cas de déformations planes:

En ce qui concerne 'étude en déformations planes, on a utilisé le couplage éléments
finis, éléments infinis, les résultats obtenues sont regroupés dans les figures suivantes :

0.00 — LA ‘0:#' 30.00 —
" 1.00 —:
1.00 - i
L . 200 -
3 1 kS -
= _00 = “1
g 7 ; s ]
=- - s 3,00 —
100 _: —&—  Solution malyiigue R —@— Solution analylique.
. - 4,00 - - -4&-- Elément finis
i Couplage EF.EI ] ] ~#--  Couplage EF.ET
1t
- 4
4,00 '-"TA’ T 9“:% LI LI R A i S B D B 0 e 5.00 —{-A!.‘,v AL B e s e |
0.40 .80 1.20 1.60 2,00 2.40 20,00 24,00 28.00 32.00
Déplacements verifcanux Contraintes verticales
Figure VII.6. Déplacements verticaux le [ong de I'axe de Figure VIL7. Contraintes verticales le long de I'axe de
chargement, chargement,

La prise en considération des recommandations du L.C.P.C, nous a permis d’avoir
une tres bonne convergence entre les résultats obtenus et la solution théorique.
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ViL.4. Fondation rigide reposant sur un sol élastique :

Pour mettre en évidence l'influence des éléments de contact sur le comportement de
linterface sol fondation, on prend comme exemple une fondation rigide soumise a une
charge centrée, ou des éléments de contact sont introduits au niveau de linterface sol
fondation avec les caractéristiques suivantes :

E= 10" KN/M?
v =030
G = 10 KN/M?
e= 5cm

Figure VI1.8. Fondation rigide sur un sol élastique

Les résultats obtenus nous en permis de tracer les figures suivantes :

3.00 2,00

-& 'A. gl -A A‘
1 1 I
! i
i . (
: -4 1
i - 1.50 .%H“"
Q
2.00 % 5 R
§ 3
g ]
£ 100 -
5 ]
3 3 *
3 3
1,00 £ 3
Y 3
. 8 050 -]
—@—  Sons interfoce, . —@— Sans interfuce,
4)\ e - Avec interface. E 6\\ -~~~ Avecinterfuce.
> ] £
\\“ -1 \“--A_
0.00 I T T 7 T ] T T T T l‘li.ﬁ I» 3 I L4 ? O'OD ¥ 3 T T T I T 7T i T i ] fi‘ T 1 ] T ?
0.00 3.00 6.00 8.00 0.00 3.00 6.00 9,00
Xen métre Xen métre
{a) Fondation Filante, {b) Fondation circulaire.

Figure VIL.9. Variation des déplacements verticaux en surface

On remarque que les déplacements au niveau de l'interface sont plus importants
quand on introduit des éléments de contact. Cette importance est du essentiellement 2 la
création d'une nouvelle distribution des contraintes sous la fondation & cause du
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- e e e A v ——————

changement des caractéristiques des solides en contact comme il est illustré dans la figure
sujvante.

S.5E+2
K] 9,0E+2
§
T
s
R
=
g
5
[¥] 8.5E42
—&—  Avecinterface,
- ~A-- Sansinterface,
8~OE+2llllll'ill[lll_llilll—l

-1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00
Surface de contact

Figure VII.10. Répartition des contraintes le long de I'interface

Donc l'utilisation des éléments de contact, devient trés utile pour les études des
problemes d'interaction sol — structure, car I'état d'équilibre de Vinterface se modifie grace a

lincorporation d’un nouveau matériau de remplissage qui sert comme étant un joint séparant
les deux solides , ou la liaison avant était parfaite.

VIL4.1. Analyse de la non homogénéité du sol :

Dés fois on suppose que le sol est homogéne , ou ses caractéristiques sont
constantes en profondeur, tandis que pour les sols de Gibson, cette hypothése n'est plus
valable. Et pou mettre en évidence l'influence de ce facteur on prend le méme exemple cité
ci-dessus, comme l'indique la figure suivante :

E=FE, E ' E=F,(1+7)

1N

Figure VIL.11. Fondation rigide sur un sol élastique
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En traitant les deux variantes, on a pu tracer les courbes suivantes :

000 - .- Ly ) 0.00 P
— AT -A‘;‘«-Q
A *
2.00 . o /
2.00 "/’
o
4.00 4.00
6.00 N 6.00
8.00 8.00 ;
— 49— E=Eo ~—&€— E=Eo
10,00 10.00
--A-- E=Eo(1+Z) ~ g~ BeEo(14Z)
12-00 l_ll_l_l"lililil"ll“li_l_r!llll 12~DO IlIllllllllllll]lTll‘[—illl[
0.00 0.20 0.40 0.6 0.80 1.00 0.00 0.20 0.40 Q.60 .80 1.00
Déplacements normalisés ( V/Ve } Diéplacements normalisés ( /e }
( a ) Fondation circuiaire. { b ) Fondation filante.

Figure VII.12. Variation des déplacements normalisés du sol en profondeur

Donc pour un méme sol, on peut avoir deux allures différentes des tassements , cette
différence est causée par la croissance de la rigidité en profondeur, d'ou la réduction des
tassements en profondeur est moins importante dans le deuxiéme cas, par rapport a celle ou
la rigidité est constante.

VIL5. Fondation rigide reposant sur un bicouche de sol élastique :

Dans cette application on va étudier une fondation rigide (filante) reposant sur un
bicouche de sol élastique, en introduisant des éléments de contact (interface), d’épaisseur
e= 4 cm comme l'indique la figure ci-dessous, notant que les caractéristiques du probléme,
sont mentionnées dans le tableau suivant :
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E (KN/m?) v G (KN/m”)
Fondation 2.107 0.30 /
Elément d’interface 1.10° 0.30 4,10°
Couche 01 1.10° 0.30 /
2.10° 0.30 /
Couche 02 5.10° 0.30 /
1.10° 0.30 /

Tableau VII.13. Caractéristiques élémentaires du probléme.

P :10?KN/m1

e=4cm . v I e=1m

B2=5m Hy=3m

Figure VII.14. Fondation filante sur un bicouche élastique.

Les variantes étudiées nous on mener & tracer ia variation des en surface et en profondeur :

0.0 - 0.40 —
20 TR AT
] B 0.30 -]
N 3 ]
40 3 ]
] 3 A--A---A----A--A.
] § . “a
y = kR  Atan LTS LA A
6.0 — s 020 ‘e
] = R AR
1 g ’ "
5o 1 ] ‘
B —A— ENE2=05 = ] —A— ENE2=05 -
¢ Q 0.10 ~ :
j M ~-4A-- EUE2=02 4 ~-A-- ElE2=02
10.0 . .
™ --¥-- EUE2=01 . --¥-- ENE2=0.1 -~
7 N e
12'0 lillillll]lllll[il!] : 0100 -lll!llillllllllllllllili!]llllilllll
.00 0.10 0.20 0.30 0.40 . 0,00 2.00 4.00 6,00 8.00
Déplacement vertical en métre Xen mére

Min Anit cinnolar Atia Alnie o rAniditd Ao la ~Acicha inflrisiire diminnia nlhie (o taccamant

Figure VII.15. Déplacement vertical le long de I'axe de la fondation, Figure VIL.16. Déplacement vertical le long {a surface du sol,
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En traitant le modele proposé, et pour voir de pres la variation des déplacements
horizontaux.le long des deux faces de l'interface le long de la zone de contact:sol fondation,
on a opté pour les résultats suivants : les trois variantes ont opté aux résultats suivants :

6E-3
g
K
g 4E-3
g
N
<
]
s
: 2E-3
&
&
Q
0E+0
6E-3
2
e
§ 4E-3
g
5
S
£
o
o=
&
8
s 2E-3
§
5
Q
0E+0
1E-2
N 8E-3
3
=
<
]
g 6E-3
=
8
5
-
é 4E-3
4
=
b
Q 2E-3
0E+0

]

E/E2=0.1

f —fe—  Face supéricure.

. 7‘ - =YW=~ TFaceinferieure,

Xen midtre

i E1/E2=0.2
] —fy——  Face supdricure,

N - =9- - Faceinferieure.

LJII]?IR!II!LII!Il'llx!l]

l_rlililll[lllillllllillllllllli‘illl—l_l_rl

o 1 2 3 4 5 6 7 8
Xen métre

E1/E2=0.35
— _ Face supéricure,

- =gk = | Face inferieurs,

A

IIIilIIIIllllililIlllli?l[lf[lllli]lliil

0 1 2 3 4 S 6 7 8
Xenmétre

Figure VI1.17. Déplacements -horizontaux-des:deux faces de I'interface so} — fondation

Pour différentes valeurs de E1/E2
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On constate quil sagit d’'une légére différence du champ de déplacements
horizontaux des deux faces, d’'ou un mouvement relatif, et que la valeur maximale se trouve
toujours au niveau de 'abscisse de |'arréte de la fondation, cette valeur lors des études des
probléemes d’interaction sol structure entraine un changement des conditions aux frontiéres.

En ce qui concerne le deplacement du centre de |a fondation, le modéle traité nous &
donné de trés bons résultats par la suite une excellente convergence entre les valeurs
obtenues et celles de Bescond et Al comme l'indiquent le tableau et la figure suivante :

E1/E2 La présente étude. Bescond et Al
0.2 0.2760 m 0.280 m
0.5 0.3829 m 0.390 m
0.1 0.2388 m 0.241m

0.40

£1/E2= 0.5

8
3 -
=
»
< N
£
<
g 030 —
® g
2 . 7
3 T EUE2=02
3 4
qQ

=% Bescond et Al,

9

FlE2?=0.1 -—%-- Présenle élude.
0-20 T LI B 4 LIRS T T T T T LI 1 T
i i I 1
0.10 0.20 0,30 0.40 0.50
Rapport E1/E2

Figure VIL. 18, Déplacement vertical du centre de la fondation,

VII.6.. Fondation flexible reposant sur un sol élasto-plastique :

Dans cet exemple on va étudier une fondation filante, soumise a une charge uniforme,
la technique du couplage des éléments finis, eléements infinis est toujours présente.

En ce qui concerne le sol, il est supposé comme étant un matériau linéaire élastique,

parfaitement plastique, ou le critére de rupture utilisé est celui de Mohr — Coulomb, avec les
caractéristiques désignées ci-dessous.
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Es=10° KN/M>
C = 100 KN/M?

4 =0.
I =030

Figure VIL13. Fondation flexible sur un sol élasto plastique.

La figure suivante, traduit la variation du déplacement du centre de la fondation en
fonction du rapport P/c.

6,00 T
4.00 —j
o -
8 1
2.00 —
] —fe—  Smills et Giriffiths
] 3« Présenle dtude
0.00”"'|llllllll‘llll[lllll
0.00 0,02 Q.04 0.06 0.08.

Dévlacement vertical du centre de la fondation

Figure Y1L.20. Déplacement vertical du centre de la fondation en fonction de P/c,

La charge limite qui est définit comme étant la limite & partir de laquelle, la rupture est
atteinte, obtenue par la présente étude est P/c = 5, tandis que celle décrite par Prandtl est

Plc=(n+2)=>5.14, et on remarque la progression du déplacement vertical du centre de la
fondation avant d’atteindre la rupture.
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VII.6.1. influence du rapport E/c :

Une étude paramétrique a été menée pour déterminer la fagon avec laquelle influe le
facteur E/c sur la réponse du probléme en terme de déplacements, les résultats acquis sont

groupés dans la figure suivante.

6

Pl

Elc =50

- _Q_ - Efe= 100
o Ele = 600

e Efc=1000

T T ] T T T T I T T T T ]

0.00 0.40 0,80 1.20
Déplacement vertical cht centre de la fondation

Figure VIL.21. Déplacement vertical du centre de |a fondation en fonction de P/c pour
différentes valeurs de E/c,

On constate que la charge limite pour les différentes valeurs de E/c, n'a pas une
influence sur fa valeur de la charge limite qui tend toujours & converger vers la valeur décrite
précédemment par Prandtl, mais le déplacement vertical du centre de la fondation est
inversement proportionnelle avec la valeur de E/c pour une valeur constante de P/c .

VIL7. Fondation flexible reposant sur un bicouche élastoplastique :

Le calcul de la capacité portante des fondations & partir des paramétres de
cisaillement est le probléme le plus connu de la mécanique des sols, et apres avoir
determiner ces paramétres par des essais que ce soit in-situ ou en laboratoire, on peut
déduire la charge de rupture par I'intermédiaire de la relation de Terzaghiou :

g, =1/27,BN, ($)+ N, (8) + (q+7,D)N, ($) (VIL5.)
Avec :

¢ :contrainte de rupture( capacité portante par unité de surface )
v1 . poids volumigue du sol sous [a base de la fondation.

v2 : poids volumique du sol latéralement a la fondation.

g :surcharge verticale latérale a la fondation.

¢ :cohésion du sol sous |a base de |la fondation.

D : ancrage de la fondation.

Donc on va prendre comme exemple une fondation flexible qui repose sur un
bicouche d'argile ou les caractéristiques sont comme l'indique la figure suivante :
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!
i p
B/2
Sol 1 Sol2
E;=10° KN/M? E»= 10°KN/M?
C; = 100 KN/M? 5= 10 KN/M?
;=030 Vo= 0.30

Figure VIL.22. Fondation flexible sur un sol bicouche d'argile.

Les figures suivantes montrent la variation du déplacement du centre de la fondation en

fonction de pression moyenne sous la fondation

100,00 =
] A .
] L /
80,00 — -
_ 7 )
60,00 7‘
i ,
40,00 —
] Couche supériecure plus résistante
2000 — —&— HB=0S5
N ey T/B =]
0.00 T T T T ¥ T T T T T T 1
.00 0,02 0.04 0,06

Déplacement du contre de la fondation

FigureVIL.23. Courbe contrainte -~ tassement sous
la fondation,

Conlralnte moyenne sous fondation en EN/m?2

100,00

80,00

40.00

Couche inferieure plus résistante

—&— HB=05

-vh-- HB-L

20.00

60.00 —

0.00 0.02 0.04 0.06 0,08
Déplacenient d centre de la fondation

FigureVI1.24, Courbe contrainte — tassement sous
{a fondation.
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On remarque que pour le premier cas, le déplacement & la rupture est proportionnelle
avec la hauteur de la couche, tandis que c'est le contraire pour le deuxiéme cas, ou on & une
proportionnalité inverse entre le déplacement et la hauteur de la couche.

En ce qui concerme les déplacements normalisés en profondeur, on peut distinguer
par les courbes suivantes :

0.00 — /ﬁ 0.00
A Q
] i
2.00 - * K 2.00
. . /0 K .
7 * LA i
4.00 / ’ 4,00
] PR A
6.00 / . 6.00
N * N
- ‘ o -
8,00 - . N 8,00 —
N o ~ :
10,00 — A 1000 —
12.00 — + Couche supérieure plus résistante 12.00 - Couche inferieure plus résistante
| 14 -
a . —— HB=05 N —&9— HB=0S5
14,00 “~ ) cfr- - HB=1 14,00 - —-fA-- HB=]
] * & 2
16!00 T T T T ] T 1 T T I T T T T I T T T T I T ) T T ] 16-00 -} T T T 7 I T T T 1 I T T T T l + L ] T r T T T T 'I
0,00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
Déplacements normalisés { I/1%¢ ) Dérlacements normalisés ( ViVe)
FigureVJL25. Variation des déplacements normalisés en FigureVTI.26. Variation des déplacements normalisés en
profondeur. prefondeur.

Que la vitesse de réduction des tassements en profondeur de la couche inférieure est
proportionnelle avec 'épaisseur de la premiére couche dans le cas ou la couche supérieure
est plus réesistante, dans le deuxiéme cas cette réduction est inversement proportionnelle
avec la hauteur de la couche supérieure.

VI1.8. Fondation rigide reposant sur sol élasto - plastique :

Dans cet exemple, on va utiliser la technique du contrdle par déplacements ( sachant
qu'il existe en plus la technique du contrble par chargement), et voyant comment varie la
charge sous fondation que ca soit en terme de force résultante moyenne ou contrainte
moyenne, en fonction des incréments de déplacements.

B=2m

Figure VIL.27. Fondation rigide sur un sol élasto - plastique,
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Pour cela on prend comme modéle une fondation filante, reposant sur un sol
élastoplastique, soumise a des incréments de déplacements comme lindique la figure ci-
dessus, en premier fieu on suppose que la liaison est parfaite, et en deuxiéme lieu en
mtrodwsant des éléments de contact dans la zone de contact sol fondation. Sachant que les
caractéristiques des éléments de contact sont données comme suit :

G =50 KN/M* E =10 KN/M?, C=0, §=30°,e=5 cm, v =0.30

Sachant que le critére utilisé est le critere de Mohr — Coulomb, et qu'il s’agit d’'un
comportement non - linéaire que ce soit sans ou avec éléments de contact,

La figure suivante décrit la variation des déplacements normalisés le long de I'axe de
la fondation

0.00 — £

§ 400
6.00
—4&@—  Sabs interfhce,
- -dh- - Avec interlace,
8a00 Illilllll]f‘l}Jlll||IiiiInll]llll]!lii]lllr{

010 020 030 040 050 060 0,70 0.80 090 1,00
Déplacements normalisés ( 17/17c }

Figure VIL28. Variation des déplacements normalisés le long de I'axe de la fondation

On remarque que lorsqu’on tient en considération la modélisation de la zone de contact, les
deplacements deviendront plus importants, cela est du principalement au fait de la naissance
d'une nouvelle distribution des contraintes sous la fondation .

En ce qui conceme la réponse du systéme en terme de contrainte, la figure suivante

représente la variation de la contrainte moyenne résultante en fonction du déplacement
vertical.
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6.0 E-4

S5.0E-4

4.0 E-4

3.0E-4

Déplacement vertical

2,0 E-4

Sans interface

1.0 E-4
_____ Avecinterface

PO IS N [ VA ST YO0 A0 T S 10 B S GO SAT AL B VN T S AR RN U U

~

0.0 E+H0

L D A A T A B

00.00 100.00 200,00 300.00 400,00
Contrainte verticale moyenne sous fondation en KN/M2

Figure VIL.29. Courbe déplacement contrainte moyenne sous fondation rigide reposant sur un
sol élasto - plastique

Ce qu’on pourra tirer comme conclusion c’est que la capacité portante est inversement
proportionnelle avec la rigidité de |la fondation, et que ca s’associe avec un grand tassement
avant la rupture, ce tassement se dérive de la nouvelle distribution des contraintes.

VIL8.1 Influence de la rigidité du soi de fondation

La rigidité du sol de fondation & une grande influence sur la réponse du systéme
global, et pour avoir une idée sur linfluence de ce facteur, on va supposer qu'il s’agit d’un
bicouche éléstoplastique purement cohésif, ou les caractéristiques sont mentionnées ci-
dessous.

I ( KN/AAF) y C ( KNP
Argile raide 10° 0.40 100
Argile molle 10° 0.30 10

Tableau VII.1. Caractéristiques du bicouche.

) =1m }

Figure VIL.30. Fondation rigide sur un bicouche purement cohésif,
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Lors de la superposition des deux couches, on & obtenue les courbes suivantes ;

0.00 W#« 0,00 ~— /0
* ] e
* 1 24
I ! / ’/
N 24
2,00 l 2.00 /
- /’,
K3 | &
g 400 — 3 4.00 -
- j .
N - *
6.00 — 6,00 =
7 Couche inlérieure plus résistante 9 Couche supéricure plus-résistante
+ !‘
8.00 {ll|||||‘rl‘(lli|lllllilll| 8,00 illl‘lIiilll]lil]lllill_l_‘lllllil_l
0.00 0,20 0.40 0.60 0.80 1,00 0.15 0.30 0.45 0,60. 0,75 0,90 1.05
Déplacements normalisds ( I1Ve ) Déplacements normalisés { 1717 )

Figure V11.31. Variation des déplacements normalisés en profondeur,

On remarque la grande différence des champs de déplacements entre les deux cas.
Cette difféerence est du essentiellement a la variation des caractéristiques des couches et de
leurs dispositions sous la fondation.
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\}IH.CONCLUSION GENERALE ET RECOMMANDATIONS :

La présente étude nous a permis de développer des programmes pour le calcul du
champ de contraintes et de déformations induit par une fondation superficielle , reposant sur
des milieux stratifies gélasto-plastiques, basés sur le couplage d'éléments finis, éléments
infinis, éléments de contact . '

Cette approche a permis de mettre en évidence, a partir de I'etude des champs de
contraintes et déformations du probléme classique d'une fondation superficielie circulaire ou

. filante reposant sur un milieu semi-infini homogéene élastique linéaire, l'efficacité relative a

Fintroduction d'éléments infinis qui a permis dune part de réduire considérablement ‘le
nombre d'éléments a prendre en considération et d'autre part d'avoir une meilleure précision.

Ainsi nous avons pu ensuite, en introduisant des éléments de contact d'estimer leur
impact. Ncus avons constaté que pour le cas d'une charge verticale centrée, les champs de

contraintes et de déformations étaient perturbé qu'au voisinage de la fondation.

Le programme de calcul ainsi élaboré, permet de prendre en considération
pratiquement de nombreux cas que l'on trouve dans la réalité, a savoir la flexibilité de la
fondation, la variation de 1a rigidité du sol avec la profondeur et le cas des sols multicouches.

De plus, une lintroduction d'une loi de comportement élasto-plastique, nous permet
en plus d'estimer la capacité portante de la fondation. Les comparaisons faites avec les
méthodes classiques d'évaluation des capacités portantes proposées dans la littérature
montre une bonne concordance des résultats. '

~ Au cours de cette étude nous avons constaté que lattribution de caractéristiques
géométriques et mécaniques aux éléments de contact peut avoir une incidence notable sur
fa qualité des résultats. A cet effet on propose de faire une étude plus approfondie qui nous
permettra par la suite d'élaborer des régles plus précises pour 1a détermination de ces
dernieres en fonction des caractéristiques de la fondation ( rigidité, matériaux, - état de

surface ) et du sol sous - djacant.

Une extension de cette approche pour d'auties lois de comportement des sols serait
aussi intéressante notamment pour des [ois tenant compte de I'historique ou de la mémoire
du sol, : ' : ’

De plus des applications multiples avec des charges inclinées excentrées, ne
pourraient que contribuer a un meilleur enrichissement.
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