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Résumé

Notre étude est consacrée en premier lieu, a établir un modele mathématique
décrivant un gyroscope a trois degrés de liberté utilis¢é dans la navigation
aérienne.

Dans le but de contrdler cet appareil, deux méthodes de commande sont
appliquées au systéme apres ’avoir linéarisé :

La méthode de placement de poles et la technique de la commande optimale.

les simulations faites sur ordinateur montrent que la deuxiéme méthode
donne plus de performances.

&
Abstract

This work, in first, is devoted to establish a mathematical model describing a
gyroscope with three degrees of freedom, used in aerial navigation.

Two technics of control, were applied to our system after being linearized,
which are poles placement and optimal control.

Computer simulations showed that the second technic gives more of
performances.
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Introduction.

En 1810 Bohnenberger inventa le premier gyroscope que le physicien
frangais Foucault utilisa en 1852 pour démontrer la rotation de la terre; ¢’est lui
qui inventa le mot gyroscope (du grec gyros « révolution » et skopein « voir »)[1].

Les progres réalisés, depuis des années, sur le gyroscope sont considérables,
car sa conception se basait sur les phénomenes classiques et méme son controle
était déja un probléme technologique a la moitié de ce siécle [9].

LLa grande réussite des missions interplanétaires a fait un peu oublier que
dans la navigation spatiale on n’a plus besoin de pilote, mais plutét d’un guide, en
I’occurrence la toupie gyroscopique. Sans cette derniere, ’avion dans la brume
serait dans la méme situation qu’un aveugle au guidon d’une moto [2].

Ce dispositif est assimilé a une masse de révolution tournant a grande
vitesse autour de son axe.

Un tel mouvement peut étre bien vu par I'exemple d’un joueur de foot-ball,
qui a partir du corner tire le ballon vers le gardien. Si on suit la trajectoire, on
verra qu’elle est un arc d’un grand cercle, donc le ballon tourne autour d’un point
qui est le centre du cercle, en méme temps, il tourne autour de son axe a une
vitesse angulaire plus grande que celle autour du premier point.

Un mouvement analogue anime 1’axe de la terre, car celle-ci n’ayant pas une
forme absolument sphérique et son axe incliné. Les résultantes des forces
d’attraction du soleil et de la lune ne passent pas par le centre d’inertie de la terre
et engendrent par rapport a ce centre des moments cinétiques |3].

Généralement, on appelle gyroscope tout appareil qui permet d’identifier la
rotation absolue de son boitier par rapport a I’espace absolu.

Selon Foucault, c¢’est un appareil comportant un rotor tournant a grande
vitesse et capable de mettre en évidence la rotation absolue de son boitier.

Les différentes formes du gyroscope utilisées en pratique sont:

1- Gyroscope avec suspension a cardan (Fig. 1). La toupie est montée dans
un cadre portant deux tourillons, lesquels viennent se loger dans un deuxiéme
cadre également pourvu de deux tourillons, et ceux-ci a leur tour prennent place
dans un troisiéme cadre lié au support.
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2- Gyroscope flottant (Fig. 2). La toupie est enfermée dans un carter
étanche, puis I’ensemble du gyroscope avec ses cadres de suspension est plongé
dans un liquide de forte densité. Ce type est largement utilisé dans I’aviation [2].

3- Gyroscope a suspension dynamique (Fig. 3). Sa toupie a la forme d’un
champignon et elle est reliée au boitier de I’appareil par un joint de Hooke,
composé d’un anneau intermédiaire et de deux barres de torsion encastrées a
chacune de leurs extrémités.

Ce type est d’usage courant surtout sur les avions de combat.

4- Gyroscope a bille suspendue (Fig. 4). Sa toupie tient toute seule en I’air
dans son boitier, enfermée (dans le boitier), électrisée et subit de tous les cotés
une attraction qui la fait flotter a égale distance des parois. Un champ magnétique
tournant, fourni par des bobinages, met la bille en rotation tres rapide. Ce type est
utilisé dans les avions stratégiques.

5- Gyroscope Laser (Fig. 5). Il fait appel aux propriétés de I’optique. 1l est
constitué d’un oscillateur optique émettant deux ondes progressives parcourant en
sens inverses un chemin optique de forme triangulaire. Il est entré en service sur
les avions de transport civil [4].

6- Gyroscope a résonance magnétique nucléaire (R.M.N.). Actuellement,
c’est un instrument de laboratoire basé sur [’application des ondes
électromagnétiques sur des atomes.
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Introduction.

Au premier chapitre, nous établissons le modele théorique du gyroscope a
trois degrés de liberté qui présente un systéme non linéaire, en se basant sur les
phénomenes physiques (précession, nutation), les lois de la rotation (moments
cinétiques) et les caractéristiques mécaniques vues en gyroscopie expérimentale.

Dans le deuxieme chapitre nous présentons la théorie de la commande
linéarisante, en faisant appel aux concepts théoriques de la géométrie
différentielle (forme normale, linéarisation exacte par retour d’état).

Au troisieme chapitre, elle est appliquée au modeéle du gyroscope a trois
degrés de liberté, une linéarisation exacte par retour d’état statique, suivie d’une
commande par placement de pdles. Une simulation numérique est présentée a la
fin.

Le quatriéme chapitre met en lumiére la théorie de la commande optimale
linéaire dans le cas des systemes continus. Une simulation numérique et une
comparaison des résultats avec ceux obtenus au chapitre précedent concluront
notre travail.
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Chapitre I : Modélisation.

1.1/ Introduction:

Pour établir les équations décrivant le modéle gyroscopique, il est nécessaire
de connaitre ses caractéristiques mécaniques, d’introduire des définitions
concernant le mouvement de cet appareil, une interprétation physique aux

phénomenes de précession et de nutation, ainsi on justifiera les approximations
utilisées.

1.2/ Gyroscopie expérimentale:

PR
e

Fig. 1.1. Groupe gyroscopique. Fig.1.2. Vue perspective.

- Te, Tey, Tey, Tey désignent un systeme de tourillons.

- C, et C, deux cadres assurent la suspension.

- C : boitier - Carter.

- L. : Levier radial qui permet de provoquer certains mouvements angulaires.
- I* - Bati - support.

e cadre vertical C, porte deux verrous d immobilisation.

a- Verrou d’ immobilisation du carter ¢, (Vc);

b- Double verrou qui assujettit le cadre horizontal au cadre vertical, (Veic2).

e premier verrou permet de supprimer deux degrés de liberté, le second
permet de supprimer un seul degré de liberté.

- Cs : champignon sphérique du rotor.

[La rotation du rotor est entretenue par un moteur électrique.



Chapitre 1 : Modélisation.

1.2.1/ Caractéristiques mécaniques:

- Vitesse du moteur est d’environ 3000 tr / mn;

- moment d’inertie du rotor : 10 ° N.m.s%;

- moment d’inertie du systéme rotor - carter autour de I’axe Tq :

1.510° N.m.s*;

- moment d’inertie du systéme rotor - carter - cadre horizontal autour de
I’axe Tc, : 4.8 10° N.m.s%;

- moment d’inertie autour de I’axe vertical : 12.5 10° N.m.s’;

- couple de frottements des cadres horizontaux et verticaux : 0.25 107 N.m.

Remarques:

- Ce gyroscope comporte généralement un détecteur d’écart angulaire, un
détecteur pour la mesure des vitesses et un dispositif d’amortissement visqueux.

- Dans la navigation aérienne, on trouve le gyroscope de verticale (mesurant
un déplacement angulaire par rapport a la verticale) et le gyroscope directionnel
(indicateur de déplacement angulaire azimutal d’un véhicule volant). Ces deux
sont a deux degrés de liberté.

- Tout gyroscope monté sur cadrans cherche a maintenir sa position fixe
dans I’espace absolu (stable) [6].

1.3 / Modéles théoriques du gyroscope:

LLa modélisation de ce dispositif (gyroscope) consiste a trouver les équations
mathématiques régissant son mouvement, en se basant sur des phénomenes
physiques et des définitions conventionnellement introduites pour sa conception.
Notre travail consiste alors a trouver un modéle mathématique pour un gyroscope
a trois degrés de liberté dont le schéma de principe simplifi€ est donné en (Figl.3)
ou on note:

- un boitier B;

- un axe de cardan extérieur E;

- un anneau de cardan extérieur AE tournant d’un angle0y par rapport a B;

- un axe de cardan intérieur I perpendiculaire a E;

- un anneau de cardan intérieur Al, parfois appelé carter, tournant d’un angle
0; par rapport a AE;

- un rotor (toupie) t d’axe A perpendiculaire a 1.

Les éléments : B, Al, AE, et t sont assimilés a des solides.

Remarque:

On ne considere pas ici le moteur électrique et les détecteurs d’écarts, car
notre étude repose seulement sur le mouvement des éléments cités
précédemment.
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VIR

ik
0r x|| —/
7,8
Ll ) A

Fig. 1.3 : Représentation schématique.
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1.4/ Définitions conventionnelles:

Définition 1:
Le gyroscope est dit en configuration canonique lorsqu’il vérifie la
condition: A L AE [4].

Définition 2:
[Le gyroscope est dit en configuration interdite lorsqu’il vérifie la condition :
A /I AE [4].

1.5/ Rappel sur le mouvement de rotation:

La dérivée par rapport au temps du moment cinétique d’un systéme
mécanique (par rapport a un point fixe ou au centre d’inertie du systéme) est
¢gale au moment résultant par rapport au méme point de toutes les forces
extérieures appliquées au systéeme [3].

C’est-a-dire:

dH
at  ©
Sachant que pour un solide parfait tournant a une vitesse angulaire o et de

moment d’inertie J par rapport a un axe déterminé on a:

H=Jo

9.



Chapitre 1 : Modélisation.

Dans un systéme de coordonnées rigidement lié au solide, I’équation de
mouvement est de la forme [3]:

—=7-®HAH (1.1)

L\p >a

Fig. 1.4: Gyroscope soumis a un Fig.1.5: Précession de ’axe du
moment extérieur. gyroscope

Considérons une toupie (Fig. 1.4) soumise a un moment extérieurt, On a:

1 =M.g.b.sin¢ (1.2)

ou: b=0C, et C est le centre d’inertie.

Pendant un intervalle dt, H passe de OA a OB.

Donc AB = dH .

L’extrémité de H décrit autour de Z un cercle de rayon
AD = OAsin$ = Hsin¢ et pendant dt le rayon AD se déplace de df.

La vitesse angulaire de précession € est définie comme la vitesse a laquelle
I’axe OZ du corps tourne autour de I’axe OZ fixe; d’ou:

_do
dt

et |dﬁ| = AD.d0 = Hsin($). (% dt) = t.dt

= Q.H.sinp=1 (1.3)

Q

De (1.2) et (1.3) on obtient:
M.g.b
Q-
Jo

-10-



Chapitre 1 : Modélisation.

d’ou on peut écrire:
Qrl=7

Ces résultats ne sont valables que pour o trés grande par rapport a €. Car si
le corps a une précession autour de OZ, il a aussi un moment cinétique autour de
cet axe, par conséquent, le moment cinétique total n’est pas J.o; car la vitesse
angulaire résultante est (2 + o). Cela donc est valable pour une précession
lente|7].

En général, I’angle ¢ ne reste pas constant, mais oscille entre deux valeurs
fixes, de sorte que I'extrémité de H tout en décrivant un mouvement de
précession autour de Z, oscille entre deux cercles C et C’ (Fig. 1.6). Ce
mouvement vibratoire de 7, est appelé nutation [7].

Z
' Précession
Z e

A 77

Trajectoire de Z;,.

Fig. 1.6: Nutation de I’axe du gyroscope.

1.6.1/ Effets gyroscopiques:

Lorsque I’axe de rotation passant par « O » change de direction, il se produit
une rotation du gyroscope par rapport aux axes des (x) et des (y) et les moments
cinétiques par rapport a ces axes ne sont pas nuls [8].

Au démarrage de la toupie, les oscillations de nutation doivent étre amorties
rapidement et I’appareil est en configuration canonique. Par contre, au freinage,
une dérive tend a rapprocher I’appareil de la configuration interdite [5].

Remarque:

La nutation a une faible contribution au moment cinétique total que la
précession [7].
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1.7/ Approximation gyroscopique:

Considérons une toupie de révolution, d’axe A, suspendue d’une maniere
arbitraire (par anneau), comme le montre la figure 1.3 et nous lui attachons un
triedre central principal d’inertie défini par un triedre orthonormé:

x,¥,Z2 avecz//A

Soient y, my, ®,4 les composantes de la rotation absolue instantanée de la
toupie « t » sur (%,y,z) et Hle moment cinétique de «t ».

Nous avons:
B, =0, X+0,§+0,Z

H=J o x+Jo,y+J0,Z

Ou : ], Jy et J, sont les moments principaux d’inertie de « t » par rapport a
(%,¥,2), (Jy=Jydans le cas ol « t » est de révolution par rapport a A).

Les structures pratiquement adoptées pour les toupies conduisent a des
moments d’inertiec du méme ordre de grandeur. Par ailleurs les conditions
d’utilisation des gyroscopes impliquent les inégalités suivantes:

« ..

,,

o, et |(o“
En effet, o, représente la rotation propre de « t» de I’ordre de plusieurs
centaines de tours par seconde, alors que ®y et ®y sont des composantes de

rotation instantanée de A, généralement de I’ordre de quelques degrés par minute
a quelques degrés par heure [4].

Donc:
J, o,

'Y

J, 0 ﬂ| «

J, o,

L.’ approximation gyroscopique consiste a négliger donc |H,

et |m,|
devant|H,|, ce qui conduit & admettre queil //A.

1.8/ Méthode d’étude et mise en équation du systéme:

Considérons maintenant un gyroscope en configuration canonique et
appliquons un couple constant a Al (ou AE) suivant I (ou E). Nous constatons
alors que A est essentiellement animé d’un lent mouvement de rotation autour de
E (ou I), c’est la précession.

-12-



Chapitre 1 : Modélisation.

Si le couple est dii a un frottement, la rotation est appelée dérive.
Par application d’un petit choc a (AE) ou (Al), il en résulte des oscillations
de AE et Al de fréquence pouvant dépasser 100 Hz [5]. Ce sont les nutations.

Appliquons, la relation (1.1) et la projetons dans le triedre (%,¥,z) supposé
précédemment. On obtient le systeme d’équations d’Euler:

do
J' _d_i_ -I-(J! —J“.}(B!,t.(l),_, =T,
J ] bl =
J - ¢ +(J, - J,)o, .0, = T
mzt
J, —(r+ (J,-J )o,0,=1,
ou:t,, t, et t,sontlescomposantes du vecteur couple.

Ces équations décrivent I’évolution des composantes du vecteur vitesse
angulaire dans le temps. Ces composantes sont réponses aux composantes du
vecteur couple.

La grandeur du mouvement de la toupie autour de x, y et z relatif au boitier
du gyroscope est trés petite (souvent une fraction de degré). Pour cela, le
gyroscope doit étre couplé autour des axes du plan normal aux axes de rotation.
Ce couple est une mesure de la vitesse angulaire du boitier [9].

Le systéme d’équations d’Euler sera donc modifié en tenant compte du
mouvement relatif de la toupie au boitier qui est trés petit. On pose alors [9].
S‘ =W, — Oy
§, =0, ~0, (1.4)

d, =0, -0,

Ou : oy, O et o, sont les vitesses angulaires extérieures que le gyroscope
mesure.

Ces écarts angulaires sont mesurés par un détecteur d’écart « pick - off » (un
petit appareil magnétique sensible, localisé dans le boitier et capable de mesurer

des petits déplacements.).

Le contréle des couples qui nécessite a conduire les écarts (S, dy et J,)a
zéro, peut étre aussi fait magnétiquement [9].

-13-



Chapitre I : Modélisation.

Une fois les écarts sont nuls alors:
mxi & mxl",..‘ (D“ = m_\'E‘ (Dr.t = mzl?,ﬂ

et si ces vitesses sont supposées constantes, les équations d’Euler seront
simplifiées comme suit:

jlllmyE -H 0, =1,
Ho,-H*o,~ T,

Ho,, - H‘*mw_ ~T,

Si Hy, Hy et H, sont des termes constants du gyroscope. Le couple appliqué
a ’entrée sera proportionnel aux composantes de la vitesse angulaire.

Mais pratiquement, les équations d’Euler sont idéalisées, le couple moteur
produit des couples de frottements inévitables existant méme dans des meilleurs
instruments. Alors, on se trouve contraint par les couples générés a I’intérieur de
I’appareil (gyroscope) autres que le couple de controle actif. Citons par exemple
le couple d’amortissement visqueux et le couple de rappel €lastique; le premier
étant proportionnel a la dérivée de I’écart angulaire par rapport au temps, le
second est proportionnel a I’écart angulaire seulement, ce qui permettra décrire le
nouveau systeme qui est réel, en lui associant le systeme (1.4).

8‘ :m:l_m‘lﬁ
8,\' :(D},l - ﬂ}‘p
§,=0, -0
. (!lz_!' ) K t‘
5o, = —T}m“ﬂ)“ — I(m;l '”mﬂ?,)_ _‘fﬁl _J—jg)‘ +I (1 5)
(J,~J,) Kps Koo %
e, [ & z i _—--—6 o 8 =
(L .]_‘ Uzt ! (m!" Q)‘p) Jy ¥ J‘, : J\f
' J,-J,)) B T,
by == 0, 0,0,

T 4 T

ou: B, Kp et Ky sont des termes constants (paramétres physiques du
gyroscope) souvent données par le constructeur expérimentalement). Dans le cas
idéal, K, et K, sont nuls.
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Chapitre I : Modélisation.

Donc le systeme (1.5) est a six équations régissant le gyroscope a trois
degrés de liberté (cas qui est trés général), la sortie 5, pour un couple constant de
I"ordre de 10” N.m ( Fig (1.7)) divérge a cause du couple de frottement.

-500 \‘“
.

-1000

Sz (radd>

{(sec)

Fig. 1.7: réponse du systéme a un couple constant.

1.8.1/ Gyroscope a deux degrés de liberté:

Pour ce type, on suppose que la toupie est a révolution suivant A ou z, donc
I"axe z est un axe de symétrie, de plus on assure que t, est nul ce qui donnera :
o, constante.

D’ou: H, = I,®, = constante = H

Et en posant: J; = J, = J; on obtient un systéme a quatre équations (en
tenant compte aussi des termes dus aux frottements).

(3, =0, -0,
Sy =0, —0,
H B K K T
1o, =—0o,~——(@,-0,)-—25 ——§ +-*
xt Jd b Jd ( xt IE) 'ld x Jd ¥ 'ld
H B K T,
d)vl = _-_"(DH = __((D\'I _m\-'F ) - ——-—]-:-)-- ¥ [—18‘ ==
' g J, 5§ J, 70, J,



Chapitre I : Modélisation.

1.9 /Conclusion:
Pour le cas du gyroscope a trois degrés de liberté, on a obtenu un systéme

non linéaire (termes couplés), ce qui nécessitera I'appel a une méthode de
lin€arisation qui fera I’objet du chapitre suivant.

-16-
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Chapitre I11: Théorie du bouclage non linéaire.

1.1/ Introduction :

Ces derniéres années plusieurs travaux ont ét€ consacrés pour la commande
des systémes non linéaires. Les notions de base utilisées sont inspirées de la
géométrie différentielle . [10]

Nous présentons dans ce chapitre les concepts de degré relatif, de forme
normale et de linéarisation exacte par retour d’état statique dans le cas des
systémes mono-entrée / mono-sortie (SISO).

Par la suite nous étendons les résultats pour les systémes multi-entrées/
multi-sorties MIMO).

1.2/ Systémes mono-entrée / mono-sortie :
Soit un systéme non linéaire, correspondant a la classe définie par:

x=f(x)+g(x).u

y = h(x) @1

Ou x est le vecteur d’état, u le vecteur de commande, f (x), g (x) des
champs de vecteurs et h (x) une fonction analytique .

Ils sont définis dans un voisinage de x, de R" , ou f (x) et g (x) sont
supposées étre infiniment différentiables.

Notre but, alors, est d’établir les lois de commandes par bouclage
linéarisant le systeme (2.1) dans le cas mono-entrée / mono-sortie (5iso).

I1.2.1/ Notion de degré relatif :

Définition :
Un systéme de la forme (2.1) est dit de degré relatif en un point x, si :
L LYh(x)=0

v x au voisinage de x, et v k <r-1 (2:2)
L,L; 'h(x,)#0

ou L¢ h (x) est la dérivée dite de LIE de h (x) selon le champ de vecteurs
f [ Annexe AJ.
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Chapitre I1: Théorie du bouclage non linéaire.

Le degré relatif d’un systéme non linéaire, représente en d’autres termes le
nombre de fois qu’il faut dériver la sortie pour faire apparaitre explicitement
I’entrée. En effet, la premiére dérivée du systeme donne :

Nic= @d_x = a}:%(f(x) +g(x).u) = Lh(x) + L_h(x). u

Si le degré relatif du systéme est supérieur a 1 , pour tout x au voisinage de
Xo , nous avons Ly h (x) = 0, et la deuxieme dérivation de y conduit a:

. ALh(x) dx _ ALhx)
J=r— = ) ()

= L",h(x)Jr L,.L,. h(x).u

Encore une fois, si le degré relatif est supérieur a 2, pour tout x au voisinage
de x,

Alors:
L, Lch (x)=0

d’ou:
y = Lih(x)

En étendant le raisonnement a I’ordre k (k<r ), nous obtenons:
y® = LAh(x)

Et finalement, nous aboutissons a:
¥y = Lih(x) + L L "h(x).u
ou :

L L} '"h(x,)#0

11.2.2/ Forme normale :

On peut mettre les systemes non linéaires sous une forme canonique
appelée forme normale, se basant sur une transformation de coordonnées non
linéaire autour d’un point définie par [10]:
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Chapitre I1: Théorie du bouclage non linéaire.

Z1 = ¢1(x) = h(!)
Z,=6,(x)=L,h(x)
2.3)

Z, =¢,.(x)=L,"h(x)

Si le degré relatif est inférieur a I’ordre n du systéme, nous pouvons trouver
n-r fonction ¢ 141 ,....., ¢ o telles que I"application ¢ (x) =[ ¢1 (X) ,....., o (X)]'
soit un difféomorphisme [Annexe A]. Ainsi, la représentation du systéme dans les
nouvelles coordonnées se déduit facilement.

Les dérivées successives des équations (2.3) donnent :

dZ, Jh(x) dx L h(x)=Z
—=————c=L.h(x)=4Z
dt  ox dt k

dZ, , (i h(x)) dx
dt Ox
dz,

dt

= L) =2,

= Lh(x)+L,L; "h(x).u

Avec la transformation inverse x = ¢'(z) qui permet d’aboutir a 1’équation
différentielle suivante :

Ll b(Z Z
i (Z)+a(Z).u

ou:
a(Z)=L,L; 'n¢ "(Z))
b(Z) = L h(¢ (Z))

Remarque :

Le coefficient a (z) doit étre non nul au voisinage de z = ¢(xo) [10].
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Chapitre 11: Théorie du bouclage non linéaire.

En posant:

qi—= Lf ¢i ( ¢)-] (Z) ) et Pi = Lg (I)i ((IJ-I (7) ) pour tout r+1<i < n,
nous obtenons pour les n-r équations différentielles restantes:

dz

T_ q.(Z)+p,(Z).u

Finalement, la représentation du systéme dans I’espace d’état, relativement
aux nouvelles coordonnées est :

2=,
ZI:ZJ
ZrI:Zr

: 2.4)
Z, =b(Z)+a(Z).u

Z..=q,,(Z)+p,, (Z).u

Z“ =q,(Z)+p,(Z).u

Dans le cas ou p; = L, ¢; (x) = 0, pour tout x au voisinage de x, et pour tout

r+1<1<n, les équations (2 . 4) se déduisent a:

7,=-7,
Z.=7,
zr-I:Zr

) (2.9)
Z_=b(Z)+a(Z).u

Ztl‘ = qul(Z}

Z,=q,(Z)

-21-



Chapitre 11: Théorie du bouclage non linéaire.

Le systéme d’équations (2.5 ) représente la forme normale du systéme
d’équations non linéaire (2.1). Il peut étre illustré par le schéma bloc de la figure

Z,

Z,

suivante :
v
; b(Z)+a(Z)u
Zr +1 Z'n
Zi=q(z)
rtl<i<nm

D’aprés ce schéma, nous constatons que la sortie est directement donnée par

y=h(x)=2,

Fig. 2.1: Forme normale.
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Chapitre I1: Théorie du bouclage non linéaire.

I11.2.3/ Linéarisation exacte par retour d’état statique:

Dans le but de linéariser le systéme, considérons une structure de commande
par retour d’état (Fig. 2.2), définie par la loi de commande u de la forme [10]:

u=o(x)+B(x)v (2.6)

v est la commande du nouveau systéme obtenu par bouclage (schéma bloc
de la figure 2.2).

o X)HH(x)v x={x)tg(x)u yl
y=h(x)

Fig. 2.2: Retour d’état statique.

En remplagant la commande u ainsi définie dans le systéme d’équations
(2.1) nous obtenons:

x =f(x)+g(x)o(x) +g(x)p(x)v

y = h(x) (2.7)

Les fonctions a(x) et (x) qui caractérisent la commande u sont définies

dans un ouvert de R". B(x) est supposée non nulle pour tout x défini dans cet
ouvert.

La linéarisation exacte du systeme (2.1) n’est possible que si le degré relatif
r est exactement égale a la dimension n du systéme considéré (r = n). La
transformation de coordonnées qui nous permet d’obtenir la forme normale est
donnée par:

[0, | [ h(x)
¢, (x) | | Lh(x)
syel o=l L, (2.8)

,(x)] L} "h(x)]
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Chapitre II: Théorie du bouclage non linéaire.

Comme r = n, aucune fonction additionnelle n’est nécessaire pour compléter
le difféomorphisme. Ainsi, le systeme est décrit par les équations suivantes:

Z,=17,
Zz =Z,

5 3 (2.9)
Zn—l = Zn

Z, =b(Z)+a(Z).u

Ou Z=[Z,, Z,, ..., Z,) et Zy=¢(xo). Ainsi, en tout Z au voisinage de Z,, la
fonction a(Z) est non nulle. \

~ Par ailleurs, si nous choisissons ax) et P(x) de fagon que la loi de
commande (2.6) soit:

1 ,
u= ;m(-—h(Z)%—V) (2.10)

Le systéme en boucle fermée résultant (Fig. 2.3) est régi par les équations
différentielles linéaires suivantes:

Z,=2Z,
Zz =Z,
@.11)
Zn—l. :zn
Z =v

Ainsi, le systéme obtenu par retour d’état statique a partir des €quations
/2.9) est linéaire et commandable. La forme (2.11) ainsi obtenue est appelée
forme canonique de Brunowsky.

L.’écriture sous la forme condensée donne:

Z= AZ + by 2.12)
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Chapitre 11: Théorie du bouclage non linéaire.

Ou la matrice d’état A et le vecteur de commande b sont données par:

010 ..0 0|
0 0 1 0

0 . 0
0 0 0 i

Le systeme peut étre représenté par le diagramme bloc de la figure 2.3
suivante:

V=2, Z Z3 Zs 7 =y

Fig. 2.3: Linéarisation exacte.

Enfin, nous pouvons conclure qu’un systéme non linéaire de degré relatif
r=n en un point X, peut étre transformé en un systéme linéaire et commandable

en un point Zy=¢(xy)
1.3/ Systéme multi-entrées / multi-sorties:

On considére un systeme multi-entrées / multi-sorties qui posséde un nombre
égale d’entrées et de sorties dont la forme condensée s’écrit:

x=1(x)+ 2, g(x)u,

¥, = hy(x)
(2.13)
Y., =h_(x)
ou f(x), g1 (X),......&m (x) sont des champs de vecteurs et hy (x),......... , (%)

des fonctions analytiques définies au voisinage de x, de R".
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Chapitre 1I: Théorie du bouclage non linéaire.

I1.3.1/ Notion de degré relatif vectoriel :
e Définition:

e : ;
Le systeme de la forme de (2.13) est ditdegré relatif vectoriel {ry ,rp,...........
Im } au point X si :

I/ L, Lih(x)=0 (2.14)

2

pour I <i<met 1 <j<m, quelque soit k < r; et pour tout x au voisinage
de Xn .

2/ La matrice carrée :

[' L Ui 'hy(x) . . L Li'h(x)
L L:'h W G

A(x)z' g Lii hy(x) Pl z(x)| (2.15)
[Lgllf;" 'h,(x) . . L, Ly 'hm(x)J

est non singuliére au voisinage de x=x

Remarque:

eme

Le degré relatif r; de la i*™ sortie , représente le nombre de fois qu’il faut
dériver y; (t) pour faire apparaitre au moins une sortie 1 (1<i<m).

11.3.2/ forme normale :

On suppose que le degré relatif vectoriel { ry,r,........ , Im } associé au
systeme (2.13) vérifie la condition

r=r;+r; ... +rm<n (2.16)

Et on considére la transformation de coordonnées suivante :

Z,=d}(x)=h,(x)
Z, =é3(x)=Lh,(x)
(2.17)

Z, =¢, (x)=L} 'h (x)
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Chapitre 11: Théorie du bouclage non linéaire.

ou 1<1<m. A condition que le champs de vecteurs {g,........ &) forme une
base et nous pouvons choisir les (n-r) fonctions manquantes ¢+1(X) ,......, dni(X),
¢ »(x) de maniere a avoir [10]:

L,$,(x)=0 (2.18)

pourrti<i<net] <j<m.

Si on fait un calcul analogue a celut développé pour les systémes SISO, on
aboutit a la représentation du systéme dans les nouvelles coordonnées. Pour le
premier ensemble d’équations (i =1 ) nous avons:

dz, _
dt <

(2.19)

. 7!
dt '

er 1 o T 1
(—ltl_: Lib (¢ (Z))+zj |Lz. Lt th‘(d) (Z”'“-'

I1 .3.3/ Linéarisation exacte par retour d’état statique :

On consideére la loi de commande définie par:
u, = o (x)+ 257 By (X)v, (2.20)

ou o et fB pour 1 <i, j <m sont des fonctions continues définies dans un
ouvert de R" | et v|,......, v, sont les nouvelles entrées du systéme ainsi bouclé .

==



Chapitre I1: Théorie du bouclage non linéaire.

L’introduction de la commande (2.20) avec le systéme (2.13) donne un
systeme en boucle fermée ayant une structure définie par les équations suivantes:

x=F(x)+ 2 g (X (x)+ 207 8,(x)B,(x)).v,
¥Yi= hl(x)

Yo = h, (x)

2.21)

La loi de commande (2.20) peut étre exprimée sous une forme condensée

comme suit :

u=o(x)+ px)v

ou:

Bim(x) |
; B(K)J ’ et
[Bm.(x) B (X).

{u.(xﬂ [ B, (x)

o(x) =

_u,..(X)J
Ce qui donne pour le systéme (2.21) la forme condensée suivante:

x = f(x)+g(x)o(x) +g(x)B(x).v
y = h(x)

(2.22)

(2.23)

La matrice 3(x) est supposée non singuliére pour tout x au voisinage de x
[10]. La loi de commande (2.22) est appelée retour d’état statique régulier .

Linéarisation exacte :

Pour pouvoir linéariser exactement par bouclage le systéme (2.13), le degré

relatif vectoriel qui lui est associé doit obéir a la condition suivante :

-28-
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Chapitre 11: Théorie du bouclage non linéaire.

Dans ce but , considérons la transformation de coordonnées au voisinage de
Xo qui nous permet d’aboutir a la forme normale :

¢, (x)= L7 'h (x) =Z, (2.25)
pour ISk <riet IS1<m .

Ainsi, dans les nouvelles coordonnées le systéme sera décrit par m
ensembles d’équations de la forme :

7' -7

2

(2.26)
7.‘:‘, = Z:,
Zy, =b(Z)+ 27 2, (Z)u,(0)

pour 11 <m .

Par ailleurs, aucune fonction additionnelle n’est nécessaire étant donné que
D’autre part, si nous choisissons o(x) et B(x) de fagon que la loi de

commande (2.22) devient :

u=A"(Z)|-h(Z) + v] (2.27)
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Chapitre I1: Théorie du bouclage non linéaire.

Le systeme en boucle fermée résultant est caractéris€é par m ensembles
d’équations de la forme :

7. =7
(2.28)
Z:-, 1= Z:r.
Zirt =¥y
pour 1I<i<m .
Le systeme d’équations (2.28) est linéaire, découplé et commandable.
Cette forme est appelée forme canonique de Brunowsky.
Sa forme condensée est donnée par :
7.= AZ +
AZ + Bv (2.29)
Y=CZ
ou A; = diag (A) , B;=diag (B)et C;=diag(C) pour I<i<m et
[0 1 0 [0
0 0 1 0 0
Al =1 . * B; =0 E Cl = [l o .. 0]lxr|
0 1 0
0 O_rllrI _l—rli
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Chapitre II: Théorie du bouclage non linéaire.

11.4/ Conclusion :

Dans ce chapitre , nous avons présenté certaines bases de la commande par
retour d’état statique qui s’applique a une classe de systéme non linéaires .

Il est présenté aussi certains concepts et notions qui sont propres a ce genre
de commandes , tel la notion de degré relatif et le concept de la linéarisation

exacte par retour d’état.

Par la suite, ces types de commandes seront appliqués: a un gyroscope a
trois degrés de liberté qui présente un modeéle non linéaire.
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Chapitre I1I: Linéarisation exacte et commande du gyroscope.

I11.1 / Introduction :

Dans ce chapitre, il est présenté la commande linéarisante d’un gyroscope a
trois degrés de liberté basée sur les concepts développés dans le deuxiéme chapitre.

Apres détermination du degré relatif vectoriel, le systéme est mis sous la forme

normale et la commande qui linéarise et découple le systéme est synthétisée.

Par la suite, nous appliquons au systéme ainsi linéarisé et découplé une
commande par placement de poles .

Enfin nous terminons le chapitre par une simulation numérique des résultats

obtenus.

I11.2 / Linéarisation exacte:

111.2.1/ Modéle du gyroscope :

Le systéme donné par les équations différentielles (1.5) peut étre écrit comme suit:

x, = 14 —(D“,:
X; = X5 0

Xy = X5 0,

. (J‘_J’,)
Xy = __'__j'"""“'xslﬁ s
5 (']x_"x)
XS = —_——x4x6 e
3.
; (J_\r_"':)
Xe = —_'J—K4XS =

T

Les sorties sont:

h,(x)=x,
h, (x) = x,
h,(x) = x,

B. K;' K, B T,
) ) PRy ;. X, ——J—:'xl t J, 0.5 +I
B K, K, B 7
T R e
B B T,
—J‘“xﬁ +"j"(l)ﬁ- A j*

233
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Chapitre I11: Linéarisation exacte et commande du gyroscope.

Pour simplifier les calculs, nous utilisons les notations suivantes:
f‘ (X) = x.l _(DXF.
f(x)=x, -0,

I"(x) =Xg — O,

(J,-J,) B K, K¢ B
r4(x)=—szxs A T e (3.2)
(J, -1, B K, K¢ B
f.(x)= .ly — X, X ]y X, —J—:xz _I._ X, l-:i:m‘i‘
(']v _'lx) B B
fo(x) = 'Jr_ x.:xs_Ixﬁ+J_,sz-
et
[0 0o o]
0 0 0
0O 0 o0 =
L o o T'l
g=|J, et u= tyJ (3.3)
1
0 — 0 -T2
J,
0o 0 i
L. J!—

111.2.2/  Degré relatif vectoriel :

Nous savons que le degré relatif d’un systéme correspond au nombre de fois
qu’il faut dériver une sortie pour faire apparaitre explicitement au moins une entrée
du systeme .

Dans ce but, considérons chacune des sorties du systéme (3.1) et calculons
leurs dérivées successives jusqu’a faire apparaitre au moins une entrée .
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Chapitre I11: Linéarisation exacte et commande du gyroscope.

1" sortie: hy(x)=x,

dh,(x) dx,
et e e e g r
dt dt (%)
d’h,(x) d’x, dx, T
= = = f —}-—l
dt’ de*  dt +(%) J

I

Ainsi, le degré relatif correspondant a la premiere sortie h(x) = x; est égale a 2
(n=2).

2 ™ sortie: hy(x)=x,
dh,(x) dx,
B e e R ey 3y f

dt ae 2%

d’h d’ d T,
R e
dt dt dt ‘ J

y

Le degré relatif correspondant a la deuxiéme sortie hy(x) = x, est égale a 2
(r=2)

3 éme

sortie: h3(x)=x;

dh,(x) dx,

=T
dt dt 3(x)
d’h d’ dx T
dt dt dt J

Le degré relatif correspondant a la troisieme sortie h3(x) = x5 est aussi égale a 2
( 3 = 2 )

Alors, comme le degré relatif vectoriel vérifie la condition (2.24) i.e. rj+rytr; =
n = 6, nous pouvons conclure qu’il est possible de linéariser exactement le systéme
(3.1) au moyen d’une transformation de coordonnées et d’un bouclage non linéaire.



Chapitre I1I: Linéarisation exacte et commande du gyroscope.

Dans le but d’exprimer le systeme donné par les équations différentielles (3.1)
sous forme normale, considérons la transformation de coordonnées non linéaire
sutvante :

Z,=h(x)=x,
Z, = L;h,(x) = f,(x)
Z,=h,(x)=x
<y - (3.4)
Z,=Lh,(x)="1,(x)
L= h.,(x) = X,
7, =Lh(x)=1,(x)
La transformation inverse de coordonnées s’écrit alors:
xl =7,
xz = duy
= 35
X, =Z,+0, (3.3)
X;=Z,+0,
Xse=Z,+o,
A partir de (3.4) nous aboutissons a la forme normale du systéme (3.1):
Z,=Z,
Z,="1,(x)+ ;
Urllx-gtz)
Z,=7,
36
Z,=f(x)+— ( )
Ylx=¢'(z)
Z,=27,
. T
Z,= fﬁ(x)+J—
tlle=¢"(2Z)

ou x = ¢'(z) est la transformation de coordonnées inverse donnée par (3.5).
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Chapitre I11: Linéarisation exacte et commande du gyroscope.

Par ailleurs, la matrice de découplage est donnée par :

_ T
L, L/h (x) L, Lh (x) LhL,hi(x)] J, |
A(x)=| L, Lh,(x) L Lh,(x) L, Lh,(x)|= 0 5 0 (3.7)
|L, Lhy(x) L, Lhy(x) L, Lhy(x)] il
0 0 3‘

Elle est non singuliére.

D’un autre coté la matrice de découplage inverse est donnée par:

= .
—

L0 0
A'(x)=| 0 J 0 (3.8)
0 0 J

I11.2.3 / Commande linéarisante :

Finalement, a partir de la matrice donnée par (3.8), nous pouvons synthétiser la
commande qui linéarise et découple le systéme (schéma bloc de la figure 3.1):

L}h, (x)
u=-A"(x)%| L2h,(x) [+ A "(x).v (3.9)
L‘zrha(x)J

avec:

Lih,(x)=f,(x)
Llrhz(!):rs(x) (3.10)
l—‘zrha(x) =1 (x)

;& o8



Chapitre I1I: Linéarisation exacte et commande du gyroscope.

b(x)
7,4

Vi T ax
» >

V2 ) ; T 5\
A Y G
2 > —

% Tz d,

Fig. 3.1: Structure de la commande par bouclage statique

Ainsi, a partir de (3.9) et (3.10) la commande u s’écrit d’une maniere plus
explicite:

w] 2 |90
U=|t, |= I ,fu(x) [+] IV, | 3.11)
el 9RO LI,

Son application au systeme (3.1), donné sous sa forme normale (3.6) nous fait
aboutir au systeme d’équations différentielles suivant:

I
N

S
I

[ =]

]
N <«
b

(3.12)

=
[¥]

Il
N

th

NNNN NN
]

(-
I
-«

(¥

Le systéme ainsi obtenu est constitué de trois sous-systémes linéaires et
découplés.
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La forme (3.12) appelée forme canonique de Brunowsky est donnée sous forme
matricielle par :

Z+

(= R — I~ I ] :ﬁ
(— I — R S — T — R —
(=T T — T — R —

o o o m o

=T — B — T — O — R —
= — R — R B — R
(=T — B — N — I — R —
[— B — R — I S — I
=T — R — R T I

1] (3.13)
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Cette forme correspond au schéma bloc de la figure 3.2.

Vi /2 Z1=hi(x)

V2 Za Z3=ha(x)

) j =

V3 Zs Zs5=h3(x)

Fig. 3.2: Systéme linéarisé et découplé.

I11.3 / Commande par placement de poles :

La technique de commande par placement de pdles consiste a imposer une
dynamique désirée au systéme au moyen d’un retour d’état linéaire en imposant aux
poles ( du systéme en boucle formée ) une localisation dans la partie gauche du plan
complexe afin d’assurer la stabilité du systéme, ainsi qu’une réponse rapide et bien
amortie [11].

Le retour d’état dans I’espace de Brunowsky linéaire est donné par:

v=-KZ + Kw (3.14)

ou Ky représente le vecteur de référence .

Ainsi, le systeme en boucle fermée est donné par I’équation d’état suivante:

Z=(A -BK)Z + BK, (3.15)
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I11.3.1/ Détermination des gains :

Soit I’équation d’état donné par (3.15) , on pose :
A.=A-BK

ou Ac est la matrice d’état en boucle fermée

L’équation caractéristique du systéme en boucle fermée est de la forme:

=S*+a,S""+...42a,

IST- A,

St le systeme en boucle ouverte a la forme compane donnée par

R ) R | 0 |
0 0 IR 0 0
A=| . T i Bl g A (3.16)
0 o o0 . . 0 1
=8y =y 0 o L =R e

Les gains du systeme en boucle fermée sont donnés par[9]:

K=[(QW)'|'(a-a) (3.17)
appelée formule de Bass-Gura

ou;
a, =K, +a,

Q =[B,AB,...A* 'B|
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1 A W e @ @y
0 1 .. -om,
0 0
W =
0 0 1 ]
avec

Q : Matrice de test de contrdlabilité

W : Matrice triangulaire de Toeplitz
a;: Les coefficients désirés de I’équation caractéristique en boucle fermée

a; : Les coefficients de I’équation caractéristique en boucle ouverte .

Le systeme donné par (3.13) est composé de trois sous-systémes chacun a la
forme compane .

Pour le premier sous-systéme :

0 1]
A=
0 a
Son équation caractéristique en boucle ouverte est :

s —1
ST Al =
0

2 d' : _[0“
5 =S ou a= 0

La matrice de test de controlabilité Q et la matrice W sont données
respectivement par :

0 1] 1 0]
Sae i e R R
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d’ou:
[0 1 .
QW=[1 0 = (QW)

et
2o _[0 1]
ew'=

d’ou le vecteur gain désiré de la formule de Bass-Gura est:

<[y oLl

Et I’équation caractéristique du sous-systéme en boucle fermée est

[SI-A =8 +K,S+K, (3.18)
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En établissant les mémes démarches pour les deux autres sous-systémes, on
aboutit au schéma bloc suivant :

(8 .V:)n:f

— e

(Oy et

Ox

(6?. )rcf

Vi
1/S G b

V2 6\-
1/S ARl <! o
()
®

V3 O
1/S | 1S g
(k)
()

Fig. 3.3: Technique de commande par retour d’état linéaire.

Donc, la dynamique du systéme est imposée par les poles de la nouvelle

matrice d’état Ac = A- Bk ( de systéme boucle fermée).

Par ailleurs, la matrice de transfert en boucle fermée correspondante peut étre

déduite facilement du schéma bloc de la figure (3.3).
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K., 0 0
K, +K,S+§
ey le
H(s) = 0 X RS 0 (3.19)
0 0 Kﬂ'.}
i K’ +K:S+8§ |

Soit P, et P, les poles du premier sous systéme donc:

Ki +K;S + §2=(S-P)) (S-P,)= S*+ (- P, - P, ) S + P,P,

Et les coefficients K,, K, , K’; , K’ , K”*, , K, sont donnés apres
identification par:

K,=P\P; K’ =P5P, K”’, =PsPg
(3.20)
K; =‘(P]+Pz) K’2="(P3+P4) K”2=—(PS+Pl,)

Avec Py a Ps des poles imposés aux trois sous systémes dans I’espace de
Brunowsky et Ky ,Ky, et Ky; sont les coefficients d’intervention des consignes.
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Le schéma bloc global de cette commande peut étre représenté par la figure
suivante:

|

1

[

|

|

. |
L~ thy(x) X
|

|

|

1

l

L’ hs(x)

Ty y1=hi(x) ;
y2=hy(x) [
|

T, y3=hs(x)

K 1 Z| +K3Z2

K'! SIZS_{_IK‘J 3226

Fig.3.4: Schéma global de la commande

e

x=f(x)+g(x)u —
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I11.4 / Résultats de la simulation numérique :

Dans le cadre d’une simulation numérique sur ordinateur et en vue d’examiner
les performances du systéeme de commande en boucle fermée du gyroscope a trois
degrés de liberté nous considérons le cas de deux situations pratiques habituelles .

D’abord on suppose que le gyroscope prend une certaine direction voulue, et
on étudiera la réponse du systéme a cette action .

Dans la seconde situation on suppose la présence d’une perturbation extérieure
passagére de faible intensité et on examinera comment I’appareil, grace a son
systéme de commande, revient a sa premiere position d’équilibre .

A / 1 ére Situation :

Dans ce cas I’utilisateur ( pilote dans un avion ) provoque un certain input sur

I’élévateur du systéme de commande et on étudiera la réponse du systeéme a cet input

qui est une action constante et continue dans le temps, c’est-a-dire un input de type
échelon .

L’ application de la technique de placement de pdles nécessite en premier lieu que
les pdles du systeme en boucle fermée souhaités soient connus.

Le choix des poles doit prendre en compte le comportement dynamique désiré
(I’amortissement et le temps de réponse ) .

Pour cela, I’approche expérimentale par essai et erreur est souvent employée .
On suppose dans ce cas une entrée échelon d’une variation fixe de 0,2 rad .

Trois choix sont établis :

- Pour les poles: Pj,= P34=Ps¢c=1 + 10j, les résultats de la simulation
numérique par la figure 3.5.

En analysant cette figure, on peut voir qu’on a des oscillations importantes. On
remarque également que les trois états du systéme se stabilisent autour de 0.2 rad.
aprés des régimes transitoires chacun de durée égale a 5 sec. a peu prés, avec une
erreur permanente nulle.

4=
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- Pour les poles: Py ,=P;4=Ps¢= -1+ 0.2j, les résultats de la simulation sont
donnés dans la figure 3.6.

Dans ce choix, on voit bien que les oscillations importantes du premier choix
sont fortement réduites. Mais le temps de réponse a augmenté un peu, c’est-a-dire,
égale a 6 sec. pour 8, et &, et 7 sec. pour J,, et les trois états tendent vers 0.2 rad.
avec des erreurs permanentes presque nulles.

- Pour le troisiéme choix: Py;=P;4=Psc= -10 + 10j, les résultats de la
simulation donnés dans la figure 3.7 montrent une grande amélioration. Les

oscillations sont presque nulles avec un temps de réponse égale a 0.7 sec.

On remarque dans ce cas que les poles sont placés sur la ligne d’amortissement
relatif optimal (le coefficient d’amortissement & égal a 0.707).
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0.4 0.4
3 ulll |
‘g 0.7 Il vnvﬂvnua\_.._ 'g 0_2" Uﬂvﬂvnua_..'
i S
0 0
0 h 10 0 5
t(sec) t(sec)
N
o 0 ‘nunuﬂvﬁ_.«_- -
ol
i ol
W _g)
-100
0 B 10
(sec)

10

Fig. 3.5: Réponse a un échelon (Kw;= Kw; =Kw3=0.2)
pour des poles égaux (-1 +10j)

-49-




Chapitre I11: Linéarisation exacte et commande du gyroscope.

0.3 0.5
m™ 0.2 ' 0.2 7=
v T
9 9
X 5
@ (0l @01
0 0
0 h 10 0 J
t(sec) t(sec)
0 e
b
v
g
&
0 200 W/
-300
0 5 10

t(sec)

Fig. 3.6: Réponse a un échelon (Kw;= Kw; =Kw3=0.2)

pour des poles égaux (-1 £0.2j)

-50-



Chapitre I1I: Linéarisation exacte et commande du gyroscope.

0. 0.
A~ 02 ~ (21
| U
£ c
A
@ 0.1 W1
|
0 0
0 5 0 5
{(sec) t{sec)
pll
~n
T
N
N
w -
-4
0 5
t(sec)

Fig. 3.7: Réponse & un échelon (Kwi= Ky =Kw;=0.2) pour des péles égaux (-10 +10j)
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B/ 2 éme situation:

Dans ce cas, on suppose que la perturbation extérieure est de type impulsion
puisqu’elle est passagére. Ce cas revient a étudier la réponse du systéme en boucle
fermée avec les conditions initiales des états ayant les mémes intensités x, que les
perturbations auxquelles sont soumis les états x de ’appareil a I’instant t,.

Pour cela, on choisit

xo=[0.0523 0.0523 0.0872 0 0 0 |" (perturbations maximales).

Un choix de poles identique a celui de la premiére situation donne:

- Pour les péles: Py,=P34=Ps= -1 + 10j, les courbes données par la figure 3.8
montrent que le gyroscope se stabilise (les écarts angulaires tendent vers z¢éro) aprés
un régime transitoire de durée égale a 5 sec.

- Pour les poles: Py,=P;3 4=Ps = -1 + 0.2j, la figure 3.9 montre que les états 3,
et Oy se stabilisent apres 4 sec. et 7 sec. pour 3, autour de zéro, donc une réponse
lente, mais des oscillations fortement réduites par rapport au choix précédent.

[’inconvénient réside dans le choix de pdles aupres de I’origine.

- Une bonne amélioration est remarquée dans la figure 3.10 pour les pdles:
P1,=P34=Pss= -10 + 10j, d’une part, en temps de réponse, les états de stabilisent
autour de zéro apres 0.6 sec.

D’autres part, pas d’oscillations, mais un dépassement de faible amplitude

n’influant pas sur la stabilité du gyroscope; sauf si d’autres perturbations insistantes
se présentent au systéme.
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0.1 0.1
g 0 \nﬂ VIR N, 3 gll\nﬂn‘,\_ﬁn .....
\Vy V UV w V V v
X b S
w d W L
0.1 0.1
0 4] 10 | h
t(sec) H(sec)
N
5
v
i ol
0 -5
-100
0 D 10

H{sec)

10

Fig. 3.8: Réponse impulsionnelle pour des poles égaux (-1 £ 10j)
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0.1 0.1
™ ™
L) 7
L 005 2o
X N
W W
0 = 0 =
0 ) 10 0 9
t(sec) t(sec)

0 3 10
t{sec)

Fig. 3.9: Réponse impulsionnelle pour des poles égaux (-1 + 0.2j)
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0.1 0.1
~ 005 ~ 0.05
T T
0 0
b
w gl W
-0.04 -0.05
0 2 0
{(sec) t(sec)
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~n I
i
¢
0 )
-40
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Fig. 3.9: Réponse impulsionnelle pour des poéles égaux (-10+10.4j)
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LS / Conclusion:
Dans ce chapitre, nous avons appliqué la technique de lin¢arisation exacte
par retour d’état statique et difféomorphisme suivie d’un placement de poles a un

gyroscope a trois degrés de liberté.

Les résultats de la simulation numérique montrent que la stratégie adoptée
donne des performances acceptables.

En effet, le troisieme choix des podles présente de bonnes performances
relativement aux deux autres choix.

A la recherche de meilleures performances, on va appliquer dans le prochain
chapitre la technique de la commande optimale.
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Chapitre 1V: Commande optimale.

IV.1 / Introduction :

Parmt les raisons pour chercher une commande optimale | est que face a des
problemes ou on ne posseéde aucune information a priori sur les emplacements
des pdles qui conduisent a un comportement performant, on aura besoin d’une
méthode préliminaire de conception. Cela est permis avec la technique de la
commande optimale .

[La commande optimale est une technique de synthése moderne, s appuyant
sur des outils mathématiques trés puissants [9], appliquée a des systémes de
commande linéaire dans le domaine temporel.

En effet, elle permet d’aboutir a des performances meilleures du systéme a
controler, en imposant un critere dit de performance, qui répond aux exi gences du
concepteur .

En outre , dans I’optimisation de la performance du systeme., le principe du
minimum de Pontryaguin ( cas des systémes continus ) et la programmation
dynamique de Bellman ( cas des systémes discrets ) sont mieux préférés que les
techniques de wienner- Hopf [12].

IV. 2/ Optimisation dynamique par approche de Pontryaguin
I ) | Pl yag

Soit le systeme donné par I’équation différentielle suivante -

x = f(x,u, ),

ou : x est un vecteur d’état.
u est une commande.

Soit le critére
J(u(t)) = J:I:L(x,u,t) dt
Pontryaguin a utilisé le Hamiltonien [13] -
H=L+p'x (4.1)

ou p est un vecteur appelé le co-état et L. appelé le Lagrangien |
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[l s’est intéressé a trouver u* minimisant J. donc on vérifie -

ol =0 et J J(u) >0
au(u)— e Ju)- J(u)=0 .
En remplagant L tiré de (4.1) on trouve

L= = I:(" ~H') dt  + f"'p'(x' ~ %) dt

[l est montré dans [16] qu’il existe un réel € et deux fonctions 1 (t) et y(t)
tels que :

Au=u-u =gn(t) et Ax=x-x =¢ y(t)
En apphquant un développement de taylor sur H | on aboutit a

: oH | «OH’
J=J' = E{I-é;ﬂ) ) w(t) dt + ,[73“ n(t) dt}

1y

Dans le cas ou t; et x(t; )sont fixes .trois conditions nécessaires vérifiant
I’optimalité sont données par:

ol
Ou
oH’
Ox
oH’
op

0

IV.3 /Probléme de la commande optimale linéaire:

On s’intéresse dans cette section au probleme d’optimisation des systémes
dynamiques.
Soit le systeme dynamique linéaire de la forme

x(t) = Ax(t)+Bu(t)
y = Cx(t) (4.2)
x(tg) = x¢
ou :
x . vecteur d état de dimension (nx 1)
u : vecteur de commande de dimension (mx 1)
A : matrice d’état du systeme de dimension (nxn)
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B : matrice de commande de dimension (nxm)
C . matrice d observation de dimension ( m x n ).
[ objectil est de trouver une commande linéaire [14] de la forme

u(t) = -G.x(t) (4.3)

ou G est la matrice des gains appropriée .

En général. le critére produit une mesure par laquelle on améne les variables
du systéme a des valeurs désirées. Il est souvent choisi quadratique, pour assurer
une commande linéaire [15].

Ce critere de performance est dit aussi fonction de coiit [9] et donné par -

J=le'(t,)F ["fe ()R 1

J=he(t)Fe(t) + 3] [e'()Qe(t) +u'()Ru(t)|dt

avec: (4.4)
e(t)=C x(t) - r(t).
ou:
(Q et R : des matrices de pondération souvent choisies symétriques positive

semi-définie et positive définie respectivement [9] .

[ . e - i g ;
Le terme e (t; ) représente le coiit final [16]. ou I est une matrice
symétrique souvent positive semi-définie.

ty est le temps initial et t; est le temps final, ( ;- t, ) représente la durée de
controle.

Notons que ce critére est utilisé pour un probléeme déterministe si la
connaissance des conditions initiales du systéme x(t, ) détermine complétement
I"évolution de I'état dans le temps [12]

IV.4/ Minimisation du critére :

[La minimisation du critére donné par (4.4) revient a trouver la commande u*
qui vérifie la condition suivante | en supposant qu’on connait |, [16]:

min, {J+J, x+% e'Qe+12u"Ru} =0
En utilisant le gradient:

VH:JI +-’xi+l/z€'.r()0+t/z||rll "::"
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on obtient:

u =-R'B"J,T (4.5)
Ii et ] sont les dérivées partielles par rapport a t et x respectivement.
Donc u” vérifie:

J+J Ax=3JBR'B"J, +ie' Qe =0 (4.6)

Puisque le critere J a une forme quadratique. ¢’est a dire dans le cas
général, ] ( t,x ) s’écrit de la forme:

J(t,x) = % x"T K(t) x- g" (1) x +o(t) (4.7)

ou k(t), g (t) et ¢(t) sont des parameétres a déterminer. De ( 4 .7 ) on
obtient

Jo=% x" Kx ' x+¢ (4.8)
Jo=Kx-g (4.9)

En injectant les expressions (4.8) et (4.9) dans (4.6) on tire les équations
sutvantes :

K+ATK+KA+C"QC-KBR'B"K =0 (4.10)
KBR'B'g-ATg-("Qr-g =0 (4.11)
o+ % r'Qr-% g"BR'B g =0 (4.12)

(est un systeme d’équations différentielles du premier ordre de variables k.
g et ¢, sa résolution requiert des conditions aux limites données dans [16] par :

K(t)=C"F C
g'(t)=r"(t) F C

o(t)) = Y2 r' (ty) F r(ty)
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Une fois. k et g sont déterminées. la forme de la commande optimale sera
donnée par -

u=-R'B")"=R"B" K 1-g] (4.13)

k (1) est symétrique positive définie, solutioft de I"équation (1.10) de type
Riccatr.

Pour un probleme de poursuite. la trajectoire r(t) est non nulle et est
considérée comme une référence a suivre par 1'état, et le critere devra minimiser
I"erreur e(t)

Quand (t; - 1) est fini la solution est géneralisée par (4.13) ou ¢ (1) est un
vecteur d’anticipation | 16] satisfaisant I'équation ( 4.11) .

Dans le cas ou le coiit final est nul  la condition aux limites g (t,) est aussi
nulle.

St la durée de la commande est infinie. le critere ( 4.4) pour ce probleme de
poursuite diverge pour n’importe quel choix de la loi de commande. et la
minimisation est mal définie| 17].

IV.S /Probléme de régulation :

LLe probleme de régulation linéaire quadratique (L..Q.R). concerne
I"optimisation de I donné par (4.4) avec r(t) nulle pour un systéeme d’équation
d"état donné par (4.2) avec C prise égale a la matrice identité.

Par conséquent . si r(t) est nulle, g(t) sera aussi nulle, et la commande
optimale u se réduit a

u =-R"B'Kx=-G «x (4.14)
Ein effet. la matrice des gains sera définie par:

G =-R'B'K.
Les résultats de la commande optimale exigent I"accessibilite de tous les
etats du systeme au feed-back, et le systéme résultant donné par la figure (4.1)
possede des propriétés désirables, telles que la stabilit¢ asymptotique et la bonne
tolérance des parametres du systéme [ 18].

Pour A . B . Q et R données la détermination de G devient un probleme
d’analyse numérique .
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Controleur p =, : ne
Uity e sl : iRl Cx(1)

- v i L S
-Gi(t) 24 By | | _ _ I T i e, [

— ! Lk fa >— . =

Fig. 4.1: Schéma de Feed-Back de la commande optimale pour un
probléme de régulation linéaire.

En régime permanent (11 ¢ .t —> oo ). si le systéme est controlable et
observable [Annexe BJ, et particuliérement s’il est stationnaire ( i.e. A,B.Q et R
constantes ) la variation de k(t) par rapport au temps tend a s annuler [9]
(K(t)—0) . on obtient alors I’équation algébrique de type Riccati :

ATK+KA-KBR'B"K+Q=0
Et la valeur minimale du critére de performance est donnée dans [9] par
J () =% x"(t) K x(t)

IV.6/ Degré de stabilité o dans la commande optimale :

St la limite inférieure de stabilité est fixée a un degré relatif o . on effectuera
un changement de variables en posant :

X () =e™' x(t)

i () =™ u(1)
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[Le critere de performance sera modifié . soit -

il = ';_[I“' e (x'Qx+u'Ru)dt (4.20)
CAR x(t)+ e x(t)
~ (o 1+ A)x(1)+ Bu(t)
Amsi, en boucle fermée et pour u(t)= G x
(A - BG)X (1.21)
o
A=al+ A

IV.7/ Choix des matrices de pondération :

Il existe dans la littérature de la commande optimale quadratique plusieurs
approches et méthodes pour la détermination des ¢léments des matrices de
pondération () et R .

Parmi ces méthodes on trouve : la méthode de pénalités et la technique
adoptée par Bryson.

IV.7.1/ Méthode de pénalités

Cette méthode consiste a choisir des variables q; . qui correspondent a des
variables physiques significatives . La fonction colit est choisie comme une
somme pondérée avec ces variables. Un poids élevé entraine une réponse avec
une impulsion faible et un poids faible correspond a une réponse grande . Ainsi,
la réponse du systeme a des perturbations typiques est évaluée

q, 0 0| p,o0 0
0 q, 0 0 p, 0
0 0 q, 00 P
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avec:

[}
J= _[(qT X, Hq, X, b, XD pouspyulbeLp, ul ) dt

(4.22)

Les penalités sont choisies de telle sorte que le systeme ait le comportement
desie.

IV.7.2/ Méthode de Bryson :

Cette regle consiste a choisir les éléments diagonaux des matrices de

pondération comme étant I'inverse du carré de la variation maximale permise des
¢tats et des mputs:

= !
‘(n “III
xuz ‘Ifl]
xm“ = = ; l max =
- “ﬂn - --ullm -

Le critere de performance prend la forme

J :j[ )+ P HED) +ee (32) it (4.23)
EEt les matrices de pondération seront:
N
=554l « 0 0 0
X5 u,,
1
0 '5 0 0 ==
() = X : R = u,,
i i
0 0 3 0 0 3
. xlTln - L l'll'lm -
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Chapitre 1V: Commande optimale.

IV.8 / Commande optimale du gyroscope a trois degrés de liberté :

Comme nous 1'avons déja dit | on cherche souvent a obtenir un vecteur de
commande optimale a partir d un critere quadratique. afin d’obtenir une structure
en boucle fermée capable de s opposer aux perturbgtions extérieures |

{ RhEL A Reah
v . Py VY e Ve )
Vu que les systemes physiques ont en général \ine cdlfh‘#ﬁhtgw"%mnps assez
grande, et que le systéme est stationnaire, la commande a horizon infini convient
mieux que celle a horizon fini, ainsi, le temps de calcul sera réduit.

[.e critere a mimimiser prendra la forme

J :-[. (x"Q x+ u' Ru) dt

ou Q et R les matrices de pondération . Elles seront calculées par la
méthode de Bryson explicitée précédemment, dont les variations maximales
admissibles des variables d’état et de commande dépendent de la mécanique du
gyroscope.

Ces coefficients de pondération ont pour role de borner les variations des
variables d’état et de la commande.

[La syntheése de commande en boucle fermée se fait en calculant le gain
optimal de retour G tel que

u(t) =-Gx(t)
IV. 9/ Simulation numérique

Pour établir le critere de performance . on obéit au cahier de charges qui
consiste a

- Maintenir les écarts angulaires proches de zéro.
- Des couples ( inputs ) constants.

Puisque notre systeme est découplé en trois sous-systémes indépendants,

dont chacun vérifie les conditions de controlabilité et d’observabilité¢ [annexe B],
on appliquera la procédure d’optimisation pour chaque sous-systéme.
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Chapitre IV: Commande optimale.

- Pour le premier sous-systéme, le critére s écrit -

= 5( 2 Vv, 2
.L:L {(j‘m )* + (;,';) } dt .
[Les matrices de pondération seront:

[+ 0]

Q=0 of ¥ Re=w
avec : Oox = max (8) = 0.0523 rad

vor = max (v;) = 10 sec™

D apres les données numériques ci-dessus . la solution de I"équation
algébrique de Riccati donne le vecteur gain -

Gy =1191.0811 19.5490 |

d’ou la matrice du premier sous-systéme en boucle fermée est -

N ﬁ[' 0 1 ]
| -191.0811 -19.5490] -

Les valeurs propres de cette matrice (poles du sous-systeme en boucle
fermée) sont :

Py, =-9.7745 + j 9.7745

- Pour le deuxieme sous-systéme. le critére sera

B
3= ae,
; _
Et puisque : 8y, = 8oy et vy = vy, .on trouve les mémes résultats du
premier sous-systéme :

Psy =-9.7745 + j9.7745
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Chapitre 1V': Commande optimale.

- Pour le troisiéme sous-systéme _ le critere s écrit

".‘:“(;f'}:; )+ (00)} dt

I.es matrices de pondérations seront:

[+ ol
Se3lo ol i

avec : 0y, =max(0,) = 0.0523 rad.
el vz ~max(vi) = 22.36 sec” .

I:n suivant la méme procédure on trouve
G; =1427.2704 29.2325]

: __[' 0 | 1
Yo = 4272704 -29.2325 |

et
I,S.ﬁ = -14.6163 + i 14.6163

Im

Py

10

To

Fig (4.2) : Représentation des péles dans le plan
complexe (Lien d’Evans)
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Chapitre IV: Commande optimale.

- Réponse du systéme a un échelon :

Dans ce cas, et pour les mémes conditions de travail choisies dans le
chapitre précédent (chap. III), c.a.d pour une entrée échelon égale a 0,2 rad.

La simulation des résultats numériques obtenus ci-dessus, nous donne

Fig.(42).

En analysant cette figure, on peut voir que les trois états du systeme se
stabilisent autour de 0.2 rad. aprés un régime transitoire de durée égale a 0.5 sec.

Pour & et &, et égale a 0.4 sec. pour 3, , avec une erreur permanente de
I’ordre de 9.10° rad. et un dépassement d’amplitude faible .

- Réponse impulsionnelle :
Le gyroscope doit se stabiliser sans I’intervention de I’utilisateur.
Aussi, la commande qui réalise cette stabilité est calculée automatiquement.

La commande ainsi calculée , est représentée par Fig. (449 pour le vecteur
de perturbation

xo = [0.0523 0.0523 0.0872 0 0 0]"

Cette commande fait varier les écarts angulaires pour atteindre la position
zéro pendant une durée de 0.5 sec. avec une erreur statique nulle .
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Chapitre IV: Commande optimale.

Sx(rud)

Ez(rad>

{{sec)

0. 0.J
DI N e
T
0
0.1 w0
0 0
0 05 ! 15~ 2 0 05 1.5
{(sec) t{sec)
10
0 /n‘
—mu
-20
0 05 ] 1y 2

Fig. 4.3: Réponse a un échelon.
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Chapitre 1N : Commande optimale.

Qz(r":::r:!}

0.1 0.1
005\ ~ 0.05\
T
0
0 W
-0.05 ~0.05
et R | 1
{(sec)
10
0 /“
-10 u
-10
i [ ha)
{(sec)

Fig. 4.4: Réponse impulsionnelle.
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Chapitre IV : Commande optimale.

IV.10/ Double optimisation :
Souvent, nous n’avons pas un cahier des charges bien spécifi¢, c.a.d. que le
choix des matrices de pondération n’est pas fixe. Selon [9, 4] on a les données

suivantes

D £,
6sec” <V, ,max < 14 sec
et

=3 ! )
18 sec™ < Vi < 26 sec

des écarts angulaires max entre 2" ¢t

Pour cela. on effectue plusieurs essais puis on sélectionne celui qui donne la
valeur I, la plus petite.

Rappelons que

ou: Xo : le vecteur d’état initial
K : la solution de I'équation algébrique de Riccati .

Pour les deux premiers sous-systemes

| q 0]
Q:,z :l (l'.z 0 I ; Rl.z =r,
ou:
qu.: = sll = z_,,:,_‘ et 'l! == .lﬁ, = ._l,,,
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Chapitre 1V: Commande optimale.

On a obtenu les résultats suivants, montrés sur le tableau (4 1) apres
variation de q,, etr, .

N 8215343 | 525.7819 [ 365.1263 | 208.2561 [ 2053835 |
2>

0.0278 | 03369 | 02411 | 01834 | 0.1455 | 0.119]
0.0156 | 02916 | 02086 | 0.1587 | 0.1260 | 0.103]
0.0100 | 02609 | 0.1867 | 0.1420 | 0.1127 | 0.0922 J min
0.0069 | 02378 | 0.1702 | 0.1294 | 0.1027 | 0.084]
0.0051 | 02205 | 0.1578 | 0.1200 | 00952 | 0.0780

_" min

Tableau (4.1)
D7ou . on tire la plus petite valeur de J,,;, qui correspond aux valeurs :
q1.2 = 205.3835,
ri 2= 0.0051
Ce qui donne:

G, =G, =]200.6770  20.0338|
P T e
Aa=Ra=] 2006770 20,0338
et
P,,=P 6 =-10.0169 + j10.0169.
De méme fagon pour le troisieme sous-systeme . on a obtenu les résultats
présentés sur le tableau (4.2) sutvant:

%'é{ziﬁ}u 5257819 | 365.1203 | 2682561 [ 2053835
Ii2

0.0030 0.0695 0.0497 0.0378 0.0300 0.0246
0.0025 0.0664 0.0475 0.0361 0.0287 0.0235
0.0020 0.0628 0.0449 0.0342 0.0261 0.0222 J iin
0.0017 0.0603 0.0431 0.0328 0.0260 0.0213
0.0015 0.0584 0.0418 0.0318 0.0252 0.0207

J min

Tableau 4.2

13



Chapitre 1V: Commande optimale.

[.a plus petite valeur de J,,;, correspond alors aux valeurs:

q: = 205.3835
r;=0.0015
Ce qui donne:

Gy =[370.0302  27.2041]

? [ 0 1 |
g ‘Lsm.osoz ---27-204|J

et Pse =-13.6021 + j 13.6020.

En exploitant ces résultats pour les deux situations du gyroscope, on
remarque d apres les figures (4.6) et (4.7) une amélioration sur les performances
du systeme par rapport aux résultats précédents.

Im

»

e ; 12 6

100

=]iR6

10N

Fig. 4.5: Représentation des péles dans le plan complexe.
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Chapitre IV: Commande optimale.

0.5 0.5
e Ul ~ 02
: / :
0 L SR e
0 0
070 08 0 s 2 | GG A e U
{(sec) t(sec)
10
el
~
E /
@ _fg \/
-20
ORI S Rl hatsl] Ly LE)

{(sec)

Fig. 4.6: Réponse a un échelon.
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Chapitre IV: Commande optimale.

0.1 o
- 005\
]
E \
0 I—=
~0.05 -0.05
Rt S A el Gl 1R | T P |
{sec) t{sec)
10
~n I~
T
E /
D | l/
_.2[]
s R YR (et o
{(sec)

Fig. 4.7: Réponse impulsionnelle.
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Chapitre IV: Commande optimale.

IV.11/ Conclusion:

>ar application de la commande optimale au gytoscope . les résultats de la
simulation numérique montrent que plusieurs caractéristiques souhaitées ont été
obtenues en particulier une augmentation de la stabilit¢ | réduction des temps de
réponse augmentation du facteur d amortissement.

[Lors de I'action d’une perturbation les états du systéme seront perturbés et
la commande entre en action en annulant les effets de cette derniere l.es états
tendent vers un régime stationnaire apres un régime treés bien amorti.

A la fin de ce chapitre nous avons appliqué une double optimisation au

systeme par un choix convenable des matrices de pondération en effectuant
plusieurs essais.

=k






Conclusion générale.

Apres avoir établi un modeéle d'un gyroscope a trois degrés de
liberté, nous avons appliqué certaines techniques de commande non
linéaire par une linéarisation exacte et un c.{éc‘uupldge J’pﬁm:ll

La technique de placement de poles en boucle fermée, en vu de
la détermination des gains de retour, a fixé certaines performances
de la stabilité du systeme (dépassement, amortissement, temps de
réponse...), sans tenir compte de l'énergie nécessaire a mettre en
oeuvre ou de la réalisabilité physique. Cependant, si inversement, la
conception doit ce faire dans un cadre de compromis entre les
exigences voulues, ['emploi de la technique de la commande
optimale devient nécessaire. Cette derniere, nous a permis de
concevoir un systeme de commande linéaire répondant a ces
exigences tout en tenant compte du couit de performance [12].

Il reste néanmoins, de nombreuses directions dans lesquelles
cette étude peut étre développée, pour améliorer encore les
performances et les facilités d utilisation.

Notons que le domaine d 'application du gyroscope est trés vaste,
el que le probleme traité auparavant constitue une partie des
problemes existant dans ce champ d activité.

Enfin, nous tenons a remarquer que cette étude peut étre étendue

en traitant le probleme de poursuite avec un modeéle incluant un
terme qui traduit les perturbations.
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Annexe A: Notions élémentaires sur la géométrie différentielles.

Soit le systeme :

r = f(x) +g(x)u

Les champs de vecteurs f et g associés a ce systeme sont donnés par

f(x) =2 f =
g = g

=1

dvecC:

If(x)"[f;fr“”_ﬁjr,g(x)::[g} ......... g”r,,Y :[x}rz ......... X

A -1/ Dérivée de Lie :

Considérons une fonction T (x) et le champ de vecteurs f | nous appellerons
dérivée de Lie de T(x) suivant le champ de vecteurs f I’expression suivante :

n

L@ =2

i=1

La dérivation de cette derniére expression suivant le champ de vecteurs g
donne :

1L T(x) =4 g(x)

&;

Ainsi, si T(x) est différenci¢ k fois suivant le champ de vecteur f | par
récurrence

Loy =2 T s

kl

avec:
ff; T'(x)=T(x)

A -2/ Crochet de Lie :

Une notion qui est aussi importante . est celle du crochet de Lie ou produit
de Lie . Il est défini par :

[/.8)(x) =5/ (x) -2 g(x)
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Annexe A: Notions élémentaires sur la géométrie différentielles.

ou __ _
l g, g, of, of,
ox, X, X, OX,
cg L ¥ of
= el =
X ; (X _ .
g, g, ot of,
Ko, T ¢ 0% e

l.a combinaison des champs de vecteurs trouvé par crochet de Lie avec le
champ de vecteurs f donne un nouveau champ de vecteurs.

[La répétition de cette opération plusieurs fois aboutit a d autres champs de
vecteurs :

[f.0f,....[f.g]](x)

Pour éviter les confusions nous optons pour la notation suivante :

ad}g(x)=[f.ad} 'g](x)
avec:

k>1 et adjg(x)=g(x)

Propriétés

LLe crochet de Lie de champs de vecteurs est caractérisé par les propriétés
suivantes :

(1)- Soient f;, £, g,, et g, des champs de vecteurs et r; et r, des nombres
réels, alors:
[nfi+nh, g ] =n[fi,a]l+tnlh,a]

[fingt+tng | =nlh.g]l+tnlfi,g]
(2)- Commutativité

[f.gl=-1g,f]
(3)- Identité de Jacobi : sotent f, g et p des champs de vecteurs , alors :

[f.lg.pl)+lg.[p.T]]+[p.[F,2]]=0

(4)- Soient I' (x) et A(x) des fonctions réelles | f un champ de vecteurs :
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Annexe A: Notions élémentaires sur la géométrie différentielles.

LiAdx)=(LA(x)) T'(x)
(5)- Sotent f, g des champs de vecteurs et e une fonction réelle :
Ly g o(x)=Lilpou(x)-Ly Lo x)
(6)- Sifestunchamp de vecteurs et o une fonction réelle, alors :
Ldo(x)=dlLou(x)

avece

oo 3
do(x)=
a(x) lr"?x —]

I n

A -3/ Difféomorphisme :

Par analogie aux systéme linéaire, nous pouvons transformer un systéme non
linéaire au moyen d’un changement de coordonnées non linéaire de la forme

z=¢(x)

ou ¢ (x) est une fonction vectorielle donnée par:

qui possede les propriétés suivantes :

- ¢ (x) est une application bijective
- d(x)etd ' (x)sont les applications différentiables .

Si ces deux propriétés sont vérifiées pour tout x € R" alors ¢ (x) est un
diffétomorphisme global sur R".

Par contre, si le Jacobien de ¢(x) évalué au point x = x, est non nul alors
d(x) est un difféomorphisme local .
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Annexe B: Concepts et conditions de contrélabilité et d’observabilité.

R.E Kalman est le premier qui a introduit les concepts sont la base de la
théorie moderne de la commande optimale .

B - 1/ Controlabilité :
Soit le systeme G en boucle ouverte representé par (Fig. B)

ou : u estlacommande .
y est la sortie

u —» y

Fig. B
Ce systeme est controlable si chaque variable d’état de G peut étre affectée

par I'entrée u[19] . Si une ou plusieurs variables d’état ne sont pas affectés par u,

elles ne peuvent pas étre commandées . et le systeme n’est pas compléetement
controlable .

B - 2 / Condition de contrélabilité :
Soit le systeme linéaire défini par :
x = Ax + Bu
( B.1)
y =Cx

X (ty) : condition imtiale donnée

ou A, BetC sontdes matrices de dimensionsnxn . nxmetrxm
respectivement.

u, x et y des vecteurs de dimensions . mx 1 .nx 1 ,etrx | respectivement

I.a solution de ce probléeme est donnée dans [15] par :

X(t) = d(t —tn)x(tn)-+-Id:(t—‘c)B.u(t)dr , t>t

1y

0 (B.2)

ou ¢ (1) est la fonction de transition
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Annexe B: Concepts et conditions de contrélabilité et d’observabilité.

Si on désire un état final x (t;) = 0, et par application des propriétés de det du
résultat du théoréeme de Cayley-Hamilton [19] on aboutit a :

n | L
x(t, )= ZA“BIU,L_{!,,- Thu(t)dt

k0

avee |

o-1

M(t) = e’\':;ak(t)A‘* (B.4)

et oy est une fonction scalaire.
I."équation (B.3) peut étre écrite sous forme matricielle
Py |

P,
‘r(‘(r}):_ h

_;)n f-

ou:L=[B AB.. .A"' B |, matrice de test de controlabilité

et © pr= Itxh(ln—r) u(t ) dr

Une solution existe a I’équation (B.3) pour mener x (t ) a zeéro , si les
vecteurs colonnes de L sont linéairement indépendants .Cas particulier ou u est un
scalaire, 1. devra étre non singuliére.

e systeme est donc completement controlable si les n vecteurs colonnes
sont indépendants linéairement .

B-3 / Concept d’observabilite :

Le systeme G représenté dans ( Fig. B ) est observable si chaque variable
d’état de G affecte quelque sorties de y [19].

[l est souvent désirable de détermimer une mnformation observant les états du
systeme basée sur les mesures de y. Cependant . si on ne peut pas observer une
ou plusieurs états par les mesures de y , donc le systeme n’est pas complétement
observable .
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Annexe B: Concepts et conditions de contrélabilité et d'observabilité.

B -4 / Condition d’observabilite :

Pour le méme systéme défini par (B.1), en utilisant sa solution donnée par
(B.2) on obtient :

y (1) = C D(t- ty) x (ty)+ C _[i Md(t-1y) B u(t) dt (B.5)
[."observabilité de x ( t,) dépend du terme :

C D(t-ty)x(ty)

Alors pour une commande nulle et utilisant (B.4) on trouve :

n

y() = 3 o (t-1o) C A*x (ty)

k-0
Cette derniere équation indique que si y(t) est connue durant ( t; - t,), donc x
(ty) est uniquement déterminée , de cette équation |, si x (1y) est une combinaison
linéaire de ( Cy A" pour: k=0._.n-1 et I=1.m,
On pose alors :
DEA L AlC S (AT EE . (A
appelée matrice de test d’observabilité

On dit que le systeme est complétement observable si les n vecteurs
colonnes sont linéairement indépendants .
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