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Abstract:

This work has for objectif- to Fintroduse one part of modern coatrol theory in
particular, the lincar optimal control and Kalmano filtering.

The probdlem of dosigning sn optimal rogulator for sircraft fighter with non
finite period fn stochastic approch has considered.

A computor simulation shows how the optimiZation of the coatrol aad

optimisation can be achivied
Résumé:

- Ce travail a pau;: but d7introduiro une partie de la théoric do coatrdle
moderae et ea particulier, /2 commande optimale lindaire et le filtrage de
Ka/man.

Loremple qui a été considdré est celui de /s synthdso dun régulateur optimal
4 horizon infini d'un avion de chasse. Le problome a 616 traitd dans ua
coatexte stochastigue. A ‘

Une simulation sur ordinateur a 816 [faite pour moatrer commeal udage

optimisation des porformances et de /'observation peuveat étre rdalisds.
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. Introduction 2

L'objectif de la commande d’un processus est d'imposer a celui-ci un
comportement souhaité conduisant & un agsservissement de ce processus.

Certains systémes peuvent &tro commandés sans la nécessité d’une
information concernant le passé de I"évolution du processus, c est le cas de
la commande en boucle ouverte.

En absence de perturbations et d'errours de modélisation, ou lorsque le
systdme ost naturellemont ‘stable, la commande on boucle ouverte est
suffisante. C'est la forme de commande la plus simple & réaliser ot souvent la -
moins cher A implémonter. -

Lorsqu'on souhaite avoir des performances spécifiques sur le comportement
du syltéme, ou bien lorsque ce dernier ost instable lexplontation de la boucle
fermée s'impose. Cette structure dont los sortics ont un effet sur les entrées,
permot si slle est convenabloment réalisée de limiter les imperfections ot les
errcurs duecs aux simplifications effectuées lors do la réalisation du modéle du
proccssus, comme par cxcmple le choix d’un modéle linéaire pour décrire un
processus non linéaire, ou 'existence d'une imprécision dans la détermination
des paramétres du modéle.

La concoption de commande en boucle fcrmée peut s etfoctuot soit dans une
approche fréquenticlie ou une approche tempotrelle. Les méthades de I'approche
temporelle sc basent essenticllement sur la technique d'espace d'état qui est
trés convenable dans l'analyse et la conception des systémes MIMO ' non -
stationnaires. ' '

Parmi ces dernidres méthodes on cite 1a tochnique de placemeont des poles
qui consiste & spécifier des placoments pour les pdles de la boucle fermée en
vu de la détermination des gains do rotour. Ces placements do pdles, en -
particulier vont fizer certaines performances pour le systdmo ( vitesse,
dépassement, amortissement, temps de réponse,...) mais sans tenir compte de
1"éncrgic nécossaire 3 mottre on ocuvre ou Ia réalisabilité physique. Copendant,
si inversement, la conception doit se faire dans un cadre de compromis ontres,
par excmple, lcs figures de méritc & atteindre et les moyecns possibles & mettre
en ocuvre |'emploi d'une technique de commande optimale devient nécessaire.
Sous cette approche 1'objectif est de concevoir un systéme do commande qui
peut réaliser certaines cxigences spécifiques tout cn tenant compte d’un colt
de performance [12).
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La commande optimale résultante assura certaines propriétés recherchées
comme, la stabilité asymptotique, des marges de gain ot de phase convenables,
et unc insensibilité appréciable aux variations des paramdtres du systéme {12].

Cette commande optimale ne peut cependant &tre réalisable que 5i tous les
états du systéme sont compldtement accessibles A la mesure. Mais, en pratique
ceci n'cst pas toujours le cas. Il existe des cas ol on ne peut introduiro des
capteurs pour mesuror un état, ou bicn encore on dispose des appareils de
mesure qui introduisent des errours de mesures trés considérables. Cela nous
aménc & trouver un algorithmoe (observatour) qui nous permet de reformer le
~ vecteur d'état pour contourner ¢¢ probléme.

Le probléme d'observation consiste donc a construire pour un modéle
déterministe du processus, un systdme défini par son équation d’état et dont
la sortic donne une ostimation de I'6tat réel. Cotte thche sera cssenticlioment
réalisée sur la base des inputs et outputs du systdme ( se sont les scules
informations disponibles au concepteur).

En pratique il ost rare que le systdéme de commande tojt congu dans un
contexte déterministe. Il est plus commode d’optimiser le comportement du
systéme pour unc large classe de perturbations aléatoires connues par leurs
propriétés statistiques. On note aussi que les pai‘amétros des systémes
physiques sont rarement  comnues d'une ‘fagon exacte. ls doivent &tre
modélisés par une forme d'un processus aléatoire. De plus, 1'état du systéme -
est toujours taché de bruits aléatoires de mesure.

Ainsi, pour résoudre le probldme de la commande et de l'observation en
préscnce de processus aléatoires 1'utilisation de la théorie stochastique
s'avére nécessaire. '

Dans le cadre stochastique le probléme de I'observation est remplacé par
le probléme de filtrage. Ce derniecr consiste & déterminer, une estimation
optimale du vecteur d'état pour un systéme sujet & des perturbations
aléatoires tout en cherchant & minimiser la variance de I'erreur entre la valeur
réelle de 1'état et son estimation.

La conception d'un systéme linéaire de commande optimal A Iaide de
I'estimation d'état cst basé sur les résultats du principe ou théorime de
séparation [10].
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’

Ce théordme institue en Particulier que lo probléme d'estimation d’état
( déterministe ou stochastiquo ) et le Probléme de commande Peuvent 8tre
résolus séparément conformément a ce théoréme. '

Ainsi, la minimisation d'un critére de performance quadratique pour un
systéme linéaire soumis a des bruits blancs st réaliséo d'aprés ce théoréme
par le résuitat de |a commande optimale dé;erministe cn ignoraat lg présence
du brait. '

Les solutions dos deux problémes ( estimation d’état ot commande optimale
linéaire quadratique ) établies séparément de fagon optim@lo, réunies dans une
structure Régulatour-Observatcur scra également optim&le. ‘Notez que cotte -
décomposition est Permise par la lindarité dy Probléme, et par lo fajt que les
perturbations soient blanches ot contrées [10].

La théorie rappelée ci-dessus ' (retour d’état, commande optimale,
obsoervation, filtrage optimal, et le principe - de séparation ) constitue une
‘partie de la théorie moderne de commande tinéaire. Elle ost utilisée largement
dans plugsicurs probiémes pratiques { synthése do commande d'avions, missiles,
navires, suspensions actives des engins mobiles,...cct ).

Notre étude Porte sur la conception d'un systéme de commande lindaire
optimal pour un avion, par application de Ia théoric moderne évoquée
précédemment.

Plusieurs travaux ont été réalisés dans ce cadre [B] maijs ¢ssentiellement
basés sur les méthodes de conception classiques ( les techniques fréquenticlles
deo Bode et de Nyquist ). Peu de travaux ont fait l'objot de conception dans
le domaine temporclle [5] et encore moins eon utilisant la théorie de 1a
commande optimale. :

Ainsi, notre travail consiste X concevoir par simulation un systéme de
‘commande pour augmenter la stabilité de 1'avion ot pour réaliser un pilotage
automatique. Nous avons utilisé 1a technique de la commande optimale linéaire -
quadratigue en considérant que lo Processus évolue dans gn contexte
stochastique pour se rapprocher au micux des conditions réelles de vol.
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L'organisation de ce travail est la suivante:

Dans le premier chapitre on fera une introduction & la théorie de la
commande optimale linéaire. On utilisera dans le cas des systémes continus los
résultats de principe du maximum de Pontryagmn, et dans le cas des systémes-
discrets cecux de la programmation dynamique dc Bellman.

Le deuxidme chapitro traitera l'estimation d'état. On introduira en premier
licu le principe de l'observation dans le cas déterministec. On examinera aprés
le cas stochastique et en particulier le filtre de Kalman dans ses deux
versions ( continue et discrate ). "

En troisieme chapitre on introduira lo'principe de séparation et la dualité

i

entre estimation et commande optimale linéaire quadratique.

Le chapitre quatre sera consacré au choix du modéle de 1l'avion. Nous
donncrons un apergu sur les équations intervenant dans la modélisation et sur
le principe de commande.

Dans les chapitres cinq et six on exploitera a I'aide d'une simulation sur
ordinateur les résultats do la théorie de la commande optimale linéaire
quadratique ot filtrage optimal au probléme de la commande de 1'avion.

Une conclusion générale avec remarques cléturera notre étude.
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1.1 INTRODUCTION:

Dans la commande des systémos dynamiques il oest dtabli depuis
fort longtemps que la technique de feecdback est un outil trés
indéspensable. Cette technique va introduire un changement dans
| 'emplacement des pdles du systéme et entraine ainsi wune
modification dans la dynamique globale du systéme considéré
(bande passante, dépassement, amortisse@ent, R

A titre d'cxempic la méthode de placement des pdles [10]
permet de réaliser un fecdback par spécification de
| "emplacement des ‘'pdles du systéme on boucle fermée. Cotte
méthode de¢ synthdsec, bien qu'ellec ost trés efficace, ne permet
pas de spécifie complétement les paramdtros du contrdlecur pour
un systéme de type MIMO. En effet, pour un systéme d ordre m avee
m cntréecs et dont le vecteur d’'&tat ost compldtement accessible
2 la mesure, il existe (u x m ) paramédtres A déterminer, alors
qh'on a8 sculement n pdles A placer. Ainsi, il e;ilto une infinité
de voiecs conduisantes sux pdles de la boucle fermée. La
détermination de 1a ou les voies les plus @ppropriéel parmi
telles voies possibles et pour un certain objectif fixé constitu
un probléme de décision ou commande optimale. - -

Une autre raison pour chercher une commande optimale ost gque
le concepteur face & un probléme non familier et qui deit le
‘commander, et dont il ne possédc'aucune informgtion & priori sur
les emplacements des pdles qui conduisent - 24 un comportement
performant aura besoin d'une méthode préliminaire de conception.
Cela ost permis avec la technique de la commande optimale.

Le probléme général de 1a détermination d'une commande
optimale consiste & trouver parmi les commandes admissibles celle
qui permet & la fois de: vérifier les conditions initiales ot
finales données, do satisfaire diversos comtraintes imposées,
et d’optimiser un critédre de performance choisi.
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1.2 FORMULATION DU PROBLEME:

Le probléme s¢ forme en spécifiant le processus, le critdreo
&8 optimisor, ot la commande admissible [1].

- Procossus:

Scit le systéme dynamique linéaire d'oraro.n régit par
1"équation différenticlle:

X(t) =Ax{t)+Bu(t)+w(t)
(1.1}
x(ty) =x,

A représente la matrice de dynamique-du systéme de
dimension ( n x n).
B matrice des cntrées de commande de dimension (o x m).
x roprésente le vecteur d’état du systéme ( o x 1).
W un vecteur regroupant les perturbations extéricures
quelconque ( k x 1).
u le vecteur d'entrée de dimension ( m x 1).
et 1'équation de mesure:

y(t)=Cx(t) | (1.2)

C matrice d'observation de dimension { m x n).
y le vecteur de mosure du systéme ( m x 1 ).
- Critédre:

L'objectif de 1la ’commande optimale o6st de determiner un
vectour de commande u (t)qui conduit lo systéme A un état cible
de tolle fagon 2 ce que durant le processus un critdre deo
performance cst minimisé ou maximisé (i.e optimisé). '
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1.3 COMMANDE OPTIMALE DES SYSTEMES LINEAIRES CONTINUS:

Dans |'application du principe du maximum de Pontryaguin la
solution au probléme précedent d'optimisation est obtenu par la
minimisation d 'une certaine fonction , appecléec hamiltonien
qui a la forme suivante:

H(xlul til)"L(x,u,t)'&ATX(t) (1")
ol A représente le co-état du systéme [2].

Pour notre probléme quadratique le Hamiltonien prendra la
forme: i

H(x,u,t)= -%ef(f:) oe(c)+«-21—uf(t)xu(t) 1.7y

+AT(t) [Ax(t) +Bu(t) +W(t) ]

Les conditions nécessaires pour obtenir un extrémum pour la
fonction H sont [2]:

OH _

Bu -

OH 47 L {1.8)
{ -t

oH _
alfl',

¢c.a.d pour notre probléme linéaire :

OH _ T - | | 1.9
Tu Ru{t)+BTA(t) =0 ( )

et:

%%- T Qlox(t) -n (£)1+A7A(E) = -A(£)
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avec les conditions finales [19]:

A(L,)= CTFICX(t,) -n(t,)] {1.11)
D'aprés 1'équation (1.9) on peut tirer la loi de commande:

U(t)=~R1BTA(L) N (1.12)

1.3.1 PROBLEME DE POURSUITE (qn # 0):

L’état x(t) et le co-état A(t) sont linéairement roliés
par {2]: :

A(t)= P(t)x(c)=-§(¢L) (1.13)

E ct P sont dos paramétres 3 déterminer ultéricurement.

Substituant la relation (1.13) dans |’équation dynamique (1.1)
on obtient:

R(t) = Ax(E)-BRIBTA(£) +W(E) (1.14)

La dérivation par rapport au temp: decs deuxr membres de
1'équation (1.13) donne:

A(E)= B(t)x(t)+P(L) (L) -§ (L) (1.15)

et d'aprés les équations (1.10) et (1.15) on tire:

~CTCx(£) +C 70N (£) +ATLP(£) x(£) - (£) ] = B(£) x(¢)

+P(t) {Ax(t) ~BRBT[P(L) x(t) -E (£) 1}+R() WiE) ~E () ‘1 1%
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Aprés regroupement des termes en x{t) & part ¢t les termes ¢n
n(t) & part, la relation (1.16)) ost satisfaite queclque soit x(t)
et n(t) si et sculement si:

1. .

B(t) ~-P(t)A-ATP(t)+P(t) BR™BTP(t) -CTQC (1.17)
avec les conditions finales: |

P(t,) =CTFC

§(t)=-~[A~-BR*BTp(t) ] TE{t)+p (L) W(L)-CTRq (L) (1.18)

avec les conditions finales:

x(tr)- CTFn(tg)

Ainsi, on voit d'aprés les équations (1.12) et (1.13) que la
loci de commande optimele est linéaire et & 1a forme suivante

u(t) =-RBT[P(£) x(£) -E(E)] (1.19)

ot P(t) est solution do 1'équation de Riccati (1.17), et E(t)
est la solution do 1'équation différentielle (1.18), avec W(t)
unc perturbation déterministe,

_Cétte loi de commande peut &tre décomposée en decux partics:

- un régulateur d’état ou feedback donné par:

Upge (£} =-R*BTP(L) x (L) -
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- une boucle d'anticipation (Feedforward) donnée par:
Upyur (L) =R"IB TE ( )

Cette boucle d'anticipation va prendre en charge 1'effet de
la perturbation sur la réponse du tystéme.

L'extremum de la fonction H définie par les rolations'(l.B)
¢st un minimum si: '

PH
ZE.r
ou?

od R ost définic positive .

Les équations différenticlles (1.17) et (1.18) sont &
résoudre pour trouver P(t) ot E(t) pour tout t tel que ty <t <
t;. .
: En oxaminant la loi de commande provenant de 1'équation
Riccati (1.17) et la condition tinale P(tt)=Cﬁﬂfon voit que ces
équations sont indépendantes de la consigne n(t). Cela veut dire
que la matrice symétriquo P(t) est complétement spécifide lorsque
le systéme, le critére, ot le temps t; sont spécifiés,.

1.3.2 COMMANDE A HORIZON INFINI:-
Dans lc cas od le temps de |'application de la commande
(tf-%) cst infini ot 9y # 0 la minimisation du critére n'a pas de

sens, car ce dernior diverge pour n'importe quelle commandeo u
choisi [12]. En cffet:

u(t)=-R1BT[P(t)x(t)-E(Lt)] (1.20)
avec:

E(D) -l L()+P(EYW(E)-CTON () (1.21)
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et:

A ~A-BR™BTP(t)

On démontrec quc la matrice Ag cst stable [15] (secs pdles sont
a partic réelle négative), donc la matrice 'At est instable:

De ce fait E(t) va diverger, co qui implique que u(t) divergera-
aussi, ot puisque le critére 3 ung reclation directe avec u(t) par
(1.5), alors ce dernier va slrecment diverger. Doanc, on ne peout
trouver une commande optimale pour ce cas. A co niveau, nous
signalons qu’'un traitement particulier du probléme ost considéré
dans [12]. : |

1.3.3 PROBLEME DE REGULATION:

Dans ¢c cas q(t) est nulle, et si de plus on considére la
régulation d'état (i.e € est une matrice identité) et les
perturbations extericurs sont nulles on aura:

1.3.3.1 REGULATION' A HORISON FINI: -

Daprés [2]
| A(L)= P(E)X(E) N (1.22)

et de (1.12) on tire:

u(t) = RABTP(t) x(t)  {1.23)

avee P(t) est la matrice définie positivé symdtrique, solution
de | 'équation (1.17).

La valeur optimale du critdre est donné paf:
: . 3.

- J--%-xTP(t)x - {1.24)

'1.3.3.2 REGULATION A HORISON INFINI:

Dans le cas oR le temps d application de la commande cst
infini et si le systéme ecst controllable et observable alors
une solution pour'lo;problbmo existe [2]. Si do'plul le systémo
ost stationnaire (A, B, C), @ ¢t R sont constantes le deuxidme
membre de |'équation (1.17) tend vers zéro quand t; tend vers
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l'infini et 1'équation (1.17) devient 1'équation algébrique de
Riccati: : '

?E- 0

ATP + PA-PBR'BTP+Q = 0 | (1.25)
et la loi de.conmando s'éerit

u=-RBTPx(t) = -Gx(t) {1.326)
avc;: P solution de l'(EAR) et ol G une mat;lce constante de

gain. _
Le revenu optimal pour cec cas est donné par:

dt

J- xTPx (1.27)
Posons:
d ol
AL (TPxexTPX) (1.29)

1

compte tenu do | équation de Riccati (1.25) on obtient:

%-—x T(PBR-1B TP+ T0C) x C (1.30)

c'est une oxpression définic négative. Si R > 0 et Q > 0 or
c'est le cas de notro hypothdse, donc nous pouvons conclure que
la la boucle fermmée ost asymptotiquement stable.

En comparant 1'équation de Riccati du probléme de poursuite
avec c¢elle du probléme de régulation on note qu'elles sont
identiques. Cola veut dire que Jla structure d une boucle fermée
du probléme de régulation optimale est la méme que celle de la
structure du probléme de poursuite optimale. !

[A-BR'hﬂf] est la méme. C'est-%-dire que les valeours propres du
- systémec bouclé sont indépendantos de la référence qn(t).



2. commande optimale ’ 16

1.4 PROBLEME DISCRET:
1.4.1 INTRODUCTION:

Les modéles d'états continus sont parfaitement adaptés pour
une simulation sur un calculateur analogique. Pour des raisons
multiples; fiabilité, réduction de Ia.comploxité, facilité do
réalisation, colt,..., on préféfe travailler sur des calculateurs
-pumdriques.

Pour adapter un signal analogique & un bloc de traitement
numérique (Micro-processeour, ordinateur, hardware numérique
spécialisé) on doit le mettre sous une forme compatible & co
bloc; c'est |'opération d'échantillonnage suivi d'une opération
de numérisation.

1.4.2 DISCRETISATION DU SYSTEME:‘

Soit lec tysteme dynamique sous sa forme continue suivante:

X(t)= Ax(r)+Bu(t) "{1.31)

Le systéme discret peut &tre écrit de la manidre suivante
(Annexe A):

x(k+1) = Ax(k) +Bu(k)
y (k)= Cx(k)

(1.32)

1.4.3 DISCRETISATION DU CRITERE:

. L]
La commande optimale consiste A4 trouver une commande u (t) tel
que ia fonction: '

T
J= f(x T(£) Ox(t)+uT{t) Ru(t))dt
[} - £1.33)

+x T(T) Fx(T)
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le critédre correspondant & (1.5) est trouvé [13] sous la forme

. ‘ N1
J= X T(N) Fox (N) +E J(k) . (1.34)
M)

avec:

J(K) =% T(K) Oy () +u T (K) Ryu (k) +2 T(k) S,x (K)

ol O‘, So, et R‘—cont des matrices qui sont ecxplicitées dans
| 'anpnexe A.

On supposera encore que [1]:
Q‘ est définie semi-positive ';
Ry cst définic positive.

1.4.4 CHOIX DE LA PERIODE D’ECHANTILLONNAGE: -

Le choix de la période d'échantillonnage joue un rdle
primordial dans la détermination des mattices-dh systéme discret.
En effet, lorsque cette période est trés'grande, }'opération
d"échantillonnage ne peut suivre 1'évolution du systéme,{(il y'a
perte d’informaiions au cours du processus, pai contre lorsque
la. période est trop petite, |'échantillomneur se trouve trop
chargé avec des données redondantes inutilement. Donc, il faut
faire un compromis entre les doux cxtrémums. En pratique on
choisit la fréquence d'écpantillonnago selion la loi de®™ Thumb *
i1t] i.e: : ' )

5Fpy SFyS25Fyny | {1.35)

. oﬁ‘f;“ est la fréquence maiimum du systéme, ou bien on choisit

la période de telle fagon qu'on peut prélever trois & quatre
-échantillons par temps do monté de la réponse du systéme.
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Lorsque’on utilise le retour d'état, le choix de la période
doit tenir compte du changement dec la bande passante du systéme
bouclé. On procéde de |a méme manidre pour 1a détermination, mais
en prenant le systéme en boucle fermée.

1.5 COMMANDE OPTIMALE DES SYSTEMES DlSCRETS:i

L'équation récurrente d'optimalité entre deux instants
consécutifs k ct k+l a la forme [3]:

I (%K) k) = min (k) [z (x(K), utk), k)
+J* (x(k+1) ,k+1)]

(1.36)

Cr(x{k),u(k),k) représentoe le critdre de performance sous sa forme
discrédte ( équation (1.34)).

1.5.1 ETAT FINAL LIBRE:

7 De 1'équation (1.34) et de (1.36) | équation d'optimalité de
Bellman s écrit: ' .

J* (x(k) , k) =min , (k) {-;- (3 T(K) Qox (k) } +u T (k) Ryu (k) +2x T (k) Syu(k))

+J%( Ax (k) +Bu (k) ,k+1)}

{(1.37)

Dans cc cas le revenu optimal s’ exprimo sous forme quadratique

[3]):
7 (x) , J) =27 PL (), (1.38)

en cffet posons & ! 'instant k+l

J*{x{k+1) ,.k+1)--é-x"(kq—l)?(kﬂ).x(ku) | (1.39)
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il vient que:

J*(x(k) , k) ~ min, [% (% TQpx+2 TSyu+u TRu)

: (1.40)
+% (Ax+Bu) T P(k+1) (Ax+Bu)] |

L'optimisation de J(x,u) par rapport A u conduit a la condition
‘nécessaire

8J(x,u) _,
R , {1.41)
solt: 8yx+Ryu+BTP(k+1) + (Ax+Bu) x~=0
¢ce qui conduit a la commande optimale
u® (k) ==(R,+B TBP(k+1) +B)y{(5,"+B TP (k+1) - A)x (k) (1.42)
d'ol la structure bouclée:
u*{k)=-Lx(k)
{(1.43)
L=(R,+B TP (k+1) ¢ B)™(S,"+B TP (K+1) ¢ A)
Repottpns X Y] cxprelliopl dans (1.40) on obtient:
L !
J(x)==Ix7Q.x-2x TS, Lx+x L TR
abte ’ .- (1.44)

+ —21-x T(A+BL) TP* (A+BL) x

on voit bien gue J{x) est une forme quadratique , donec si le

revenu optimal ost quadratique a |'instant k+1 il ]'est aussi &

1'"instant k. Comme |'état final est libre il vient

- J(qu;m -0

D'aprés (1.38) et (1.44) on peut tirer P(k+1l). P(k) et
solution de 1'équation réccurente suivante : ‘ '

P (k) =Qy+A TP (k+1) A~[R,+B TP (k+1) B

: (1.45)
[So™+B TP (k+1) A] [S7+B TP (k+1) 4]
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_ Connaissant la valeur finale K(N)=0 ;on peut calculer K(N-1)
facilement car il s'agit d'une simple relation reccursive cntre

K(N) et K(N-1).
1.5.2 ETAT FINAL IMPOSE:

Lorsque 1'état final du systéme n'est pas nul! on montre
d'aprés [3] que le critére prond la forme quadratique suivante:

-lyT A
| J‘(x(k)l,k_) 2x7(k) P(R) x(K) a6
-2g T(k) x (k) +¢ (k)
posons:
T*(x(k+1) , k+1) =2 xT(k+1) P(k+1) x{k+1)
2 (1.47)

- ~2g T (k+1) x(k+1) +@ (k+1) .

La condition do stationnarité de u s écrit

-

H
|
|
i
|

BJ"(ax,k! -0
u

d'on: ' , .
S Tx (k) +Ru* (k) +B TP (k+1)(Ax (k) +Bu® (k)+2B 7g(k+1) =0 (1-48)

La commande optimale sera:
u* (k)= (R+BTP(k+1) B)*(S T+B TP(k+1) A)x (k) -2B Tg(k+1) (1.49)

qui est de¢ la forme

u* (k) =Lx(k) +A (k) {1.50)
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portons cette exprossion dans I'équation(l.l?) il vient:

J* {x(k) , k)= -;—'x"(k) Plk) x(k) -2 T(k) x (k) +¢ (k) (1 .51 )

od P(k) est Ia solution de I‘équation Riccati discradte (1.48).
et

A{Kk) = 2(R+BTP(k+1) B)*B *g(k+1)
gik)~ (A+BL)Tg(k+1) {1.52)
¢ (k)= @ (k+1) +ATB Tg(k+1)

La condition finale sur 1la fonction J est donnée par:

J(N,N) = xT(N) P(N) x(N) -2g T(N) x (N) +@ (V) (1.53)

od x(N), P(N), s(N),‘ct w{(N) sont des valecurs connues.

La connaissance de J( x(k+1),k+1 ) & {’'instant k+l done
P(k+1) permot de calculer P(k) 3 1'instant k.

1.6 CHOIX DES MATRICES DE PONDERATION:

Lorsque on utilise la théorio d’'optimisation, le critdre de
performance est formé suivant des arguments physiques. Dans co
cas idéal, 1la théorie de la commande optimale quadratique
apparsit comme unec approximation lorsque les équations d'état
sont obtenucs par unc linéarisatlon dos équations physiques, ot
" lorsque la fonction colit est obtoenue & partir d'une fonction cofit
non linéaire. Malhoureusement, cotte formulation est obtenue dans
peu de cas.

Dans le cas général, il cst difficlle de trouver le critére
de performance quadratique. Le conceptcur doit choisir une
fonction de colt, et déterminer 1la loi do commande ¢n résolvant
I'équation de Riccati. Le systéme bouclé obtenu ost analysé;
réponse temporelle, réponse fréqueaticlle, robustesse. Sur
l'optiiﬁo lumidre de cette analyse, on modifiera la fonction de
colt jusqu’'a |'obtention du résultat souhaité. La commande
optimale semble 1la plus adaptée pour résoudro un probl2mo dont
on n'a aucune  connaissanco a priori. En effet,la commando
optimsle permet d'avoir A toutec instant une stabilité du systémo
avec une marge de stabilité résonable.
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.

1.6.2 MHETHODE DE PENALITE:

Une autre fagoh'pour déterminer ccs matrices, et de choisir des
variables q;; qui correspondent ‘A des ‘variables ﬁhysiqucs
significatives. La fonction colt est choisit comme une somme
pondérée avec ces variables. Un poids élevé cntraine une réponse
avec une amplitude fa}blc, un poids faiﬁlc correspond & une réponse
grande. Ainsi la réponse du systéme a des pdrturbations‘typiques
est évalué: ’

T
J= [ (g.x3+q.x3+. .. +q. x:
{ Q32+, ax} 1.56)

+p1uf+p?u§+ .. o4pqui)dt

avec:

-ql 0 0 ' . 0 0. -pl'O 0 » . . 0

0 qao LI ] O 0 pzo . s e
Q- . - . . . . L3 I R.- » - - . L] - -

0 0 . .. .4 00 ... .p,

v

les pénalités sont choisit de telle sorte que le systéme ait le
compertement désiré.
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2.1 INTRODUCTION:

De nombreuses méthodes de commandes des processus utilisent
le principe de retour d’'état (commande optimale, placement de
pdles, découplage ..). Cependant, le retour d'état nécessite que
le vectour d'état x du tystéme soit accossible & la mesure pour

pouvoir réaliser ta loi u=f(x). Il existe dos cas ol ce vecteur
n'est pas disponible; la matrice d'observation C est singulidre.

Pour résoudre un tel probléme on peut procéder par trois
méthodes: -

La premiére; intuitive, consiste A résoudre 1'équation d'état
dircctomont, mais cela ost possible si le calcul de 1’intégral
est évident. Généralement ce n'est ﬁal le cas. Il faut procéder
par une méthode .numérique. qui introduit sans doutec des errecurs
de caltculs. De plus, le calcul fait apparaitre les erreurs de
modélisation des matrices A et B ¢t les conditions initiales ne
sont connues que d'une maniére approximative. Cecla revient &
estimer une valeur de 1'état x et ne pas le calculer exactement
[10]).

Une autre solution qui peut &tre considérée ot consiste A se
contenter des états accessibles pour réaliser la boucle ferméo.
Mais l1'utilisation de la technique de la commande optimale
devient non utile puisqu’elle donne un systéme avec retour
d'état non optimal [12].

Une troisiéme fagon de voir ce probléme; la plus intéressante,
cst de construire un algorithme qui pormet d'aftimor 1’état x en
corrigeant en permanence cotte cstimation et en tenant compte
seulement des signaux accessibles au concepteur; | 'entrée a(t)
et la sortie y(t).
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Un recconstructeur d’'état ou estimateur est un systédme (Fig.
1) ayant comme cntréos los ontrées ot les sorties du processus
réel, ot dont la sortie est une estimation de 1'état de ce
Procecssus.

U Y

—_ processus — >
' reoonstructéur | x,

-Figure 1: Principe d'un estimateur

Sous les hypothéses que le systéme est linéaire et obsecrvable,
il est possible de concevoir 1 'observatour pour estimer touts les
dtats. : :

La structurc de base de | "estimatour ost tovjours la méme,mais
sa réalisation dépendra du contexte choisi: continu ou discret,
déterministe ou stochastique.

‘Dans le c¢as ob ce modéle est un moddle déterministe, le
reconstructeur d'état sera appolé observateur. Dans le cas du
modéle stochastique, le reconstructeur est appelé filtre.

Le probléme de |’observation consiste a construire, pour un
modéle déterministe du processus, un systéme défini par son
équation d'état, dont la sortie donne une estimation de 1'état
réel du processus (Fig. 1). Cette ostimation comporte une erreur -
qui doit tendre vers zéro; quand cette propriété cst satisfaite
l1'observateur ost dit asymptotique [3].

2.2 STRUCTURE DE L' OBSERVATEUR ;

Supposbné un systéme défini par la réalisation linéaire
- déterministe:

R(t) = Ax(t)+Bult)
yit) = cx(t)
avec:

(2.1)

x(0)-x,
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te RY, représente le temps, u(t)e Rl, l'entrée du processus,
y(t)s R*, la sortie mesurée du processus, x(t)se R', 1’état du
modéle (2.1} et A, B, et € sont des matrices constantes de
dimensions sdaptées. '

Si 1’on excepte le cas trivial od C est inversible, les scules
grandeurs accessibles du modéle sont u et y. Une premidre
sclution pour estimer |1'état x sorait dec simuler le modéle (2.1)
‘sous la forme:

2(E) = AR(E) +Bu(t) . (3.2

ol x ¢st unc estimation de x. Cette solution ne tenant compte que
des entrées ost inacceptable: d'une part | 'erreur d'estimation

I=x - ¥ augmente cxponcntiellement dans le cas d'un modéle
instable. D'autre part, toute commande calculée en boucle fermée
est implantée sous la forme u=f(x) devient en réalité une
commande en boucle ouverte. Le principe de reconstruction d'un
observateur consiste donc & corriger la dynamique (2.2) en tenant -
compte de 1’'écart ecentre la sortie réelle. et la sortie
roconstrulte. Cela conduit & 1 'observateur:

R(t) = AR(e)+Bu(t) +Kiy(t)-c2(t)} (2.3)

K: ost le gain de -1'observateur.
Soit x= x - x 1'erreur d'observation. D'aprés (2.1) ot (2.3)

il vient:

Z(t) = AR(¢t)
avec:
R0} =x-%,
A=a-xC

(2.4)

- THEOREME :

Les valeurs propres de A-KC peuvent étre fixéos arbitrairement
si ot soulement si ta paire (A,C) est observable [9].A

Si les conditions de ce¢ théordme soat vérifiées, une grande
tiberté ost laisnsée & l'utlilisateur pour fixer la matrice K. Do
fagon générale, on la cholsit telle que les valeurs propres de
A aicnt des partics réolles négatives plus grandes on module que
colles des valeurs propres de A. On sera alors assuré d'avoir une
dynamique d'ocrreur d'observation plus rapide que <celle du
processus. En utrilisant la théorie de la commande optimale, K



2. Estimation d’'état. : 29

peut 8tre déterminé cn minimisant un critédre de type quadratigue
tur l'errcur de reconstruction x.

2.3 OBSERVATEUR STOCHASTIQUE:

Dans la pratique on n'a jamais de mesures parfaites ( ic: sans
bruits), il existe toujours des bruits de souffle 2 1'intéricur
des captoeurs ot qui interviennent dircectement sur les grandeurs
mosurables. Do plus, les systédmes physiques sont rarement connus
de fagon exacte; il y a toujours une incertitude dans 1la
modélisation. Ces bruits sont généralement de nature aléatoire
avec deg caractéristiques statistiquos conanueos.

Donec, il est important de temir compte de cos bruits dans le
développement de la théoric de commande; la commande optimale
déterministe sora remplacéo pat la commande optimale
stochastique, ¢t le probléme d’'observation déterministe céde sa
place au filtrage

2.4 FILTRE DE KALMAN:
2.4.1 INTRODUCTION:

Le probléme de filtrage consiste & extraire un signal utile
noyé dans un bruit. Si les spectres du signal et du bruit ne ze
chevauchent pas, il cst possible de concevoir un filtre qui fait
passer le signal désiré ot atténue le signal bruit.

Lorsque le signal et le bruit préseﬁtent un <certain
chevauchement de spectres, le probléme dc filtrage devient celui
de trouver le filtre adéquat qui extrait le signal du bruit
[11]. :

Le filtrage peut &tre défini aussi comme étant la
détermination des ostimations de variables du systéme lorsque
|’environnement présente des perturbations aléatoires.

Deux approches peuvent &tre utilisées pour aborder <co
problime: une approche fréquontieclie (filtre de Wiener) basée sur
{"étulisation des fonctions de transferts  ou des réponscs
impulsionnelles; concepts valables seulement pour les systdmos
lindaires ot invariants. L'autre approche ost temporelle (filtre
de Kalman) et fait recourec aux équations différontielles ot de
différences qui peuveat concoerncr méme des systémes non
linéaires.

La dernidre approche sora traitée dans notrec étude , car elle
permet d'utiliser los méthodes d'espace d'état et d 'appréhender
le cas des systémos multi-cntrées multi-sorties non stationnaires
et facilite |'emploi d’ordinateur dans les calculs.

Dans les deux cas, le probléme de filtrage optimal se¢ résume
dans 1a détermination d'un systédme optimal au sens de la
mipnimisation de la variance d'erreur entre la variable réelle et
son cstimation. .
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Différents types de filtres ecstimateurs peuvent édtre
synthétisés suivant la quantité d'information disPonlbIe;

Si on considére un systéme doat on posséde un cascmble de

mesuros Y entre un instant initial t, et un instant final t; tel
que: .

Y-( Y(t)/t‘tg )

En utilisant |'enscmble des mesurcs Y; disponibles jusqu’d
|"instant t; on veut estimer wune variable x(t).

On distingue trois cas possible:
Si t <« tf => prohldme de lissage;
Si t = tf => probléme de filtrage;
Si t > tf => probléme de prédiction.

La figure 2 illustre ces différonts cas possible:
. T

| | Signa

Estimate

k+1
c)

Figure 2: Les trois cas de filtrage:
(a) lissage; (b) filtrage; (c) prédiction.

Les algorithmes donnant la solution de ce probléme ont été
initialement déterminées par Kalman { 1960 | dans le cas discrot
¢t Kalman ot Bucy [1961] dans lo cas continu. Nous établirons
le filtre de Kalman discret puis nous passcrons au filtre de

Kalman continu.
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2.4.2 LE FILTRE DISCRET DE KALMAN :
2.4.2.1 MODELE STOCHASTIQUE DISCRET:
Un systdmc linédaire et invariant dans

composantes localisées peut 8tre décrit
équations de différence suivantes [9]:

le temps d'ordre n &
en général par les

x(k+1) = Ax(k)+Budk)
y&)-Cx(k)

(2.5)

ol A ost la matrice dynamique du systéme de dimension (a x n)
B est une matrice d'input de dimension (n x m)
C la matrice d'observation de dimqnsion (I x n)

x(k), u(k), et y(k) sont respectivement, le vecteur d’'état

qu’on veut estimer, le vecteur d'entrée déterministe, ot

le
vecteur de mesure du systéme.

Si l'environnement présente des perturbations aléatoires, une

composante due au bruit peut étrc ajoutéc simplement au moddle
(2.5) ¢t on obtient: . :

x(k+1) = Ax(k)+Bu(k)+Gwk)

. (2.65
3= Cxh+vih

Ot w(k) représente les bruits de dynamique et v(k) les bruits
de mesure.

Les bruits de dynamique et tes bruits de
souvent supposés
c'est-d-dire:

mesure sont
blancs de moyennes nulles et incorrélés [11]

E {(wB} - 0
E(ViB) - 0 (2.7)
E{WHYTQ) - 0
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Le filtre de kalman est constitué d'un ensemble d'équations
récursives servants su calcule des covariances P(k/k) et/ou
P(k/k-1) et de |'estimation ¥(k/k) et/ou £(k/k-1) pour k=1,2,..,
¢t cela en supposant que: P(0/1) (ie: la covariance de | eorreunr
relative & I7état Initial x(0)), et T(0/1) (la moyenne de ['état
initiai x{(0)) sont connues [21]. - ‘ :

2.4.2.3 EQUATIONS DU FILTRE:
Les équations du filtre discret de Kalman intc;vionnent en

deux étapes:

1- ETAPE DE PREDICTION: qui consiste & trouver 1'état du
filtre en considérant qu'il n’y a pas de bruit et ce d'aprés
Il ’équation (2.5). :

£E+1/k) = AZ(KfR)+Bu(k)
Pk+1/k) - APKDAT+GQGT

(2.15)

2 - ETAPE DE CORRECTION: qui consiste 2 apporter une correction
a 1'étape de prédiction en tenant compte des bruits de dynamique
¢t de meosure.

Xkfk) = (kfk- 1)+K(k)[y(k)—q£(k1k-1)] -
PR = (I-K(B)C | P(kfk-1)

(2.16)

od K(k) cst le gain optimal du filtre donné par:

K(H)-P(kk-1)CT E-1k)
Z(H)=-R+CPKE-1)CT

(2.17)

Le filtre do Kalman est résolu par ce systémc d équations
récurrentes permettant la progression:

. ( 5(x/k), P(K/K) ) vers ( E(kt1/k+l), P(k+1/k+1) ) pour
un filtre estimateur., )

- ( 3(kik-1), P(k/k-1) ) vers ( x(k+1/k), P(k+l/k) ) pour
un filtre prédicteur A-un-pas. ‘ o '
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Suivant la nature du bruit, le filtre de Kalman peut avoir
dcux interprétations [11]: '

1- Si le bruit est blanc et gaussicn le filtre donne la
mecilloure estimation de | état x.

2- Si le bruit n'est pas gaussien, le filtre de Kalman est
un cstimateur linéaire de x seulement, c'ecst-a-dire, qu’'on peout
eventuel lement trouver un sutre filtre donnant une meilleure:
estimation do x.

2.4.2.4 FORMES PARTICULIERES DU FILTRE:

Le filtre de Kalman est composé de |'cnsemble des
égquations (2.15 a 2.17). Cependant, suivant que 1'étape de
prédiction suit ou procéde 1'étape de correction, om peout
réaliser un filtre prédicteur ad-un-pas ou filtre estimateur.

a) FILTRE PREDICTEUR A-UN-PAS:

Le filtre prédicteur poﬁt 8tre décrit par les équations

-« Téheurrentes

2k+1/E) = ARKE-1)+Bu(R)+ K@y ®)-cx(igk-1)] (2.18)
od la variance de l'erreuf l'ostimation sera donnée par:

P(k+1/k) = A [I-P(E-1CTIBR]C |P(E-1)A

+GQGT
(2.19)

avec:
Z(k)-R+CP(k-1)CT

Le gain du filtre prédicteur est donné par :

K(k) = AP(ME-1)CT[E®] (2.20)
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b) FILTRE ESTIMATEUR:

Le filtre estimateur peut &tre décrit par 195 équations:

2(k+1/k+1) = AR(k/k) +Bu(k)

+X{k+1) [y(k+1) -C(AR(k/K) +Bu(k)) ] (-2
La variance de 1'erreur d'cstimation sera donnée par:
P(k+1/k+1) =[I-K(k+1) C) [AP(k/k) AT+GQGCT] {2.22)
Le gain du filtre estimateur est
K(k+1) = P{k+1/k) CT B7* (k+1)
_aveé: _ {2.23)

-l (k+1)=R+CP(k+1/k)CT

On remarque dans le filtre de Kalman, que les équations du
fittre permettent de calculer K(k) (gain du filtre ) eot les
matrices de covariances P(k/k) et P(k+1/k) independamment des
mesures y(k) et les valeurs x(k/k) et X(k+1/k). Ainsi, le gain
K(k) et la covariances P(k/k) et P(k+1/k) peuvent étrec calculés
2 |'avance et stockées dans un ordinateur pour former le filtre
aprés.

On aboutit & partir de (2.15), (2.16) et (2.17) a 1’équation
de técurrence qui fournit P(k+1/k):

P(k+1/k) = AP(k/k-1) AT+GQGT

. (2.24)
-AP(k/k-1) CT[R+C P(k/k-1)CT |C P(k/k-1)AT

C'est une équation de type Riccati permettant de calculer
P(k/k) et K(k). Une fois ces matrices sont connues, on peut
réaliser le Filtre suivant que |'on dispose ou non de la sortie
a | 'instent k+1.

Les différents termes intervenant dans | équation de Riccati
peuvent &tre interprétés ainsi:

T

le terme APA' traduit le changement de la variance avec la
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dynamique du systémo.

. GQGJ représento ]'sugmentation dans la variance due au bruit
de dynamique. ' ‘ f

. le dernicr terme montre comment la variance de 1'ecrreur
diminue en fonction de l'information obtenuec par la mesure.

2.4.2.5 FILTRE AVEC BRUITS CORRELES:

Dans le cas ol les bruits de dynamique et de mesure sont
correlés, le probléme peut stre approché par deux méthodes
différentes. La premiére consiste A repreandre les équations du
filtre en tenant compte que jes bruits ne sont pas décorrélés.

La deuxiéme; plus facile, consiste & revenir au modéle dos bruits
décorrélés en faisant la transformation sujivante:

x(k+1) = Ax(E)+Bu(®+GwB)-SR[y(&)-y(R)]

Avec: ' | (2.25)
E[ vit)w(dT |-ST8¢k-D)
Le modéle (2.2) dcvlen;:

x(k+1) = Ax()+Bu(B+Gw()+Gy(®)
yB) = Cxk)+vik) |
A - A-GSR''C
G-GSR™*

(2.26)

et le nouveauw vectour de bruit est:

wk) = w)-SR k) (2.27)
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C'est un bruit blanc centré. On peut vérifier que:

Ew®)] - 0
ot :
E [W&)#(DT)-0

La matrice de covariance du nouveau vecteur de bruit est
donnée par:

E [wi®w (D1 = Q d(k-D

Avec: (2.28)

Q - Q-SR'ST

Le terme Ey(k) dans le modéle (2.26) est connu. On peut
maintenant utiliser les équations du filtre pour le cae ot S=0.
Notez que scule |'étape de prédiction change, & savoir:

k1)  AXE)+Bu(k)+Gy(k) |
P(k+1jt) - APRDAT+GQGT

(2.29)

L'étape de correcction reste inchangée. L'équation de Riccati
pour le cas général devient: '

P(k+1/%) - AP(Rk-1)AT + GQGT

-[APEKk-1)CT + st | . (2.30)
* [R+CP(ik-1)C I [AP(KE-1) + GS]T



2. Estimation 4’ état. : 39

La résolution de cette équation pcrmcf de former le filtre
cstimatour, ainsi que le filtro prédicteur en calculant P(k/k)

et K(k).

- FILTRE PREDICTEUR:
Le gain du filtre est donné par:

K() = [APGR-DCT + GS][R + CPHE-DCT*  (2.31)
- FILTRE ESTIHATEUR::

Le gain du filtre est donné par:

Kk = [PHHCT + GSI[R + CPEBCTT (2.32)

Les conditions initialps de cos filtres sont:

% = Etxy)
P(©) - E{ [20)-x(©0)][#0)-x®)]"}

L'avantage de c¢e moddlo est do permeottre la conception d'un
filtre de Kalman dans le cas général od les bruits de dynsmique
ct de mesure son corrélés. En effet, en pratique il est difficile
de pgéaérer un bruit blanc corrélés. Ce modéle permet de
contourncr cotte difficulté en utilisant les bruits décorrélés:
w(k) et v(k) [3]. N : :

2.4.2.6 FILTRE STATIONNAIRE:
Dans plusicurs cas pratique [4,9) la covariance d'erreur P(k)
et le gain du filtre K(k) convergent vers un régime stationnaire

lorsque k tend vers |'infini. Cela nous permet d'écrire
1'équation de Riccati sous sa forme algébrique en posant:

PG+1) = P®) lorsque k - =
P - APAT+GQGT-[APCT+GS][R+CPCTI? . (2.33)
PO) - P,

Cela est valable pourlun filtre stable.
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THEOREME :

Si. (A,C) est une paire observable, le filtre optimal est
asymptotiquement stable, ot la matrice de covariance tend vers
une solution unique qui est définie et positive [10].

. Le gain optimal du filtre devient:
K - (PCT+GS)(R+CPCH! ' " (2.34)

La différence entre le ftlire optimal et le filtre
sous-optimal ne sec fora sentir qu'au début de fonctionnemont {on
perd les informations initiales).

Le Eiltre stationnaire donne un gain du filtre avec une bonne
précision et réduit considérablement le tomps ot la masse dos
calculs [4].

Dans plusieurs applications, on peut remplacer le f[filtre
optimal par son approximation asymptotique. Durant le temps
transitoire le filtre n'ést pas optimal, puis il deviendra &
mesurc que k tend vers |'infini [4]. : -

Lorsque on cxige une grande précision dans le calcul du gain
ou on souhaite travailler en temps réel (probléme de poursuite
par exemple), il faut utiliser 1le filtre de Kalman optimal.

Parfois en pratique on ne dispose pas des conditions

initiales z(0) ¢t P(0), alors dans co cas 1'utilisation du filtre

asymptotique s'imposec ( elle ne fait pas appel aux conditions
initiales [91). !
2.4.3 FILTRE DE KALMAN CONTINU:

2.4.3.1 MODELE STOCHASTIQUE CONTINU:

Le modéle linéaire stochastique continu correspon&ant A celui
qui est décrit par les équations discrétes (2.5) eost donné par
[10]: ’ ‘

X(®) = AX()+BUH)+GW(Y)
Y() = Cx0)+ V)

(2.35)
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Ob t représente la variable indépendante du temps, x(t),
u{t), et y(t) sont respectivement: le vecteur d 'état, le vecteur
d'cntrée déterministe, et le vecteur de mesure. A, B, C, et G
sont des matrices connucs ot de dimensions convenables. w(t)
est le bruit de dynamique et v(t) le bruit de mesure. -

Los bruits du systémec et deo mesure sont souvent pris blancs

avec unc moycmnne nufle, et ils sont caractérisés par leurs
matrices de covarianmce.

Elwnl- 0

(2.36)
E[v#]-0
E[wW()7] = Q8(-v) (2.3)

E[v)n(x)7] - R()3G-%)

Si les bruits sont stationnaires, on aura: Q(t)=Q et R(t)=R.

De plus, $i on supposc quc les bruits ne sont pas carrélés
alors: : :

E[(n'(t)vr(t)] -0 ' (2.38)

E{.} représcate | 'csperence mathématique, ¢t 8 ost | impulsion
de Dirac. '

Les matrices Q(t) et R(t) sont symétriques définies ot
positives. On suppose que |'état initial x0 est une variable
aléatoire avec une moyenne x0 ot une covariance PO:

(o)) % i E (iRt} By (2.39)

2.4.3.2 FILTRE DE KALMAN:

Le filtre linéaire optimal du systémoe continu stochastique
définie par Kalman ot Bucy a la forme suivante [10]:

£1) = AR() + Bu()+ KO0 - CHD)
(2.40)
avec.
2%,
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ol Q(t) est définie comme étant la moyenne conditionnelle de
t’étar x(t): : ' :

) ~ E[x(t)ly(r),r_sr] | O (2.41)

K(t) est le gain optimal du filtre. Il est déterminé de fagon
i cc que |la matrice de covariance de | 'erreur d'estimation soit
minimale. ' )

) - K0-20)
d'od:
1) - ) -#1)

Tenant compte des équntionl (2.35) et (2.4?), on obtient:
0 = [A-KQCIH0 + Gw®) - KOW) (2.42)

Etant donné que w ¢t v sont des bruits blancs alors la
variable E(t) definiec par :

£®) ~ Gw)) - KOWD) (2.43)

' st aussi un bruit blanc avec une moycnne nulle ot une
matrice de covariance Qe(t) définiec ainsi:

Q,(® - GRGT-KWST(HGT
-G8 K (z) + KO RO K (x)

(2.44)

En tcpant compte deo:
Ew@w)] - Q3¢-v) |
E[W@)vT()] - RBG-v) o (2.45)
E[w(t)vT(x)] - S8(t-)
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ot Q et R sont les matrices de covariance de bruits
stationnaire. S la matrice d'intercorrélation des bruits w et v,
on obtient: !

Q8 - GQG™-K()STGT-GSK(x)+ KORK (x) (2.46)

On défini la matrice de covariance de l’erreur x par:

P@) - E[#027)] (2.47)

£f) - [A-KCIHD)+Q® (2.48)

En portant (2.46) dans (2.48) on démontre que la matrice de
covariance P vérifiec 1 'équation différogtioll?:

0] - [4-K(OCIPE) + POIA-KOCIT+Q, (2.49)

En remplagant par |'expression de Q, dans (2.49) , on retrouve
la forme de 1’équation de Riccati 45 chapitre 1:

P()) ~ [A-K@)CIPW) + POIA-K(OCIT+ GQGT

‘ (2.50)
-K)ST()G-GSOKT(s) + KORK(x)

Si les bruits w et v sont non corrélés alors, S=0 et on
retrouve l'équation de Riccati suivante: ‘

B(t) = [AK()CIP() + POLA-K@)CYT
+GQGT + KORKT() |

(2.51)
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En utilisant les résultats de 1'analyse faite dans e
chapitre 1 ( Commande optimale ) on tire le gain du filtre comme
suit:

K(f) - p‘(t)crﬂ-l \ | (2.52)

avec P la matrice de covariance de |'erreur d’'estimation donnée
par: .

By - ABG) + FOAT
-BpCTRICBQ) + GQGT

(2.53)

L’ équatlon (2.52) définissant le gain K(t) peut faire I'objet
de |1'explication suivante:

. Si on a une grande confiance dans les ocostimations:

"précédentes ¢t &1 on considére la mogure actuelle comme doutcuse,
K(k) doit 8tre faible.

Inversement, si les estimations précédentes sont doutecuscs
ot si la mesure actuclle est considéréoe comme correcte, alors
"K(k) doit &tre élevé.
2.4.3.3% FILTRE AVEC BRUITS. CORRELES:

Des telations plus généréle; sont obtenues quand S # 0. Ean
particulier, on suppose que:;

P~ BsU
K-R+T

(2.54)
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od P ot K sont respectivement la covariance et le gain du filtre
optimal. Substituant (2.54) dans (2.50), on obtient:

B+U - [A-RC-TC][B+U)+[B+ U4~ BC-TC)"
+GQGT-[R+T1STGT-GS[RT+TT) ' . (2.39)
+[R+T)R[ET+DT)

or P satisfait (2.50) donc 1'équation (2.55) devient:

U= [A-RC-TC]U+U[AT-KC-TC)*+TRIT (2.56)

+D[RRT-CP-STGT]+[RR-BCT-GSII7

A
On avait dit que P est la matrice covariance minimale donc,
})
doit &tre obligatoirement définie et positive quelgue sz0it L.
Pour cela on doit avoir:

KR - PCT+GS
d’od R - [FCT+GSIR

(2.57)

3 cst la solution de !'équation de Riccati trouvée en
substituant (2.53) dans (2.53):

P - .4“P+mf T_-BCTR'CP+GOGT

avec:
- A-GSR™'C

A
Q- Q-SRIST
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Lorsque les bruits ne sont pas corrélés:

S$-0; A-4; @¢-Q

2.4.3.4 CAS DES BRUITS GAUSSIENS:

Kalman et Bucy prouvérent en 1961, que si les processus w et
v étaicnt blancs ¢t gaussiens, alors le filtre de Kalman ot Bucy
serait le meilleur ostimatour de tout les filtres possibles (ie:
il n'y a pas d'autres filtres linéaires ou non linéaire pouvant
donner une covariance d'errcur d'estimation plus faible). Si les
processus w ot v nc suivent pas la loi Gauss alors le filtre non
linéaire devient meilleur [10].

2.4.3.5 FILTRE STATIONNAIRE:

Quand leo temps tend vers |’infini ot pour un systime stable,
la matrice de covariance de !’'erreur ot le¢ gain optimal K(t)
convergent vers unc solution constante. On dit que le filtre est
en régime stationnaire dans cec cas

B -0
on retrouve | 'équation algébrique de Riccati ( EAR ):

AP + PA"+G Q G-PCTR'CP - 0 (2.59)

Cette équation aura une solution unique définiec et positive
lorsque la paire ( A,C) est observable.

On a les méme remarques sur les deux types de filtre (optimal
et sous optimal) traités précédcmment dans le cas discret,

2.4.4 CAS DE SORTIES NON BRUITEES:

Dans certains cas, on dispose de capteurs de haute qualité,
¢t qui n'introduiscnt pratiquement aucun bruit sur les mosures.
En fait, les bruits d'observation sont si petits qu'on peut les
négligés devant los bruits introduits par les autros captours
combinés avec cux. Le résultat de se¢ faite, une matrice de
covariance R trés mal conditionnée( i.e: le déterminant cst
pratiquement nul). Cette matrice va endommager les algorithmes
du filtre. Alors il est préférable de regarder <ces composantes
de bruits faiblos comme &tant un zéro [10].

Mais, {|'existence de mesures non bruitées implique la singularité
de la matrice covariance de bruit de mesure. Il s'ensuit une
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difficulté d application des filtres de Kalman (particulidroment
dans le cas continu). En effet, dans la formulation des filtres
de Kalman on avait supposé que leo matrice de covariance des
‘bruits de mesure R était non singulidre. Cela nous conduit a
développer une technique qui traite un tel cas.

Deux cas se présentent: Je tas oll la matricec R ost singulidre,
c'est-a-dire que c¢ortaines sorties ne sont Pas touchéos par le
bruit, et |'autre cas od la matrice R est nulle. Nous allong
aborder le premier cas; matrice singuliére puis, on traitera le
deuxiéme cas.

Soit le systé2me de dynamique continu stationnaire;

i) - Ax(:)+ju(;)+c;w(,) - (2.60)

WO = Cxh+W) | (2.61)

Si certaines mesurcs sont non perturbées par le bruit
l"équation (2.61) devient:

Y0 = Cx(0) o (2.62)

(0 = Cx{1) +v,(H) (2.63)

¥1{t) reprécente los mesurcs non bruitées (e R*™). Elles neo
soront pas estimées. .

yz(t) représente do son c6té, les mesures bruitées (g R*) ot qui
vont étre ostimés., :

w(t) et vz(t) sont des bruits blancs centrés avec des matrices de
covariances connues: '

E (wiyw )} - Qa(-1)
E {r0v ()} = R3(¢-%)

(2.64)
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On supposc que la matrice C est de rang plein( cela est
toujours possible par élimination de mesures redondantes).

Un changement de variahlel élémentaire (Annoxo B) permet deo
s¢ ramener 3 la forme:

X0 = A, X (0+A4,X,(0)+B,u(®)+ G wo)
X0 - A, X (0 +ALX,(0) + Byu(f) + G, (1)
¥, ()~ X,(0)

1,0 = CuX®+CpX,® +%,®

(2.65)

La mesure y, (t) donne une estimation certaine de X, (t). a
besoin de construiro un estimatecur qui nous donne ttmplo-ent unec
estimation des états touchés par le bruit (ie: Xﬂt))

On considére les nouveaux vecteurs de mesure:

YD) = »OCI2ZX () = Cp X, (1) +v,()

. (2.646)
z() - X, (0-A, X, (O)-Byu) - AL X () +Gw(D)
Les égquations définissant Xﬂt) sc raménent A:
X0 = AL X0 + Ay y,(0) + Bu(t) + G, w(0) (2.67)

28 - CX,(0+ V(@)

Avec:
Au

()
- .

Y0

G, w(r)
v,(®

Z(t)-[ V(‘)-[
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Ce modéle adopté ici fait apparaitre un modéle & bruits
corrélés;

E w)w ()} -~ Qb(t-1) _

G,Q - |
E Mow(z)} - [ ; Jo(:-r) - § 3(t-1) (2.68)

G,0GT o ‘
E (e ()} - ’ﬁ : % 8(t-1)

En utifisant l|"analyse faite sur le cas des bruits corrélés
le filtre de Kalman pour ce cas devient:

’éz.(') - ApX(0) + Ay, (1) + Byut)
KO[«0-Chm]

K(t) est lc gain optimal du filtreo de kalman

(2.69)

L'inconvénient de cotte structure et de nécessiter pour
élaborer la mesure z(t) la dérivation de Ia sortic réelle(
1'opération de dérivation est toujours évitée en pratique du fait
qu’il est difficile de rédalisor des dérivateurs que des

intecgrateurs). De fagon & contourner cette difficulté on définit
la variable:

Y®) - X(0-K,,0
ol (2.70)
K- [Kl Kz]
qui permot d'obtenir:
Y®) - [Ay-KCIY®)+1B,- K, B, )ut)) + Kyy,0)
4y~ KA, - K,y + (Ay-KO)K 1y,

(2.71)

ol n'apparait aucune dérivation de la sortiec.
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L'estimation optimale do X&(t) est fournie par la variable: -

X0 - YO+K,y,0 : (2.72)
En tenant compte du fait que:

}'1(‘) - Xl(t) (2.73)

Cette équation d'état définit un filtre d'ordre réduit
d'ordre n-m) pour le systéme (2.65). La variable Xﬁ(t) étant
reconstrrite par | équation (2.72).

Kl est le gain de ce filtre de dimension n-m x m.

En plus de sa résolution du probl2me od cortaines moesures ne
sont pas infectées par le bruit, co filtre d'ordre réduit apporte
une granrde simplification pour le calcul de 1'équation de
Riccati. En effet, I'ordre du filtre ost (n-m) pour un systéme
d'ordre n ot un nombre de mesure parfaiteos m. ' '

Danz le cas od la matrice R est réellement nulle( pas de
bruits de mesure} il est possible de résoudre se probléme par
deux méthodes. La premidre, prend un aspect pratique ot consiste
3 iatroduire des bruits blancs de caractéristiques statistiques
connues sur les mesures non bruitées. L'utilisation de
l"algorithme du filtre avec bruits de mesure devient simple. La
deuxiéme méthode, consiste & manipuler les équations d'&tat de
fagon & introduire des bruits de mesures. En effet, considérons
le processus dynamique linéaire invariant:

) = Ax(t)+ Bu(d)+ GW(d | (2.74)

W) - Cx) o (2.75)

en dérivant y:

W) = Cit) = CAx(t) + CBuit) + CGw(p) (2.76)
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En posant:

20 = )}(t) -CBu(t)
- CAxQ)+CChﬂn

(2.77)

Ce nouveau vecteur de mesurec lindaire contient une composante
de bruit blanc:

W) - CGWe) o (2.78)

et les caractéristiques statistiques des différents bruits
deviennent:

E {wiow (o)} - Q8¢t-v)
E (v (x)} = CGQRGTCTd(t-1) = R3(t-1) (2.79)
E {(WowT(x)} - QGTCTd(t-%) ~ S8(-¥)

le‘filtre de Kalman aura comme expression:

20 - Ax()+Bug®) + RO L2 - CA®)] (2.80)

En utilisant 1'algorithme de bruits corrélés lo gain du filtre
sera donné par:

£ - [PCT+GSIR™

‘ (2.81)
- [BCT+GQRGTCTICGQRGTCTI!

P est solution de 1'équation de Riccati
P = AP+PAT-PATCTR'CAP+GGGT

avec : A -~ A-GQGTCTR-1CA (2.82)
3 - Q-QGTCTR-1CGQ
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On démontre dans ce cas quo CP(t) est une matrice singulidre

[10}. La structure du filtre sera remplacée par

la forme
suivante:

£ = Ry+L,y,  (2.83)

avec K est donné cn tenant compte de (2.81) par

-
.

K - [CQGTCTI[CGQGTCTY! (2.84)
oll: y; est 1'état d un systéme d'ordre (n-1), | nombre de ligne
indépendantes de la matrice C, est un vecteur qu'on va

cxpliciter. 11 et y, sont obtenues ainsi:

I-KC - TET o  (2.85)

ct T est une transformation définie par:

C
U(I-KC)

(2.86)

et U (I-KC) e¢st matrice o-1 x n choisie tel qu "elle contient
(k-1) lignes de (I-KC) indépendantes de celles do 1a matrice C.

Si on pose

All Aﬂ

4 Ay
e : T'=-[L L]

U (n-)

TAT -

(2.87)

alors ¥; vérifiera 1'équation différentielle sujvante

T2 = An¥y+ 4,9+ UU-RC)Bu (2.88)
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Un cas spécial du filtre de Kalman résultent quand CG est
matrice inversible, dans ce cas: :

:2 - G(CG)—I (2.89)

C ¢st une matrice inversible alors:

" RaCloea 2=Cly (2.90)

donc si la matrice C est inversible slors le meilleur estimateour
de x est lui méme

2.5 CAS DES BRUITS COLORES:

La supposition que les bruits de dynmamique ot de mesures

" lors de la synthése des algorithmes du filtre de Kalman ne peout
dtre valide pour touts los systdémes physigques. Afin d’exploiter
1'édifice théorique déja présenté, le concopteur ecst amené &
approximer les processus aléatoire par des bruits blancs ou par
de processus qui résultent du passage d'un bruit blanc & travers
un systéme linéaire [10]. Cotte .approximation repose sur le fait
de considérer que l¢ processus aléatoire réel ot son équivalent
ont la méme densité spectrale (Fig. 3).

Considérons 1 'équation de mesure:

y= Cx+q ' ‘ (2.91)

avec q un bruit dont la densité spectrale.

1
}
\

\
|

i
|
|

1
|
!

-
AR . ﬂ_@@u,‘) .

I

Figurec 3: Densité spoectrale du bruit.
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Oi AB représente la bande passanfo du syatémol

Sur cette bande od les densités spectrales des deux processus
te chevauchent on peut considérer que la densité spectrale du
bruit ost de la forme ' ' :

0
S @) » —— .
() o (2.92)

Cette densité peut &étre identifiée a celle de la sortie d'un
filtre passe-bas attaqué par um bruit blanc avec une dengité
spectrale égale 4 Q. Donc le processus dont-il est question, peut

- étre modélisé ainsi: -

g = ~w,q+v (2.93)

avec v un bruit blanc. En considérant 1"équation de dynamique:

) = Ax(0)+Bu(t)+Gw(r) (2.94)

on peut regroupor les doux équationl dans le systéime augmenté
suivant: : ' '

X(0) = AX(D)+Bul)+GW) (2.95)
W) = CX(
Mg
X - , V-
q v
A O B G 0
2] ] el e
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D'aprds ce qu'on a déja vu dans section 4.4 (systimes Y
mesurces non bruitées) 1'estimateur du systéme augmenté aura la
forme suivante:

| (2.96)
X- Ky+Lyy, '

2.6 CONCLUSION:

Le probléme de filtrage optimal consiste ainsi & déterminer
une cstimation d'état du systéme, sujet A.de bruits aléatoires,
en minimisant !a variance de 1'erreur entre la valeur de
1'état réel et celle de son cstimation. ‘

Ce probléme a été ecxaminéd en utilisant 1 approche
temporelle qui pormet entre autre d'’utiliser les méthodes
d'ecspace d’état ot traitoment des systémes multivariables. Les
versions discrdtes et continue du filtre de Kalman ont été
présentécs. ‘ .

Nous retrouvons en particulier que:

a) Pour un systéme linéaire, ot une observatiom linéaire, ot
lorsque les bruits sont considérés commeo blancs gaussiens le
"filtre de Kalman linéaire est le meilleur de tout les filtres
possibles ‘linéaires ou non-linéaires.

b) Le probléme de |'implémentation du filtre réside dans la
résolution d'une équation non linéaire de type Riccati.

¢) Le filtre de Kalman (optimal) peut &tre reomplacé par son
approximation (sous-optimale) lorsque les informations du régime
transitoire n'influent pas considérablement sur la synthése de
la commande.

Cettec approximation est trés intéressanies,.puisqu'elle évite
te calcul en temps réel, donc une réduction notable dans la
complicxité du filtre ( 1'ordinateur nec devient pas nécessaire).
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3.1 INTRODUCTION:

Dans la cohceptlonfd'un contrdlour optimal déterministe, on
¢thorche & minimiser un critére de performance de la forme
quadratique (1.5) en supposant que l'état x est accessible & la
mesuroc ¢t que |'action des brults aléatoires sur le processus cst
nulle.

Nous avons vu au chapitre précédent comment cptimiser un
observa;eur pour estimer 1'état d'un systdme on présence de
bruits aléatoires.

SiI le probldme d'optimisation du critére de performance en
présence de¢ perturbations de type aléatoire est considéré soit
dans e cas od 1'état eost complédtement accessible ou non on

utilisera le théodme 46 séparation.

En cffet, pour optimiser le critdre en présence d'une
perturbation de typec aléatoire, il suffit de concevoir le
contrdleur optimale déterministe eon ignorant la présence du
bruit, ot lorsque |'état n'cst pas accessible pour la mosure, ou
bien, les mesures sont bruitées, on utilise le filtre de Kalman
pour estimer l|'état. Ce résultat eost connu sous le nom du
principe de séparation [10]. [

' I

Le. princlpe de séparation s'annonce de la maniére suivante
{1]: Si la commande ot 1'observation sont calculés séparément de
fagon optimale, alors 1'ensemble réuni dans une structure de type
régulateur-observateur sera également optimale. Cela est
permisc surtout grice & la linéarité du probléme ( ol le principe
de supcrposition est valable),
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3.2 SYSTEMES CONTINUS:

Lorlque il existe des perturbations aléatoiros -agissant sur
le processus sous contrdle, le modaéle linéalre roquit sera do

la forme:

R(t) - Ax(t) +Bu(t) +Gw(t) (3.1)
y{t) =Cx(t) +v(L) '

rappelons que:
E{w(t)wT(c)}=W 8 (t-7)
E{w(tlvT(z)}=v 8 (t-1)
E{w(t)vT(r)}=0 |

{3.2)

La présecnce de bruit aléatoire w(t) entraine une dynamique

aléatoire du systéme quelque soit la forme de la loi de
commande, linéaire ou non linéaire. Ainsi, x ost une variable
d’état aléatolre. L'intégral J de 1’'équation (1.5) sera aussi
fonction aléatoire. Le probléme d'éptimisarion _est

une

significatif sculoment lorsque on travaille sur Ia moyenne de J.
P B .

J- -%E xT(T) Fx(T) +f(x'-"(t) px(t)+uT(t)Ru(t))de } (3-3)

Dans le éas d'un systéme ol 1'état est complédtement

accessible, la commande optimale a ia forme classique:

u*(t)=-RIBTP(t) x(t}) (3.4)

od P(t) est solution de 1'équation de Riccati (1.17).

sortie est accessible (

Par contre, dans le cas ol scule la
la. commande

systémes &4 états non complétemont accossibles),

optimale s 'écrit sous 'la forme: .

u*(t) =~-R-2BTR(L) R(£) (3.5)



- 3. Commande optimale stochastique ' 59

oi P(t) est défini par 1'équation do Riccati f1;17), et x(t) ost
l'estimation optimale de x(t) obtenue A l'ai?c de filtre de
Kalman (2.{0),. ' . —_— ! '

3.3 SYSTEMES DISCRETS:

Le modéle discret stochastique est donné par:

K(ka1) - AX(k)+Bu(k)féw(k)

(3.6)
o vik)= Cx(k)+v(k)

"En rappelons:

L B W) }=H-8 (-D) |
Bv(k)vT(t)}- v8(k-) (3.0)
Hv{k)wT(1)}-0 |

"Le critére de performance dans cec cas devient:

| N
e E{x"(m Fox (N} +3 (% T (k) Qg (K} +u T (k) Rou(k))dt} (3.8)
) ) [ . .

Dans lc cas d'un systédme od 1'état cst complétement
accessible, la loi de commande a-1a forme:

u® (k) =-(R+B TP (k) B)*B 7P (k) Ax (k) (3.9)

od P(k) cst la solution de 1’équation de Riccati discrdte( 1.51).

Par contre, dans le cas od il coxiste dos états non accessibles
& la mesure: -

u* (k) =~(R+B 7P (k) BB TP (k) AR (k) (3.10)
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3.4 DUALITE COMMANDE OPT!HALE ET FILTRAGE:
D’'aprés les résultats .deos chapitres: commande optimale
linéaire quadratique ot filtrage optimal, on établira le tableau

de dualité guivant:

TABLEAU 1: Dualité commandec optimale ot filtrage.

C.0.L.Q | F.O

rFomROaoE >
a-l

P(*) vors P(0) P(0) vers P(*)

* =T dans le cas continu.
= N dans ¢ cas discret.

Il est important de noter quo leo probléme do filtrage au
scans de Kalman ¢st lc probl2me dual du probléme de la commande
optimale quadratique linéaire déterministe. L'équation de Riccati
dans les decux problimes ¢st similaire. L'équation de Riccati dans
le cas du filtrage, cst simplemont résolue dans le sens direct,
.en commeng¢ant par la valeur initiale, inversement & sa similaire
dans le cas de la C.0.L.G, qui doit &tre résolue dans le sons
rétrograde. Il est clair que par cette dualité le méme programme
peut &tre utilisé pour calculer au méme temps, le filtre et la
commande, cela simplific considérablement le systéme de commande
qui nécessite en'géuéral une estimation des états, avec un retour
d'état.



S S Chapztr€4 ?

d%odele del' avion

I A I X, I PO I DK I I I M




4. Modéle de 17avion : 64

@®: angle de tangage (pitch angle), Fig 1l.c.

r: vitesse de roulis (rolling vilocity), Fig 1l.a
vitesse de lacet (yawing vilocity), Fig 1.b.

p: vitesso de tangage ( pitching vilocity), Fig 1.c.

Figure 1: Notation des angles ct des vitesses:
(a) vitesse et angle de roulis;
(b) vitesse ot angle de lacet;
(c) vitesse ot angle de tangagoe.

On définit aussi:

L angle d'attaque @« (Fig 2) : ]'angle que Falt le vecteur
vitesse de déplacement de | 'avion avec |'axe longitudinal dans
la direction de tangage.

L'angle dec glissement latéral B ( side-slip angle, Fig 2):
l1"angle que falt le vecteur vitesse de déplacement de |'avion
avec l'axe longitudinal dans la direction de lacet.

Les approximations sont valides pour des petits angles, dont
il est le cas pour a et B
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¢ = arctan(—"___ -¥
ut+v u

(¢.1)

- Yy u ¥V
p axctmn(u) -

Figuro 2: Définition de 1'angle d'attaque a of
l"angle de glissement latéral B.

4.3 SURFACES DE COMMANDE: -

Pour varier I'attitude deo 1'avion, il faut modifier son
profil aérodynamique. Cela eost réalisé & 1'aide d’un ensemble de
petitos pallettes placées dans diftérents endroits de | "apparoil
appelées surfaces de commande. ’

Comme: on a wvu dans la section (2), 11 existe trcis axes
définissant |'oricontation de l"avion dans 1'cspace: 1'sxe Xx,
appelé axe do roulis. L'avion évolue autour de cet arxe grdce au
braquage des gouvernes (A), appeolées Alleorons. L'axe ZZ', dit de
tangage, commande 1'inclinaiscan vers le haut, ou vers le bas;
c'est par |'intermédiaire de la gouverne do profondeur (GP) quo
le pilote agit sur cet axe. Enfin, on trouve un troisidme axe
YY', axe-de lacet, c'est autour do lui que pivote !’avion par
I'intermédiaire de la gouverne de d]roction (GD).
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Le mouvement d'un corps rigide est décrit par les lois de
Newton: '

dp _ 2 - . (4.2)
dt F;A

dh 4.3
at = ¢ (4

—tr

P ~[P,,P,,P 1T : moment du corps

A=[h,h, h)T : moment angulaire
F«[F,F,F)% : lasomme des forces

G-[L, M, N1T : moment de torsion

L'avion est en mouvement relatif par rapport A la terre. Les
équations (4.1), (4.2) ne sont valables que pour des axeos
d'inertie. Il faut tenir compte de |'accélération et de la
rotation du corps rigide en introduisant la modification:

-y

dﬁ g | 4.5

Avec @ eost la vitesse angulaire du rotation du réferentiel
de | avion.

4.5 L'ORIENTATION DE L'AVION:

Pour définir |'orientation d'un avion dansrl’espace, il faut
définir trois axes (x,y ,2) fixés sur l'avion.

Danl‘la‘mécauiquo»do l'avion, on définit |'orientation des
axes orthogonaux de l'avjon do telle fagon &8 ce qu’'ils coincidont
avec les axes d'inertie de référence. '
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Si les axes du corps sont initialoment alignés avec les axes
de référence. 1) faut faire une série de trois rotations
consécutives dont | 'ordre est important, ﬁout retrouver les axes
du corps dans une position quelconque (figure 4).

1° rotation (lacet) autour de | 'axe z.

2° rotation (tangage) autour de l’axe y résultant de la 1°
rotation.

3% rotation (roulis) autour de 1'axe x résultant de la 19
et la 29 rotation,

.I‘

Yi

.Z‘

_(") - - () 3

gy = Xm

¥ur=Y¥m

2y

)

Figurc 4: Séquence de rotation de 1'axe de |'avion 2
partft‘do l'crientation de référence, vers une
orientation quelcongue. (a) les axes de

référence; (b) premidre rotation autour de z
(lacet); (c) deuxiéme rotation autour dec y
(tangage); (d) troisiéme rotation autour de x
{roulis). ' )
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« On définit ainsi Ja matrice qui pormet le passage du

référenticl du corps rigide au référentiel d inertie.

Tor = Rorup,rxa) «ROT(0,y,) .ROT (¥, z,)

1 0 0 cos® 0 sin@] [cosy siny o© {8.6)
Ty = |0 cosd sing 0 1 0 -8iny cosy 0

0 -8in¢g cos¢] |sin® 0 cosb 0. 0 1

Tﬁ cst une matrice orthogonale:
' -1 T
Ty = - & (8.7)

4.6 MOUVEMENT DE ROTATION:
4.6.1. VITESSES ANGULAIRE:

Dans le ¢as d'un corps rigide, le moment angulaire est définit
par:

B~ J6 (4.8)
avec : w -~ [PORIT

od J: le tenscur d'inertie.
@: La vitesse angulaire.

Dans le référentiel 1ié & 1'avion J est une matrice diagonale

et de ce fait lec moment angulaire dans ce référeniel compte tenu
de (4.8) s'écrit:

B -| a0 _ C(4.9)
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D’aprés la tection (5) on a:

h; - Tk, (4.10)

En substituant (4.10) dans (4.3), ot on tenant compte de (4.7)

*

on abouti A | équation suivante:

A, + TePro By = TerGpp = G, (4.11)

En comparant les équations (4.5) et (4.11) on arrive awm
résultat suivant: '

0 -R P
TetTye=| R 0 -P (4.12)
-0 P o

e x
g - JM - J“;J“PR (4.13)
Yy Yy
T,
RN - o =py
J.. J”

Ce sont les équitions d'Euler qui décrivent |"évolution des
composantes do la vitesse angulasire de 1’'avion dans ¢ temps.

4.6.2 ANGLES DE ROTATION:

Pour <cxprimer 1'orientation do 1'avion en termes deo
composantes de¢ la vitesse angulaire (P,Q,R) on substitue (4.6)
dans (4.11) on trouve: ? :

&-p + (0sin®+Rcos®) tan®
® = Ocos® - Rsind®
Y - (Psin® + Qcos®) /cos@®

(4.14)
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Ces équations non linéaires, compldtent la description de 1la
dynamique du corps rigide dans ['espace.

4.7 MOUVEMENT DE TRANSLATION:
4.7.1 VITESSES DE TRANSLATION:

D'aprés la loi de Newton:
- dv.
Fan—t - m-c% (T V) = F,
avec; V.= (UVW]T (4.15)

dv,
de

= Ty TreVe + %f

ot d’aprés 1'équation (4.4):

o -R @
. TcITIc" R 0 -P {4.16)
-0 2 o

En remplagant | 'oxpression (4.16) dans (4.15) on trouve:

U= RV- QW+ 2 Fy
V= -RU+ PW+ 2 Fy (4.17)
1

W=QU-PV+ =F;
m

4.7.2 POSITION DE L AVION:

Pour compléter la dynamique de l|'avion, on doit trouver les
équations qui définissent 1"évolution de la position du véhicule

danse le toemps.

On a:
X u
Pl=Vie Toe| V (4-18)
2 W
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En donnant ce systéme définissant la position de |'avion dans
l'espace. La description du mouvement de |'avion dans I’espace
scra compléte.

4.8 FORCE ET MOMENT APPLIQUES SUR L'AVION:

Les ‘forces agissantes sur 1’avion sont dues essentiollement
AUX:
. Forces aérodynamiques
. Forces de gravitation.
. Forces moteur.

4.8.1 FORCES DE GRAVITATION: -

Les axes de 1'avion ne sont pas en général dans la direction
du vecteur dc gravité. Chaque composante de F inclut un toerme de
gravité.

Fpg = - mgsind _
F,, = mgcosBsing ‘ (4.19)

- Fyg = mgcosbeosd

4.8.2 LES FORCES ET MOMENTS AERODYNAMIQUE:

Les forces et les moments aérodynamiques dépecndent de la
Pression doanée par:

1 .
R- oV
avec (4.20)
p:denaité de llair

Vivitesse de 1l'avion
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Les forces ot moments aérodynamiques peuvent étre exprimés de
la forme: ‘

Fo = QAC,
F,, = QAC,
F,, = QAC,
L= 1QAC,
M= I1QAC,
N = 1QAC,

{4.21)

CI, C,, C‘, CI, C., C. sont des coefficients adrodynamigucs

cxprimés avec leurs unités.

A: ost la surface frontale caractérisant 1'avion.
l: la longueur de référence.

Les coefficients aérodynamiques ont des ocxpressions trés
compliquées. Ils dépendent:

1- de la vitesse du véhicule : linédaire ot angulaire;

2- dos surfaces de contrdle de t'avion;

3- de la déflections de cos surfaces do contrdle autour
" de lours positions de référence.

Les variables qui influent considérablement sur los
coefficients aérodynamiques sont: la vitesse de t'avion{( nombre
de Much), ainsi, que 1'angle d'attaque et l'anglec de glissement
latéral. k ‘

4.9 LINEARISATION DU MODELE:

Les équations qui décrivent le mouvement deo 1'avion sont de
type non-linéaire. Pour pouvoir appliquer la commande linégaire,
on doit linéariser le mod2le sous certaines conditions:

- En étudiant le mouvement de |'avion dans un régime de vol o
la vitesse et |'orientation sont constantes.

- Les surfaces de contrdle ecffectucnt des potits déplacements
pour maintenir le régime de vol eot, de forcer n'importe quelles
perturbations & zéro.
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- La vitessec d'avance ost approximativement constante, {'angle
d'attaque et |'angle de glissement latéral peuvent étre
utilisés pour remplacer les vitesses W et U respectivement.

Le systéme d'équatioq: (4.17) devient en tecnant compte de
(4.1):

- A
U= RUP-QaU + = Fy

p - -r-Pa + -E.}ary | (4.22)
1
& Q PB + -ITI—-UF’

Les variables constituants le modéle sont donnéos par:

a) Les variables vitesses, vitesse angulaire:

U=U, +u ,
B=-p, +p B (4.23)

A-a;+a

P'po"'p
O=q +4q (4.24)

R=1r,+1r

b) Les variables de positions absolues et d'oricatations:
X=x, + X
Y=y, +y . (4.25)

Z=2y+ 2
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Q- ¢o"¢
T+ ¥ (4.26)
-8 +8

¢) Les surfaces de commande:
Ay=8,+38,
Ap-8,+8, (4.27)
Ap=Bg+ 8,

Sous c¢es conditions le modéle peut 8tre linecarisé autour de
1'état indicé par zéro. '

. En supposant que lec mouvement de |’'avion est considéré comme
étant des petites déviations de la référence de vol, et en
négligeant les produits des petits termes ot leurs carrés.

'ﬂLe modéle linéaire ost oxprimé en termes de variations :
(“r =y ﬁ): (Pl 9., t)l (If ¥, Z), (’1 '! o)l (BA' 8'1 8!)'

La fonction du systémo'do contrdle cst de réguler ces petites
déviations au lieu de contrdler les positions absolues (x,y,z).
Aingi loes positions x, ¥y, et z nc soant pas généralement incluos
dans 1'équation d'état du systémeo. o

Dans los problémes aérodynamiques, on souhaite en général
travailler avéc des coefficients aédrodynamiquoes zans dimensions
pour plus de généralité et de commodité. Les cocftflcients seront
normalisés [8]. ‘

En étudiant le mouveoment de l'avion pour des petites
perturbations. Certaines variables sont Eaiblement liés., 11 o8t
préférable de séparer le mouvement longitndina] du mouvement
latéral. Les deux mouvements secront contrdlés séparémont. Le
mouvement longitudinal ost contrdlé par la surface do " contrdle
appelé gouverne de profondeur. Les autres surfaces
n'interviennent que faiblement sur le mouvement longitudinal.

Par contre le mouvement latéral est contrdlé par ume paire
‘d'silerons ¢t un gouvernail. L effet do 1a gouverne de profondeur
intervient faiblement sur le mode latéral. '
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4.10 LE MODELE LINEAIRE ADOPTE:

D’aprés [Friedland,1987) les équations d'état de 1 "avion aprés
linéarigation sont données‘par: .

. Mouvement longitudinal:

g - X u+X, a-g0+X.8 .

Z Z Z
& - —;u*—;a*q"’%ax

(4.28)
q=Mu+Ma+M g+ Md g

6-q

. Houvoﬁont latéral:
Y, Y Y Y Y,
B G R L e
B=LyP+Lp+L xr+L,8,L.8,
= NyP+ND+NT+N 8+ N8
é-p
v~z

Les symboles X, ¥, L, M, N avec leurs indices représentent les
différents paramdtres aérodynamiques de 1'avion qui sont déja
standardisés dans lc domaine de | 'aéronautique

(4.29)

P

4.11 COMMANDE AUTOMATIQUE DE L AVION:

Dans le domaine de 1'aviation, on disfinguc deux types
d'avions: avions dit naturcllement stables, et les avions
modernes que l'on qualifier d’artificicllement stables. Leurs
équilibres sont assurés par des systémes automatiques commandés
par ordinateur.

La conception d'un avion instable a plusieurs avantages: clle
permet d 'avair des avions plus légers, plus économique, et plus
agile en vol [5].
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En plus de la stabilisation de 1 apparcil, la commande pormet
do pilotage automatique. En pilotage automatique, on s'intéresse
8 suivre le plan de vol, et |'optimiser de fagon A réaliser les
étapes de la route lo plus économiquement possible, & la vitesse
cxigée, en maintenant le <cap, ¢t |'attitude de 1'avion
sélectionnés par le pilote,

Le pilotage automatique. est programmé pour optimiser
1'attitude de 1’avion en fonction d'unc trajectoire définie (vol
en palier, virage a droite, virage 4 gauche, monté,descente) {5]).

Le pilotage automatique est un dispositif gyroscopique qui
détecte los Scarts de position ou de trajectoire de |’ avion, et
les corrigent & 1'aide de¢ vérins pneumatiques, ou électrique
agigsant sur les commandes. La fonction en question, consiste 2
détecter lorsqu’il se produisent les phénoméncs aérodynamiques,
ayant une incidence directe sur le comportement de | apparcil
{rafales, tourbillons), et d'en annuler les effets sur
|l "appareil.,

Il existe plusiecurs types de pilotage automatique, les plus
simples ne font que maintenir |'équilibre latéral. Il existe
d'autre plus évolué qui permettent de maintenir 1'attitude
compléte de 1 'apparcil, & zavoir:
dans |'équilibre latéral:

* angle de glissement latéral;
angle de roulis;
vitesse de .roulis;
vitesse do lacet;
angle de lacet.

* 8 ® =

dans )'équilibre longitudinal:
* vitesseo d'avance;
* angle d'attaque;
'* vitesso de tangage;
* angle de tangage.
* maintien d'une attitude constante.
* maintien d'un parcourt bieca définit.

Le type de pilotage choisi pour notre application, consiste
A maintenir |'équilibre latéral, ct l'équilibrg longitudinal.
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4.12 CAPTEURS DE L'AVION:

Le changement de |’'attitude de |'avion ost évalué & |'aide deo
capteurs dessinés on différonts points de |'apparcil. Ils sont
spécifiquement adaptés & la détection Qol paraqétrel recherchés.
Ils vont déterminer | amplitude des différents modifications

d’attitudes cngendrées par les perturbations éxtérieurcs.

Le gyroscope constitue la base de ces captecurs. Ce dernier
peut étre définie comme étant un solide tournant autour d’'un
point fixe o et possédant un axe de symétric dynamique oz qui
passe¢ par son centre d inervie {22].

Si une force cxrtéricure agit sur le gyroscope en cssayant de
changer 1 angle entre l’axe vertical et 1'axe de symétrie
dynamique o0z le¢ gyroscope va annuler cette variation cn revenant
4 sa position d'équilibre [22). Cette variation sera mesurée ost
convertie en unc tension électrique qui traduira un changemecnt
'dans la position ou la vitesse angulaire [7].

Dans un tableau de bhord d'un avion on trouve les principaux

instruments do mesures suivantes:

1. L'anémomdtre: mesure la vitesse de 1'avion par rapport &
celle de la terre. :

2. L'borizon artificiel: permet de déterminer la position et la
stabilité de 1 apparoil.

3. L'altimétre: détormine 1'altitude de | 'appareil.

4. L'aiguille: indique |'amplitude et le sons lorsque 1'avion
preﬁd un virage.

5. Lc compas gyroscopiquo: permet de contrdler la navigation ot
la direction du vol.

4.13 CONCLUSION:

La description de la dynamique de |’'avion; supposé un corps
rigide, dans 1 'ecspace est trés compliquée, du fait qu'elle
nécessite 12 équations différeanticlles. ‘

Dans la torminclogie de l'iéronautiqac,‘le moeuvement de
l'avion
dans | 'espacc ost décrit par trois axes de rotatiom: axe do
roulis, axe de tangage, ct axe de¢ lacet. '
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_ La commande de l’attitude de |'avion se fait a 1'aide de
trois surfaces de commande: le Gouvernail de direction, qui
permet l¢ virage &4 gauche, ocu virage b droite, iec Gouvernail de
Profondeur, qui permet de varier |l’'incidence de 1'appareil, ot
lecs Aileroas,qui permettont la rotation de |'avion autour de son
axe longitudinal.

- Lc modéle décrivant lec mouvement do | avion dans |’ cspace, cst
de type non linéaire. Pour commander un tel systéme, il faut
utiliser une commande non linéaire. Mais, il est possible de
simplifier le systéme de commande en linéarisant lo moddle autour
d’'un point de fonctionnement, et cela sous coftains critéres.

- Il est possible de¢ découpler le mouvement longitudinal, et le
mouvement. latéral, ¢n tenant compte que les deux mouvements sont
faiblement liés. Co découplage permet une simpi(fication notable
dans la synthése du régulatour.



------ = Chapitre 5 -

Aynthese de la commande

de _lavzon
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5.1 INTRODUCTION:

Dans cette pattie on va étudier la commandabilité et la
stabilité des doux mouvements de¢ |'avion, en analysant les modes
instables du systéme.

Aprés la commande on boucle fermée scra utilisée pour
stabiliser les modes instables et pour poncevoir un pilote .
automadtique; on fera appel & la technique de COLQ.

Une analyse par simulation sur MATLAB sera donnéc pour des
données réclles de 1'avion. . ‘ .

5.2 ANALYSE DE LA DYNAMIQUE: -
5.2.1 MOUVEMENT LATERAL:
a) Donnéocs nu-ériques:

Le moddle du mouvement latéral trouvé dans la partie
précédente est adopté ici, les valeursz numériques deos
coefficients aérodynamiques sont ceclles d’'un avion de type
AFTI-16 [10]:

a‘=
-0.7460 . 0.0060 -0.9990 0.0369 0
-12.9000 -0.7460 0.3870 0 0
4.3100 0.0240 -0.1740 0 0
0 1.0000 0 0 0
0 0 1.0000 0 0

b =

0.0012 0.0092

6.0500 0.9520
-0.4160 -1.7600
o - 0
0 0

b) commandabllité:
Pour pouvoir utiliser la commande e¢n boucle formée leo systédme

doit 2tre commandable. Le rang de 1a matrice de commandabilité
est cing: le systédme ost compldtement commandable.
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c) stabilité:

En utilisant la technique‘dc l'analyse modalte, los modos de
l’avion pour ¢c mouvement sont:

P=
0
~-0.7653
-0.0062
-0.4473 + 2.0724i
-0.4473 - 2.0724i

deux pdles complexes avec un faible amortissement et trois pdles
réels. ‘ ' '

Dans la terminologie de 1'aviation, onutilise les appellations
suivantes [8].

- Les deux pdles compiexes définissent un mode appelé dutch roll

- lo promior pdle récl rclativement loin de 1'origine défini un
mode appelé roll subsidence. '

- Le deuxidme pbdle réel relativement proche de l'origine est
appelé spiral mode. Ce dernier eost parfois instable ot cause
l1'instabilité de toute 1 'appareil.

- Le dernier pdle réel est nul et enftuinc sans doute
I’instabilité.

Si on essaye de . commander | 'appareil par une impulsion sur les
Ailorons (8A) (figuro 1):



5. Synthdse de la ocommande de l’avion 83

Reponse ¢ une impulsion .
0'02 L L L L L] L L L T

1 2 3 4 5 e 7 8 9 0
Temps (Sec)

Figuroe 1: Réponse du systéme 3 une impulsion (vitesse de roulis).

Oa voit que le systdmo ost légdrement amortic. En cffeot,
l"avion oscille autour d'un point non nul. Cela veut dire que
l1"avion peut tourner si | on commande par unc impulsion sur les
Ailerons. '

L'avion aura besoin d’une boucle de retour pour améliorer le
facteur d amortissement .- '

5.2.2 MOUVEMENT LONGITUDINAL:
a) données numériqueos:

Le modéle do ce mouvement est donné aussi dens le chapitre 4.
Les données numériques sont tirées de [10] pour un avion de type
AFTI-16:

a =
-0.0507 -3.8610 0 -32.1700
-0.0012 -0.35164 1.0000 0
-0.0001 1.4168 <0.4932 0

0 0 1.00000 O




|
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‘m Crad)

Reponse a une impulsibn

a — i I J I ) | j I

"1-2" - . .‘ . i } \\ -

—1-4" ' ‘ R ' \‘\ -

-1.6 ! . A ! — n .

(7 4.2 8.4 B.6 6.8 i i.2 1.4 1.6

Tenps (sec) -

Figure 2: Réponse du systéme a une impulsion (angle d’attaque)

5.3 COMMANDE EN BOUCLE FERMEE:

- Nous avons trouvé dans {'étude précédentec que 1'avicon 2 besoin
d'une boucle de rotour qui fait augmonter la stabilité de
|'apparcil en déplagant los pbles du systéme plus vers la gauche.
Pour plusiecurs raisons citées auparavant, la technique de la
commande optimale semble la plus conseillée. Parmi ces raisons,
ia conception d’unm pilotagse "automatique au méme tomps que
|'augmentation de la stabilité. P
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~On a vu quec la commande optimale linéaire quadratique {COLQ)
consiste A trouver une commande u{t) cn minimisant une fonction
de coit quadratique (1.5).

Vu gque les systémes physiques ont cn général une constante
de tempé assez grand, et que le systéme cst stationnaire, la
commande avec horizon fini ne devient plus nécessaire, elle
sera remplacée par la commande & horizon infini, qui permet de
réduire considérablement lo temps de calcul. Le critére &
minimilqr prendra la forme:

J=- f (x TRx+u TRu)dt
] .

Q ¢t R sont les matrices de pondération.
La méthode de Bryson sera utilisé pour former ce critdre. Les
variations maximales permises pour les variables d'états et de

contréle sont reliés 3 la mécanique de !’avion.

La synthése de commande en boucle fermée se fait en calculant
le gain optimal de retour G tel que: ;

u(t) =-Gx(t)
5.3.1 MOUVEMENT LATERAL:

On avait vu:Que le mouvemeont latéral est peu amortie et qui
peut deveanir instable dfi & certains pdles. La boucle fecrmée A
pour rdle d'augmenter la stabilité et de:

- maintenir un angle de roulis constant;
- une vitesse de roulis constante;

- une direction de vol constante.

Le critére 2 minimiser sera de la forme [6]):

_- ‘iz P ya \l”pz 6&2 61 3)d
Jf[(%) Ry (BByn (g n (27

0
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les matrices de pondération seront:

[_1 0 0o o 1]
302 : . goa
o 0 o ‘g - 1
Po FcE 0
: . A
P« 0 0 0 o 0 " R=|
1 0 L
0 0 0 —— o ' 3.3
¢°2 . l RO
21 9 o0 o L
| & €°
avec:
avec:

€=Po+Y,= 0.3 rad
Py= 1 rad/sec

¢~ 1.0 rad

8.~ 0.8 rad

d zo~ 0.8rad

le gain de 1a boucle de retour (fignte“S)‘ sera calculé en
résolvant 1’équation do Riccati. Les calculs donnent:

G=
1.0989 9.9765 0.5953  9.9799 4.4925
-22.1462 1.1702  -3.3820 0.8522 .31.3020

U_[systdme

G

Figure 3: Schema fonctionnel du régulatepr.
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La réponsec du systéme & une porturbation extérieure qui seora

simulée par des états initiaux non nuls est illustrée sur 1la
figure 4.
0.04 Angle c{e glissement 0.05 . 'v‘ites'sa de Locet
u.uzl " -
Ot ]
0025 5 10 5 10
Temps (sec) Temps (sec)
| Angle de roulis
0.05 Vlteslse de roulis 0.1 : gl
2 0o} 1 .
§ : | oosp .
~—0.05 : -
L haasaasutd P XY
~ , . ‘ 0 i ‘ : -
0'10 | 5 10 0 , 5 10

Temps (sec) ) . Temps (sec)
Figure 4: Ropose du systéme a une perturbation
‘ extéricure ( commande optimale ).

La forme de la commande optimale est donnée fur la figure 5.
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Commande optimoie

T T
4

0.8
Py AN

%
0.2 .

{7

-0.8

rrrad e

A

(=]
i
H
i

cadaafed

nfasanafeannsfonnscdrrss
cafesnn

-0.8

- -

.

0.1 0.2 0.3 0.4 0.8 0.8
Tempa (Sec)

-1.2
0 o.e 0.8 1

e
Y

Figure 5: Commande optimale(ailerons et gouvernail).

En analysant la figure 4 on peout voir que les oscillatiocns
importantes (Fig. 1) sont fortement réduites. En effeot,
facteur d'amortissemont devient plus important ¢t | ' amplitude des

- oscillations tendent rapidement vers zéro. r

L'effet des perturbations extérieures sur ! "attitude ( états

réduisant toute variations des états du systéme vers zéro d'une
fagon douce.

du systdme) ost anaulé par le biais de la commande optimale en

De la figure 4 on remarque que touts les états se stabilisent

autour de¢ zéro aprds un régime traniitoiro; cfo:t 1'effet de la
régulation d 'état.

La figure 5 représente 1'allure de la commande optimale

(ailerons et Gouvernail de direction ). Cotte commande agit sur

les états du systéme pour annuler l1'effet de la perturbation.

Lorsque les états devienneat nuls la commande le devient aussi,

¢t ne revieanat en ac¢tion .que si une autre perturbation
présente. ‘

Si on réalise la boucle de retour de fagon non optimale
réponse du systéme & la mémo porturbation sera (figure 5):
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Le gain do la boucle de retour dans ce cas est:
G= ‘
1 1 0.3 10 5
.20 1 .3 0.5~ .20

Le calcul de la valeur du critére de porformance dans le cas
optimal ?t le cas non optimal est donné dans le tableau 1:

Tableau 1: Coparaison C.0 avec C.N.O:

Type do commande " Valeur du critadre (1)
Commande optimale 0.0698
Commande non optimale _ 0.2533

- On voit que la valeur du critdre de performance dans lo cas
optimale est bien plus faible que celui du cas non optimale. Ce
qui verifié que la commande optimale est meilleur.

01 Angle d‘e glissemeﬁt oS 7 Vltes:se de Lacet

0os

-0.05 ' .
0 5 10
Temps (sec) - Temps (sec)
0.1 , Vi'teslse de roulis . 0.1 ‘ Angi'e de roulis
~ ,
2 0.05
©
c
~ '
[, 1{ )
0.1 b -0.05 ; 4 '
1] ' 9 | 10 0 5 10
Temps (sec) | | Temps (sec). . -

Figuroe 6: Réponsec du systéme A une perturbation
extériecure ( commande non optimale }.
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En comparant la figure 4 (commande optimale) avec 1a figure
6 ( commande non optimale ) on voit que la Féalisation d'une
boucle de retour de fagon non optimale peut causer des effets non
désirables. En effet, les oscillations et los dépasscments sont
trés importantes dans ce dernier cas et les états ne seo

‘stabilisent pas autour du zéro ( ils oscillent autour d'un point

aon aul ).

»

5.3.2 MOUVEMENT LONGITUDINAL:

Dans le mouvement longitudinal on l'intéres*c 2 stabiliger Lo
systéme et de : ‘

- maintenir une accélération verticale constante;
- une vitesse verticale constante;
- un¢ inclinaison constante.

Le critére dans cc cas devient [6):

J-f((ﬁ)%(-“—)h(-‘b‘-)h(&w)dc

o \ @ L2 0 50

les matriccq-do pondérations:

0 o - 6 0
0 — + 21 -1
LI 1% Yol
2=lo 0 2 0 o R‘[ 3 : a]
mﬁ Bo
1 1
° Yoz ° ¥o*
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avec:
&y~ 0.1 rad
6,- 0.2 rad
Yo= 0p-@,= D.1 rad
q,~ 0.5 rad/sec

le gain de la boucle de retour de la figure 3 sera:

0.0650 -135.35568 -22.8184 -88.4637

La réponse de¢ coc systéme & une perturbation extérieure de
" (Figure 7): : ‘ |

0 — Vitesse | d'avance- mxm“‘“ - Angle d'attaque
‘o i }
.005 ]
S’
-
~0.01 ' : . -5 ' s
0 o 10 0 ‘ 2 10
Temps (sec) ' Temps (sec)
2x18‘3 Vitesse de tangage | mx‘lU“" "Angle de tangage
— ' |
(7] ) :
> O — _ . 5} .
o , |
g \_
o -2 - of
4 - -5 : . A
0 5 10 a 5 10
Temps (sec) , ' Temps (sec) '

Figuro:?: Réponse & une perturbation extéricure

(commande optimale). :
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La commande optimale qui agit sur les états du systéme & la
forme:

Commande optimaie

G.14 Y

e
-
aanpn
-

G.12

0

0.08 ; ;

%om\\ — ' i '

0.0%

.02 \
AN

-0.02
o

u

0.1 0.2 0.3 0-4 0.8 0.6 0.7 0.6 0.9 1
Ternps (Sec)

Figureo B: Commande optimale { gouvernail de¢ profondeur ).

De la figure 7 on voit bien que la stabilité du systime est
augmentée; la commande optimale assure tonjours ta stabilité.

L'effot de ia perturbation cst éliminé par la commande
optimale (Fig. 8) qui agit en sens inverse des états. Los états
tendent vers z6ro aprds un temps transitoire douce et 1 avion est
peu influé par la perturbation.

‘Pour une boucle de rotour réaliser de fagon non optimale ot
avec un gain de retour:

G= 4 -10 -10 -10
on obtient les réponsos suivantos ( Fig. 9):

La comparaison ontre la commande optimale ( Fig. 7) et la
commandc non optimale (Fig. 9) montre que cette derniére peut
réaliser ta stabilité mais, les performances du systémo ne soat
pas satisfaisantes par rapport de la ' commande optimale;

otecillatjons impor;an}el,‘dépatlements élovés.



5. Synthdee de la commande de l’avion

24

]

En cffet, le calcul de la valour du critdre de¢ poerformance
( Tableau. 2) montre que la valeur de ce dernler dans lec cas
optimal eost plus faible que colul dans le cas non optimal.

Taloau 2: Comparaison C.O'uvec C.N.O.

—

Type de commande

Valeur du'critéto'(l)

Commandec optimale

0.0209

Commande non optimale

0.0453

Vitesse d'avance
i A

~0.01 :
0 5

Temps (sec)

10

5:(10“3 Viteése' de iunguge

g (rad/s)

g 5

Temps (sec)

10

1

x10~3  Angle d'attaque

0
-1 ‘ 1
o 5 10
Temps (sec)
1x10‘5 ﬁ;ngie de tangage
D L
“1a T 5 10

Temps (sec)

- Figure 9: Réponse du systdme & la mémo perturbation
' ( commande non optimale).
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5.4 SYNTHESE DANS LE CAS DISCRET:

Dans un souci de¢ complémentarité dans notre étude, nous avons
estimé utile de présonter dans ce qui suit la version discrdte
des résultats obtenus précedemont dans un cadre continu.

Le choix do la période d'échantillonnage s¢ fait en analysant
la réponse en boucle fermée ( chapitre 1). Lo systadme digscret
pour les deux mouvements deviennent:

5.4.1 MOUVEMENT - LONGITUDINAL:

Pour unec période d’'échantillonnage T= 0.05 soc }e systdme
discret scra: :

A=
0.9997 -0.0193 -0.0004 -0.1608
-0.0000 0.9974 0.0050 0.0000
-0.0000 0.0071 0.9976 0.0000
-0.0000 0.0000 0.0030 1.0000
B =
0.0016-
-0.0056
-0.0814
-0.0020

Le critére quadratique 3 minimiser prendra 1a forme (1.37), ot
lcs matrices de pondérations seront:

Qo =
0.0000 -0.0000 -0.0000 - 0.0000
-0.0000 0.9974 0.0013 -0.4994
-0.0000 0.0013 0.0200 0.0000
0.0000 -0.4994 0.0000 0.5000
Ro = '

3.0495¢-005

il y a |'apparition du terme croisé:

So =

0.0000
-0.1826
-0.0824

0.0895

1.0¢-003 *
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Lo gain de la boucle fermée optimale scra :

G = -
0.0592 -14.2146 -20.9805 -80.5110

La réponse¢ du systdme & uneo perturbation extérieure ost
illustrée sur la figure 10,

0 Vi’tes‘s? d'avance oS Angleld'aﬁaque
g-05¢ . :
-

- -005F . : ' -
~1 — o —oab —

0 50 - 100 0 , 30 100

Temps (sec) Temps (sec)
0.2 Vitessel de tunguge; 0.1 {b.ngie ;'je tangage

- . ‘ ]

1]

- —

g

é 0.05 -
o 7

~0.4 b . - oL

0 50 100 100

Temps (sec)

Figure 10: Réponso du systéme discret & ume perturbation
extérloure ( commande optlmn!c)
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5.4.2 MOUVEMENT LATERAL:

pour T= 0.1 sec le systéme

A=
0.9074
-1.1806
0.4072
-0.0609
0.0208

0.0023
0.5812
-0.0402
0.0295
-0.0020

0.0006
0.9278
1 0.0024

0.0963

0.0001

0.0094
0.0843
-0.1730
0.0044
-0.0087

latéral

aura pour dynamique:

0.0035 0

-0.0947
0.0974 -0.0022 0
0.9622 0.0008 0
0.0039 0.9999 0
0.0984 0.0000 . 1.0000

Le ¢ritdre de performance auront pour valeurs:

Qo =
0.9777
-0.0578
-0.0022
-0.0003
0.9636

Ro =
0.0125
0.0017

So =
-0.0236
0.0281
0.0016
0.0010
0.0001

Le-gain

0.3745
~-16.6261

-0.0378

0.0932

0.0037
0.0048
0.0003

0.0017
0.0013

-0.0031
0.0042
0.0002
0.0001
0.0004

- -0.0022 -0
0.0037 0.0048
0.0002 0.0001
0.0001 0.1000
0.0013

0.0018

de la boucle fermée scora:

2.00355
0.0183

0.5809
-2.9268

1.9987
-0.2310

.0003
0.0003
0.0013
0.0018
1.0000

3.4496
-23.7185

0.9636
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La réponse du systéme & unc perturbation extéricure ¢st dopanéce

sur la figuro 11,

0.04 Angle d'g glissement 0.1 | ‘v‘ites:se de Lﬁcet
0.02 4 2 ot
I : o
- 2 L
0 ~-0.1 .
f Q- n " ‘
-0.02 ‘ . -0.2— i
0 S0 100 0 - 20 100
Temps (sec) Temps (sec)
0.05 Vitesse de roulis 01— } Angle de roulls
Lo}
E 005 i
—0.05 J
[ .
-0.1 4 0 -
0 .90 100 S0 100
Temps (sec) Temps (sec)
Figure lli.Rééonso du systéme dis?;ct A une
perturbation extéricure. '
Les mémes fcmarqucl‘conccrnant }’interprétation de ces courbes

peuvent &tre faites comme dans le cas coantinu.
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5.5 CONCLUSION:

L'analyse dynamique ( par simulation sur ordinateur ) d'un
avion dans ses deur mouvements ( latéral et longitudinal )montre
que 1 apparcil est non suffisament stable. '

Par application de |la commande optimale aux mouvements
longitudinal ot latéral de 1'avion, les résultats graphiques
montrent que plusieurs caractéristiques souhaitées ont été
obtenues, en particulier ume augmentation de la stabilité,
réduction des temps de réponses, augmentation du  facteur
d’'ammortissement,...

‘Ces résultats ont été testés sous !'effet d'une perturbstion
( impulsion de durée appropriéec ) sur les asilorons ot le
gouvernail de direction dans le cas du mouvement latéral, ot sur
"lé: fo@#crnail de profondour dans le «cas du mouvement
longitudinal.

Lors de | action d'une perturbation, les états de 1'avion
seront perturbés, et la commande ontre on action en %nnulant fes
effets de cette dernidre. Les états tendent vers un régime
stationnairc aprds un régime transitoire bien amortie.

"Il faut noter que la perturbation agissante sur 1'appareil
(tourbillons, rafales d'air) et qui entraine une modification
dans 1'attitude scra annulée aprds qu'eclle soit évaluée par les
capteurs d’'orientations et de vitcssecs ot transmis au systémo
de commande qui va annuler ces eoffets en agissant sur les
surfaces de commandes convenablies ( pour le mouvement latéral:
les ailerons et le gouvernsil de direction, et pour le mouvement
longitudinal:les gouvernails de profondeur).
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6.1 INTRODUCTION:

En général, la dynamique 'des systémes physiques ¢st perturbée
par dos phénoménes aléatoires. Pour concevoir un systéme de
contrdle qui doit rencontrer de tecls phénoménes lors de son
action il faut en tenir compte dans la conception. D¢ plus; la
mesure dos variables d'états se fait toujours avec la présence
inévitable dec différents types de bruits de¢ mesure.

Pour la simulation on choisira touts les bruits; do dynamiquée
et de mesuro, blanc,centrés, non corrélés, ot gaussicns.

6.2 ETUDE DE L’OBSERVABILITE:

Pour qu'on puisse utilisef l'observateur déterministec ou
bicn le filtre de Kalman le systéme doit &tre observable.

6.2.1. MOUVEMENT LATERAL:

La matrice de mesure C ost:

o0 0 C =
o0 =m0
OO0 oo
emooo
-0 00

le rang de la . matrice d'obscrvabilité ost quatre; le systéme
ost complétement observable.

6.2.2. MOUVEMENT LONGITUDINAL:

La matrice de mesure C est:
C= '
1 0 o 0O
o 1 0 0
je rang de la  matrice d'observabilité est quatre; le systéme
est complétement observable.

L'utilisation du filtre de Kalman dans cc cas ost possible,
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6.3‘OBSERVATION.STOCHAST]QUE:

Les mesures sont infectées par un bruit aléatoire. Par ceot
ctfet, elles no sont plus signiticatives (Fig. 1) et (Fig. 2).

Les covariances de. | 'erreur entre les mesurcs bruitées ot les
mesures parfaites pour différents rapports signal sur bruit (S/N)
sont: '

Dynamique latérale:

S/N=0.0100

var = : i
0.0033  0.0032 0.0032 0.0030 0.0026

. S/N = 0.1000
var =
1.0c-003 * - |
0.2827 0.3185 0.3144 0.3107  0.3377
. SIN =1
vVar =
1.00-004 : ,
0.2917 0.3083 0.3269  0.3172 - 0.2586
. SIN= 10
var =
1.00-005 ° .
0.3669 0.2870 0.3579 0.3676 - ,0.2953
Dynamique longitudinale:

S/IN = 0.0100

var =
1.0c-004 *

0.5030 0.4562 0.4824 0.4145
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L

. S/N= 0.1000

var =
1.00-005 *
0.4671 0.4085 0.4876 0.3864
. SIN = 1
!
Var = .
1.00-006 *
0.4¢}9 ©0.4651 0.4380 0.4275
. SIN = %0
VAL = ]
1.00-007 * ‘
0.40?0 0.4307 0.4935] 0.4206
§/N=8.81 ~ §/N=18
1 . 8.084 ~ —
~ 4]
- ;H
I L -
- ~8.a3 J l
% ¢ @li ﬁ' A i i!’ﬂ
1 BN R -
Iy I L ] |
AAMIEHE TARE .
MR R R .
e u Wy e L
IEEE IR AR REE SR
R I i ‘g Y 1 b AT
ey | - B /1 g B ¥
IR ' R"'!": 1 by
P
-8.2 A T

t (529)

L9.61
8

Figuro 1: Réponso du systdme 2 uno porturbation oxtéricure
pour différonty rapports sigaal sur brult (S/N). L'état

roprésonté ost 1'angle do glisseomont latéral (8).
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. ] S/N=0.61 LoxipTd SrH=10
.64 ; 16 - s
_
oo Y
. § 0 -
MG o 5 |
| 6k -
B 4l -
-0 .82 '
-4, 64 - 1
H b i

Figuro 2: Réponse du systdme A une perturbation extéricure
pour différents rapports signal sur bruit (S/N). L’état
représonté est 1 angle d'attaque ( a).

Ces figures ropréscentent les états du systéme en présence d’un
bruit blanc. On constate qu'il est impossible de réaliscor un
retour d'état ( ie: u=-Gx) avec un vectour d ' état aléatoire. En.
effot, la régulation n'est pas réalisée du fait que les états du
systéme varient toujours autour do zéro. De plus, les matrices
do mesure C ne sont pas carrées; le vecteur d'état est aon
entiércmént sccessible & la mesure.

L'utilisation du filtre do Kalman devient nécessaire dans co
cas. ' '
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Vu qu’'on ae travaille'pas en tomps réel et pour les méme
raisons que dans la COLQ & horizon fini le filtre de Kalman
auymptothuo sera utiilsé :

L'utilisation du filtre de Kalman ot Bucy se fait en
calculant le gain optimal du filtre.

6.4 PRINCIPE DE SEPARATION:

L'estimation d'états dans la partie précédonte est faite dans
le but de réatiser la boucle de retour. Maintenant que 1’
dispose d'une estimation du vectour d"état on peut réal:sor.
facilement le systéme de contrdle Régulateur-Estimateur.

Le gain de 1a boucle de retour peut dtre calculé en utilisant
ta COLQ déterministe. '

La réponse du systéme 3 une perturbation est illustrée sur Ina
figure 3 pour la dynamique latérale ot la figure 4 pour 1la

dynamique longitudinale.

Les covatiances do l’orreur ontre los mesuros parfaites ot les
mosures bruitées deviecnnent:

Dynamiquc latérale:
. S/N = 0.0100

var =
0.0332 0.0013 0.0543 0.0015 0.0092

. SIN = 0.1000

var =
0.0025 0.0003 0.0033 0.0004 0.0007

. SIN =1
var =

1.0e0-003 * . ' :
0.4843  0.2167 0.9847 0.3287 0.1412
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. SIN = 10

var =
1.00-003 * . _ ‘
0.0502 0.2137 .2892 0.3244 ’0.0164

Dynamique longitudinale:
. S/N = 0.0100

VAr =
1.00-003.° _ .
©0.1082 0.0032 0.0234 0.0022

SIN = 0.1000
Var =
1.00-004 *
0.1121 0.0151 0.1211 0.0143
. SIN =1
VAr = .
1.00-004 * . .
0.0790 0.0148 0.1197  0.0141
. SIN = 10 | i
VAL = .

1.0¢c-004 *
0.0790 0.0147 0.1196 . 0.0141
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8'81 S/N=8.681
6 .6A5
» |
i
50
=]
-8 . 685
-8.81 ' ‘
B g 18
Tenps {sec)
1@-3 S/N=1R
a5 = :
<
&
&
-
-2.5 ' — . ]
8 5 1@

Temps (sec)

Figure 5: Réponse du systéme (angle d’'attaque) a la
méme perturbation (Fig. 2) aprés filtrage.
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Une comparaison entre leos figures 1 et 2 avec les figures 3
et 4 montre que:

- Dans le premier cas ( pas de filtrage) le signal utile est
compidtement noyé dans le bruit. Les mesures dans ce cas sont
complétement faussées surtout dans le cas ol .fe¢ rapport signal
sur bruit est faible.

- Dans le deuxiéme cas le filtrage a permis d'avoir une
cstimation du signal utile toute on filtrant le bruit. Cependant,
pour un rapport signal sur bruit médiocre le l’'opération du
filtrage permet d'améliorer ce rapport en réduisant 1'effet du
bruit. Pour un rapport signal sur bruit moilleur; 10 par cxemple,
on obtient une bonne estimation de | 'état x.

- Le calcul des covariances de l'erreur ontre les mesures
cstimées les mesurcs parfaites avant et aprés le filtrage montre
l1'effet de . ce dernier sur la réduction Qes perturbations
aléatoires. En ecffet, la covariance de |'erreur devient plus
faible pour l¢ méme rapport signal sur bruit.

- En c¢xsminant les figures 4 ot 5 on voit que le régulatour
peut réalisor sa tdche do réduire les variations des états 3
zéro. -

Maintenant, il est possible de commander 1'avion en présence
de conditions réelles de vol; bruit de dynamique, bruits de
mesure, et perturbations. ' '

Pour une perturbation donnée (rafale d'air, tourbillons..)
la commande va agir sur les surfaces de commande convenable pour
annuler lexs ceffets de ces perturbations aprés avoir estimée Jes
états du systéme en utilisant le filtrage de Kalman linédaire.
|
|

6.5 CAS DES SYSTEMES DISCRETS:

Pour l'utilisation de systéme régulatecur-observatour dans le
cas discret on fera appel au filtre de Kalman discret. Suivant
la disponibilité des sorties y(k) a4 | 'instant kK ou &2 1’instant
k+1 le filtre de Kalman estimateur, ou le filtre prédicteur
d-un-pas sera utilisé.
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Les états du systéme lors d'upe utilisation d'un filtre
prédictour scront estimés (2.18) ot par (2.21) pour le cas d'un
filtre cstimatecur.

La réponse du syst2me Observateur-Régulateur a une
perturbation en présence de bruits aléatoires avant l1'opération
de filtrage est illustrée sur [a figure 6; pour le mouvement
latéral et la figure 7 pour le mouvement longitudinal

. ‘ : /N=0.1 -
3'15 | L r L] s‘Hlaj:I T 1 T
f.ar gt -
. T '..."5'
o aues : -
4 . .
L] 1
- e i I ‘ k ]
n 1
[
-p.65 ' - : 4

Figuro 6: Réponse du systémo & une perturbation pour une
période d’échantillonnage T=0.1 sec. L'état roprésenté
est |'angle de glissoment latéral.
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;.
]
&
g
_5 Il . l. - L — - |“ e, Il 1 4 )
a1 2 3 4 5 7 8 9 18
I © - Temps (sec) | |
1 oo
=3 /N= .
15 xiﬂ T 2 T | s Nlilaa ¥ ) L) { |
| -
P : '
] j .
~ .
¥ o
PN, i it
‘ | .
-5 1 1 1 L 1 1 i " L

R S B A T e !
S . Temps fsee) o

Figure 7: Réponse du systéme A ume porturbation pPour une
période d'échantilioanage T=0.05 sec,

L'état représenté
est |’angle d'attaque.

L’'allure dos états du régulateur apras le filtrage sont

donnés sur la figure 8 pour la dynamique latérale ot la figure
9 pour la dynamique longitudinale. '
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8.1
8.88
~ 8.86
he.e4
@ 9.62

..e_az i - 1 A t: } ] 1 I 1 y
e 1 2 3 4 5 6 7 8 9 18
- Tempe (sec) L

S/N=188
)

f.82 t =T — T ) Y r . T
b . L.t
T R . 2

g.e1f/ \ ' o i

-8.02 1 ] 1’-7" - i 1 " L i
& 1 2 .3 4 5 & 7 .8 9 16

1

Tenps-(sec),

Figure 8: Réponse du systdme 3 unc perturbation pour
une période d'échantillonnage T=0.1 sec aprds [iltrage.
L'6tat représonté ocst |'angle de g[issemont tatéral.
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6.6 CONCLUSION:

L'cstimation d'état devient nécessaire lorsqua la boucle de
retour doit 8tre réalisée ave.c la présence do brplts de dynamique
¢t de mesure.

L'opération de filtrage a pormis de réduire | ecffet de bruits
sur te processus. Si le rapport signa! sur bruit est bon
l’opération de filtrage permot d’'avoir une bonne ostimation de
l'état x. Si ce dernier est médiocre le flltrage aura pour rdle
de réduire |’cffet de bruits.

Il est & noter qu'un rapport signal saor bruilt trés faible ne
permet pas d avoir unc bonne estimation de {'état x et un rapport
trées élevé peut entrainer une matrice de covariance de bruits de
mesure mal conditionnée ( son déterminant devient proche de
zéro); l'utilisation d'un filtre de Kalman réduit devient
indispensable.

IL’introduction du filtre de Kalman en cascade avec la boucle
de retour a entrainée unc 1égére modification dans 1'emplacement
des pdles du systéme.

Pour le cas discret la dynamique du systéme dépend du choix
de la période d'échantillonnage. Elle est choisie de fagon &
“réaliser un compromis ecntre un temps de réponse trés &levé et un
temps deo réponse trés faible,



-----------------------------------------------

- Conclusion
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La théorie de la commande optimale linéaire est un outil mathématique trés
puissant pour la synthése des systdmes de commandes linéaires dans le
domaine temporel. En effet, elle permet de choisir le gain de la boucle fermée

de fagon & optimiser les performances du systéme.

La commande optimale nécessite en général une estimation d'état, cette

derniére est réalisée a l'aide d’un observateur {déterministe ou stochastique).

Notons que le domaine de l'aviation est trés vaste, et que le probléme traité
auparavant constitue une partic des problémes existant dans ce champs

d'activité.

Nous tenons & remarquer quec cctte étude peut &tre étendue en traitant le
probléme de poursuite avec un modéle incluant un terme qui traduit les

perturbations.

Il est & noter aussi que la dynamique latérale ¢t la dynamique longitudinale-'
de 'avion ‘peuvent étre regroupées en un seul groupe de fagon A utiliser un

“ seul systéme de commande par la technique de la commande adaptative.

En fin, on peut dire que cettc application nous a permis de s'introduire
dans un domaine d’application trés intéressant du codté ‘pratique; le domaine
de la commande optimale et I'estimation d’état et particulidrement la commande

de I'avion.
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ANNEXE. A

Soit le systéme continu décrit par:

#(t) ~ax(t) +Bu(t)
y(t)=-Cx(t)+Du(t)

et le critére 2 minimiser lors dp 1'étabiissement de la commande
optimale s'écrit: :

Ce

7= [lx 7 (£) Qx(£) +u T(£) Ru(£) Jdt (A.2)
[

1

. A.1 DISCRETISATION DU SYSTEME:

L'état du systbﬁe a 1'instant d’échantillonnage t; ot x(tk),
l'état du systéme &4 un instant futur quelconque t> t, ost obtenu
en résolvant (A.1). ' _

¢ !
x(t) =& x(t,) +fe“‘““"’5u(s) ds ' (R.3)
Ex : N

1'état du systéme & | instant d'échantillonnage suivant : t; 4 est
donné par:

) LT
x( tkﬂ.) -eA(thl'Cg)x(k) + f QA(‘th"-"BUdS

£

La commande u cst supposée constante enitre les instants
d"échantillonnage. Pour un échantillonnage pérlodiqde de période
T° et en mettant: : .

‘ T =k
le systédme (A.1) devient :

x(k+1) - Fx(k) +Gu (k)
y(k) = cx(k}

{A.4)
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avec:
F-e* , ¢-T(T)B
To (A.5)
(T, - ef“““fe"ffdr
0

Remargque:

Pour les systemes réels s matrice D est nulle car dans la
commande par un calculatour numérique ta sortie y est d'abord
mesurée et le signal de commande cst ensuite généré, comme il y
a toujours un retard significatif entre les deux phénoménes on
ne peut avoir de reclation directc entre y(k) et u(k).

A.2 DISCRETISATION DU CRITERE:

Posons dans {A.2) t= NToavcc-N nombre d'échantillons supposés
trés grand, le critére pout s'écrire ainsi:

| N k1T o
J-—l-; [ Tt @x(e) suT(e) Rult) JdE
28t i, | (A.6)

avec:
kT,sts(k+1) T,

posons

t
¥(t) -fe“‘""Bds
kr,

D’apréds (A.3) on a:
x () =@ E 5 x (kT + P (£} u(kT,)
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et 1'équation (A.6) devient:

k+3
J'_?: [T ot Rl u T I TR O (&K x (k) +F (k) u(k))

+u T (k) Ru (k) )dt

J-—-Z: f{x'-"(t)e Tie-kTo) gttt ""’x(k)

+u “'(k) [R+‘l’ T(k) Q¥ (k) ju(k)
+2xT(k) *"" N Q¥ (k) u(k)} de

Enfin on peut mettro J sous la forme suivante :

N |
J‘%g[x"(k)Qox(k)+2xr(k)sou(k)*ur(k)R"U(k)] (A.6)

avee:
-(k"l)Tg :
Sy = [ o*TNQE(kTy)dt
Ko , o (A.7)

i VTos - ‘ ‘
[{{e“ Qe drds |B

{kei) Ty
Tt -
f el kTy) Qeut KTy} g

K | (A.8)

- fe”‘oe”ds
[1)

et
(k+1) Ty ‘
R, = RTy+ [ ¥T(kT) Q¥ (KTp)de

kT, (A.9)

Tosr

= RT+BT ”' erTQe?r*dzdrds|B
000
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A.3 CALCUL DES NOUVELLES MATRICES DE PONDERATION:

Le calcu! d'intégrales contenants des cxponenticlles avec un
cxposent mattlclellc est donné par le théoréme de [Van-Loan,1978}
qui dit que : y 0D 1’ ny, ot n, sont decs entiers positifs avec
m leurs somme on dgflnte unc'matrice E triangulaire de dimension
(m xm ) tel que:

A B C d|n
e 0 A B, GG |1
0 0 A, B |n (A.10)
¢ 0 O A |n
n, n, n, n,

alors pour t 2 0 on a:

F,(t) G (t) H (t) L (L)
0 F,(t) G {t) H(t)

o8t - (A.11)
0 0 F(t) G(¢t)
0 0 0 F,(t)
Avec:
Fy(t) = e , j=1..4
3 I X
Gy(t) = fe“-"“""_B,e“”*'ds , =1..3
.0
{(A.12)

t
H,(t) - f gttt c,0™%ds
[+}

te ' ‘
+ I f o™ (t-8) Bj ea,,;(a-x) BJ+1 eMifdrds , j=1,2
0o ' :

t
L, () =[e™(** D,eMds
[}
ca ' .
+ffe“=“""’[cle" (-2 g 4B @™ " CleM drds  (R-13)

tra A
* f f em ¢4 p oMt 7 g gMiF N B oM drdadz
000 '
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Pour calculer les formules (A.5, 7, 8, 9) on applique le
théoréme en prenant comme matrice & blocs triangulaires Ia
matrice suivante:

-AT I 00

E- 0o -AT Qo0 (A.14)
0 0 AT
0 0 00

Toute les matrices présontent dans E sont des matrices carrées
de méme rang

Si la matrice E est présentée sous la forme (A.11) alors on
ohtient:

F-""-F, (1)

G-T'(T,) B~G, (T,) B |

Qo=Fy T(T,} G, (T0) | - (A.15)
8= T{T) B, (T,) B .

Ry=RTy+B T [Fy T(T,) Ly (Ty) +L, T(T,) Fy (T;‘,)]B
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ANNEXE B

Pour cobhtenir le changement de variable cité dans le chapitre
2 on procéde ainsi:

;n pose:
y{t)= [ Cy c:.z] [x:] (811

Yy$ représente les mesures nonm bruitées. C“ est une matrice
réversible de rang m. ‘

On a aussi:

Ya"[Caa Caa)

X3
(B.2)
xa] + v, (t)

¥y ¢ représente les mesures bruitées, ot vy représente le bruit
de mesurc.

Le nouveaun vecteour 4 6tat est donné par:

C&i Cia o
0 In-n]X(t) =Px(t)

' X, (¢)
avec X(t)--&m

A, A,
AnAzz] ;B

X(t)=

w-;')'

B,
B,

et © A=
A partir de |'équation (B.3) on obtient:
x(t)=P1X(t) (B-4)
En tenant compte de 1'équation (2.60) on obticnt:

2(t) =PAPX(t) +PBu(t) + PGw(t) (8.5)

y(£)=CPYX(L) +V(L)
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en fin le¢ modéle lindairc sora do la forme:
R(t)=AX(t) +Bu(t) +Gw(t)

- (B.6)
y(£)=CX(t) +V(L)

avec. |
o[B8 K
_ A, & ' _I[B.
A-{l.11 i“] , Bl 2
Ay Ay B,
—_ E-ll ('Tlﬂ
CZl c32

A_n"[CuAu" Ci242)

Aj=-Ay, Cia* [CaPa* Ciaf2a]
Ay =2y Gyt
ApmAi-2iChiT'Cp
3_1‘01131"("1:32 i By=B

G =Cy, G, +Cy36; i G_'.:"Gz

Ca=1, 2;2'0 i Egl-calci?
sz"czz"cnc:l:fcn
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