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CEHAPTTIE I

Introduction & 1'étude des vibrations des

machines-outils

(1) Position cu;plobleme
Une machine est en général un systéme complexe (£ssemblage d'un grand nom-—

bre de pieéces suivant une géometrie bien précise).
L'étude d'un tel systéme dans sa globalité est trés difficile et méme par—

fois impossible; aussi, pour pouvoir étudier une machine du point de vue des vi-

brations : il est nécessaire de représenter sa structure par ce gqu'on appelle un

"modéle mathématique".

Par " wodéle mathématique" , on entend une représentation simplifiée de la

structure sussi ressemblante que possible au schéma réel.

Le choix d'un tel modéle est trés important, suivant ce choix on s'approche

ou on s'éloigne d'autant s du schéma réel .
s C——e

I1 est & noter quefles resultats recueillis- ne peuyent &eJasser le cadre

du modéle adopté.

f
}

Dans cette premigre p&rtle, on se propose de situer la ouestlon dans un
contexte général de mécanique vibratoire; ce qui'nous séra’ itile principalement

pour la suite de notre exposé..

En premier lieu une machlno-outll constitue un systéme-eﬂsa ptible de vi-
ber.

1) I1 s'agit donc de définir le recepteur

2) Les sources de vib

a- Les vibrations

ﬂ&?!eﬁrﬂﬁth@g*ﬁEﬁ par }es fonda =9 pour y remé-
cture par_ des amortlssour Jdﬁibabﬁéém nt choisis.

b- Les défauts de ftransmission pg;_ﬁéﬁ??ﬁﬁéiou'engrenage,
c- Des balourds m caégaéésf¥ﬂim@miges pgr ﬂklllbrage d

(HN
Les sources a, b, c, fournfissent eﬂgkéiérpl“ﬁea y;b;gtions égéég
- _\H‘r-'C—\_‘JUr‘
D'autres sources provoquert des vi i ]

s : ¢'@s?t le cas fu phénoméne
de "Stick - Slip" auquel on peut remédier généralement par le choix de glissieros

hydrostatiques.

dier, il faut iscler la st

de paliers...ctc
ique.

orcées.,



Enfin, les différents types delrautement provoquent des oscillations auto-

entretenues qui sont potentiellement seules capables d'engendrer une instabilité

En effet, les vibrations forcées fournissent une réponse finie; il en est
de méme pour lecs vibrations libres.

On peut voir ces cas comme resultant d'une chafne ouverte

S0urce e ponse

Kecepheur

|

var contre les phénoménes debrautement nccessitent 1'adoption d'une chaine bouclée.
F F g
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(2) Définitions (halve e a Ew)

(2.1) Récepteur

(2.1.1) Systeme continu : systdme ayant pour défermation une fonction
continu. Le mouvement depend d'une infinité de paramétres et il est représentd
habituellement par un systéme d'équations aux dérivées partielles.

(2.1.2) Systeme discret : la position du systime matériel dépend d'un
nombre fini de paramétres. Le mouvement est représenté par un systeme d'équations
différentielles.

(2.1.3) Vibrations libres : ce sont celles qui apparaissent lorsqu'on
écarte un systéme de sa position d'équilibre et qu'on 1'abandomme ensuite & lui
néme.

(2.1.4) Vibrations forcées : ce sont les ostillations dues & 1'action
des forces extérieures appliquées au systéme.

(2.1.5) Degré dé liberté : le nombre de paramdtres indépendants définis-
sant de fagon univoque la position d'un systéme (par rapport & un repére dommé )

est appelé le nombre de degés de liberté du systeme.
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(2.1.6) Systime vibrant lindaire.
On désigne par systéme vibrant linéaire tout systéme pour lequel

les équations de ses vibrations libres forment un systéme d'équations différentielles

constants. (C'est en particulier le cas des petites oscillations autour de la posi-

tion d'équilibre).
(2.1.7) Modes harmoniques

- Si nous considérons un systéme lindaire 4 un degré de liberté
non amorti en vibrations libres. _ .

b S A g ]

I1 oscille simusoidalement X/&)= Vo do/wlTt¥ /

avec & pulsation propre.
- Un systéme & ¥ degrés de liberté en vibrations libres n'oscil-

le pas sinusoIdalement, mais son mouvement résulte d'une superposition d'ondes

sinusoidales \

{ 1
ou ,Z/tuﬂf IO[: | ) N sont les pulsations propres du systéme

O‘*O“ ){{’)g _ des constantes détermindes par les conditions initiales.

A _EL;uLU les mineurs du determinant fournissant 1'équation caractéristique.

et
(?'.z,;,(\ sont nuls sauf 1l'un d'eux est

Tout mouvement particulisr pour lequel tous les

appelé mode propre de vibration.




- Pour les systeémes continus, 1es mémes définitions sont valables.
Précisons cependant que si le mode est une fonction d'espace qui verifie les

conditions aux

limites y{x,t) =g (=) £ (t)

M
¢

0
si g(x) verifie les conditions portant généralement sur 4 n !: 7/{ L} t)]

on obtient alors une forme stationnaire G(x) qui est le mode.

(2.1.8) Vitesses critiques.

pour des vitesses dites eritiques,

transversales.

Un systéme en rotation prend une amplitude maximale

ex : pour un arhre comportant b disques on a

U
w'z g

Ty
2R

(2.1.9) Amortissement

- Amortissement externe

généralement Sgaies (si les effets de dis-

ques sont négligeables ) aux fréquences propres du systéme en vibrations

= P yL' Pi étant les poids des disques et

yi les fléches statiques.

. On entend par 1a tous les facteurs externes

capables de provogquer une perte diénergie (résistance de l'air ; frottement;

amortisseurs A piston, clectromagnétique ... etc... )

Pour tous ces cas la force de résistance a pour expression générale :

2
e T 2y v + a5 T+ eos

o v est la vitesse d'

o]

- Amortissement interne :

Lors

n'est pas thermodynamiquement réversible.
cessus qui tendent & le

dissipation d'énergie mécanique qui se transf

un point quelconque ou d'une unité d'aire

d'un mouvement réel la déformation dans les corps élastiques-

1 'inéversibilité de la transformation ).

C'est ce que 1!

solides.

on appellé le frottement interne

Le corps solide est le giége de pro-
ramener & 1'état d'équilibre; ce qui conduit & une

orme en chaleur (et par suite &

ou bien la viscosité des corps



Lorsque la dissipation d'énergie mécanique est trés faible on parle alors de
processus "quasi-reversibles" et qui ont comme proprieté remarquable le fait

qu'ils peuvent &tre décrits par ce qu'on appelle la fonction de dissipation

-_— "!,_f- ZO(%/ ﬁ.' :‘:‘—"- /ap
R L N T
< 4 9%
ou }? est une forme quadratique définie positive des v1tessesafy

les gbp dtant les cordonnées généralisées du systéme mécanique et f j la
force de frottement généralisée.

(2.2) SOURCES

On classe les nombreuses sources de vibration en trois grandes catégorie
(2.2.1) - les signaux harmoniques

dont 1la forme générale est Xm sin (W t +vy0 )

(2.2.2) ~ les signaux périodiques.

Supposons ( qu'un signal de ce type ) soit représenté par la
fonction f si T est la période d'oscillation
On a alors f(t + T ) =f () pour t G?()
pour faciliter 1'étude d'un tel signal on le décompose en série de ! CURIER (T _219

cg = %/%(t)@tﬁ“’tdt

C)

[Awt i w%
4t = Z(%e +wa€“€)

(2.2.3) - les signaux aléatoires

Pour lesquels on utilise 1l'intégrale de FOURIER soit f la representa-
tion d'un signal du type Aléatoire on a alors :

+ o0 L
Fw)= 5= | #)e " dt

(F est appelée densité spectrale de f)

f?é) // Wde'wiﬁ»



(3) METHODES DE RESOLUTION DES SYSTEMES VIBRANTS

(GBo1) généralités
Danscette partie on va chercher & écrire les équations générales du
mouvement d'une structure déformable en vibrations; et de donner la méthode
d'intégration de systémes différentiels particuliers.
Pour ce faire, il existe plusicurs méthédes pour formuler 1'équili-
bre "dynamique" d'une structure donnée.

gre . . s T
1 En se servant des équations de 1'élasticité géncralisees avec

les termes d'inertie

2®"®  En utilisant les méthodes énergétiques qui font appels aux

théorgmes généraux et & la théorie du calcul variationnel.

(3.2) Equation de 1'élasticité dynamique

T e e s e = e

Les équations du mouvement d'un milieu élastique isotrope (thermo-

stable) s'écrivent comme suit :

27
o M“*-* o dirT (1)

ou encore en posant

,Si: Pb [?. {-__f ¢?~l{i{a&?ﬁ

Su (1)
/0’1,‘-?,
étant le secteur déplacement

la masse spécifique du materiau

T

les coefficients de lamé et 4 celui de POISSON

/I/
;; est ce qu'on appelle 1'opérateur de 1'élasticité de la structure

- coette équation est commode surtout pour la vibration des barres

et plaques.

- Dans le cas ou les variables sont séparables

Uyﬂﬂé} Wi (m) g /) (0

En portant (III ) dans (II) on & :

o W o . (y’y 4 /
yohlc 2”§ﬁpyr ()

y g
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&
_— = Wy 0
T AP

w j étant la pulsation propre correspondant au mode de rang j

—

l/tg étant alors les formes propres associfes qui devront vérifier les con~

ditions aux limites dg__la structure

multiplions (IV) per W3 o) - — s

on recgoit alors : C?) 6 Mg - {?GL ng“g M;:E (_VJJ

supposons que notre structure soit confinée au volume v et intégrons 1'équation (vI)
sur v

on a donc : o o 9 = e
. M_f’ - = ) N el
|5 =g [T T
n_br .V.,
si 1'opérateur S est auto-adjoint, c'est a dire si

< 5/(;; E/7 = < {,‘{_J ,‘;‘,LTJ/7 pour {l‘auf‘/:}/“’lé'v-

(1e symbole entre crochet désigne le produit scalaire)
Les modes propres constituent alors une base compléte orthogonale nous pouvons
définir alors

— les pulsations propres i partir de (V)

- les masses généralisées : M :/f ]/_\/“:Zdy
(3= d

S [ =
L= | WS W, Ay
Sy o 7

Ainsi pour chague mode on obtient pour un systeéme conservatif 1'équation :

Y £l ) ) SE) —
/\? Qj (_/L') 7 de qri(b/}— 9,
Pour un systéme dissipatif, on pourrait de méme définir 1'amortissement généralisé
B j

;.”r W ) ' ./, —
on aurait donc : /{ifj %‘/O¥ 507 ?‘Oz};{_ii/* /%f "79{{%}"‘0

Toute vibration libre s'écrira donc

- les raideurs généralisées :

.

7 {M)éj = 3}; lﬂ’;f ‘. ?U”L/

AN



(3.3) Méthodes énergétiques (systémes & un nombre fini de degrés de liberté )

(3.3.1) liéthode approximative de RAYLEIGH

- principe de RAYLEIGH (concernant les systémes conservatifs)

L'idée du principe de RAYLEIGH est que pour les systémes conservatifs la somme

de 1'énergie cinétique T et de 1'énergie potentielle Y est constante dans le

temps et qu'alors lorsque T est maximum / est nulle (et vice-versa)

: . m _._:',.‘F
On peut donc écrire : Toax ='Max

Pour la suite de notre exposé; on utilisera les notations tensorielles. Tout les
indices latins sont susceptibles de varier de 1 & n (n'étant le degré de liberté
du systéme considéré). L'énergie cinétique et potentielle de ce systime est domnnée
par les expressions suivantes.

: 2ilv e -
P-ga Gy ;v S e? Wé/

(On suppose que cés formes sont définies quadratiques et positives)

On sait que pour de tels systémes il exis‘ce ce gu'on appelle les cordonnées Normales
ou orthogpaales principales ;. g, - d’(ru ¢

v oy

ont les prorietés suivantes :

(cf les sections ultérieures ) et qui
2 2

1) ? s /]/ ’ p% ou les ,{/ sont des constantes
; ; ; J“fé’ o - _ ﬂ X‘Q’/l//d

2) formules de transformation : [ a4 C,;?C;T 716 i kol :

A’/i S ; p AR

J&C“f’;";{g/:(f; /ngé%
.’,n 2 A4 f\, s //3

r i X/\/zg = p’]?‘/ﬂ(ﬂj ,5,

3) Relations d'orthogonalité

0o nES

€7y 2 c#y 17hg= € (’_,C'-”A”é/r’;f/é)

On pose 2 i Y20, 1
p a,fb: d’/é‘)ﬂ:/{/yé {-jf’ C/?,: Cﬂ' /i/j'/t/é

AR v
?x}, / V /-Zf 2

D'ou



A présent nous pouvons poursuivre 1'énoncé de notre théorie
- On considére un mode d'oscillation fictif ou toutes les parties du sys-

téme oscillent & la méme fréquence fondamentale

il vient al ; i b
il vient alors (?Q)Max: w Gn et (?&jﬂax_{gf

et par suite
D'ou ) D o/
w¥= (G )/ (a 2,

or
Sl : V2
w;z’i/‘_: C‘/ﬁ/@ C e QUJL Cﬁaﬁﬂ(f/ W=

I1 apparait alors @x&&)ﬂest comprise entre le M7 et le lax Wy

tiais en fait LLJ&Z}'“J"U4?et c'est cette dernieére valeur que nous calculons.

- Amélioration de l'approximation et meilleure approximation

La méthode décrite précedemment peut 8tre améliorée, en écrivant que pour le
node normal lorsque le systéme se trouve dans sa position extréme : il y a équi-~
libre entre 1l'action des forces d'inertie et de rappel. On obtient le systeme

suivant écrit sous forme matricielle
(/) (,. )

les indices numériques écrits en haut & droite de chaque lettre indiquent 1'ordre

A matrice d'itération

de l'approximation

N, mti) ) /()
en généralisant (?/L / = (A/] ( ?j‘)* /
Avec ,7-,(m) = :2{' &Q[ ?’;imjj -

Y - 4 Mgt TY

Ainsi on améliore 1'approximation de MJ'{/par les expressions
: (m‘ ‘*-—lm
m| 2 ) ) Omri)., & (m)
ﬂ?ki)ﬁl JJ7 Y= J L w %] == I
V{/"‘?"Q

7 (")
La meilleure approximation étant domnée par

o Lul™aln )yt b2

#[wfzm-!)] ?_{_2[".0(%)}24_ Z'w (3.‘7!4-;}-}'3/

(formule itérative d'Aitken)
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(5.3.2) Equations de Legrange (de 2777 espice)

La maniére la plus rapide pour établir les équations de lagrange,est celle
qui consiste a utiliser les principes variationnels intégraux. Ce qui revient &

rendre extrémale 1‘intégrale d'action généralisée 3

by /(L%@)d*

L=T--=7V étant 1e Lagranglen du systeme 00ﬂ31dure

(5_& étant définie comme suit : y @ 5

jﬁ? étant alors le travail élémentaire virtuel des forces dissipatives et extéri-
eures.

En variant I : On aboutit aux équations différentielles suivantes :

)
S(55)-2L 20K 165 ey
7 9‘/"? dg
Dans lesquelles R représente la fonctlon de dissipation du systeme
Ld @
7 b4 9,
ﬁ 4’&#/ 4%'
et C%;[les forces généralisées dues aux forces extérieures
P
. n;
Q=2 F-
£a1 9?04

1) Cas d'un systéme conservatif en vibrations libres comme dans la section (3:5.1)

—_—

i étant la force extérieure

agissant au point

On suppose que T et V sont données par les expressions

T-hZogkdi9s | V=4 % ik qsg

Les équations de Lagrange nous fournissent alors le systeme

%Z.: {ay-é CJ?}%, + Cd,%/ C}?f@) - O /‘: i‘”} n
~

pour résoudre ce systéme on va -s'appliquer & chercher des solutions de la forme

‘T_LAJI x
‘?;‘% /4;%6 %:;)“./h g /?/é étf
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On est alors conduit a4 un systéme d'équations algébriques

Z ( é—-wzfa?,é)-ﬂ&* a';—’)}..,)h

pour que ce systeme ait des solutions non triviales son déterminant doit obligatoi-

rement s'annuler

f e e ' 2 0 — 0
4 (w) = /Cﬂl £~ a? ,@/ (équation caractéristique )

supposons que cette équation posséde 1l racines distinctes gwq E’i "

la solution générale s'éerit alors :

‘?/4—- ZA;%{W%JC e’Lu{(Z'

Aﬁ(wﬁ)etant les mineurs du determlrant A( wiﬂ

Les coordonnées normales se déduisent immédiatement de cette derniére relation

9= 2 A4(“1) 9

2) Cas d'un systene dissipatif en oscillations litres

Les énergies cinétiques et potentielles gardant les mémes expressions que celles

du cas précédent les équations du mouvement s'écrivent alors

=/ eee h)
D'une manidre analogue ce systéme se résoud en posant/ f(" /4&1? @
Cn s'arretera 1a pour cette partie renvoyons le 1ecteur aux ouvrages spécialidés

pour le développement de la théorie.

(3.3.3) Méthode des coefficients d'influence(ou de sowplesse)

Les équations du mouvement s'écrivent dans ce cas en faisant appel aux
équations canoniques de la méthode des forces (qua nous aurons a revoir par la
suite )

En désignant par %j les déplacements et en appliquant le principe de D'ALEMBERT

On a A’ f
E%' %;!5. Ke ()=

pour lesquelles Xk représente 1'action des forces d'inertie

Xh=-k Sy
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0

=0 J
ce quidonnealors:‘ ‘%; - E? d{é ‘gg (I

et le coefficient 5 étant le coefficient d'influence spécifique au systéme con-
sidéré

ex : pour une flexion Pure / Mﬁ MOJ d;

Le systeme (I) se resoud en posant °

On a donc : /,%‘Aﬁe
/}J—wb}j ga%% (570

g 4 r‘ﬁf I:J
&Eﬁ;} Aok 14404

A partie de 13 la résolution de ce systéme est isémntique & celle de la sectiol

ua"'

R

et par suite

&5?2 f =0

(3.3.2) cas n°! sauf que les inconnues ici sont les inverses de la pulsation au
carré Ci/w-?/)
- A premidre vue cette méthode s'apparente beaucoup & la méthode de Lagrange,

mais en fait elle est beaucoup plus générale car elle traduit 1'équilibre global
d'une structure.

(3.3.4) Conclusion

Aprés ce tour d'horizon des différentes méthodes de résolution, permettant
le calcul des modes propres d'une structure donnée. Il importe de signaler que c'est
suivant le type de probl2me que se fixera le choix de la méthode de calcul & emplo-
yer (on choisira bien évidemment la méthode la plus addptée).

D'autre part ces théories s'appliquent aux systémes vibrants linéaires seulement;
cependant on se ramenera toujours & ce cas quand c'est possible par linéarisation
des équations du mouvement. Enfin pour ce qui est des systémes continus dont 1'étu~—

de est souvent mal aisé, on les approche par "Discretisation" de leur structure.
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(4) Réponse des structures 3 une excitation donnée

Un systéme physique peut évoluer dans le temps suivant trois cas de vibrations

différents et qui sont - les vibrations libres
- les vibrations forcées
- les vibrations auto-entretenues

On illustrera les deux premidres possibilités par un exemple, ensuite on indiquera
la théorie afférente au dernier cas.

(4.1) Exemple —//////////

e e

On considére le moddle mathématique

suivant qui intervent constamment B l':ﬂ

dans 1'étude des vibrations.

{ 4
s

Bcrivons les énergies entrant en jeux : A

. ___ i ;# Hx“--. ;(H-
e M,x %xi’- l Jrﬂ

J
|
= — 77
J% =49 B Le lagrangien est donné par ZJ A

f\Z} /] —
1'équation du mouvement est alors : ( ?é ) -—g—- = - 4\_2 T /— (f/
o g i\ Gy | 2K 7y
ou encore /"1,(4/3X+2g)(:f‘@ a Y Y -f%
en divisant par M et en posant -v//i = /,""r e Wo = /M
»e e :2/ _ F(LL):: _ f
/(ff/])(%wo/\f_-v £(t)

- Oscillations libres : il suffit de poser f(t) = 0 dans 1'équation ci-dessus

pour obtenir 1'équation du mouvement et qui est :

+2A0+ Wiy = o

on a @

On sait que la solution d'une telle dquation différenticlle est de la forme
Am € /f“wd(-flf +}?5)

l/w;’-/}.?/ e (fréquence naturelle amortie)

Au bout d'un temps assez long la réponse libre tend asymptotiquement vers
z€éro.
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- Oscillations forcées (cas d'une excitation périodique)

COn suppose notre signal périodique de période (T =2,.u..r§’/—' )
Décomposons f(t) en série de IQURIER

C’/@: %/%ﬂyfz%w&é’

41t) = ;‘* (ce e-a,é"mi’; Gﬁgezﬁwf)

o . 2 =
1'équation du mouvement s'écrit : (0 + <0 ‘D T Wo )X - 7{/0

D étant 1l'opérateur de différentiation par rapport au temps.

D'ol la ré forcée sera : 7 !
oi la réponse forcée sera /ng - ‘/ . [#/E')
DY) Dpw
en utilisant la décomposition de faurier. '
oy -2 i/ Lot _
Xss = zj A ¢ : e ok el
ws'L R . z’,?,() Buw  wr- prwbyr dd fw

0

posons C £ _ }/é 6?’%

W, - ﬁ?'w‘?{. 3'2(1 f@iu-—

Ch

<

— : et% 1targument
y A f A - '
We'= ﬁ w.?/_ i 2(; R ‘ de ce nombre complexe

C-£ 7 o TR

oa V&=

il dpparait < - Y

e B 7

wr - Ay L.",g({ £

vu que C_,ﬁ est le conjugué complexe de (fé’ par construction

[ ]

insi -i(Awi- v -8
4 /\/sszzﬁyféizk %é)+}%€ 'é)f

Y= XA m(ég-% )
enfin on pose jyé:Xé L///I X§§ = /E;O/\% @d(f@)é"‘%é)

- cette dernidre relation est la réponse forcée du systeme
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- Aspect énergétique de la solution
Recopions 1'équation de lagrange du mouvement sous la forme

W _d () IR ot
X df'(?i)*/z“f“’:[)

Differentions le Lagrangien : on a ol L = ?—é X’-f- —2—{/ X’
remplacons ?.\-{5 par sa valeur vue 1a haut X 9’\/
2 Ay . IR .
=" %Z/:,”‘ w(i—: L_X}‘?{'
4 . TRy s Xk )
or re ¢ p) v ooe e T/
?x 't 5/,( AN 7){//

D'ou d(jab_ ;) ” ’\j’"—/f : 2?

8, 77 . -
e e 2%
ly2 Tl @k g L= 2P
L 7X
= )?_b____[,:{;ﬂ.,.y:__f

la quantité E désignant 1'énergie du systéme
remarque si R =0 et B(t) = 0 (systeme conservati<)
il vient alors T +V=cle

1'équation de 1'énergie s'écrit donc :
C
AE Y E - IR
= Al f) =X =
Aé . T
Dans le cas ou la stabilité est atteinte (seule ng est 2 considérée) 9
On se propose alors de calculer la valeur moyenne dans le temps d'une période T‘: -—N-
des termes de droite de 1l'équation de 1'énergie
ji ‘y
7 ‘ ﬁ(t) d}' L , (23?
- ! — .-/1 —— Q’}&
W 77 ngr ‘9 WQ-": A==
R 754
C - O

Avec:  F(H)= M f1E) 5 IR . 92 By2o MIN?

Q\‘)
2<a

AR madxt
DX
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ng-— 4, X%Cod[}éwf’ %@J

Xss = — A W
S5 = 7%4,9 ¢ (Rw) b (Rut- %)
a

Y= 5 j—g;ﬁ(ﬁawm )

-1 nwt' Lnwt
remplagons f (t) par son developpement de Faurier : P) E (C n f + C £ J '

et servons nous de 1l'artifice de calcul suivant

\A/;:___{ ,(_Xfe C% Jo”miﬁ (&76 E‘,. "w‘#u}f' {454-?1 JZ—J}

'n&*o

W=7 f}z}_ Yp(b) I [ HoegT T
M(A/,X@Lﬁaj s %5))

154 aussi nous avons les proprlet s d othogonallt

— Iy Mﬂd'(ﬁé Z Xf(é”f@): dir Ty (k)
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A présent faisons quelques remarques utiles.

€5 [Ck| € Lk Y, E‘L’(q’/? J’%)
Wai—ﬁzwz—iid/ /w ﬁw—sﬁ? &w/ “2/5’5 £

il vient donc ﬂ/& .{-/3& 9{&

cherchons & calculer 1l'expression i}ry; (ﬂ’& e L ;[/’:é’ )

chke /,5 /c,g/g?’(é% ué) IC'H (‘Y& ¥4 - é) /C’é
T (s "%"/J;— ~ 4] 4mPL

posons :

-5

o pm By =
& /%2—/52&05-{2@%»;/

ﬂz"(/.)"l C’__
ce qui donne donc %{Cﬁg ’}'/): ; /,’:{' x‘,?(’.éw
- & l

I (Che- ¥ ;:” ~ Xt d kW

¢t en remplagant dans l'expression a= W1

W7 = /{/v ?: Xf’ //”NJ
nous arrivons au résultat tres :unportant ‘L*r = w

par conséquent /dEJU’ E() xf/:?)
") E/T)—rte

La somme des échanges d'énergie 4'un systéme non conservatif sous

ou encore

Théoreme :
1'action d'une force quelconque mais périodique en une période est

nglle.

On dit que 1l'énergie du systéme est " constante" sens restrictif
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I1 y a discipathon d'énergie par suite du frottement e compensation de cette
perte par la source extérieure.

Mais E(t) dst on fait une grandeur fluctuante dans le temps.

pour s'en convaincre il suffit de se rappeller | f?-;f “7h;} b/”

7= BMKy 5 V= AN

En faisant la somme de ces expressioms il apparait clairement que <
5 ] L = | —
7+ V £k V' te (377
il est & noter qu'en général 1'énergie d'uvn tel. systeme est proportionnelle au

produit des amplitudes et des fréguences.

(4.2) Vibrations auto-entrefanues

nous verrons qu'elles sont provoquées pai des

excitations quelconques;

34a méthode la plusvg_employer dars ce was es’ celle du calcul opérationnel

on considdre alors la transformation de CARSON-LAPLACE ( \/.—f:,‘-f.::: prop r.'é C-;'—]
~

/ R ..;&,f
?(75): é:?/cfﬁjf Al (/55@

(4.2.1) Fonction de transfert.
si nous considérons un systime physique liant vie grandeur de sortie

définic par :

y (t) & une grandeur d'entrés z(t) par une équition Intégro- différentielle

4 coefficients constants du type swivant :

(toutes les conditions initiales étant nulles )
! ‘{// // " ! il [ } N '
Asq"s Ay W'y Ayt Ao Y o ,1-4/&49*5' ,;,4@2/5 //g;efjd&
/%:(”,4/’:? s g 5; x 4 5,/ /15;5—

Par définition, on appelle fonction de frenmsfort du systeéme
le rapport V/p
7(p)= /X (p)
e . 5 g
- BB T

"

Y,

34 B2ag Ay, A-
Ay P2+ A PP HAy prAod” Dot " g
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2
En multipliant paz-f? en haut et en bas et en faisant le changement des constantes
{

AL = agfry el By - 1%;'_;_2/

i 7"(@: ( é{?/ﬁj/k/f“ﬂbl)

Remargue :

per des considérations énergétiques, on montre que pour tout systeme
réel, le degré du numérateur cst plus petit que le dégré du dénominateur.
Cette remarque est trés importante, car de ce fait 1l'étude de la stabilité se ramt-
ne uniquement & celle du dénominateur qui prend alors le nom d'équation caractéris-
S e
2 b=
T o
Par conséquent, le systéme est stable si et seulement si toutes les parties réelles

tigque du systéme losqu'on 1l'égale & zéro :

des racines de 1'équation caractéristique sont négatives.

Domnons alors guelques critéres mathématiques de stabilité.

(4.2.2) Critere de ROUTH .

On forme le tableau suivant % l'aide des coefficients de 1'équation
n . ¢
(ZWPL::QJ ORI (Qn
| ~ = An-7 —-| — a =
S A, G ‘ b 4 >
1 h -2 Ap-4 -- - 9 = é{(}—q__(é_{_ﬂ )4;]#5{,_-12?%
z n-|

Pl @y Gn-3 40-5 - --

i b1 bz }D — - C;: th«;— {l]_n._-.i]gDz

c G o
l' 1 2‘ 65 — — -

A

4

J

Le systéme est stable si et seulement si tous les éléments de la premiere colonne

ont méme signe.

(4.2.3) Critére de Hurgitz

On forme les déterminants des coefficients de 1'équation caractéristique



Facpi==) (a9
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. ‘ CAn-t Gn-3 Q-
- dp -

d _d ] 4 1 f ] 3 A an &f‘n*2 ﬂﬂl“q' -cj’
4 !?-I) 2 3 = ¢ - -Clc

o i
i 8  dne gi-3 |

Le systéme est stable si et seulement si tous les déterminants ainsi formés sont

positifs . 3 ’
A AR PRAE S = D

1) L'étude de tout phénomdne vibratoire passe nécessairement par la recherche

des modes propres, a ce propos nous avons formulé différentes méthodes de calcul
(Rayleigh , Lagrange, etc...)

2) Pour comnattre 1la réponse d'un systéme & une excitation donnée: On fait

appel au concept de fonction de transfert du systéme; ce qui permet en particulier

d'évaluer la stabilité dynamique du systéme. Pour cette raison on a donné quelques
critéres de stabilité parmi les plus usités.

%) Aspect experimental : La mesure expérimentale permet de déterminer certaines

caractéristiques de la structure (fréquences propres, constantes d'élasticité etc...)
habituellement on emploie une excitation harmonique.

Ainsi s'achéve cet exposé sur la théorie des vibrations mécaniques, dont le but

essentiel est de préciser certaines notions fondamentales et par 14 méme d'aborder
les vibrations dues & la coupe des métaux.



CHAPITRE IT Cinématique du fraisage

et définitions de quelques parametres

(1) Trajectoire décrite par 1'outil ou encore

equation du mouvement

— el S T e e e e el e e
— e

Désignons par V la vitesse
d'avance de la table et par

la vitesse angulaire de R
rotation de la fraise.

On cherche & écrire les

e —

)”4\”0

équations de la courbe décrite

par une dent de la fraise sur

la pikce.

Si on considére un observateur

1ié & la pidce, il verra la

fraise se déplacer par rapport & lui avec une
vitesce V constante ( D'aprés le principe de
relativité de galilée)

Un peut considérer que c'est la fraise qui

posstde un mouvement de translation uniforme

de vitesse V ( par rapport i notre observateur)

—

En utilisant les nombres complexes : {5Pq-

On a : 5!‘4'5,4:(5’%"59 e-zé

X}'LX’ er L%:ﬂ4

Or SA: Vb/“gmazi.@ /‘53:0 il vient alors :
. -6 y -
g,,}:Vf-f’u/%@; = Vg 3’%(@56’-2,-61}1&_)

En séparant partie réelle et imaginaire

D'autre part vu que B = wt = L‘-: 4,

(j'f'fZ 00 —=> é;;?‘?;) /41}15;

~

J" )( = At + R bHwm
L)/: L o5 6
w

: VE = -l: &
w

>



e ;m%m&ma X:R(a%&hé&nﬁj
)/"" i cod & )/: . Cod &

i

2

, X R(mb+pb)
Posons v = -k- ——iny

Rw )/:_ 7 o &

Ces derniéres équations constituent ce qu'on appelle

les équations perametriques de la cycloide

Remarque " sur 1l'allure de la courbe "

e

pour é € z’:-e n] A )/(g) monotone décroissante

_ )((,9) nécessite le calcul de sa dérivée
g = R(m+cos6)

a) 1erc§§_) n+4 68 >0 pour tout, ctest & dire

&

=> X(.‘}) monotone croissante

b) giﬁfﬁg_ﬁ: m=4+) Maximum atteint au point g -1
XM ax = @ “
c) ET?_EQE 0<mc<4 Maximum atteint en {:}5 tel que
Cod ﬁ;: - - v
comme v positif T < Bo< T 9 b, = Arc OS(_‘“”‘J

On a le tableau suivant des variations de X (e)






Ctest ce dernier cas que ncus aurons a considérer dans la pratique.
En effet : le coefficient M inférieur & 1l'unité signifie

que la vitesse d'avance de la table est plas petite
que la vitesse périphétique de la fraise. E‘

Cette condition étant toujours observée 0 &, w

X)) + & -

du fait que la coupe des métaux doit satisfaire

a certaines conditions -

de résistance et déchauffement
4 ne pas dépasser (cette limitation portant )((@) A
entre autre sur le coefficient ) f/f

Pour (m <! ) 1la courbe

obtenue s'appelle

"cyeloide allongée"

(1.1) Construction graphique Lfig;l)

On commence par tracer un cercle de centre O et de rayon R,
et deux axes OX et (Y perpendiculaires enO.
Ensuite on partage notre circonférence en [l arcs égaux qu'on numérote 0,1,2,.00,5,00.
de chaque point de repére j.
On méne une paralldle & 1'axe OX sur .laquelle, on porte la mesure x = Rm ( F%);ﬂ3:?é!)
autant de fois que nécessaire; par exemple pour le point d'indice j on porte (3'36 )
On obtient alors un paint de la cycloide et ainsi de suite, on trace notre courbe

point par point.

Remarque importante

t'arc 07= R

hypothése le coefficient,est plus petit que un; il apparait que :

x:ﬁfm/% <£/B::(?7

D'ou la mesure x ne saurait &tre en aucune manidre supérieurc ou égale & 1l'arc O1

) et comme par

de subdivision pris arbitrairement pour effectuer notre tracé.



I1 est facile de vérifier 1'éxactitude de cette méthode. En effet : lorsque la

fraise aura tourné de 3 ﬁ , la table,sera déplacée de la quantité C/?.mlﬁ) é' .
' SeE

AJoutons & cette valeur 1l'abscisse relative du point d'indice j c'est a dire
A A J /3 ; 1'ordonnée étant alors EBSJ’B « On retrouve ainsi les équations
paramétriques de la cycloide.

Un dernier point & signaler : on étudie le contact pour l'angle § variant de
O0& U , au voisinage de [{ on dit qu'on"décroche" c'est & dire qu'on perd

le contact outil-métal.

(2) Réseau des courbes cycloTdes dans le cas ou on a plusieurs dents.

e e e T e e e e e e

ar
Désignons/Z le nombre tetal de dents qu'on suppose. Réguliérement éspacées

de 1'angle SUP"_‘ 1“;”"2
D'habitude on nomme UPP "pas angulaire".

Intéressons nous au schéma ci-contre

On peut dire que la dent n® 2

est en retard sur la dent n° 1

d'un angle (_PP , pour tout temps t positif.

Les équations cinématiques du mouvement de la dent

numéro deux s'écrivent alors immédiatement:

Xg=FH Ime+ 4w (8-9p)
Yo - R CO@@‘%/J)

1€me

Bt en général pour la — dent on a 3 f/{f;% :ﬁ/[mé‘ + ,e}wf__ﬁ *é&*ijcf})j
L))% = R (o[ 8- %]

I
#=12,, %

—~ L'indice relatif aux coordonnées désignant le numéro de la dent
-~ D'autre part on remarque l'invariance de l'expression /¥ {9‘

du fait qu'elle désigne le temps.



(2.1) Interpretation

- Sur la figure 1; on a tracé la cycloide engendrée par la dent numéro deux
en prenantcﬂp: f3 pour des raisons de clarté de la construction.
Sur cette figure force nous est de constater qu'au voisinage des bords de la sur-
face usinée résident de trds ldgéres imperfections, résultant inévitablement de
la cinématique du fraisage. Ces défauts géométriques dépricient la qualité de la
bande usinée; aussi, n'est-il pas intéressant de travailler sur tout le diamdtre
de la fraise., Pour éviter ces effets de bords néfastes donc; on prefére travailler
plutft avec un angle de contact cl'est & dire sur une bande plus étroite, ou avec
une froise de plus grend diamétre (cette question sera étudide plus bas).
Mais on peut tout aussi bien usiner une pidce bien plus large que le diamdtre de
la fraise. 11 suffit d'effectuer plusieurs passes jumtaposées. lMalheureusement
dans ce cas apparaissent des défauts géomdtriques du fait que les surfaces usinées
ne sont pas en général exactement & la méme cote, on obticnt ce qulon appelle

desMgradins",

(2.2) Coefficient de vitesse

On @éfinit le coefficient de vitesse par le rapport [N = H;ék?fi
c'est un des principaux éléments du régime de coupes Dans la pratique, on 1'expri-
me du maniere différente en se servant de 1'avance par dent qu'on note Sif
et du pont angulaire (p
5;2, est donc la distance parcourue par la table lorsque la froise aura tourné
de 1l'angle Q%O , ce qui correspond & un temps effectif Q%adby « On peut
alors écrire 50 = WV (fr')/w

.

De 1a il est facile de déduire les expressioms :

% -~
S , S2:-FAm Qﬁo

Ayp - =

M =

(2.3) Epaisseur de 1la tranche cisaillée dans la direction ( x,x )
et aire de la tranche cisaillde.
Eerivons les équations de la courbe décrite par la dent nj 1 et celles de la dent
(n°2). ; .
B )
on = {) X’l = r'?/tmg}vl‘m
a o]
7 : 2
a)/,? . R w08 w2 Pg L2



ot X = RImq + 4n(A-%)T
fo= BB} o Je B T

- I1 est & remarquer le changement de paramdtre effectué dans les équations de la
courbe (n°2 ) du fait que nous opérons en équations non-cinématiques.
Foisons alors le changement de varisble & = C}’a- 9?9

D'olt i1 vient : / | . P
Xy = RIMO 4G )+ hn8]= R +R(m04 45)
o Eencore )(:d = ‘{m%v‘- X?
e /}fé\nif. )‘/a_-/’-f(@d(;: }/7
Par définition on eppelle épaisseur de la tranche cisaillde dans la direction (x,x%)
la différence ){Z—Xq = _/:B/DI% Yy A

Une premiére remarque s'impose ' /‘E

la courbe décrite par une deht
quelconque s'obtient par simple

translation de la courbe déerite

V X

par la dent précédente du vecteur ©

. ( X9-%1) ex
Cy. étant le vectour unitaire dans la
direction (x,x). -7

Deuxiément : la dimension de 1'outil suivant un rayon ne saurait en aucun cas 8tre

inférieure & cette valeur.

- L'aire de la tranche cisaillée sc calcule alors (en négligeant les effets de

bords ). A
@:/(XJ—X,,)d/
= A
i) !
. = (%m%}d/: 2,@(}%,01%0): g,egg

Appelors D Le diametre de lha Traise
cf wvent ; A = D Sz



Clest la surface de tranche ciszillée balayée par une dent en un tour de la fraise.
Cependant en un tour, il passe Z dents. D'ou 1l'aire totale effective pour un tour
s'éerit @ 6&'52, =), E?AQé} |

~ Si on appelle 1 la largeur da copeau enlevée, le volume total de copemu pour un tour

s'obtient en multipliant le quantité ci-dessus par 1. On a alors Z 92/25'9(3"0 }

— Calcul du débit.

w v/
La fraise effectue (to%ed

o 2k
)
) 7 wéJ’J
X7 T Fratia s =
I~ ou encore en expliéitant : n;l - ?w ‘rf;:» et m-= }-C-
S & wR
e =tV '?’o%ec)

On remarque que le débit est indépendant de la

vitesse angulaire de rotation.



(5)  Freisoge symétrigue

On parle de fraisage symétrique losque 1l'axe de symétrie de notre pidce dans
le sens longitudinal coIncide avec l'axe de la fraise.

(3.1) Angle de contact @ ’-MH“‘_‘_“'T__'E#”///q

Ctest 1l'angle qui sous-tend

l'arc de circonférence de la freise en contact
dans la zone de coupe avec 1'ébauche.

Pour chiffrer cet angle,

on a en utilisent la relation

générale des triangles. / /Ci % A
2 op? S - s
B%= 2R 2R ws y >4

ce qui donne :

Yo =hr “’5(/'_*2 B

qQu encore /AUVLCFX/ /‘/ SR, N\\\\\\HEE #/,,/////
= e 2 Arcsin ,_2{2,—% ’1“"“\}6?\

pour la simplicité on preferera cette dernidre formule.

(3.2) lombre effectif de tranchants en oeuvre : A%EL I

T e e i

Clest le nombre vrai de dents (Ou @e tranchents ) en train de couper dans la
matitre. La particularité de ce nombre <Tgq est qu'il est varisble dans le temps;
plus précisément, la veleur de %gu olterne entre un certain nombre entier et
ll'entier immédiatement supérieur? Le calcul de ce nombre se méne de la facon sui-
vente : Tout d'abord rappellons que l'angle séparant deux dents conséeutives est
noté par (/}{; = f?ﬂ'/g ,’1 Z‘ étant bien entendu le nombre de dents que comporte
notre circonférence.

Ensuite considérons le rapport /;@D , et convenons de noter la partie entiére d'un

nombre réel quelconque par les crochets doubles II -~ II .

Ainsi ;,;g ? ( w[;\%?)

1'angle résiduel est donc : C,ﬂg & %ZF—:::{ _Z? - 90/)
' fr



Y

vu que le nombre de tranchants est plus grand de un du nombre des intervalles;

le nombre de tranchants est donc & priori ZZ 905’%92/' + //r « Cependent il apparait
qu'au cours de la rotation de la fraise existe une configuration "maximale" pour

laquelle gﬂ,: Z”ﬁ%] ¢ /7 et une autre pour laquelle [575:,{_ - I%j

(ctest & dire ou minimum )
¥ - s —
D'ol en définitif gw:j[‘@ff ou ﬂg;jﬁ*7/

359132}-3 On donne les valeurs suivantes

5 B=50mn 2.3

8:50’”"’1
50
CJ\’[C‘UJ(ZF'CPSEJ“QQ_, f %:E_Q:{é_go

¥
V - Br .. 80 _ e «5a15
ENSUITE on q é‘f ,/d/j),,chnéﬁ_ 3

2x So

~

=2 % =2X35383°= /068 = 106 °/5”

C/gf — fﬂé{,ZQ': é;é N *@953":_2

E‘;,: 5 < / op
Dou E@; {2 ou 312 giterngtvement
¢




(4)  Freisage asymétrique

Par opposition au cas précedent, le fraisage asymétrique survient lorsque les

axes de symétrie de la fraise et de la pi®ce ne sont pas confondus et ce suivant le
sens longitudinal toujours.

- le gens de rotation de la fraise
étant fimé (sens des aiguilles d'une
montre). On adopte comme positive
llexcentricité qui déplace 1l'axe de
la fraise vers lo gouche par repport

a4 1'axe de symétrie de la pidce.

(4.1) Caleul de Sﬂg

on a ¢ @5%: ,_2:/?_:}__6
"R

; 2,
ce qui domne %: /4’2@ 81’526 . — _a,_z___,
: 2_“—“& _
B
Y]

et @ A% s "i_:e{e |

et enfin {/S = = ((10,7 4(@2)

On obtient une formule plus condensée de la maniére suivante

los % = _(95‘(%4 E{Q):/Qif% M%,@o%{m%’

E+2€ op L. B-2¢€

% - Arwx f/(f——ﬁle}(//;;zj _ ,;;j_.,]

en posant o

LB

il vient



(4.2) Calcul de /Z_Jb

pour les mémes raisons que celles vues dans la section (3)

l]

on a ¢ ’/‘2 e E&‘ *Qﬁ‘ ‘
oo Zaz3LET w[ET41 ]

Maintenant disons quelques mots sur 1l'intér€t qu'on a de travailler avec une
excentricité. En premier lieu l'excentricité augmente 1'angle de contact % , et
ce quel soit son type positive ou négative. In effet comme on peut le constater
dang la formule donnant ({”5 sous forme condensée la fonction % (6) est paire

Y(-¢)=%(c) "
I1 suffit donc d'étudier(&(fi) pour les valeurs positives de e; a ce p"o/paa on a
tracé un tableau dommant quelcues valeurs numériques de % en fonction de 8/{“0 #
et € //Q
Ensuite parce que dans le cas d'une excentricité positive, on constate une diminution de
de 1'amplitude des vibrations. Dans cet ordre d'idées, parfois on cherche d'augmenter

)%';‘ (calculé pour le fraisage symétrique) d'une unité, en excentrant notre pidce

par rapport & la fraise.

Pour de telles conditions de coupe, on obtient de bons résultats concernant la préeci
sion d'usinage.

La valeur correspondante de 1l'excentricité s'appelle alors excentricité "optimale'.

Ltangle de contact (fé pour le froisage syméirique a pour expression ¢
e = 2 Arc bm B
7 3
Y - (;"5 = e £ / =
on pose [,/%}_'nf = gq_c}ﬂ//ﬂ)
si on tmpose la condition 3 C*ﬂS/%p =7 %f’ I1=n = 25[’ -_-5/;/ n+/ T
/ .
ce qui s'éerit symboliquement : /5—26? - gﬁ? + 7

En menipulant & dessein la relation donnant % ’

" gt dabwop < 1o (2447

remplagons alos a et b par leur valeur :

il vient : /('02*‘9 % '-’"2 ir—(;%”/sz_(%)z_?%?% = i’éz_(%/f)i(%)g_]



(%J[ﬁw%} [1-65 97 - 2@)[44@0%7

S—
()= 2L [ b (% )T

71— @o ¥
b I 2
doi t ({"//{ ]2-: «COZ'Z?{/_; / 4’”"2 V’Z,, = (%&) J

Y

et enhn <, = o ¥ Véw 2 2
/ am S (B
1 % V% -(Par)
I1 ne reste plus qu'ad remplacer §§. par sa valeur clest & dire @

%:71%:?12)}//{.7

= ATE A
<= Rt nZ kT (5, )

Applicatioh Numérique

v e e e e e e

avec les données de 1'exemple vu dans la section (3)
on a 3

Nes, &= X
A= 50mm /?a X =7 (/2/:,3] 0 6#
JIn.

D 675920 924 => g €75°- 9¥5
ot 645 < %;w,



#/ ABLEAU DE VALEURS \DE_ J, EN DLEGRE

e e e e e i — T TRy . A s A

BN 0 . 05 T 15 2 . 25 : 3
SPR S
T 180°
9 128 32° 130 02° I4%.13°
8 106 25° 106 8° 108 59° 112.35°| 12687 °
7 88.85° 89.13° 90° 9T.53°; ok 16° 98.55°| II3 58°
6 > Th° 7> 91° Th. 43° D 55 T6 75° 78.70° 8I.62°
.5 60° 60 II° 60 45° 6I 03° 6I 89° 63 07° 64.67°
4 L7 16° L7 23° 97 46° 47 85° 48 ir° ky.17° 50.I7°




(4.3) Aire de la tranche cisaillée

— s e e e

Pour faire le calcul, on doit se placer obligatoirement dans le repire d'axeg
OX et OY attaché & la fraise. Dans 1la cas du freisage symétrique, 1l'aire de la
tranche cisaillée se calcule immédiatement de la meniére suivante 3

5
Qg ://5 /(x W)de o [ Gy - B,

et pour le fraisage asymétrique on a : "'éz;
2
3/@

/’%—'f 2
&zi%hq = (ij/ } j]Ci/V‘igéf c%jp':: émqu
*(5:,/97‘6) -(E/r@/

A partir de 1a, on peut proclamer 1'invariance de l'aire de la tranche cisaillée

quel que soit la valeur de l'excentricité et de son signe éi, G;
%: »&027%-

ce qui implique deonc en particulier, 1l'identité de la rentabilité du processus de
coupe dans les deux cas precités.

@



(5) Etude approximative de 1'épaisseur du copeau .
=0=0m =0 =0 mOm OO0 0=0=0=0= 0= OmOm O OmQreQmOm O

Cette étude se fait graphiquement en fonction de 1'angle de rotation.

(541) Dépendance expérimentale

On construit deux trongons des courbes cycloides engendrées par exemple
par la dent (n°1 ) et (n°2) par la méthide exposée précéderment.
Ensuite, on convient de faire varier l'angle de rotation 69 de 1l'angle /g
& chaque fois. On repére alors la dent (n°2) zu moment ol son ordommée esé maximale
( é’=f 0 ) et on trace son rayon vecteur 1 1t.
On suppose qu'a cet instant, 1'épaisseur du copesu est mulle (hypothése entidrement

justifi¢e du fait qu'on se trouve aux abords imédiats des tancentes aux deux courbes)

Pour chaque valeur de 1'avance /?ﬂiﬁf , on mmérote sur l'axe OX les positions occu-
()
péces par le centre de la fraise au moyen des nombres 15250 a0y Jyunee

1'indice j correspond donc pour la dent (n°2) & 1'avance totale (j -1 ) 2m /2

Puis & 1'aide d'un compas ouvert & R ou d'une rigle graduée, on trace successivement

leé. rﬂycns vecteurs 2 2! s 3 31 see J Jt y mee ete

L'épaisseur du copeau est alors pour chaque position ainsi indicée : //21 21//,

/130 3%/, Lib o M 3T 3/, ees ote

-~

AN A A
L'erreur de positiommement est diminuée du fait que les angles $,2,3,000,]y see €te

doivent vérifier nécessairement les conditions.

f:%;@,u 2/_\_31’4-9' ) 3:%4951’” ete

i Byl



I1 est & remarquer qu'ici./{a n'est pas l'angle entre deux dents, mais 1l'angle
de gubdivision servant & la construction graphique. Plus on veut de précksion
plus f@ doit &tre petit.

Indiquons enfin que 1'épaisseur du copeau sera notde parxfffﬁzi :

L'exemple de(la fig. 2) est tracé avec les valeurs suivantes

= 55mm m= 0,464
'(f ,ﬁg = 572& f?n1ﬁ3 = [P mm

- pour la simplicité on choisit ( ¥p = B)
On releve les différentes épaisseurs Sj : j=1,2,... etc
en rapport avec les positions angulaires é%ﬁ.

on recoit alors le tableau ci-dessous 3

: T, 90, 1390 |31, |37
&j || ¢ J/g\%?\fﬁ?

(i{] 0 3\‘5 X\\la Iy

&

N
e
SR
=
E:-‘
«q
o

ce qui nous permet de representer S ( E} ) en fonction de & .

(voir figure)

(5.2) Remarques

a~ Si on veut mener une étude analytique de S ( B ) , on utilise la formule

d'interpolation de Newton qui donne alors S ( ﬁ') sous forme polynomiale.

b~ Les paramétres qui entrent en jeux dans 1'étude de 1'épaisseur du copeau
sont en nombre de trois; il s'agit : du rayon R de lafraise, du coeffi-

cient de vitesse m et enfin du pas angulaire 9¢9 .






' Examinons la dépendance de S( Q ) en fonction de la variation de ces paramdtres.
Intuitivement, on peut poser que 1l'épaisseur du copeau est proportionnelle au

l rayon de le fraise car pour des rayoas différents, on obtient deux tracéds graphiques

semblables mais pas & la méme échelle. Tandis que pour des coefficients de vitesse

différents ou méme des pas angulaires diffétents; la proportionnalité n'est pas

linéaire. On se trouve donc dans d'autres conditions de coupe.
P

| y
(6) Hodographe des vitesses /*\
I1 a été dit plus haut que /'-'——
nous avions relativement & 1a //

fraise et & la table: deux
referentiels galiléens en

mouvement 1'un par rappert &

X

y

1'autre. On peut donc & tout

moment, appliquer le principe de

la compogition des vitesses. \

Be qui nous fournit slors la

| vitesse de coupe qu'on note v. \\
i \‘\\-.___._4,_ "

‘ on a donc : /I,T":ﬂﬂ‘/i’_f;i
| VL = OA% AMP+ 972 4.
‘ P2 - L/’z-/(w/sz—mff 1{{L¢E)@gﬁ

| @*’%@Jﬁﬁf@(gﬁﬁf 2(_%@)@0&]

| = U=z wpV 7+ m2s n bo & I~ [ Vinin = wR(1-m)
i (“V}’?"?X: W/‘?{Hﬂﬂ

Vi que (n <<t

comme critére d'appointage)on considére la vitesse moyenne de coupe

Vwy + Visay
w /e

| Vinay = I




Le résultat obtenu est trés importent car alors pour déterminer les parametres du
régine de coupe, il suffit de considérer la vitesse de rotation de la frajsé et

son rayon seulement sans se soucier de 1'avance (sous reserve bien sfr que m )

(7) Quelques remarques sur la distribution angulaire des dents.

e —

T - e e e e

Jusqulici on a considéré que les dents de la fraise étaient réguliérement éspa-

cées d'un angle Qﬂp .

Si on désigne par Z le nombre total de dents que comporte notre fraise.
Cn a pour ce cag précis %O - 3 :JE/"%
Concurremment & cela, on a mis en évidence le rBle du pas anfulaire en tant que
facteur de régime.

Puisqu'il en est ainsi, i1 nous est donc possible d'intervenir sur le pas angulaire
clest & dire en provegquant une irrégularité de se distribution en vue de localiser
le meilleur régime de coupee (En ce qui. concerns cetts question, les recherches

n'en sont encore qu'd leur début, et , bien =0r seule de nombreuses expériences
pourrent nous rendeigner définitivemens sur 1'intéz8%t probale de cette modification).
Dans ce qui suity on domne quelques algorithmes parmi les plus simples.

On serait tenté de dire encore narmi les plus"naturels"

i R=krh il 1 a 5
(744 Al gorithmes de distribution angulaire

Pour tous ces cas la somme de bous les gﬁb

doit 8tre obligatoirement égale & .? T

1) Alternatiyement “P“é{“ : %: iqj O(//}

i= J .
?@T:f(q@q’) = 2 doiFetre un
. nambre Pafr‘
5(+5V/: 7 &4&
Le Chﬁx Se Pmr%e g?hﬂj’ Sur L %un d s

angles olek o pu Sur ba DiFFerence §-7)



Q,) eh Pra%rée'éfoﬂ gefom@FhfcIue %
A
Bz )90, g7 | (170
Gy
e 9-)

H-——-'

Le }'10! r =D —"?
c ><5’€p971€'5”“’(77/) ‘]/ o
Pe {lug on tmpose Lz Gn dihzn 4?6,4
Cc.—:*ere L;m,{gbf)

3) £h F(‘a%r’&fﬂon a,.r[#hméﬁ'ﬂ)ué.
EACT IR ALY,
= 25}7: ’%’-C]/_}_ E[g-dj
2

7 ekantk oLar:né/ Le Choix se zbﬂr?te Sur’j

( raisonh de hotre fpmﬁ/res)w'ah)

ou Entore en rcf L{QHTL q/{’}'j on /DEWL
calemler Le nombre 4, dents Ccrr“€5,479"dﬂ”+55’

en résolvant une - omahizon du chteo{{re)
Cassgz'z meple) et g est

E(2Ys-1) - Ty =2
on CJ\’JfS’i%'S{JC’VS e nembre enher e }J
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hapitre V
epimi L IES CLUSES ENGENDRANT [ES VIBRATIONS
ous chapitre I PENDANT LE FRAISAGE,

Pendant 1a coupe des métavx, il se produit des vibrafions qui sont
généralement indésirables, parce qulelles se répercutent d'une maniére défavo-
rable sur la qualité de la pidce i usiner, elles conduisent aussi 4 une usure
prémsturée des organes de la machine, et elles risquent de diminuer les tenues
de 1toutiil,

{ En fraisage les causes engendrant les vibrations sont assez variées
et peuvent &tre classées de la meniére suivante,

2 £ 4 DI

21) Provoguées par une source extérienre ou intérieure av systéme technologi-
que ma chine—outil-piéce(M,P,0), mais agissant indépendamment du processus de
coupe,

211) Cas o 1z source de vibrations est extérienre av systéme technologique
i (M.Pl o)o

2111) T1 s'agit de vibrations engendrées par les machines voisines et trans-

mises par llintermédiaire dess fondations, on parle surtout de machines dont

le processus de production est basé sur des répétitions de chocs, ¥els que

les marteaux pilons de la forge, les presses 3 emboutir, les vibrateurs pour
[ bétons etCene

| 2112) Si une source thermique (four) se trouve 3 proximité de la mabhine peut
causer des vibrations,

22) Cas ol la source de vibrations est intérieure an systime technologique
(M,P.0)4

Ies couses de vibrations trouvées sont:
2121) Causes lides a 1la conception:

- Solution comstructive défectueuse des organcs de 12 machine,

— Choix des matériaux des pidces frottantes, du DALL €tCees
Exp: Le cas de 1a fonte qui présente une bonne qualité frottante et une capa-
cité d'absorption de vibrations excellente,

2122) Les causes lides aux imprécisions d'execution,

! - Usingge incorrect des surfaces fonctionnellesg,
; - Equilibrage et rigidité insuffisants des pi2ces de la mchine,

5i une broche ntest pas parfaitement équilibrée, alors une force
centrifuge prend naissance par suite dn désaxage et provoque des vibrations
. entretenues,



- Mecuanisme de transmission défectueux,
Aspérités des coutures de la courroie,

Erreurs de taillage des engrenages entrainent des irrédgunlarités
de rotation,

2123) Causes liées aux défauts de montage,

- Des roues dentées, des roulements, du jen dans les paliers,

- Des éléments du mécanisme d'asservissement hydravlique (clapets’
étrangleurs, distributeurs, filtres et pompes) qui provoguent les
oscillations de 1la table,

2124) Causes lides au processus technologique de nroduction,

- Utilisation non conforme du point de vue destination technologique,

Sollicitation a des charges irrationnelles des é1éments de la
machine §

, 2125) Causes liées a 1llusure et 2 la lubrification

| - L'usuvre a4 une influence importante sur les surfaces fonctionnelles,
| glissiéres, chemins de roulements flancs de denture etc,,,

- Vibrations entretenues par certaines propriétés duv film dthuile
dans les paliers abondamment lubrifiés,

22) Vibrations forcées provoquées par le processus de coupe,

221 ) La dent de la fraise enldve un copeau dfune épaisseur varizble
pour un cycle de coupe (voir chapitre cinémtique) alors la loi
de merrit F (6 ) = K 5 (8) nous indique que 1lteffort de coupe
varie dans certaines limites par conségqment les oscillations de
cet effort produisent des vibrations entretennes,

222) Vibrations duves 4 la discontinuité du processus de coupe:

~ ne taillent simultanément que les dents d'vne partie du pour-
tour de la fraise engagées dans le métal,

223) Les dents de 1la fraise en s'engageant dans 1la matiére dloeuvre
enlévent une épaisseur toujours plus grande de copeau et sortent
immédiatement cela entraine une chute brusque des efforts de
coupe,

Les vibrations enregistrées auront la forme suivante,



3) AUTO-VIBRATIONS

Les auto-vibrations (ou broutement) sont en effet des pertur—
bations de travail de coupe et ne disparaigsent que lorsqulon cesse
d'usiner,

Ies théories actuelles ne permettent pas de prévoir compléte-
ment les conditions dlapparitions de vibrations,

Dans ce paragraphe nous allons donner les principales causes
qui engendrent les vibrations,

31) Elles se produisent par suite de variations de la force de frotte-
ment sur les faces dlattaque et dedépcuille de 1'ontil qui sont
fonction de variation de la vitesse de glissement du copean suivant
1la face de 1'outil,

La variation de la force de frottement provoque une variation
de 1'effort de coupe qui entretiendra les vibrations,

32) Aprés un usidage en régime de vibrations 1!'arét tranchante
décrit des lignes ondulées ajnsi la géométrie de ll'outil se trouve
modifiée (voir schém ci-dessous) en effet la variation de 1'angle
¥ entraine une variation de Zlissement da conean par conséguent la
variation de la force de frottement( on revient donc i 1la cause

initiale),
N
l'r, I
N
$ J ;4
8=0 M |
/ ! L)

2 :/ o ) -;_h_h““‘ﬁ-,-":" 2
e i
} r!f' 3 /ﬂ \. E /,u

/N :



33) Ia Pénétration de 1'ar8te tranchante de 1'outil dans 1la matiére
& usiner non déformée augmente la dureté de celle-ci, par suite du
phénoméne d'écronissage alors la réaction dn mandri n porte fraise
provoque l'enfoncement du tranchant de la dent ave c mn effort de
plus en plus important, pour mne rotation donnéde 1le tranchant se trouvant
enfoncé dans le metal decrira wme cyclofde allo ngé e et commencera par
enlever les copeaux cela provoque les vibrationss d e 1a table et dn
mandrin porte fraise,

34) Les anto-vibrations résident dn phénomér e de coupe 1lni méme
comme on verra dans le chapitre théorie dun formtiom dn copean)
en effet la formation du copean est mn nrocessmnss asssez complexe,
il s'accompagne de déformtions plastigues et 4 Ias tiques, il se
procv'“ égzlement un frottement assez important aui domme naissance
a vne résistance negatwve 1e trovail effectué par cette force est
positif, i1 donne une émergie cindtique supplém entaire et la vibrao-—
tion ;vgmente.

Ies Auto-~vibrations sont quelaues fois representées par
un systéme lindajire i amortissement négatif,

- Iutte contre les vibrations

forcées

est la conception et la construction judic ieuse des mécanismes
et des éiléments composants,

- Bquilibrage des masses tournantes

- Riégidité suffisante

- Fondatior anti-vibratoire adéquate
Auto-Vibrations

- Choix des régimes adéquats pour le travail d e 1'enlévement
du métal,

- Bmploi d'un liquide convenable de refroidissement et de
lubrification,
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