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AL S AGUR

A recent method of system reduction is presented in this study, -
this method is called “balanced realisations” |

In the state space representation, this method is performed in

o steps. The first step is the balance of the system, where the

two gramiens "Wo" and "Wg" must be diagonal and equal to a

matrix ¥ Which will be used, later, in the second step in order to
reduce the system according to the Hankel Criterion.

At the end of this study, some examples of the reduction of
"Continuos” and "Discret-time” systems are given in order to
illustrate the problem of reduction and particulary to show the

=~

performance and the efficiency of the adopted method.
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RleStme)

Une récente méthode de réduction de systémes complexes est
présentée dans cette étude, appelée " Méthode des Réalisations
Equilibrées”. Dans l'espace d'état, cette méthode comprend ;
essenticllement deux parties fondamentales .

La premiére, étape d'équilibre ot les deux gramiens "Wo" et
"Wg" doivent étre diagonaux et égaux a une matrice 2, qui, par Ia

AT

suite, dans la deuxiéme partie va étre utilisée pour la réduction
des systémes complexes, selon le critére de Hankel.

ar mieux illustrer le probleme de réduction et afin de mettre en
évidence la performance, ainsi que l'efficacité de la méthode
adoptée, nous proposons a la fin de cette étude quelques
exemples concernant la réduction des systemes "continus” et
"discrets". | |

Mots clés : Systémes complexes, espace d'état, grammiens {de
gouvernabilité, d'observabilité), valeurs singuliéres, équilibre,

réduction du modele.

\ _ ),
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PRESENTATION DU TRAVAIL

L'objet de Eette étude est l'analyse des systémes compléxes
et leur réductian par la méthode des réalisations équilibrées.
f.a proceédure de cette réduction de modele introduite par‘Moore £11
est basée sur la représentatioﬁ éguilibrée des systémes lindaires
asymptotiquement stables et invariants dans le temps.

'La troncature des modeéle 11 enveloppe un compromis entre l'ordre
du modele téduit.et le degré pour lequel les caractéristiques du
proceszus zont fidéelement conservés.

Un logiciel a étée développé, des programes en Fortran ainsi que le

logiciel Matlab [(B] ont é&té utilisés:



INTRODUCTI ON.

La plupart des processus réels existant en industrié s'avérent
des systémes complexes, cette complexité provient de la dimension
de sa structure; de son environnement, iimipe‘ les appraches
élobales classiques d’analyse et de commande.

Il est indéniable QU'une analyse éxacte de ces processus
soit extrémement'coOteuse._la nécessité de représenter le systéme
par un modéle d'Ofdre réduit qui assure de suivre le comportement
du systéme initial avec une certaine tolérance s'impose.

Dans lé mesure o0 la compléxité est li¢e a la grande
dimensic~ des modéles, un impertant travail a été fait sur les
méthodes _de réduction. Des efforts considérables sur les
techniqueas de Perturbations singuliéres, d’'Agrégation et la méthode
des Réalisations Equilibrées, ont é&té investis. La réduction dans
ces cas peut s'opédrer soit en ne conservant que les modes les plus
lents, soit en remplagant le vecteur d'état x par un vecteur z=Tx
selit sur une base énergitique.

L*étude présentée dans ce mémoire porte sur la réduct.ion de
systémes par la méthode des réalisations eéquilibrées. Elle
s'é&talera essentlellement en deux voletis. .

Dans La premiére partie, aprés avoir cara;ﬁérisé les systéemes
en hettant en évidence leurs proprilétés les plus i mportantes, nous
résumons les prihcipales methodes de réduction présentées
respectivement dans les chapitres I et II.

La seconde p;rtie envel oppera principalement les chapitres
ITI et IV développant l'équilibre- du systéme et sa réduction du
a parti: “e sa ﬁéaliaabion équilibrée.

e chapitre V sera consacré awwqualques applications de cetie
méthode aux systémes continus et discrets permetiant drillustrer
la performance de la méthode suivies de leurs interprétations.

Les grapﬁes présentés seront tracés par le legicliel Grapher (22}.

Une conclusion générale mettant en relief 1°aboutissement de
notre travail sera présentée.

En Annexes, seront donnégs les différents algorithmes et
outils mathématiques ainsi que ije listing du programme élabore 2

1

1'isaue de cette étude.
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CHAPITRE T i
GENERALITES SUR LES SYSTEMES

J.1 Notion de systemes.

Un systéme est un arrangement ou une combinaison ordonnée
de parties dans un ‘tout I[2], le mot systéme implique aussi
que Jla combinaison des parties est faite =selon un principe
rationnel et représente un arrangement méthodil que des
parties. Le wvocable sous-systéme sera réserve 2 un  ensemble
dont la structure physique est inconnue et qui n’est accessible que
par ses entréeS*sorties.

On définit aussel un systéme [3] comme un groupe 1indépendant
ou un ensemble d'intéractions régulieres d'éléments formant un

tout, unifid,

I.2 Notion de Grands Systémes [8].

Les problémes des systémes complexes ( systémes d'ordre élave
comprenant des sous—systémes interconnectés 2 posent des
difficulés énormes de polnt de vue analyse et commande; de tels
systéemes sont recontrés  dans l'industrie et dans le domaine
socio*éeonomidue, .

Bien du'il solt possible d’entimer directement la phase des
systémes d'ordre réduit ¢ définition des entrées-sorties,
contrdle, coﬁstruction du modéle, estimation des paramétres.
définiﬁion du eritere,ete...d alnsi gque la phase de commande‘
¢ synthése et implémentation des algorithmes 2, ce qui n’est
pas le.cas de la plus grande majorité des systémes dont l’ordre
east élevé; les difficultés peuvent é&tre purement théoriques
¢ mauvaise convergence ou divergence de 1l'algorithme 3 ou peuvenbt
décauler des considérations économiques, de méme le traitement des
systémes complexes exige: .

i/ de nouvelles méthodes analytiqués étant donné que la dimension

est élevie,
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21l la nécessité d'obtenir un #tai intermédiaire avant le
contréle; cet état dolt consister
- soit en la réduction de la dimension du prcblémé par une
procéduré d'agrégation et 1'application ‘de techniques
standards du probléme réduit, )
- soit en’la décomposition du systéme en.définissant des
sous— systémes adéquats, dans le but d'utiliser des

méthodes de décomposition-ccordination et la structure de

commande a4 mul tinlveaux

3i~- La synthése des algorithmes de contréle utilisant. les

principes de décomposition-coordination.

7.3 Classification des Systémes(

Un modéle est une idéalisation'd'un'processus physique, il
est utilisé pour réduire le calecul dans l'analyse et la conception
des systémes.

De tels systémes pauvent étre classés comme suit:

- Systémes Déterministes-Systémes Aléatoires (31,

Dans les systémes;déterministes.‘tous les paramétres sont décrits
d'une maniére éxacte alors que pour les systémes aléatolires,
quelques ¢ ou tous les D paramétres sont deécrits d'une faéon
probabilistique.

- Systémes Contiqﬁs— Systémes Discrets [4]1.

Un systéme continu s'il traite des signaux gqul sont, définis a
des instants €t continus, par contre un systeéme est dit discret.
2711l traite des zignaux discretq.vcuamd; con&enablement définis &

des ins. ants multiples de la période d’'échantillonnage To.

- Systémes-Simples—Systémeg Conmplexes (182§,

Dans la nomination de systames “"complexes® concour ent.
plusieurs paramétres telsque: incertitude structurelle, contrain-
tegs A structure informationnelle et grande dimension.

En contrast, on dit qu’un systéme est simple s'il ne posséde pas

lez propriéetés sus—citées.
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- Systeémes S.I.S.0-Systémes M.I M. 0 [3].

Un systeme ezt dit £ I1.8.0 s'il posséde une entrée et une
seule sortie on l'appelle Systéme Monovariable ou "Systéme
Scalaire"”. Un sfstéme M.1.M. 0O est un systéme ayant r entrées et p
sorties, 1l ezt dit Multivariable, on 1'appelle aussi 'f@stéme
Vectoriel . :

Un systeme $.1.5.0 est  un cas s2implifié du s?stéme M. I._MO
¢ r=p=1 2 comme ie montrent les Fig.1 et Fig.a&.

o = — u y
= T oz —- T o
— ________"
Fig.1 ' Fig.2

I-4 Différentes Représentations et Propriétés des Systemes.
On traitera dans ce par agraphe, le cas général, c~a-d;
les systémes M. I.M O possédant des c0upiages internes [2]. On

~distinguera le ca3 des systémes continus puis le cas discret.
I.4.1 Systeéemes Continus.

i/ Représentations. .
Parmis les différentes représentations on en cltera

- Systeme d’équations differentielles ¢ équation différentielle ).
Par sulte des coupl ages internes r21, chaque

eéquation différentielle peut faire intervenir tout ou des parties

des diverses entrées et =sorties, ainsi que leur deériveées. Pour
alléger 1’écriture, en faisant intervenir. 1 'opérateur - de

différentiation D = 8-8t, on met le systéme sous forme

matr;cielle:
LCDDy = MCDOu Ci1.1D

o0 LEDY est une matrice de dim. (p.p2,

MCDD est une matrice de ‘dim. Cp,md.

e
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- Matrice des Réponses impulsionnelies ( Réponse Impulsionnelle 3. .

QCFD ———+q he L ——s yCtD
ucsd-

| HC(sD YC{=d
————

FPar définition (31, la réponse impulsionnelle d’ur

systéme est la réponse d'un systéme a une impulsion de Dirac [4]:

0 t=o, _
ultd=s SCLI= { . .20
b ' 0 P

U Cgsd= LCSECLDID= 1 ‘ ) c1.32
. i A
ou L est 1'opéerateur de Laplace,
La matrice des réponses impulsionnelles hCt) de dim. (p,ro est

telle que:

o ¢
yCtd= j hCrd uCt-rd dr €1.4>
L]

~Matrice de transfert ¢ Fonction de transfert J.
Si 1’on prend la transformée de Laplace (3] de l’'é#quation
¢1.1) avec l'hypothése que les conditions initiales sont nul les

quelcue soit {0, on obtient donc [4]:

ao
Y(ad= j yCLIExpC-std dt 1,52
Q

YCsd= HCsD> UCsd. C1.62

PR R ORY, 48 7 B :Laﬁlacien du vecteur de sortie y(td de
dim. Cmd g

HC s =l Ch(1)D) :lLaplacien de la matrice des -réponses
impulsionmelles h{td de dim. Cp.md;

el =L Cultd) Laplacien du veclteur d'entree ultd de

dim.Cr2.
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- Matrice de la réponse.frégpentie}le. .

v

Cette matrice  est obtenue en | évaluant la, matrice de

) el

transfert sur 1'axe imaginaire ¢ s = jw D (41.
~ - -
iu% C-a-d
A ' .
| ' : -HCwd) = HCS)‘ 1.7
'-:I . B Q’JU
48 ' ,
j ' @ . . ¢ .
- HCw)=_f.}1C{_.L)expC-jthdt. . o €1.8>
S c R - .

- Représeﬁtation d*Etat. .. ‘ _
Dans le cas général ot le systiéme différentiel représentant

s

le fanctiannement dynamique du systeme physique considéré est
linéaire, a coefficients constants. d*ordre n, on peut - lul

associef une représentation d'état de la forme [2):

B
I‘“ {d&( LY sdt= AxCtd+BuCtd
: ' ' ‘ C1.90
‘ ) yCtd= CxCtd+ Dultd
{ [? | ) .
| i ot : | x(td est le vec@eur d'état de dim. Cn3.
! rf uCt) est le vecteur d’ entrée C commande J de dim <rd,
J'.' y(t) est le.vecteur de sortie de dim. (pd,
o ‘A tMatrice, d évolution de dim. (n. n).
'i; B :Matrice de commande de.dim. Cn, ro,
—~ C :Matrice 4’ observation de dim. Cp nd ..
%‘ .D :Matricg de couplage entréess/sorties de dim. {p.rd.
11 est trés intéfessant de signaler que cette

&)

représentation est un’ outil mathématique puissant [2] puisqu'il

jouit des principales qualités. soient: H

e
i

» Les corditions initiales apparaissent explicitement comme dans ;a
r~ le systéme d'eéquations différentielles ( équation différentielle). |
‘[t, % lLes matricdes qui interviennent sont des matrices A coefficients

constants, elles releévent de 1*Algebre Linéaire,

o
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- Robustesse.l.a conception des systémes de commandes est basée sur

des moc «les simplifiés,

Remarques.

Ces propriétés restent aussi valables en discret,.

2is Structure Canonique de Kalman.

Dans le cas général, un aystéme é compor te de
sous—systémes aux différentes propriétés de Gouvernabilité et
d’Chservabllité: '

S= 3 Uus us us |,
1 2 9 4
posséde la structure canonique de Kalman dans laquelle!
S1 est le sous-=zyst. gouvernable, non observable,
S_est le sous-syst. gouvernable, obsevable,

“ est le sous-syat. non gouvernable, non observable,

£ est le sous—-syst. non gouvernable, observable.

—
dx1.-dt Alil A1Z A13 A14 X4 Bi
dx2z-dt | _lo A22 O AZd4 N2 . B2 U
[ dw 3. dr o o A83 ASs xa B3 =
dx4.-d o o o Add N4 B4
x4set g €1.13)

Y =[0C2 0 C4l X

3is/ Critéres de Kalman Gouvernaﬁiiité et d*Observabilité.
Congsidérons le systéme de dimension n & r entrées et p =sorties,
sSolt:

dxCLdsdt = AxCtd) + BulCtd ou xCk+1)=AxCkI+ BuCkD. C1.14>

Le systsi-2 est dit gouvernable ssi:

ranglB,AB,...,A" "Bl = n [AL) €1.15)

4]
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»* Le systéme libre représentd par:

dxC LD db= Ax(iLD wCok+1D= AxCkD
. ou Ci.162
Ctax= CxCtd vCkd = CxCkD
est dit observable ssi-:
ranglct aTeT. ., ANV ey = g C1.17>

* On notera l'intéressante propriété de Dualité :

DUALITE
Gouvernabiliteé ¢—— Cbhaservabilité.

CA,B) gouvernable «————— caT,c™ observable.

CA,CD observable +—— CAT,BT) gouvernakle.

I1 vien:! gu'au lieu d'étudier les deux propriétés séparément, on
.se limivera &4 celle de la gouvernabilité par exemple, 1'autre =se

déduira par Dualité.

I.4.2 Cas Discret.
i/ Représentations des systémes discrets.

Les techniques matﬁématiques pour l'analyse des systémes
invariants dans le temps, linéaires, discrets, sont appelés
"Techniques du doﬁaine A séguences" car les entrées, sorties et le
modeél e du‘systéme sont décrits par des séquences de nombres [86].

Parmi les diverses représentations de ces systémes, on distingue:

— Matrice des Réponses impulsionnelles.

La répon=ze impulsionnelle .h{,Ck) d*un systeme est la jéma
réponse du systéme lorsgue laJ iémeentrée est ex;itée par
i1’impulsion de Krénecker &Ck2 definle par t41:

SCkY= { 1 siok=0 C1.18)
O =inon

b Ckd=TCu =&Ck23. . ‘ C1.490
L ) *

vl
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- Systeéemes d’équations aux différences ( équation recurrente 3.

Le systéme sera décrit par l'é&quation ci-dessous [(3]:

) Y - C1.20)
a (k) yCk—n> =
in L

N

b Ckd ufk—m)

A im
n=-0 mz=g
,' A - e | g
- uj :est la j entrée du systéeme Cj=l,r 2,
- ¥y, : est la iéma sortie du systéme Ci=1,p 2.

t

N et M sont des entiers positifs,

N est l'ordre du systeéme,

a, CkD, b,ka) sont des constantes indépendantes de k
™ 1 .
- Cpour des systémes lindaires stationnaires 2.

- Matrice de transfert.
A partir des équations aux diff‘érencec d'ordre N, on'paése a

1a tranaformnde en Z [31:

Ll o . + 00

J

+ 0 M

Y—ﬂ B —k v ‘ —x .
Y a, ¥ (k-nd 2 = bjmuﬁkwm) 2 ci1.210
éud ‘ é_a

k=—-00 NnEO ko0 m=0

avec i=1,r et J=t.p

En utilisant les propriétés de lindarité, décal age, de la

transformé&se en Z. on peut mettre (1.213 forme:

i N
: - - .2
Y €2 a 2" = U b, =2 1.2
v in ) Im
n=o

I

id



Chop. I "GENERALITES SUR LES SYSTEMES”

' M
- m
R 4> Zobi.m z
s _ e
HLjCZD = S v €1.23>
: ! a, 2z "
.
n=o
avec: ,— i=1,p ,
e j: 1,1" >
- Yt est le signal requit a la 1%™ sortie quand la
jémoentrée est excitée.

- Matrice des réponses fréquentielles HCw).
C'est la transformée de Fourier (4] de la matrice des
réponses impulsionnelles (h{k)), avec:
i=4.r ,
J=1.p

La matrice des réponses fréquentielle est la matrice de transfert

évalude sur le cercle unité:

HC w3 =HC 23
C1. 245

. : Zoexpl jwd
- Représentationidans‘l‘Espace d*Etat :
C'est une description donnée en termes des états du systéme:

lindaire discret rassemblés dans le vecteur d'état x [21.

Elle se base sur l’équation d'état et 1'#quation d'observation:

{ xCk+1D= AxCkD+ BuCkd Ci.a5d

ylkd= CxCkd+ DuCkd

Ay
()
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Oh:  ~ x(¥k3) est le vecteur d’'état de dim. Cnd,

~ u (kD est le vecteur d'entrée ( commande > de dim.(rd,
(k) est le vecteur de sortie de dim. C(pJ,
:Matrice_d'évolution de dim. Cn,nd,

rMatrice de commande de dim. Cn,rd3,

:Matrice d'ebservation de dim. Cp,nd,

i
N L r K

: Matrice de couplage entrées-sorties de dim. Cp,rd.

2l Propriétés. : ’
Un systéme discret multivariable est une transformatieon CT2

relian. les signaux disecrets d'entrées u 4 ceux de sorties y [B1.

—_— S
xCkD ’ T - Yoy kD
R .

Un tel systémé‘est représenté par 1'équation
y = TCud C1.26>

Les valeurs de la sortie Y a l'instant discret k est donnée par:

yCkd = TCyCkDD - €1.27d

~ Lintarité. Le =systéme est dit linéaire si pour tous signaux
-E1Ck).HZCkD et-ies constantes a, b on a:

TCag}CkD+bgﬁCk)) aTCg}Ck)) + bTCgQCk)D 1. 282
a11CkD + binkD

#

On dira qu'un tel systéme vérifie la contrainte de superposition

¢ homojéneité et additivite 3.

- Invariance temporelle. Un systéme est dit invariant dans le
temps si un décalage a l’'entrée n'introduit pas une distorsion du

=1ignal Jde sortie.

C-a-d; si yCkd=TCuCkdD

alors TCuCk+mdd=yCk+md . ¥ m € Z. €1 . 29D
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- Causalité. Un systéme discret causal est caractérisé par
ile fait gque sa réponse ne précéde jamais son excitation,
c—a-d; un systéme est causal ='il satisfait l'une des conditions
sul vantes: |

* hCkd=0 pour k<O

»* le degré du dénominateur de la fonction de transfert

H(ZD du systéme est supérieur a celul du numérateur.

—Stabilité. Un systéme est dit stable s'il satisfait 1’'une des
conditions sulvantes [4]: '

-Sa réponse impulsionnelle h(k) satisfait :

% I hCk> I < o ' C1.30>

~Si les pé&les de la matrice de transfert appartiennenti au
cercle unité _
-5 les valeurs propres de la matrice CAD appartienﬁent

au cercle uniteé.

1.4 Passage des Systémes Continﬁs aux Systéﬁes Discrets et
vis-versa Lé?],
Soitun =ystéme continu, représenté dans 1l'espace d'état

¢ AVB,C,D D et avant pour fonction de transfert:

P

&Csd= D +C(s.1-ADB

Considérons la transformation bilindaire [8), reliant la variable
complexe de lLaplace (s) ‘du plan fréguentiel continu, a celle du

plan fréguentiel discret (23, donnée par:

Z-1 f+s
s={3 I e
Z+1 B-s
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ou . A= p T période d'échantillonage.

En général, on prend T0=8 unités de temps —— =1

La fonction de transfert GdCZ} du systeéme discret correspondant

est_alors,dcnnée par:

z-1
Z+1

GCzd= &€ s = y= 1 + H.C zI-& '>.T

ou € &.I' H,J> est la représentation d'état du systéme discret,

avec: 4

w &=C I+A D.C I-AD

1

-r=+vY 2 .¢ I-A D> 'B

~H=+2 .c.c T-A>*
-3 = D+C.C I-AD 'R . '

ce qui implidque aussi:

A =C I+3 > '¢® -1 >

B=+yYa2 I+ D> T

c=v¥a c¢1+s> "

1

D= J- H ¢ I+&> T

Remargues:

ir Si P est solution de 1’'équation matricielle:

AP + PuAT + BB =0,

P es. aussi solution de 1'équation matricielle:

. p.3 - P +T.I =0
2i- Si Q est sclution de l'équation matricielle:

AT g+ aaAa+Cclc=o0"

)
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Q est aussi solution de 1’éguation matriclelle:

0.8 -~ + H'H =0
De 1, 2i et &u fait que la transformation bilingaire conserve la
stabilité ¢ Demi plan gauche (%2 transformée, l'intérieur du
cercle unité du plan (22 D, le systeéeme continu ¢ A,B.C 2 est
gouvernable et observable gi et seulement si le systéme discret

¢ &,I"'yH > et gouvernable et observable.

1.5 RkRobustesse [25].
C'est la sensibilité du systéme aux perturbations introduites A
cause de 1la tolérance des composants car la conception des

systémes. de commandes - est basée sur des modéles simplifiés.

1.8 Conclusion.

Dans ce chapitre, ont  éte  introduites la notien de
systémes, avec leurs classification. impdrtantes propriétes ainsi
que leurs diverses représentations. Il sera suiwvi d’un chaplitre
dans- lequel on discutera sur les princlipales . méthodes de

réduction.

.
&
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CHAPITRE IX )
PRINCIPALES METHODES DE REDUCTION

11-1 Introduction.

Les contraintes numériques‘ représentent le plus
grand probléﬁe que deoit faire face le concepteur lorae des
phases d'analyse et dé conception de grands systémes. Ces
contraintes sont d'autant plus importantes dans les applications:
en temps. La dimension n. du systéme est &levée ¢ >10 D: le

z

temps de calcul devient prohipitif anb, 1'espace mémolire € n 2
trop important [7].

1z dévieﬁt donc nécessaire de faire un compromis entre la
compléxité du modélé qui représente plus la reéalité  que 1a
précisio et la neécessité d’avoir un modele simple pour le
commander [(B81.
La réduction de la dimension d'un systéme s’accompagne toujours
d*une perte d'informations qui reste un probléme majeur. FPour
préciser les gualites essentielles que doit envelopper un modéle

réduit, on doit définir certaines de ses propriétés.

I1-2 Qualités d’un modele réduit £71.

% Le modele reéduit doit présenter ls mémes caractériztiques de
stabilité que le modéle initial.

% Pour une classe d'entrées donnée, les sorties ﬁesurables

dy modélé doivent se rapprocher le plus possible des sorties
réelles. - .
»* Conservation du gain statique.

~Le sodéle réduit doit satisfaire le compromis "Simplicité,

Précision ". La "structure simplifide® importante propriéte

résultera d'un choix d’ordre minimal du modélé réeduit.

* Bonne appraximation de la réponse fréquentielle CHCwID.

‘% Conzerver les relations entre les états du modeéele initial et

ceux du modele réduit,c-a-d; garder une signification physique aux

]

variables d'état.
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LLa réduction de modéle deoit.

s Chiffrer l’écart entre modéle réduit et modeéel e complet.
% Limiter le volume du calcul,

» FEtre robuste,

»* Cuider le choix de l1'ordre du modeéle.

1¥-3 Méthodes de réduction

Se basant sur le domaine dans lequel le modéle d’un systeme

. exst représenté, les méthodes de réductien sont groupées en deux

catégories [3]:

*doﬁaine temporel,

—doﬁaine fréquentiel.
Les mét hodes dans le domaine temporelle sont assocides A
1’espace d’état et celles "dans le domaine fréquentiel .sont
associées a la fonction de transfert.
Le probléme de réduction a 6&té considéré pour les systémes

continus, on ¢tendra les régultats aux systémeé discrets.

11—351 Approximation de type Padé.

Cette approche est basée sur des développements limités de
type Taylor dans le domaine (s3. Elie . s’adapte parfaitement a
1'opérateur de transfert et garantie généralement une conservation
des dains statxques {(71. De nombreuses variantes ont ét.é proposée
avee notamment (31 1'approximation de Routh mais n'assure pas la
stabilite, elle n'est de fait, pas adaptée a la régulation.
II~3.2 Réduction Optimale.

C'eat une technigue basée sur la minimisation de l'erreur de
sortie par un critere quadratique pour des entréas d'un type

determiné [71. Le critére s'écrit général ememt:

P
+ D

A~ ~ ' : o
J = tr U‘[yi‘(_tb—yLCt)][thD——tht)]Tdt ] ¢2.1d

L=t o
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"oU: p est le nombre de sorties et ; la sortie du modeéle réduit.

La recherche de l’optimum se traduit par une progfammaticn non
lin¢aire et pedt_se réscudre par des équations de Lyapunov. Les
calculs sont lourds et la convergence délicate. Si cetté méthode
présente 1’avantage de donner le modéle optimal pour un critéere et
un modele donnés ¢ applicable en multivariable D3, elle ne
permet pas de fixer l1'ordre du.mdéle réduit a priori et surtout,
i1 n'existe pas de relation entre 1'état des deux systémes, ce qui

empéche Loute signification physigue des états du modele rédult.

e cholx du critére est délicat et la mise en ceuvre est

général ement lourde.

IX-3.3 Méthodes Modales.

Ces méthodes sont basées sur la méthode d’Agrégation
introduite par Acki ¢ (71,03l 3. Le modeéle réduit est obtenu par
séparation des modes du systéme en deux dJroupes, les modes
daminants instables ou lents et les modes rapides aveo
conservalion unlquement des modes dominantis. l
Partant a’un systeme initial, continu, Supposeé compl &tement
commandable et observable,

AxC LY /dt =AxC D +BudtD
C2.a0

yC £ =CxC £ +DuC t

[ Y
v



Chap. II ‘PRINCIPALES METHODES DE REDUCTION-

O

Fig.2.1. Systeéme Initial.

un modéle réduit de dimension m Cr

< m=n ) déquations:

dzCtd /dt=Fz( LI +Gultl

r‘\
v
@
i

yC LD =HzC £ +EulC LD

est dit " Modéle agreéegée ", si:

-~ les #.ats z(L) et x(td> des modéles (13 et (2) sont reliés par

une relation lindéaire du Lype:
ZCL) = L wxtid ou L est une matrice

- les matrices F.et G vérifient les

FL
G =

\l

- La matrice L est supposée de rang

La stabiliteé du modele simplifie

de dim. Cm,nD,

conditions suivantes:

LA
LB

ma<i mum.

est assurde et les états du

modéle réduit sont relies A& ceux du modéle initial par une

relation linédaire.

Cependant, elle présente l’inconvénienl de necessiter le calcul,

long‘pour des systémes complexes, des valeurs propres du modele eb

pose le probléme d'un bon choix des

215

modes pour le modéle rédult.



Chap. 11 “PRINCIPALES METHODES DE REDUCTION"

v E
u + z ;
) v I

F‘,

Fig.2.2. Systéme Reéduit.

IT1-3.4 Perturbations Singulieres.

Cette approche a &té introduite par Kokotovie [7] pour les
‘systémes continus a plusieurs échélles de temps, étendue aux
systeémes discrels, possédant des variables qui varient rapidement.

Ce type de systémes peuvent se'mettre sous la forme:

AwCL) + BzCtd . wltod=wo .
’ Ca. 4D

1l

_{ dwC £ /dt

pdzCd /dt = Cwltd + DzCLd ., zCtd=zo

L* inconvénlent de cette technique est qu'il n'est pas LOUJours
alsé de mettre un systéme zous la forme (2.4). Il n existe pas de
relation exacte entre le systéme complet et son modéle réduit:

zCtod # 2CLod. 2.5

II-3.5 Troncature dans la Base d’Equilibre C'M.R.E J.

Cette méthode a été introduite par Moore [(11. Elle se.fonde
. sur la recherche des valeurs singuliéres dans la hase d*éguilibre
{71, ou les deux gramiens sont &gaux. Pour un systeéme continu de

la forme: . - '

N
LY
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AxC LD /db =AxC £ +Bul £
2. 63

LI =CxC LD +DuCtO

Les degrés de commandabilite et d’'observabiliteé a l'instant T
sont obtenus par décomposition en valeurs singuliéres des gramiens

de commandabilité et d’observabilité donnés respectivement par:

T
Wy = I ExpC ALY BB Expc AT Lddt. R

(o]

T
= T T .
Yo J ExplCA tDC CExpCALOdL.. c2. 8
o )

En effectuant un changement de base, la représentation équilibrée
du systéme s'obtlendra en se plagéht dans celle o0 Wg=Wo=% est

une matrice diagonale.

En notant—par 2g= ngV; ‘et EO= VOE vT ia décomposition en valeurs
. o

singuliéres dez matrices Wget Wa respectivement, la matrice H
deéfinie par:

H=% V V T cz. o
Lo 0o g4g

est dite " Maitrice de Hankal " [11, admet pour éléments des
valeurs singuliéres invariantes par un changement de base qui sont
les modss du second ordre du systéme continu. Il est possible de
classer leé_modes les plus gouvernables et les plus observables et
de ne conserver que les significatifs. .

La troncature dans la base d'équilibre est indépendante du
type d'entreée. . ‘

Une variante a été proposc¢e par KABAMBA C (131,016} D2, c'est une
technique de Lroncature basée sur les gaiﬁs équilibrés. Tout comme

1a M.R.E elle n'assure pas un modéle réduit optimal [13].
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Nous développerons la méthode des réalisations équilibrées dans

les chaplitres suivants.

I¥.4 Conclusion.

. Dans le présent chapitre ont é&té brievement exposédées les
plus importantes techniques de réduction, la plus récente, celle
basée sur 1'équilibre, opération qui fera objet du chapitre

suivant.



Ghatp. IIT 'L’ EQUILIBERE -

CHAPITRE III
L* EQUILIBRE

ITT-1 Généralités.

On sait gu’ une représentation dans 1'espace d’'état n’est pas
uniques, ses divers modeéeles sont reliés entre eux par uﬁé
transformation réguliere RN YNE de similarité, c—a—-d; les
représentations sont toutes équivalentes via cette transformation
(al, mais cecl n'impligue pas l’invériance de toutes les
propriétés du systémes ( 1'invariance des modes du systéme conduit
a la conservation de la stabilité D scous une transformation de
éoordonnéeé telles que les propriétés de gouvernabilité et
d'observ&bilité gui dépendent du cholx de la base de coordonnées
121, elles sont appel ées respectivement Gramiens de
gbuvernabtltté. d'observabilité et sont notées Wg ,WO

Equilibrer une realisation {111 revient a rendre symétrigue
une certaing propriété d'entrée ¢ gouvernahilité 2 avec une
certaine propriété de sortie observabilité ) en choisissant une
‘certaine base de coordonndes. Il est alors nécessire de trouver
une nouvelle représentation dans laquelle ces deux gramiens soient

égaux et diagonaux.

Un choix d'un gramien d'entrée particulier avec un gramien de

sartie particulief est dit * Paire Lguilibrée si le spectre du
produit des deux quantités est indépendant du systéme de

coordonnéges { les pdles de la foncltion de transfertl

T, '
CAB,C,D) e CA_ B ,C .,

b b
W ¥ 3 s ¢ I,Z D
= g

III-2 Principe de l’Equilibre.

e principe général de l'équilibre est d’associer a une
classe particuligére de systémes un ensemble d’équations de Ricatti
qui sont reliées d’une fagon intrinséque aux propriétés

'

particuliéres dJdes systémes.
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Alnzi la classe des systémes asymptotigquement stables est associée
a 1l'ensemble deé équations de Lyapunov [G], une‘question qui peut
se poser est ce que réalisation équillibrée signifile pour une
telle classe dé systLémes, ce ' sera l'objet . des paragraphes

suivants.

I11-2.1 Calcul des gramiens.
On traiteratout d'abord le cas d’un mystéme continu puis

celui” d'un systéeme discret.

.= Cas Continu (11

Dans le‘cphtaxte des.systémés continus lindaires decrits par:

[

dx~dbl=AxCtd +BuCt) avec 3(O)=xo €315
yCt)  =CxC LI +DuCtD
ou:. xCtde R”,
uCtde R,
yCtre RF.
Le systéme ¢3.1> est sSUpposé gouvernable, obzservable et

asymptotiquement stable.
La palre CA,B) est utilisde pour le calcul de la gouvernabilite,

tandis que la paire CA,C) assure le calcul de l'observabilité.

.

- Définition (13i.

| Soit Le systeme (3.1 Supposons gue les valeurs propres de
la matrice d'évolution A appariiénnent au demi plan gaouche du
Plan de (52, le gramien de gouvernabilitéd du sysiéme est
définit par

t
f

v, = J ExpC ALYBB ExpCA LY dt €3.2>
o S

et le gramien d’Observabilité du systéme est définit par

v
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‘t

. f

W= j ExpC AT LICTCExpC ALY dt » €3. 3>
o]

Cu tr est le temps final.

Quand t, ——+w, les quantités Wg' et © W _Cmatrices définies
pesitives) sont solutions uniqués des eéquations algébrigques de

Lyapunowv:

]
o

3. 45

il
]

{ AW + W AT+ mR"
i g

ATw o+ w A+ T
o ()

L.'algorithme de.JAMESbN [A3] permettant de résoudre les équations
de Lyapunov, est utilisé pour le calcul des deux gramiens

C W ,W D,
@ g9

- Cas Discret.

Le modele est décrit par la représentation suivante:

{:Ck+1)=.Aka)+BuCk) avec xC0d=xo0
' C3. 8
CkD = CxCkD+DuCk)
UL wkde R7,
uCkde Rr{
yCkde RF.
Par deéfinition {15], on posera:
+ )
W= E: A¥B BTCATS® BN
i k=0
o ‘
v =§: ca™¥ce a*- €3. 72
k=0 o

. Les matrices W et W reprédsentent regpectivement les gramiens
e 9

d’'QObzservabilité et de Gouvernabilité du systéme (3, 1D.

26
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Si le systéme (3.1D est stable, autrement dit les valeurs
 propres de A sont A parties réelles négativés. les deux sommes

"CR.B) et £3.7) convergent pour un nombre finli de N termes.

Les deux gramiens sont aussi solutions uniques dés équations de

Lyapunov (3.8) [gl:

{ AW AT - w + BBT =0
g

. g . o C3. 8D
ATW A - W +CC =0,
(a7 [a)

III-2.2 Base Equilibrée et Maximisation d’Energie.
Pour illustrer le principe d'équilibre il est nécessaire de

mettre en évidence la relation des gramiens avec leé relations

d'entrés-sorties, pour cela considérons le probléme de commande
suivant [111: |

Supposant que le systéme est a 1'état initial a 1'instant to et
zoit une fonction d'entréé utt) A énergie finie.
S8 le systéme est. complétement gouvernable, alors le gramien de
gouvernabilité est inversible et l’énergie minimale E1 nécessaire
pour - commander 1'&tat dans la direction'elzto..éioo..0] telle que

& =1 est donné par:

i

N
z : .
E1=Il|uCT3|| ar . 3,90
' — 00

‘ucszsTchéTct.fbwg"CLnel.

t t
J IIuCTDllsz = I uTCrduCTddT

-0 -0
t

W Ctd= J L, TIBCTIRTCTIE CL, 1ddT
o :

-0

FCL,Td: matrice de trangition [2].

o
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Dans le cas des systémes invariants dans le temps

Par résolution des valeurs propres [A1l, on décompose:

W=U £ .U
. g g g g
=4 U
w=lu u ... U 9t O gt
q g a gn O - u
gn gn
ou:
- Z = diag{ o ,o ,...,o
g g4 g2 gn
., AWM
- o | est la i valeur propre de W ,
o . . g
- ezt le iamavecteur colonne de Ug. vecteur
gl.

propre associée A la valeur propre o .,
gl

- Ug est une matice unitaire LAL],

i=1,n
En injectant ]l'équation (3.112 dans (3.9),0n obtient:

-y
E = &
£ gL

C3.102

3.1135

Cz.120

lLLa puissance de sortie Eo qu’on retrouve a la sortie de 1°'état e
. 1

ezt définlie par
L
. 2
o= [lIeo 11er
A_.m . -‘

t

t
J | ly<r>]? dr =_J[ v CdyCrddr
-

\ -0
=) B a4

W D= gTct,mcTcedcca e, wodr.

Dans le cas des systémes invariants dans le temps

C32.13D

et par

résclution du probléme des valeurs propres [14], on décompose:

W =U 'S u
O o O Q

-

o
i

C3. 14D
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001 G on
wor U01 U02 U0 . . C3.18>
n O o U
. on on
ol
-z =diag{ L Y- - }'.
o ol o2 on
-, est la idmnvaleur propre de Wo.
| T .
- Uot est. le iémeveqteur colonne de U, c'est le vecteur
<
propre associée a la valeur propre' o
. Lo
- UQ est une matice unitaire [A1],
i=1n
En injecﬁant l*équation C3.153 dans ¢(3.13>, on obtient
-1

E =o <3180

Se baszsant sur les équations 'C(3.12) et (3.162, on peut voir que
s1 dans une certaine repésentation d'état o . est faible, les
états dans la direction 2i sont faiblement couslés avec - 1'entrée
¢ zont wrés difficile a contréleﬁ 3 et demandent une éhergie a;f
relativement grande pour poquir commander 1'etat dans la
direction e .

Si 1'on observe une énergle oLDa la sortié de l*état e ceci
indique qué.le couplage  entre les ¢tats et la sortie dans cette
direction est trés fort ¢ facllement observables D.

On recherchera la Ease de ceodordonndes dans laquelle les &tats
quil demandent ﬁﬁe forte énergie d'entrée C(pour étre gouvernésd,
sont. les états lents a observer ( dans le temps 3. |
Une 1ntér&ssante interpréta+ion qui en découle des deux gramiens
peut. &étre illustrée [14) dans un probléme de commande. En effet,
l'énergie nécessaire a l'entrée est proportionnelle a W
Le gramien de gouvernabilité indiquant le degré de gouvernagiriié'
donne une idee sur la notion quantitative du probléme de commande.
mesure de l’énergle & la sortie du systéme autonome qui ezt faible

si les —tats sont difficiles a contréler done nécessite une grande

Gnergie d'éntrée . ' L

n
i
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La réalisation ¢ A,B,C 3 dans la nouvelle base sera dite

" raalisation d’éguilibre interne " [11.

Rendement énergitdgque.

Pozsons:

1= ' C3.17>

Selon Bettayeb (1417, ce rapport peut avoir 1'interpretation

" sulvante o

-~ Débutant 1’expérience a t=-w avec 1'é&tat initial notée "état

zéro',

- Applidquer la commande uCtd a l’instant -w {t<0 pour mener 1'état

zéro a l1'état X, = =<C0), avec une é&nergie de commande minimale Eiz
E = x .W .x ' _ 3180

-Supprimer la commande a 1’instant t=0, c-a—d: ultd=0 pour t>0, le

systén~ évolue donc en régime autonome ¢ libre 2 avec la Capacité

4 il en résulte qué 1’ énergie E0 disponible a la sortie doe a

»

l'état initial > ezt telle que:

E = % "W x . ' €3, 19D

" Le rapport I exprimera le rendement qui donne l'énergie

emmadgasi nee.

Une maximisation du rendement I est manifestement plus que

souhaitable et elle n'est réalisable que si le systéme est aussi
gou&ernable gu’observable.

Le maximum de I est atteint C voir démonstration [AS) 3 dans la

base équilibrée et prend la valeur:

I = ¢ 3. 200
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On peut interpréter 1'équation (3.19) comme suit

Si on utllise une unité d*énergie de commande pour guli der
1'état de zéro  vers un autre é&tat lxo. le maximum d’énergle
disponible a la sortie serait de af uni tés. _
On appelera af " les modes du second ordre du systéeme U (131,

alors que leurs racines carrées seront dites " valeurs singulléres

III-3 Algorithme d’'Equilibre .

11 est tfés important de signaler que la procédure
d'équflibre est aﬁssi valable en Coritinu qu'en Discret.
Elle consiste en la détermination de la transformation de 1la
transformatin d’équilibre pour une paire € Wo, wg 3.
Cette procédure Nous donne une paire équilibrée C T, £ 5 gqui est
dite aussi " rendre symétrigues les propriétés d;Entrée—Soties
du systeéme 7. ‘
La tranzformation d'équilibre. T peut étre établie wvia deux
algorithmes, éelui de Laup ¢ 1980 > ou celui de Glover C 1984 D.
Pour cette étude, nous aveons adopté 1’algorithme de Gl over.

L*autre algorithme donnerait des raésultats équivalents.

Algorithme de Glover [241.
Ayant la représentation dretat ¢ A,B,C 2, le systéme

équilibré s'obtient en suivant la proéédure sui vante:

- étapel. - ~ caleculer les gramlens de gouvernabilité et
| d*observabilité C W W > [A3].

- étape2. - Calculer 1a factorisation de Cholesky [A4] de Wo,

W = RR'

s
ou R est la matrice triangulaire inférieure.

‘ T
- étaped3. — Former le produit M = R WgE,
- étaped. - Résoudre le probl &éme de=s valeurs propres [AL]

M= U 52U

31
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o = oo = 0.
1 L+1

- U: matrice unitalre [A11,
2 _ 2 2
z —éiag{ oL O,

2}
PR 4 9
N

- étapeBf. - Former la transformation d’équilibreT telle qué:

T=

=

"'I./ZUTR

- étape6. -Former le systéme équilibre CAb’BB'Cb'Db)'

ou:
== -t :
- Ab T—1AT.
- Bb: T "B,
- C = CT,
b
- Db= D.

Eventuel test de veérification.

' -Former les gramiens transformés et vérifier l’égalité:

W =CT™Y *w T
o

ob

%
il

gb

Proposition [16};

T.

z1/"1.‘ UTC RT) - 1RTER*1U21/2

=

2
W . T
g
-Eni/ZUTRWGRTUE"i/z
z .
F est

Sotlt P telﬁque P = RCm, 1, p2.

paramétreé éqguilibrés

la classe de systemes &

St € A.B.C > appartient & P alors ¢ A,B,C > est minimal et A est

asymptot iguenent: stable.

-



Chap. IIT - L'EQUILIBRE -

Cette propriété garantie stabilité asymptotique et minimalité
de tout triplet équilibreé. C'est un grand avantage que nous offre

la réalisation éﬁuilibrée puisque'les autres représentations des

Clsystémes multivariables n’assurent, pas simultandment ces

imbqrtantes propriétés.

La forme équilibrée toutefols intéressante dans le probléme de
synthése des‘ systiemes a7, présen£e de bonnes propriétés
numeriques (91,017),0[18] 0. La théorie des réalisations
équilibrées a ete Jugée uﬁile dans la Eéduction de Modele [11,

technique récente qui sera étudide dans le chapitre suivant.

23
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Calcul des Gramiens

Début,

1

ca,B,C,n2

Systéeme Initial.

de l gouver. Wg et d'obs. Wo

Reésolution des éqguations de LYAPUNOV:

- Cas Continu.

AW + W AT =
{ g g

ATW + W A
(&) o

* Algorithme de

-BE _
~cte ) {

JAMESON [ En utilisant 1'eq. (3.6
et 1'eq.C(3.7>

-~ Cas Discret.

AngT - W = -BB

AW A - W
f=)

g .

H
|
0

L=

CW WD
g (o]
W =R'R Factorisation de
o .
E:Matria Triang. Inf. Cholesky de Wo.
, M= RWR" ‘Produit Matriciel.
g
po Décomposition en
M= UzﬁU Valeurs proéopres.
T = Emz/zurR Etablir la transf.

AT E T AT
b
']
B, =1'8B
c = c¢T
b
FIN

d*Equilibre T.

"Former le Systéme

Equilibré.

Organigramme de 1"Equilibre des Systémes.
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ITT. 4 Appiications.

irs Exemple d’un systéme continu ( d’ordre 4 2.

Qoit un systéme continu

sul vante:

= La matrice A initiale:

0. 0000
1. 0000
A =

0. 0000
0. 00060

.

- Le vecteur B initial:

Le vecteur € initial:

C = {o.oooo

donné par sa

0. G000
0. 0000
1. 0000
0. 0000

1. 0000
O. 0000
0. 0000
0. 0000

1. 0000

0. 0000
0. 0000
0. 0000
1.0000

reprézsentation d*état

-50. G000 W
~-75. 0000
-33. 0000
-5. 0000

10. 0000 —33.0000]

Son gramien de Gouvernabilité est donné par:

i

-
0. 89973
0. 3708

wg = 0. 0882 -

0. 0100
L

0. 3709
0. 1664
0. 0270
0. 0049

0. 058z 'O.OlOO1
0. 0270 0. 0048
Q. 00415 0. 0008
0. 0008 0. 000z
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= Celui d’'Observabilité est le suivant:
’ [ 0. 4727 0.00 O -2.1809 0. 5000
W -0. 0000 2.1918 ~0. 5000 -46. 16368
© -2.1809 -0.8000 36.1638 -50. 0000
0.5000 -46.16838 -50.0000 1126, 35845
- Le gramien Equilibre Sigma est alors:
r . -
0. 5ReS 0. 0000 0. 0000 0. 0000
. 0. 0000 0.1452 0. 0000 0. 0000
2 0. 0000 0. 0000 0. 0707 0. 0000
0. 0000 0. 0000 0. 0000 0. 0230
-
=9

= La transformation d’Equilibre Ib correspondante est:

~1. 2302
-0. 4387
-0. OB77
=Q. 0112

O. 0302
0. Z8B7
C. 0615
0. 0090

— La matrice inverse de Th est:

-

-0. 8220

f-1.1412

0. 2632
=0. 2271

boe.

-0. 7687
2. 3463
-2. 0545
1. 9811

0. 5424
0. 45753
C. 1083
0. 0305

1.0234
18.6474
5. 5764
-10. 4158

:
0. 2247

0. 8772

0. 0880

0. 0305

10, 4067
~79. 2586
53. 1384
10. 2010

d
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)

2i/ Exemple d’un systeme

La Matrice A Equilibrée est donnée par:

Le vecteur € Equilibrée

F—b_saia 1.1188 0. 6186
A, = -1.9187 -2.3719 -8.8584 -1
0. 2935 2. 4189 -0.8188 ~-1.
-0.3081  -O.B377 21042 -1
b
Le vecteur B Egquilibrée est donné 'paf:
r—o-eaao
B, = -1.1412
0. 2632
-0. 2339

est donhée par:

C

b

La matrice A initiale

r

- [—0.7460 0.

o

=t

4. 3000e~-001

1. 0000e+000

0. 0000e+000
0. D000 +000

—-2. 61 40e-001
0. 0000e+000
1. O000=+000

0. OCO0e+000

6034 0. 5038 0.2504]

3. BOBGe-001
0. 0000e+000
0. 0000e+000
1. 0000e+000

i
~§

. 3640
. BB

. 2677

1604

discret ¢ Systeme d®ordre 4 J. -

~4.5718e-002
0. 0000e+000
0. 0000e+000
0. 0000e+000
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Le vecteur B initial est:

bt

[ 1. 0000e+000
0. 0000e+000
0. 0000e+000
0. O000e+000

Le vecteur € initial est:

C » [ 0. Q000e+000 —2. a800e~-001 2. 5078e-001 —7.2570&—003]

Le gramien de Gouvernabilite est:

1.3144 0.4379  0.0109 0. 3704
W = | 04379 1.3144 0. 4379 0.0109
J 0.0109 0. 4379 1.3143 0.437Q

| 0.3704 0. 0109 0. 4379 1.3143

h . o

- Le gramien d'Observabilite est:

[ 6.1308 -0.0883  -0.0078 0.0015 |
W = |7O-0893 0.1834 -0.0045 ' 0.0041 )
= ~0.0079 | —-0.08948 0.0833  -0.0042
0.0015 0. 0041 ~0. 0042 0. 0003
3 .. i

Le gramien Equilibre Sigma est:

r :

0. 4483 0. 0000 0. 0000 0. 0000
0. 0000 0. 3961 0. 0000 0. 0000
2 = | 0.0000 0. 0000 0. 0360 C. 0000

0. 0000 0.0000 - 0.0000 0. 0077
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La Transformation d'Equilibre Thal est:

] : 1
-0. 5427 -1 . 4932 ~3. 0773 -0. 9145
1.2034 ~0. 4963 -4. 08408 -1.10@1
Ty = | -0.1815 1.0168 -5.1304 -0.9184
—-0. B515 -0. 0373 -3.1102 8. 6242
L ‘ ) ulf
— La transformation Inverse de Thal ;.
- -
-0. 3883 0.8202 | -0.2871 0.0101
Tt ~0. 3874 ~-0.1315 0. 3406 -0. 0208
b -0. 0848  -0.0517 -0. 1065 ~-0. 0238
—-0. 0463 0. 0205 -0. 0540 0.1078
= La matrice A équibrée est:
-0.1876 -0. 0851 -0. 2324 -0. 4873
0.1498 -0. 1842 0. 1820 0.8215
0.3165 0.1418 0.8716  -0. 3360
-0.5010 -0. 6539 0. 2892 ~0. 0BOB
b : ' ’ b
= Le vecteur B éguilibré est:
r 7
-3. 5343
B, = -4. 6406 v
-1. 3351
1.1078
- Le vecteur ¢ équilibré ecti:
C, = [ -0. 4560 3.4125 1.2604 1.2232 ]
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ITT. 5 Cdnclusio%.
: Dans ce chapitre, ont été exposées la notion d’équilibre,
une étroite relation liant gramiens et propriétés d'entrées~sor£ies'
de point de wvue ¢énergitique mise en relief et un algorithme
d’equilibre a &té é&tabli bermettant de former la réalisation
équilibrée a partir. de laquelle on ccnstru;ra le modéle réduit,

technique qui sera détaillée dans le chapitre suivant.
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"chagque &tat du systéeme,

CHAPITRE IV
LA REDUCTION

Iv-1 Ihtroduction:

- Une fois 1l'opération d’'équilibre achevée, ayant obtenu:

- ng gramien de gouvernabilité équilibre,
- Wob gramien d'observabilité équilibre,
- Avec ng = WDb =

ol £ est définie par:

z= dlag{oi, 02....an }

¥ est aussi appelée matrice des valeurs singuliéres du systémé.
La réduction consiste en 1l'é&liminatien, par troncature, des
modes les moins observables et les moins gouvenabies du systeéme,
selon le critére de la norme de Hankel, en imposant & priori une
certaine erreur (11,
les valeurs singulieres du systéme, autrement dit les éléments de
¥, refletent les énergies de gouvernabllité et d’observabilité de
le principe de la réduction est donc

d’éliminer les valeurs singullieéres les plugs faibles.

Iv-2 Critére énergitique de Réduction.

De point de  vue mathématique, ¥ est aussl solution des

équations de Lyapunov [12] (que ce solt en continu ou en discret).

T __ P AT - T
AT + LA =B .B | A LE. A b B, - B, c4.15
v : ou bien T "
AT + £.A =-C.C A.Z.A - E=-C_C_
ou ~
|- A =T *A.T.
Y b |9
= -1
B, =T ".B.,
- ¢ =C.,T
b B

41
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Dans un but de simplifier la réduction, la matrice‘z doit é&étre

partitionnée comme suit:

|- = ;diag{é re O }
OQ'I 1 1 k 422

- 22=diag {%k+1....an}

Les éléments de ¥ doivent é&tre ordonnés en décroissance, c?éﬂd;
Co > o .2 oz O). |

1 2 n
Le classement est établi pour garder les valeurs singulieéres les
plus importantes tout en éliminant les plus faibles. Dans ce

processus, la réduction s’opgre sur une base énergitique.

Iv=-3 Principe.de Réduction.

_ Le probléeme qul se pose est del trouver un ordre (k23 de
troncature qui donnerait sous .une erreur imposéde a priori, un
sous-systéme optimal pour cet ordre.

Le critére de réduction utilisé est celul de *"la norme de Hankel':

X 1,2 1.2
. ' k 20
Zo_‘ > Zo_‘ avec {k C4.33
L L .
- . - . *n :
L=1 L=k+a
ou:
n L2
()<
o,
L
L=k+2 —
£ T e << 1 avec Ck=0,n> C4.4D
k k 1,2

Par souci d'efficacité, on introduit une autre erreur ¥ telle
gue:
£ =) e.- & |'= & avee € i=1,2,..,n-1 3. c4. 82
1 L

od ¥ est l'erreur fixée.

L+

Le systéme complet est donc réorganisé avec une transformation
interne de coordonnées."til ce cui introduit la notion ¢ de

*

¥ Sous-systéme dominant
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En introduisant la matrice ¥ partitionnée dans les &quations de

Lyapunov, on aura:

i B r
Abii’ Ab12 [ 211 o +[ Zil © Ab11| Abiz - Bba [BT B T-]
— T T . bt b2
Ab21 Abzz |~0 ] 2_.2 [—O i E2 Ab21 Ab22 ] Bbz—,
5 | o | T T £ | o ol '
i b4 b1 2 + b1 b12 1 - bi [ c J
T T l T bt] b2
LL o I E2 Ab21 Abzz 24 h22 o Zz b2
C4. 6D
En posant:
Ar=Ab11
Br= Bbi
Cr= Cb1

Tr= 34

Autrement dit; le systéme réorganisé peut se partitionné comme

sult:
dxaC LD dt Ar | Abi1 w1 Br
= + uctd
dx2( t.2 dt Ab21l Abvzz w2 Bz c4. 7
1
yCtd> = [ Cr} Cbz 1
e

olt: CAr,Br,Cr,k2> est la partie la plus gﬁuvernable et la plus
abservable du systéme complet CA.B,C,nd.

Il reste trés important de signaler que la réduction par
troncature dans la base d’#quilibre préserve la signification

physique des états du systéme reduit.

473
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Déefinition {11].

le systeme rédutt CAr,Br,.Crd est un systéme ¢ dominance interne
st et seulement le modéle complet dans le systéme de coordonndées
dguilibré est organisé de telle fagon gu’'il  vérifie lo relation

4. 30.

IV-3 Propriétés du systeme reéduit.

Tout systeéeme réduit CAF,BP.CPD engendré par un systéme-
équilibré¢ asymptotiquement stable, satisfera lul aussi les deux
équations de Lyapunov, cette importante remarque induit = la
conservation des propriétés telle la stabilité du systéme initial
[131, o1, [101. "
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Deébut

!

CA_LB.C.md , &

Systeme Equilibre

et Erreur de Hankel.

i

Oout

Le Systéme n'esi pas
Réductible avec 1’'erreur

¥ donnée. ..

| Fin

Former le [ ' 172
Cor D‘
Vect., d'er-— i
reur relative . = T bk '
- de Hankel. . § - k 4irs2
4
Cskf},kzoﬂ Z caib
—_— L i=1 -
k=0_,—T‘\
S Calcul du Veclteur
¥ = & - £,
L L—-4 L
d’erreur (¥ J,i=1.,n i=4,n
- !
i=
Non .
i=1+1 — 22, k=i

CA ,B ,C ,kD —
r r r

Systéme Réduit
d'Ordre k.

Organigrammue de Réduction.
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IV—B-ConCIUSion.

Dans celchapitﬁe la technique de réduction.de modéles a été
studiée. Un des problémes essentiels au niveau des application=
reste sans doute le mal conditiennement de 1’équilibre. En effet,
la procédure de réduction du modéle de Moore de point de vue
utilisatibn s'est. avérde limitée, puisqu’elle présente  des
difficultés numériques ¢ un calcul compliqué est demandé pour

construire la transformation d*'équilibre > et une sengibilitée aux

erreurs numérigques ¢ Inversion matricielle, probléme d’arrondie..D.

Les difficultéé pumériques assoclés A Tb ont  été. contournées
par l'utilisation d'algorithmes d;équilibres plus performants tel
que l'algorithme de Laub [12)1, dent 1’algorithme consiste a

calculer directement la transformation d*équilibre T et son

b
ipverse =t les utllise pour censtruire le modéle rédouit.
Cependant;'un gérieux probléme se pose, lorsque les systLémes
possédent des modes presques ingouvernables et  presdgue

inobservables ¢ valeurs singulieéres trés faibles D; dans ce cas,

1'équilibre devient - iptrinsequemsnt mal conditionné.

La transformation d'équilibre peut avoir un mauvais
condi tionnenent quand les modes sont presque ingouvernables et
inobservables (211, autrement dit, il y a tendance de la matrice
Tb vers une #ingular}té [A1] lorsque les modes du systéme sont
presques lnobservables et ou ingouvernables. Un autre probl éme

surgit lorsque les valeurs singuli¢res du systéme sont. de méme

- ordre de grandeur, danc cas la réduction s'avére trés difficile.

Crezt pourquol, il . serait préférable de générer une realisation
pour la fonction de transfeﬁt de modéle réduit de Moore:

— — -1
GCSD—CICS.I ﬁi 2 % +D 4. 85

sans avoir du teout A équilibrer et ce via des “Projections dans

1'espace d’état ™ € [201, (211 D.



Chap. IV ° LA REDUCGTION -

Se basant sur, le principe des projectlion=s, de nouvel 'es techniques
de réduction de modéies ont é&té é&labordes, on diztindquera
notamment le travail de Derras [20)] dans lequel le modéle reduit

obtenu est optimal et stable.

L'approche de Safonov et Chiang [21) présenté le grand avantage
d'un algorithme insensible a4 la tendance des modes des systémes
vers 1'ingouvernabilité etsou la non observabilite.

La performance de 1la M.R.E sera illustrée et discutée par quelques

applications qui feront l'objet du chapitre suivant.
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CHAPITRE V
RESULTATS ET INTERPRETATIONS

V.1 INTRODUCTION
L'objet. de ce chapitre est l'évaluation des performances de
la MRE. On propose quatre exemples de réduction Cdeux en continu,

deux en discretd. Pour .chaque cas, on tracera guelques fonctions

essentielles (réponse impulsionnelle, spectre d’amplitude, spechLre

de phase) ainsi que le plan de stabilité, cela pour le systéme
initial et celui du réduit. La performance de la réduction sera

reflétée par 1’'évaluation de 1l ’erreur relative-de Hankel .

V.2 Cas Discret.
Exemplel. )
Seit un filtre de Butherworth numérigue d’ordre 18 [24) obeissant

au gabarit suivant:

- Fréquence de coupure normallsée f¢= 0. 25
- Fréquence d'atténuation normalisée : frz 0. 2588
A= 0.1

- Atteénuation dans la B.P

3

~ Le systeme initial est donné par la réalisation (A, B, CY, saient:
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‘5 LLa matrice A initiale :

>
'
0O 00000000 O0COC o o P O

. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000

]
o

O 0O 0 0 Q0 O O 0 0 0 0 0 0O

. 0320
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000

c 0O 0 0 0 O 0O 0 0 e o = 0 0 0

. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000

O O 0 O 0 O 0 0 0 0 B 0 O O

=

. 5146
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000

o 0 000 C 0o 00+ 0 0 0 0 0O

. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
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0.5231 - 0.0000 -8.7E-2 0.0000  -B.T7E-3
£ 0. 0000 0. 0000 0. 0000 0. 0000 0. 0000
0. 0000 0. 0000 0. 0000 0. 0000 0. 0000
0. 0000 0. 0000 0. 0000 0. 0000 0. 0000
0. 0000 0. 0000 0. 0000 0. 0000 0. 0000
0.0000 . ©.0000 0. 0000 0. 0000 0. 0000
" 1.0000 0. 0000 0. 0000 0. 0000 0. 0000
0. 0000 1. Q000 © 0.0000  "0.0000 0. 0000
0. 0000 0. 0000 1. 0000 0. 0000 0. 0000
0. 0000 0. 0000 - 0. 0000 1. 0000 0. 0000
0. 0000 0. 0000 0. 0000 0. 0000 1. 0000
0. 0000 0. 0000 0. 0000 0. 0000, 0. 0000
0. 0000 0. 0000 0. 0000 0. 0000 0. 0000
0. 0000 0. 0000 0. 0000 0. 0000 0. 0000
, :
0. 0000 _2. 0E-4 0.0000 -1.0E-6 0.0000
0.0000 . 0.0000 ©.0000  0.0000  0.0000
0. 0000 0.0000 0.0000 - ©.0000  O.0000.
0. 0000 6. 0000  0.0000 0.0000  0.0000
0. 0000 0.0000 0.0000 0.0000  ©.0000
‘0. 0000 0.0000 0.0000 0.0000  0.0000
0. 0000 0.0000 0.0000 0.0000  0.0000
0. 0000 0.0000  0.0000  0.0000 0. 0000
0. 0000 0.0000 ©0.0000 0.0000  O.0000
0. 0000 0.0000 0.0000  0.0000  0.0000
0.0000  0.0000 ©0.0000 0.0000  0.0000
1. 0000 0. 0000 0.0000  0.0000  O.0000
0. 0000 1.0000 ©.0000 0.0000  O.0000
0. 0000 0.0000 0.0000 ©0.0000  0.0000
0. 0000 0. 0000 0.0000 1.0000  O.0000
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¥ Les vecteurs B et C correspondants sont:

[ 1. 0000 ] [ 2 3640 |
0. 0000 1.6225
0. 0000 7.1701
‘0. 0000 0. 2149
0.0000 | 0. 4723
0. 0000 0. 7886
0. 0000 | 1.0141
B - 0. 0000 T - 1.0140
0. 0000 0. 8872
0. 0000 0. 4732
0. 0000 0.2151
0. 0000 7.1 70E-2
0. 0000 1.BB4E-2
0. 0000 | 2.364E-3
| 0.0000 | | 1. 580E-4]
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Partie réelle

Partie Imaginaire

. 0000 -
. 0000
. 0000,
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000,
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000

c o0 O 0 00 O 00 O O 0 O 0O O

O 00O 00O O

. 9004
. 7E6ES
L B773
. 4452
. 3249
2128
.1051
. 0000
1051
.21as
. 3249
. 4452
.B773
. 7265
. 8004

garmien éduilibré est alors @

{é-QQESEﬂl, . 8a575E-1, 8. 8784E-1, B.S8307E-1, 2. 3083E-1,

4. BEO7E-2, B.1187E-3, 3.4328E—4, 1.4933E-5, 4.1031E-7,

5. B5170E~Q, 6.2207E~-11, 3.10956E-13, 5. 4555E-18, -4.6013E—16}

Le systéme équilibré est donné par
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¥ La matrice équilibrée A est
A =
[ ! ’ , -
3. 2418E-001 -5, 8514E-001 -1 .S5923E-001 -4.1034E-001 B5B.4841E-002
5. 78093E~001 5. 2450E-001° 4.89077E~001 -1.1048E-001 6. Q391E-00z
-1. 7654E~001 —576321E—001 8. 16804E-~001 7.6GO23E-002 -2. 676SE~-002
8. 8774E-001 —-2.4732E-001 -1.4834E-001 1.8805E-001 -4.1942E-001
2. 21 9E-001 -2. 7O070E-~0C1L -1.0454E-001 8. 3857E-001 2. 6367E-002
—2. 4280E-001 1.0198E-001 5.5713E-00z2 -7.6093E-002 -5. 7B87E-001
2. 280LE-002 -2. 3018E-002 -9. 2801E-003 5.3é25E—002. 1. O7Z3E-002
1.3932E-002 -B. 44729E-00323 -3, 3877E-003 /. 1B86E-003 2. 8458E-002
2. 2B80E-003 -1. OBB7E-003 -8. 2634E-004 4. 1B20E-003 1 .8079E-003
5. 9302E-004 3.B8571E-004 1.8B180E-004 -4.6222E-004 -1.1932E~003
-9, BROBE-005 7. 0130E-C08 3. 0871E-005 -1.3133E-004 —1.1314E*004
—-1.5219E-005 9. 0753E-006 4.3185E-0068 -1.3710E--005 -2. 3641E-~005
~1.5427E-006 1.0390E-006 4.7952E-007 -1.7829E-006 -2.1941E-006
-3. BB3IBE-007 2.3%22E-007 1.1362E-007 -3.9025E~007 ;5.7773E—OO7
4. B762E-009 —-2. 8488E-008 -1.341iB8E-009 4. 8579E-009 6. 2852E-00%

i
1k
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. B74BE-002

. 1432E-002

. 3436BE-002

. Ba0aE-002

. 4246E~001
. BOBOE—-002
. 41 07E-001
. 0408E-003
B238E-002
1 703E-003
 7711E-004
. 2BB7E-005
_ 25BBE—-006
. 3BEBE-006
 BB3ABE-008

. 251 7E-005
. 421 2E-008
. 2411 E-005
. 8581 E-004
. 1960E-004 -
. 431 4E-003
. 1450E-003
. O2BSE-002
. G001 E-002
. 2890E-001
. OBGRE-001
. 901 2E-001
. 5183E-00&
. 4228E-003
. 8400E—-00%

. 2BB8E-~-002
. 2011 E-OOE

. O0184E-002 2.

. 1397E-001
. BOG4E-002
. 0a70E+OQO0
. 0328E-00L
. B7ACE-00O1
. 1397E~002
.1942E-002
. 7T3B3IE-003
. 18562E-004
. BB74E-008
. B58380E~-006
. 091 4E-QQ7

. 7022E-006 -
. BEGBE-006
. O4BSE-006
. 8931 E-005
. B20BE-005
. 2494E—-004
. B7SSE-004
. BBOOE-004
. 9943E-003
. 6741E-002
. BE04E-001
. 2327E-001
. BB26E-001
. 3B82E-002
. 8767E~004

. OB70E-00Z
. 7262E-003
8408E-003
. 01 25E-002
. 65931 E-002
. 1533E-002
.1193E~001
. 351 OE-001
. 4242E-001
. OB78E-002

. 1932E-002.

. 3489E-004
. 4654E-004
. 001 BE-008
. 7745E-007

. 4536E-007
. 1782E~007
. 21 8BE-007
. B873E-006
. B378E-006
. 774BE-005
. 21 O7E-00%
_1873E-004
. 4B03E-004
. 3711E-003"
I 377SE-002
. 4B03E-001
. B182E-001
. BOS7E-001
. 7937E-Q03

. BLBSE-000
. 3584E-003
. BIBBE-004
. 4230E-003
. 8B20E-003
. 32B3E-002
. 5420E-002
. 1587E-001

. BBB3E-001

. g1 98E-001

. O787E-00R
. 741 83E-003
 1471E-004
. 44BBE-004
. BESEE—-006

. 4832E-008
. BE3BE-008.
. 7B09E~009
. 91 34E-Q08
. BOBBE-007
. 3835E-007
. B8B3IE-007
. 01 97E-008
. 4751 E-005
. 551 SE-005
. 5LOBE~004
.01 47E-CO3
. 551 SE-00&
. 9775E-001

. BOS4E-002

4

2.3949153--008T
. 2B687E-008
. OBEBE-00Q
. 351 9E-C08
L 1271E-007
. 0931 E~-007
. B50BE-0U7
. 4309E-006
. 7402E 006
. BIBGOE-005
. QOBYE-004
. 7O65E-0085
. 2281 E~001
. 347SE-001
. 1E28eE-001

. 7TEB4E-004
. 420BE-004
. 3BBOE-004
. 87B3E-004
. BBE32E-003
. 59Q7E-003
. B243E-002
_ 8025E-002
. 77BSE-001
. 931 4E-001
. 4BB2E-001
. 7051 E-002
. 7SB3E-003 .
. OBS3E-004
. O8S4E—-006
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* Les vecteurs B et C équilibréz sont

. 391 2E-001
. 3330E-001
. 85%4E-001
. 1837E-001
. 4533E-001
2. B7SOE-001
. 78B3E-002
. 424BE-002
. G305E-003
. 4937E-004
. 0261 E-008
. O8BEE-006
. 1431 E-CO7
. 71 82E~Q0R
. 4280E~011

. 447SE-001
. B7Q4E~00L
. 81QOE-001
. B4ORE-001
. O230E-001
. OO4QE~-0O1
. 61 OBE-002
. 7363E-002
. 8584E-003
. OB30E-004
. 2714E-005
. OB47E-006
. 1887E-007
. B4BBE~010
. 4502E-009

"
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RESULTATS ET INTERPRETATIONS -

= L'erreur relative de Hankel est donnge dans le tableau suivant :

e

Ordre du systeme

Erreur de

redult Hankel
1 1.4732
2 O, 7790
3 0. 384
4 0.1335
5 0. 0263
6 G. 0028
7 0. 0002
8 0. 0000
S 0. 06000
10 - 0. 0000
11 0. 0000
i 0. 0000
13 0. 60GO
14 0. 0000

l.a matrice réduite Ar est telle que

. 241 8E-001
. 7EARE-001
. 7TBB4E-001
. 8774E-001
. 361 8E-001
. 4250E-001
. 2801 E-002

. 961 4E-001
. 2450E-001
. 6321E-001

. 4732E-001
. 7070E-001

. 01 98E-001
. 301 8E-002

1y
4
..

- ($:167)

. BO23E-001
.. 8077E-001
. 1604E-001
. 4834E~-001
. 0454E-001
. 571 3E-002
. 2801 E-003

—4.
-1.
7.
. BE0SE-001
. 3957E-001
. BOYSE-00Z2
. 3228E-002

RS

1 034E-001
1 045E-001
BO23E-002
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C4B41E-002 5. 2748E~-002 . 8560E-002
5. 0301 E~-002 2. 1432E-002 . 2011 E~002
-2. 8768E-002 1. 343BE-002 . 0184E-002
-4.1942E-001 3. 5809E-002 . 1387E-001
.BRE7E-002 5. 4R46E-001 . BOB4E-002
~-5. 7887E-001 5. S980E-002 . 0870E+000
1.0723E-002 2. 4107E-001 -1 .0328E-001

L]

% Les vecteurs réduits Br et Cr corregpondants sont

- . -
3. 39117986727E-0001 , 8. 44788852390E-0001

2. 33289828030E-0001 -3. 87841 875023E-0001

-1 . 288537420998E-0001 ‘1-1. 818971 35648E~0001

Br- 1-8. 18366780371 E~0001 Cr - 3. 849250411 O7E-COOL
5. 45326726685E-0001 2. 02285071 600E 0001
.8.875868487495_0001 ‘ -1 . 004941 90083E-0001

4. 78620371 18E-0002 7. 61 062837008E-0002

-~ lLes pdles du systéme réduit sont les sulvante:

Partie Réelle Partie Imaginaire
1.é630304339395E-008 9. 21117103201 80E-001
1.2630304339395E—002 -9. 21117103201 80E-001
1. BEB800L 28BE4ATE-001 7. 71861802951 7021 E-001
1.668800i88664?E—00L -7.716189951 7021 E-001
5J8385526?9?643Ew001l . 0.60000000000000
4. 0273554880592E-001 4. 7401185927790E~001
4:08735548805988ﬂ001 -4.7401185Qé77908—001

i8]
=
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Ecart du Spectre d'Armplitude.
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Exemple2. Scit le systéme discret d’ordre huit. 7],

= L=

sul vante:

systéme initial est donne par
* La matrice A initiale:

8

—3. O000E-002 -3. 9970E~-001

1. OOOOE+000 . OOOOE+O00

0. DOOOE+Q00 1. OOQOE+0CO0

A 0. OOOOE+000 0. OOCOE+OCO

0. OOOOE+Q00" 0. OOCOE+000

0. O00OE+Q00  O. ODOOE+000

0. O0OOE+000 0. OOOOE+000

0. QOQOE+0O00 0. OOOOE+0Q00
A

. 2BR0E-002 2. 9473E-001 1

. OO00E+000 ©O. O000E+000 O

. OOQOE+000 0. OOOOE+000 ©

. OOOOE+000 0. OOOOE+Q00 O

. OO0OE+000  O. OOCOE+000 O

 OOOOE+000 0. OOO0OE+000 O

0., 0000E+000 1.0000E+Q00 O

0. OO00E+000 1

O OOOOE+000

la réalisation CA,B,CO
1.1647E-002 3. 7524E-003
0. OO0OE+000 0. DOOOE+O00
0. O0O0E+000 . OOOOE+000
1 O0OOE+000 0. OOOOE+000
0. OO00E+000 1. OOOCE+000
0. OOOOE+000 0. OOOOE-+000
0. OOOOE+O00  O. OOOOE+OOO
0. OOOOE+O00  O. OOOOE+000

_1B00E-001 1.7601E~00%

. OOOCE+000 0. OOOOE+O00

. OOOOE+000 0. OOOOE+000

. OOCOE+000 O, OOOOE+O00

. OOOOE+000  O. OOOOE+00D0

 OOOOE+Q00 0. OOOOE+000

 OOOOE+000 0. OOOOE+OCO

. ODOOE+000  ©. OOOQE+O0D
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- Les vecteurs Bet C init

{aux sont respectivement:

initial sont

1 . OOOOE+000)] . OOOOE+000]
0. OOOOE+000 1. OOOOE-003
0. OOOOE+000 -2. S200E~003
0. COOOE+000 . 3. 7503E-003
B = 10 0000E+000 C. = }.3 8972E-003
0. OOQOE+000 2. 5O32E-003
0. OOOOE+O00 -8. 2177E-004
0. OOOOE+O00 -3, 04ABBE-004
1 i 3 J
- Leslgﬁlealg valeurs propres de A D2 du systéme
Partle réelle Partie Imaginaire
~4. 200000E-001 &. 400000E~001
—4. 200000E-001 -6. 400000E~001
4. 700000E~001 7. 300000E-001
4. 7OO000E-GO1 -7 . 300000E-001
~1 . DOOOOOE~OOL 5. 700000E-001
-1 . OOOOOOE-001 -8, 700000E-001
a.7ooooog-601 0. DOOOOOE+0O00
~. 0OOOCOE-001 0. OOOOOOE+000

2 o diag{.9.1405E—05, 5. B702E-05, 1.2740E-0S,

7.8147E-07, 2. 9769E-07, 3.1816E—OO7. 1. 6853E-008

" - Le gramien équilibre du csystame considérée est :

1.3826E-06,

1
J

- Le systéme éoquillibre est

CAb, B, T,

par

gonient

reprécsenté

la

réalisation
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% La matrice A équilibrée

r—8.8076E~01 ~3
3. 900BE-01 -4
-3. 4063E-02 5
A, = 6.6531E-02 3
4.8472E-03 -3
~1.8089BE-02 5
2.43651E-02 3
~3. 5320E-08 -5
6. 7421 E-03 -4
6. 2162E-02 -1
1.3348E-02 -2
1.10B1E+00 -3
1. B8BBE~01 4
2. 9672E-01 -1
4. 9216E-01 -1
5. 2B47TE-02 -2

. 3490E-01
. B1B4E-01
. 4027E-01
.11T48E-02
. 8381E-02
.1 268E-03
.QO11E-03
. OUBBE~03

.1270E-02
. 381 3E-C2
.1202E-01
.1803E-01
. BB49E-01
1842501
. O29CE+Q0
.EQQQE—Ol

- Les vecteurs B et € égquilibrés:

-

. 31 B7E-02
. 2341 E-02
. ABB0E-02
. 731 7E-02
.1811E-03
.B123E~03
. 7GTOE-03

-L 1.

2382803

9

.B1I37E-02 -4
. 1B08E-01 z
. B7E7E~-OL -2
. A227E-O1 7
. 0744E-02 -5
. 0400E-01 g
.4B14AR-01 -8
. BQ27E-08 -2
. 7402E-02 -5
. B1O7E-08 ©
.3241E-028 -3
.B704E-02 4
.B276E-01 6
. 2233E-01 -1
.08S1E-01 1
_1B02E-02 8

. 8827E~0Z
. 0442ZE-C2
. 47590E~-02
. 0438E-02
. 7TE293E-03
. 411 4E-03
. TEEBE~03
. PT738E-03

. 4880E~02
. 4302E-02
. B4AB9E-Q1

.1062E-02
. 3383E~01

. 2868E-02
. 3160E-02
. O8SBE-02

. 6366E-03]
. 4708E-03
. 2B79E-02
. BOSGE-0Z
. O280E-02
. BO24E-01
. 14B1E-01
. 78ERE-O1

nl
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= L'erreur de

Hankel ( en fonction de l'eordre 2 est:

réduit

T Ordre du systenme

Erreur de
Hankel

N Odaoe W

C. 4263
.1304
. 0164
. 0087
. 0037
. 00aa
. 0002

o C o O O O

soient:-('ﬁ:

par la réalisation C

-3. 81 3BE-002
=7.1806E-001
~32. 3768E~-001

- Le systéme reduilt est donné
5.10°%) .
% La matrice A réduite ;.
6. BO7TEE-001 ~3. 3500E-001
‘3. QOOTE-001 -4. B164E-001
3. 40B4E-002 5. 4027E-001
6 BE3ILE-002 3.1140E-002 4. 4227E-001
i :

¥ Le vecteur

B réduit

.
—-4. 3187E-02
-5, 2341 E-02
~2. 4580E~-0&

L—l.?Sl?E—OE_

—4.45805—0021
2. 4303E-002
-2. 6470E-001
7. 10B2E-002
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Fig. 5.2.a- Réponse Imp. et son ecart.
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Fig. 5.2.b- Spectres d"Amplitude et de Phase.
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% Le vecteur € réduit

C = [E.ESETE"OE. —4.0442E-02, 2. 4759E-02, —1.04395—03]

C valeurs propres de 4 D du systeéme rédult sont:

Partie réelle
~4. 01 46457862E-001
-4. 01 46457862E-001
-7. 418733971 3E-001
-4. 451 828497 7E-002

Partie Imaginaire
8. 3657221 9898E-001
~7. 3BS57TE21 9838E-001
0. 000000000000
0. 000000002000

V.3 Cas Continu.

Exemplel.

Soit un modé&le (M. I.M O d’ordre 4 représentant les dynamiques‘
[28].

la réalisation CA,B,CO,

longitudinales d'un avien type F-8

Le systeme initial ezt donné par avec:

1%

La matrice A initial

7.877E~2
1-89.171E-4
3. 597E-3

B initial

~4. 713
4.831
—3. 293E-1
1.202

L

r—S.BﬁOE—E

i b

~7.8577E-2

—~B.383E-3

1.142E-3
—4. 4B6E-3

1

3%

7. 300E-4
S. 204E-4
~0. 210E-2
3.136

3. SB4E-3
4. 445E-3

 —3. 086
-1.816
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# La matrice € initiale est donnée par:

c ' ] 5.530E-4 1.241E-3 -1.951E-1 -1.743E-1
4.713 4.821 -2. 653e-1  -1.281

— Les pé&les du systéme initial correspondant sont:

Partie Réelle Partie Imaginaire
—7. 4711 26689221 BE-003 7. B7621 564 2850685E-002
~7. 471126690221 6E-~003 -7. B7621 GB425068E~002
—9. 5408537330078E-001 2. 898911 752573390
~-g. B409537330078E-001 -2. 98911 752573390

e gramnlien équilibré correspondant est donné par

E - diag{‘1529.74. 1392.24, 0.59, 0.46 }

= Les paramétres du systéme équilibré sont donnés par:

% La matrice A équilibrée:

_6.so26-3 -7.6877E-2  7.305E-4 -3.562E-3]
| 7.577E-4 -8.382E-3 0. 200E-4 -4.443E-3
A, ™ |-0.1858-4 1.142E-3 -D.215E-2 3.082
-3.B800E~3  4.480E-3 -3, 130 ~1.816

L

7O



Chop. V * RESULTATS ET INTERPRETATIONS

x Le vecteur B égquilibré:

4.713
-4.831
3. 201E-1
1.203

EX
-
o)

La matrice € égquilibrée:

-5.530E-4 -1.241E~3 1.982E-1 . -1.741E-1
Co ™ |-4.713 -4.831 2. 655E-1 -1.280.

= Le systéhe réduit est donné par la rgalisation CAr,Br, Cr}, soient:

(52107 . B

La matrice A réduite :

%

-6.B561E-3 -7.877E-2
A = 7. B77E-2 -8.382E-3

A

* Le vecteur B réduit correspondant est :

_ 4.713
B, = -4.831

% la matrice C réduite est donnee par:

-5.530E~4 —1.241E-3
l-4. 713 = -4.831
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Chap.

V * RESULTATS ET INTERPRETATIONS -

Les

pal es

du

systeme

réduit

sont,

donnés

dans le

tableay cl ~deszous:

Partie Réelle

Partie Imaginaire

~7. 471 4009966000E-003
~7. 471 4099968000E-003

. 376451 765661 4E-002
. 576451 765661 4E-002

Exemplea.

L’exemple continu qu’on propose est

dans EBQ].

suivante:

= Le. systémé initial est donné par
» La matrice A initiale:
r—3.3ooos+001 ~4 . 3700E+002
1. O000E+Q00 0. OOOCE+000
0. OOOQE+0O0 1. OOOOE+000
- 0. OOOOE+O00 0. OOOOE+000
0. OOO0E+D0Q 0. OOOCE+000
O. OOOOE+Q00 Q. OOCOE+O00
0. O000E+000 ©. QOOOE+000
i 0. OOOOE+000  ©. DOOOE+000
—2. 7470E+004 —3. 7492E+004 -2.
0. OOOOE+000 0. OOOOE+000
0. OOOOE+000 0. OOOOE+0O00
0. OOOOE+Q00 0. OOQOE+000
0. COOOE+Q00  O. OOOOE+000
1. O000E+Q00 0. OOOOE+Q00
0. OCOOE+O00 1. OO00E+O00
0. OODOE+0O00 0. OOOOE+0O00

la reéalisation CA,B,CO
-3. 01 70E+003 ~1.1870E+004
0. COOOE+OO0 0. OCOOE+000
0. OOOOE+00C 0. OOOOE+OQ0
1: QOOOE+000 O. OOOCE+000
0. OOOOE+000Q 1. OOOOE+Q00
0. OO0OOE+000  ©. OOOOE+000
0. OO0OE+QD0 0. OOQOE+000
0. O000E+QO0 0. DOOOE+000
.
8880E+004 -38. BOOOE+Q03
. OOOOE+0OQ0  ©. QOOCE+0OQ0
. OOOOE+0O00  ©. OCOOE+000
. OOOCE+000 0. COOCE+000
. OODOE+0Q0 0. O0COE+000
. OO0O0OE+000  ©. OCOOE+000
. OOOOE+Q00 0. OOOOE+000
. QOOOE+0O00  ©. OOOOE+000

» Cc o © 0O 0O O

un systéme d’ordre 8 donné




Chap.

B et C

Les vecteurs

—_—— e e =e

V Y RESULTATS ET INTERPRETATIONS -

initiaux sont resmpecti vement :

.OOOOE+OOO-
. OOOOE+0QO
. OCOOE+0C0
.OOOOE+QOO
. OOOOE+0Q00
. OOOOE~+0Q0
. OQOOE+C00
. OOOOE+0Q00

000 0 O 0 0 =

J

= Les Péles ¢ valeurs propres de

A

> d

a e = 9w w

o}

. OOOOE+000
. 1 020E+001
. 7HE2CGE+0Q02
. 351 0E+0Q03
. 9345E+003
. AE68E+004
. B724E+004
.5801E+003J

systéme initial! sont-

Partie reelle

Partie Imaginaire

1.00
-1.00
. 0O
.00
. 00
.00
. 00
. 00

O & ¢ 0 o o

= Le gramien équilibré du systéme considéré est.

i I

~1.1666E-10, 1.8805E~12, -2.2029E-12 }

Le gzsystéme eéquillibre

est

représenté

par

Z ~ {8. 4774E-02, 5.1573E-04, 3. 4508E-05, 2. 4202E-06, 7. 1072E~0Q,

la

Ab, Bb,Cb) telle que:

réaligsation




Chap.

v

© RESULTATS ET INTERPRETATIONS

®¥ La matrice A équilibrée est:

- Les vecteurs B

-08982g97E7BEE-01
. 07962421 00E-01
. 21016108681 E-01
. 94738361 34E-01
. BEOS0293689E-04
. 3BESTE375S8E-04
. 75887aB003E~056

~1.B434E+00 3. TOBOE-O1
| -1.0811E+00 -6.8412E-01
-6, 5831 E-01 -1.2361E+00
~7.1008E-01 -1.0382E+00
~-B. 2876E-01 -8.5788E-01
-1 . 8200E-03 -2. 4B34E-03
-7. B4S7E-04 —1.0S04E-03
8. OO12E~06 ~1.2241E-05
5. 4828E-02 5. 4168E-01
~3.1501E-01 —1.5763E+00
-1.8644E-02 ©. 7884E+00
~8. B47BE+00 5. 1516E+01
-1.BBSQE+01 1. 7382E+02
-4.3706E-01 ~6. 41 60E~01
-4. 138BE-02 -1 . 7S85E-01
-5, 0383E-04 -3. OBBSE~O3
et € égquilibrés:
) E
. 01 84208568E+00

. BBOBE-01
. 4BZ4E+00
. 430BE+00
. 4571 E+00
. B708E+00
.21 47E~03
. 8533E-03
. 781 7E-05

T4

. B8G2E-01
. 681 ZE+00
. 851 OE+00
. 1211 E+00
. BAG4E+02
. BOSSE+QQ
. BOBZE+00
.BO11E-02

-1.
. 1863E+01
. BBAQ7EA+OZ2

-
-2

3
1
1.
&
1

. 3030E-01
. 301 BE+00
. 821 8E+00
. 1273E+00
. 3281 E+01
. 2149E-02
. TBE3E-02.
. OB82E-04

8284 E+00

2823E+03

. B721E+0O3
- B323E+02

2084E+01
1 0B7E+00

. 774AB253267E-01
. 01743521 856E-01
.1 2466892827E-02
. 0007296339E-01
. BO42043216E-02
.761658730?E~Ol
. 129711 0840E-01
. 0356225371E-03
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- L’erreur de Hankel C en fonction de l'ordre k 2 est:

Ordre du systéme Erreur de
réduit Hankel

. 0061
. 0004
. CO0O0
. Q000
. 0000
. 0000
. 0000

NG 0k W N
© O O O O O O

= Le systéme réduitl est donné par la réalisation CArLBr,Crd,
soient.: ("s = !U-s) .

* La matrice A réduite :

-1.6434E+000 3. 70688E-001 -2. 86697E-001
A = -1.0812E+000 -&.8413E-~001 1.4634E+000
-6.5832E-001 ~1. 2362E+000 -1 . 4306E+000

f%
-
1

Le vecteur B réduit -

-1. 01 R4208568E+00
B = -3. 0952972782E-01
-2. 07962421 COE-0O1

%
—
MM

Le vecteur € réduit

r

C = [—Q.?745253267E—01, 1. 01743521 56E-01, —8.124569282?E—OE]
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Chap., V © RESULTATS ET INTERPRETATIONS -

-~ Les modes { valeurs propres de A 2 du systéms réduit sont:

FPartie reéelle Partie Imaginaire

-1. 041 30837244320 0. 000000LOCO0O00
-2, 0841031 377E~01 1. 461 48447377880
-8. 0841031 377E-01 —1.461484473?7890

V.3 Interprétations.

La technique de troncature de Moore donne un sous-systéme qui
présente une bonne approximation de la réponse impulsionnelle
réelle du systeme initial ¢ sous-systéme A dominance interne J.
Elle présente une erreur de réduction ﬁon nulle aux basses
fréquences, qui tend a s’annuler aux fréquences élevées. Le choix
de 1'ordre du systéme, fonction de la donnéde de l’'erreur, est ixe -

par le concepteur.

On remarque le deplacement des péles vers 1'axe imaginaire (cas
continud, vers le cercle unité Ccas discret), comme on note la
manifestation de faibles ondulations dans la bande passante du
systéeme discret Cfiltre de BUTTERWORTH numériqued reduit.

Un fiitre de méme ordre que celul du reéduit, synthétisd
directement pﬁésenterait'une B.P plate.

Le systéme esﬁ minimal pour une erreur {ixée.

De méme, la stabllité et causalité sont retenues dans le modéle

réduit.

V.4 Jonculsion.

Dans ce chapitre, des applications pour la réductién de systémes
ont &¢té proposdées. Les résultats montrent l’intéressante abilité
de la méthode dans la conservation des propriétés clé du systéme

initial telles la stabilité et la causalite.

33
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Le fait que la methode ze base egsentiel lement sur la
stablilité du systéme Ilnitial et sur le calcul des gramiens fait
la restriction de la méthode aux =systemes asymptotigquement

stables, gouvernableg et observables.



T GQONCLUSION OENERALE -

7 CONCLUSTON GENERALE

Dans le travail pré&senté, une des plus recente méthode de
réduction de syétemes complexes a été developpée et un logiciel de
réduction de l'ordre de tels systémes a été elaborer. _
On peut conclure d’aprés les . resultats obtenus que la méthode de
réduc’.ion de systémes via leur réalisations équilibré&s. est |
opt.imale par ﬁapport a i‘ordre du systéme rédult choisi.
Il est trés intéressant que 1@ systéme reéduit garde presque les
mémes caracteristigues que le systéme initial.
En effet, la réduction de l'ordre d’un systéme n'affecte que peu
sa réponse impulsionnelle, sa réponse fréquentielle CAmplitude et
Phased, les écarts de ces derniérs en temoignent.
Il faut aussi remarquer gque la réduction conserve la minimalité,
stabilité, causalité, gouvernabilité et observabilité du systéme
initial, le systéme ocbtenu est. donc qualifié de physiquement
réalisable. -
Bien qgue les réﬂultats obtenus soient szsatisfaisantes, cette
approche reste deconseillée dans le cas o le systéme & réduire
presente des wvaleures singuliéres de méme ordre de grandeur,
l'elimination de 1'une de ces derniéres donnera un systeéme réduit
gul ne suivera que peu le comportement du systeéme initial,
Lla s nplifica@ﬁon de modelez complexes reste un domaine vaste de
recherche et de developpement, une continuité de ce travail sera

trés envisageahle.

Cette étude nous a perini s d’'une part d'approfondir nos
connaissances en matiére d' AUTOMATIQUE, surtcout en ce qui concerne
reduction de modeles, d’autre part de s’adaplter 4 un environnement

informatique et maitriser la programmation én PASCAL.
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ANNENTE I ° RAPPEL SUR

L. CALCUL MATRICIEL -

Annexe # 1

Rappel sur le Calcul Matriciel

Hobion ce matrice: Une matrice est un

fLableau rectangulaire dont

leg éléments peuvent étre des étres mathématiques quel conques.

al1i 3:12 A48, .. .a41n
( Az4 a2z Aazs....AaZn
ami amz2 ami., .. .amn
Qu: ail est l’élément de la matrice A, se situant a la
i Ldmeligne et la LEME ol onne.
S1 m=n; la matrice A est dite " Carreée .
Notation.
A=[aijl 151;?
j J=1.,m

Mztrice diagonale: Cl'est une matrice car
non situés sur la diagonale principale s

aij=0 V  ix]

Matrice Unitd: La matrice unitéE I est

rée dont. tous les.éléments

ont nuls, c-a-d;

un cas particulier d'une

matrice diagonale. Dans ce cas, les &l aeaments diagonaux sont égaux

a 1.

Matrice 1uglle: La matrice dont tous

appelée est. la matrice nulle, au Jlieu

des éléments a, . nuls, aon écrira
)
A =0
Matr > Unitaire; Une matrice A gect dite

AAY = 1.

les &léments sont nuls

de reproduire la malrice

uUnitaire ssi elle vérifie:

~



AMNEXE I © RAPPEL SUR LE CALCUL MATRICIEL *

t
Matrice transposée: La matrice A transposée de A est obLenue en:

interchangeant les lignes et les colonnes de cette derniére.

Si A= [aij] et B= A" alors B= [bijl= [aijl.

Remaraque
i

S1 A est une matrice Cn,m), alors At est une matrice C(m,nd.

Trace d'une matrice: La trace d’une matrice A est donnée par

la somme des éléments diagonaux:

n
TrCAD=3Y a ,= a + a_ + ..+ a
1 14 22 ™n
L=1

Les mineurs: Le mineur Mij de 1’élément a; du déterminaﬁt

IA[egt la matrice obtenue en supprimant la 1iém°ligne et. la

J LEME L olonne de A.

Cofacteur: Le cofacteur CL‘ de a° s'obtient a partir de =on mi reur
3 Ly

M par la relation:

Fl

v

¢ =c-1>"" M

1 &

Matrice adijginte: C'est la transposée de la matrice obktenue en

remplagant chaque élément par son cofacteur.

Adjcar=rc 1= 1c.2
L) ks

Rang d’une matrice: Le rang (rd d'une matrice indique le nombre de

lignes ou de colonnes lindailrement indépendates.
La matrice A posséde l= rang r . 2'il existe au moins  un
18
sous-—déterminant non — nul avec r. lignes at, tous - les
18

sous—déterminants avec r . llignes sont nuls.
EN !

+
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Déterminant: Seule une matrice carrde posséde un déterminant:

a1 a1, ... a1l '
detCAd= |azs azz ..... azzl= |A!
arad L. 0L 000 e . aAnNnn

Le déterminant d'une matrice carrée Cn,nd, A=Ca D, est la somme
L)
suivante qui est obtenue par la somme sur toutes les permutations
possibles o =4 J_...J de S
. 17 2 n n

jal= Cagn ¢das az . ,.an .
o1y o2 ot

Matrice définie—pogitive: “oit § une matrice carrée, symetrique,

on dit gu'elle est définie positive, si sa forme quadratigue obéit
4 la condition sulvante:

’

¥ %0 : g= % Sx >0

On: % est un vecteur gquel condgue.

Le "zt de Sylvester est souvent utilisé pour vérifier si une
matrice S est: définie positive: Tout les sous—déterminants de =
doivent étre positifs.

Cop-d;

51 8=[Si;]
S14 Si2z S48

S1430; . Sze 52z B23 1L 41 CS) 0.

Sa1 Saz Saa

Matrice Réqulieére et Singuliére: Le rang d’une matrice posséde une

importance particulieére. Lorsqu'on a r CAD =n, on dit que la
matrice A est réguliéfe: elle posséde donc n lignes et n colonnes
indépendantes.

Dans le cas contraire, c-a-d; rCAd <n , la matrice A sera

‘dite singuliere.



ANNEXE I - RAPPEL SUR LE CALCUL MATRICIEL -

Théoreme de Cavliey-Hamilion: Ce théoréme dit gue chaque matrice A

satisfait sa propre équation caractéristique; c-a-d;

A+ ¢ AT L s A CcA+CI =0
2 i O n

Oua:
Ci: ' {=0.n=1 sont les coéfficients de 1l'équation

caractéristique de A.

Valeurs Propres: Le scalaire A est dit valeur propre de la matrice

carrée A s'il existe un vecteur colonne non nul u tel que:

Au= Au

Vecrteurs Propresz: Le vecteur propre X associdé & une matrice carroée

A est defini par la relation

ou encore:
CAI-AD.x = O
Cette &cprration matricielle posséde en qgénéral plusieures

snlutlons.

Opdrations sur leg matrices:

»* Egalits A =B =i aij = bLj v 1i.]
% Addition C = A+B si ¢ . = a + b ¥V i,}
- T L) L 1)
» Produait Matriciel Solent A et B ’ deux matrices
e (m, ny tm, k>
quel congques soit €, la matrice résultante du produit C=A.B
tel que: m
c=§E:an b ¥ |i=1,n
PP} _
p=1 i=1,k

» Inversion Matricielle 2 matrice A, inverse de A est donnée

par: CAQICAD

A 1:_
iAl



- ANNEXE 2 "ALGORITHME 5. V. D’

Annexe # 2

ALGORITHME DE SVYD [19]
¢ Singular Valves. Decomposition 2

Soit une matrice reéelle ACn,nd, sa décomposition en valeurs
singuliére ¢ SEVD 3 est donnée par:
n
A= UsV' = Zo_u_v,‘ CAZ.1D
1 rt L
L=1

Ou:
U,V sont des matrices orthogonales (n,nd;

U, v,l zont les vecteurs singuliers colonnes des matrices U
L
et V respectivement;

= ZICAd= diag { } matrice diagonale contenant les

LEd, n

valeurs singuliére de A avec o 20 ¥V i=1.n. -
1

Les é&léments ¢ sont ordonnées par ordre décroissant, c-a—d;
1Y

o 2 opour tout 1<j.
L l

Si A ezt de rang r {voir ALl ¢ r=n 2, ses valeurs singuliéres sont
les racines carré¢es des r valeurs propres positives de AA, oui
cont suszi les r valeurs propres positives de AA.

U et V zont les matrices orthogonales de dimension ¢ n,n 2 PL
leurs colonnes | contiennent les vecteurs  propres de AtA
respectivement AA

Sl o est la i“:'m° valeur singqulieére de A, le vectLeur u. ezt le

oL b
Leme ecteur gingulier droit, d'ou on peut écrire les relations

liant les valeurs singulieéres et vecteurs singuliers gauche et
droil de la matrice A comme suit:

Av =oru,
vt CAZ. 2D
t
A u =0 Vv
L A9 1
Dore les valeurs singulieres de la matrice A, par constructlon,

jeurs carrés sont les valeurs propres de AA'C ou’ A'A D et sont
décrits par la relation suivante:

Aatar = Acaatdy = TPead CAS. 3

Oy :

ACYD = diag{xcm} CAZ: 4D
1%

Avec:
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&
"¢ valeur propre de la matrice X

- i=t,n et lg: la ;i.rL
- NA'A  est 1a matrice diagonale contenant les valeurs
propres de la matrice AA'ou AlA; -

- zZ est la matrice diagonale contenant les valeurs

singuliéresde la matrice A.

Remarque; Si A= uzut est la decomp951tion en valeurs singuliéres
de A, alors les décomposzitions en valeurs propres de A'A et de
aat sont données par les édquations suivantes:

- A'A =vcztoovt = vesHhvt

CA=. BD

- AA' =suczeEtHyUt

N

ucs®ut
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Annexe # 3
Algorithme de JAMESON [22]
v Reéscolution de 1l'équation de Lyapunov, Cas continu

"

it A résoudre 1'équation de Lyapunov, donnée pér:
AX + XA'= ¢ . CAR. 1D

- A: MatriceCn,nd, ,

O ,- R: MatricelCn,nd,

la'x: Matricel(n.n), inconnue.

Avant les deux matrices A et C; la procédure de calcul da la
matrice inconnue X, solution de CA3.13, est la sul vante:

Etape Une. Détérmination des coéfficlients du polyndme caracteris-—
tigue de la matrice A.

O wutilisera la mégnpde de SOURI AU
Solert Cad, € 1=0,n D2, les ¢ n+i 3 ceoéfficients du pol yndme
. i .

caractéristique:.

PCAY = E:a,x“" = a 2" +a xA"t + .+ oa A+ &
. L o "

Afin de calculer: ces coefficients, on définit une sulte de
natrices CAk) obélissant 4 la relation de recurrence suivante:

Conditions initiales: '

Ao = 0; ao = 1.

Boucle:
Pour k=1,nr, faire:

a=C-1-k>.trCAD

ot~ A Ddésigne la trace de la matriceAy
<

Les ceoefficients Ca > C i=l,n D zont alors obtenus de proche en
1

proche.
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Etape deux. Calculde la matrice 5.
Conditionsg initiales:

Co=0
Ca=C
SOﬁg

Boucle

Pourk=1,n,faire:

c'= A - ¢ A
k k-1
s =5 +-1>7% 4 ¢
X k-4 { =k k
cFin:
S=5 .
™

EtapeTroié.Calcul de la matrice(’:}:1

1—-Caleul des coefficients rif.

Pour avec:
li= = ro=a, r:1=30;, riz?2=az;
1
y=1A J rto=ad; ri+=acs,...
' rzisai; rz2z=as;
k=0, n ra2n=arn; T24FA7;. ..

Les coefficients rij restants sont calculés par la reégle de

comme sult:

pouT -
i= 3,nHl
13=1.n
on a
r{;,j): r(i—2,j+1)‘rti—1,j+1)*r (L—-2,1 ¥

G 's*écrit alors comme suit:

C-1>

.H
2. r (n+ay
{n+l,1)

r.
(i—4,4)

Routh
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Qu:
H=1
4
H=1I
2
I“ 1,12
n—4,
= H + —e— AL H
{n+di} {n-1> r ™
{n,1}

La solution de 1l'équation CA3.1) est donnée alors par:
x=6¢"'s
™
Remarque: Le temps de calcul pour une matrice ¥ de dimension (9,8)
ezt de 0.9 sec.
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ANNEMXE 4 “ALOORITHME DE CHOLESKY’

Annexe ¥ 4

Algorihme de CHOLESKY

Ayant une matrice A définie positive symétrique, on peut Loujours

la déecompozser sous la forme:

A = sgt

ot: - A: matrice de dim.Cn.nl,

- €. matrice triangulaire inférieure.

a a  ..... a = O...... O 5 S =
11 12 in 11 . 1442 "
= O R .
= 2z "0 :
A i e e e e a S o e s 00...... =
" nn ni nn "nn

-1
12
s = [ a - E: 5% ] éléments diagonaux ¢ i1=1,n D
i LY LJ
i=1
0 i
< - . -1
I — < = +1 ,
s [Su PRt ] . d 1+l.n
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ANNEXE % ° DEMONSTRATION -

Annexe ¥ S

DEMONSTREATION

Question.
Qu'telle est la direction gue doit preﬁdre >, dans 1’'espace a

n dimensions pour maximiser le rendement energitique 17

- La réponse est donnée par le théoreéme suilvant.
Théoreme.
mMmax T

est atteint pour xM le vecteur propre moaximal obtenu  poar
[

résolution du probléme'des wvaleurs propres

z -1
W oW = A W o3
o o max g o
Une fois normalisé
T —1 -1 .
¥ W T = X R A >0
£ 4] o md.)( may
Ll vignt gue
2
I = X
mMaax TRAX

Preuve.

Considérons la décomposition en valeurs propres de Wg

W o=UT U
od 9 9 9

alors

wt s us T
q g g g
-2 P
= lwg ][E" 2u”]
a g q 2
= g's



ANNEXE %

P

DEMONSTRATION

-

posons =2 = Sx s ON Quros
L)

T T, .—7T ~1
x W x =25 W5 =

].__ o O < [=]

L T L8 ™
x W = =
o g [}

La maximisation de

2's "w s 12
[»)

7 est éguivalente &

1

Il est suidenl que

vecteur propre de

corrmspondant & la

normal isée par

On a alors,

T
=z Z2

Lo maximisation est achevéde

. 2
valeur propre maximnale A
' Mo x

lorsque =z egi

b
~
0
¥
m

ou
—T -1 2
S WS T8x = A Sx
[=] o max (=]
Ainst
2 r
W x = XA S Sx
Lo =] higis® 3 (=]
s
Wox o= AT W 'x
[ = ) maox g (=]
ot
T T —4 -1
2z = STSX = x W "x = N
[+ o g [ o
le théorsme est démontré pour = = %% . On a aussi:
<
T, 2
2 AN =
- oL o
ALY T

2 =2 ' . !

le



LISTING DU PROGRAMME



PROCEDURES UTILISEES

Procedure Identite Cvar lId;n,md..

Cette procédure donne en sortie la matrice Identité Id.

FProcedure LireMat Cvar T; n,m).

Cette soubroutine effectue la lecture des éléments d'une matrice.
Procedure EcrireMat Cvar T; n,m,

Cette soubroutine permet 1'affichage du contenu d'une matrice.
Procedure DataInFile (var T;n,m.

Le sous-programme permet la mise en fichier d'une matrice.

- Paramétres intermédiaires : nom du fichler contenant la donnée &

extraire.
- Parametres de sortie : La matice T de dim. (n,m).
~ Testg. La procédure envisage deux tests: ) -
- Test d'erreur d'ouverture de f{fichier.
- Test d'erreur de fermeture de fichier.
Procedure SoﬁmeMat CA,B;n,n;Sj. ,
Cette proceédure effectue la somme de deux matrices de  dim.
compatibles.
Procedure differenceMat CA,B;n,n;DD. -
Cette procédure effectue la difference de deux matrices de dim.
compatibles.
Frocedure ProduitMat CA, B;n, m, u; CO.
Cette procédure effectue le produit de deux matrices de‘ dim.
compatibles.
Procedure InverseMat CA; n, var B).
Cette procédure effectue l'inverse d’une matrice donnée A.

Paramétres d'entrée : La matrice A de dim.(n,n)

- Paramélres de sortie : La matrice B de dim. (n,n).

Procedure TranspozeMat CT;n,u;Mt);

Cette procédure effectue la transposée d'une matrice donndée T.
~ Paramétres d'entrée : La matrice T de dim.(n,u)

- Parameétres de sortie : La matrice Mt.de dim. (u,nj.

Procedure Scalaire (Scal;Matrice;n,n; Resultd.

Cette procédure effectue le produrt d'une constante avecs une
matrice.

Procedure CalculCoef (A;n; Coefd.

Cette procédure effectue le calcul des coéfficients du  polivnome

caractéristique.



~ Paramétres d'entrée : La matrice A de dim. (n,n)

de dim. (n+1).

- Parametres de gortie : Le vecteur contenant les coéfficients

- Procédures utilisées : * Scalaire
* SommeMat
* ProduitMat
Procedure Opération CA; Ck; var K; np;signd. .
C'est une soubroutine qui efféctue des calculs des é&léments d'une
matrice K d'un facon itérative, _
T Riremeétres d'entrée : Le réel A, la matrice Ck de dim.(n,n)
- Parametres de sortie : La matrice K d'ordre n.
Function Puissance € power). l
Cette procéddure effectue la ﬁuissance nama de 1'entier (-1),
ProcedureCalculMatricek CCas, T, var¥; nd.
Cette procédure calcule les éléments de la matriceK utilisée dans
la détermination des gramiens de l'algorithme de Jameson.
T Parametres d'entrée : La sélection cas,la matrice T de rang n.
- Paramétres de sortie : Matrice K de dim. (n,n).
- Procédures utilisédes : * TransposeMat
* ProduitMat
* DifferenceMat
* Operation
Procedure CalculMatriceRouth CRouthd.
Ce sous-programme effectue le calcul des éléments de la matrice de
Routh.
- Pavsmétres intermédiaires : Vecteur des coéfficients.
= Parametres de sortie
- Tests 1 La procédure envisage un test et un messge d'errear
guand Routh{i-1)=0..
Procedure CalculMatricelInverseDeG (var InvG; nd.
Cette procédure effectue le‘calcul des éléments de G.°
= Sous-Programmes utilisés : * ProduitMat
* CalulMaticeRouth
* Scalaire
* SommeMat
- Tests La nprocédure envisaqge un test © d'arrét dorsque
Routhin+1l,1) est nul.
Procedure CalculDeX (Cas; T;var X;nd.

Cell Lo procedure ~alonle | e Lradl e [ VIR S ARV dang la matriice ot




d'ordre n.

- Sous-Programmes utllisés : ¥ CaleculMatricek

»*

CalculMatricelnverseDeG

* ProduitMat.
Procedure Choleﬁky (n; A; var LD.
Cette soubroutine donne pour une matrice donnée A, sa matrice
triangu}aire inférieure de Cholesky, contenue dans la variable L.
Procedure OrdonneMat Cvar T;nd.
Cette soubroutine permet 1'ordonnencement des éléments d'une
matrice en décrolssance.
Procedure SigmaPuissMoinstUnDemi CA; var B; n?.
Cette . procédure effectue les opérations d'inversion, racine
carrée,sur les éléments d’une matrice diaqonale contenue dans 1A
variable A,
Procedure TestOrdreReduc.
Cette procédure effetue un test sur l'ordre du systéme,

FProcedure PulissanceMat.

o]

cette procédure effectue les puissances SUCCESSLVES de la matric
Procedure LireYecteursPropres (Matrice;nl.
Cette procédure permet la lecture des vecteurs propres qul sont
extraits d'un quelcongue fichjer ASCII provenant de EIGsz
Procedure LirevaleursPropres (propres;n.
Cette procédure permnet la lecture des valeurs propres guil sont
extraits d'un:quelconque fichier ASCII provenant de EIGENZ*
Procedure CalculGramNumer (Cas; T:var X;nd.
Cette procédure calcule les gramiens dans le cas numérigue .
-Sous-Programmes utilisés: * ProduitMat

~ % SommeMat

* DifferenceMat.

* Le sous-proaramme Eigen faisant partie du logicael EISPACK a et

110

trapnscrit selon la procdédure axposés dans:
Num.Math.13,293-304 (1964 By pariett & Reinsch
Handbaok for Auto.Comp., vol II-Linear Algebra,

315-326 (19719,
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:* ECOLE NATIONALE FOLYTECHNIGUE D ALGER *)
* 5}
(# - — DEFARTEMENT DTELECTRONIQUE - *)
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(# THEME : ‘ )
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(% i)
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(¥ %)
(¥ Ce programme permet le calcul d’un modele continuw ou discret *)
(# simplifie par la fReduction via les Reallsations Equilibrees. *)
(* . -gh}
(# Farametres o’ Entree: #)
(.g(. e i _ﬂ_)
(%~ Drdre = du Systeme Initial, #}
(% ~— Nombre d'Entrees m, i %)
(¥~ Nomhre de Sortie o, #*)
(% — Matrice d'Evolution (A ou FRi selan le Las Tonvtiou ou Digscret) ¥}
(% — Matrice de Commande (2 ou Gamma selon le Cas Continu ouw Discret) , #*)
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(* Farametres lntarmmdiaires:' ' *)
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(¥ — Gramien de Gouvarpabillite: Oraadi, . ¥
(* ~ Gramien d’Qbeservabilite: Gramld, #)
(% — Gramien Equilibre: Sigms, #)
(# -~ Tranformaktion d’Eguilibre: Thal, : #*)
(# ~ Inverse de Thal: Invi. : *)
(% _ _ *)
{ & . , * )
(% Farametres de Dortie: *3
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Program BalRedwo:
CFEM 16384, @, 400346075
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sa

t

Begin (du programme principal)

- 20:iclrscr;

Gotoxy(H,1); Write(’Ecole Nationale
Sotoxy(5,2);
Gotoxy(15,5);
Gotoxy(15,6); Write(® PRESENTED BY
Gotoxy(15,10);Write (* SYSTEME CONTINU
Gotoxy(15,12);Write(* SYSTEME DISCRET

Polytechniqgue.® J;

Write(’Departement d’’Electronigue.’ };
rite(®~ MODEL REDUCTION V1A BALANCED REALISATION -° )3

ADAMOU AMEL B.H. BN
TAPE? SUR LA TOUCHE F1 :');
TAPEZ SUR LA TOUCHE F2 :° J;

Gotoxy(15,14);Write(’ POUR ANNULER TAPEZ SUR ESC ),

Gotoxy(15,25 ) ywrite(” VOTRE CHOIX S.V.P :7);
x: =readkey;
1f x=#27 Then ,
begin
clrscr;
exit;
end
Else
begin
: if x=#59 then goto 21 }

if x=#60 then goto 22 else goto Z0 ;

end;
2l:clrscr;

(AR MR MR R RN ANMRER Systomes Continus MEEN AR N AR MR A F AR AR RN RN RNE R )

Begin
Write(’Entrer la valeur de n,
Readln(n?;
Assign(FileNane,’ordre.dat’ };
Rewrite{FileName);
Write(FlleName,NJ;
Close(FileNama)}; .
Write('Entrer (a valeur de m,
Readin(m);
wWrite (' Entrer
Readlnful;

la valeur de u,

nombre d'’Etats < ’,MaxElements, °

nombre 4'’Entrees <, Max[lements,’

nombre de Sorties <*, MaxElements,’

ldenzite ( Id , n ;

LireMat { A,n,n J;

LireMat ( B,n,m J;

LireMat ( C,u,n J;

PatalnFile ¢ A,n,n J;

DatalnFile ¢ B,n,m J;

DatalnFile ( C,u,n J;

{DataQutFile ( A,n,n J;

CateoutFile ( B,n,m };

DatacutFile ( C,u,n 231}

CalculCoef (a,n,coef);

TransposeMat ( B, n, m,GramG J;
ProduitMat ¢ B, GramG, n, m,n, GramG )J;
Scalaire ( (~1), GramG, n, n, GramG J;
CalculDeX ( true, GramG, GramG, n J;

DatalnFile ( GramG,n,n J;
Readln;

Cholesky ( n, GramG, Lr);
TransposeMat ( Lr,n,n,Lrt);
TransposeMat ( C,u,n,Graml );

Produitiat ( GramQ,C,n,u.n,Grand 3j

Scalaire (
CaloulineZ Ladee,
ipatm T Lo Crmulor, o g

Tr-an Lo- st O AL, m, A )y
- L 5' 3 3

{~-13, GramO,n, n,

e ondl, T

GramQ }:

R

D B4

HE B

HE



Cholesky ( n, Graw0O, T J;

TransposeMat ( T, n, n,Lot J;

ProduitMat ¢ Lot, Lr, n, n, n, RJ;
TransposeMat (R,n,n,Rtranspose);

ProduitMat ( R, Rtranspose, n, n, n, RRt);
ProduitMet ( Rtranspose, R, n,n, n, R¥R b
Datalnfilel RRt,n,nl;
_Datalnfile (RtR,n,n);

Swapvectors

Exec(’eigenl.exe’,’ " )}

Swapvectorss

LireVecteursPropres ( G,n J;
LireValeursPropres ( Propres,n J;
Diagonale( Sigma,n)d; ,

Writeln (' La Matrice sigma Diagonale 7 );
EerireMat( Signa,n,n ;

Datalnfile( Siguma,n,nd;

Readln;

SigmaPuissMoinsUnDemi ( Sigma, D, n J;

Tes tOrdreReduc ( Sigma, nJj
TransposeMat ¢ G, n, n, G J;
ProduitMat ( D, G, n, n, n, It);
ProduitMat ¢ It, Lot, n,n,n, It J;
InverseMat ( It,n,Tbal J;

Writein (* La Matrice Thal est *);
EcrireMat ( Thal, n, n 3}
Datalniile ¢ Thal, n, nl; .
ProduitMat ( It, A, n,n,n, A)J;
ProduitMat ¢ A, Thal, n, n, n, AJ;
Writeln{® Matrice A Redulte est * 1),
FerireMat A, kK, kK J 3
Readln; ’
ProduitMat ¢ It, B,
Writelni® Mairice B
Ferirovat ¢ B, Kk, m
Readlr:;

ProduitMat ( C, Tbal, u, n, n, € I3
Uriteln(® Matrice C Reduite est: )}
EcrireMat ( C, u, k 2 3

Readln;

Datalnfile ( A, N, n
DatalnFile B, n, m
DatalnFile ¢ C, u, n
Dalay (4000 ;

Clrscr;
Gotoxy(2,10);
Write('5i vous voulez reduire un autre systeme taper sur une touche

‘sinon ESCT J)g
x: =readkey;
1f x=#27 Then halt(l) Else goto 20;

n, n, m B
Reduite est: 33
)

2

€M N K MO R Systemes NDiscrets WM ERNRT AN NN RN )
*2:Clrscr;

egin

Write(’Entrer la valeur de n, nombre q’"Etats < °,MaxElements, °’
Readlninl;

\Assign(FileName,”ordre.dat’);

Tae " -',a".,";'.:-: o ‘ur“)',

O SR P CoRET L e T ey




Write(’Entrer la valeur de m, nombre d'’Entrees <’, MaxElements,”:’);
Readln(m); -
Write(’Entrer la valeur de U, nombre de Sorties <, MaxElements,':" J;
Readin(u);
Identite {( Id , n )
LireMat ( Phi,n,n »
LireMat ( Gamma;n,m
LireMat ¢ H,u,n );
‘Datalntile ( Phi,n,n 2
Datalntile { Gammz,n,m J;
DataInFile ( H,u,n )}
(DataOutFile ( Phi,n,n };
DataoutFile ( Gamma,n,m ),
DataoutFile ( H,u,n };)
CalculCoef {(Phi,n,coef );
TransposeMat ( Gamwa, n, wm,Tomp);
ProduitMat. ( Gamma, Tomp, n, m,n, Tomp J);
CalculGramNumer ( True, Tomp, GramG, n);
DatalnFile ( GramG.n,n )
Cholesky (.n, CGramG, Lr);
TransposeMat ( lr.n,n,Lrt);
TransposeMat ( H, u, n, Tamp ); .
ProdultMat ¢ Tamp, H, n, u, n, Tamp );
CalculGramNumer ( False, Tamp, CramD, nJl;
DatalInFile ( GramO, n, n )i
TransposeMat ( Phi, n, n, A );
Cholesky ( n, GramQ, T J);
TransposeMat ( T, n, n, Lot )
ProduitMat ( Lot, Lr, n, n, n, R J;
TransposeMat ( R, n, n, Rtranspose J;
ProduitMat ( R, Riranspose, n, n, rn, RRAL)Y
Produititat ( Rtrenspose, R, n,n, n, RtR 7,
Datalnfilel RRt.n,n¥;
Datalnfile { RtR,n,n);
Swapvectors ,
Exec(*eigenl.exe’,”” );
Swapvectors
LireVecteursPrepres ( G,n J;
LireValeursPropres ( Propres,n };
Diagonale( Sigma,n)l;
Writeln (* La Matrice sigma Diagonale °);
EcrireMat( Sigma,n,n J;
Datalnfile( sigma,n,n)l;
Readln; .
SigmaPuissMoinsUnDemi { Sigma, D, n J);
TestOrdreReduc ( Sigma, n);
‘TransposeMat ¢ G, n, n, G J;
ProduitMat ( D, G, n, n, n, It 1; -
ProduitMat ( It, Lot, n,n,n, It 2;
InverseMat ¢ It, n, Thal J;
Writeln (* La Matrice Thal est *2):
EcrireMat ( Thal, n, n »;
Dataelnfile ( Thail, n, n )
ProduitMat ( It, Phi, n, n, n, Phi};
ProduitMat ( Phi, Tbal, n, n, n, Phil;
Writeln{’ Matrice Phi Reduite est
EcrireMat ( Phi, k, k Y 3
Readln; ’
b Mat 0 P4, Gamma, n, n, m, Gamua )
Wreiteinl? Matciow o Reauite est: 7 )

e e

3



EcrireMat ( Gamma, k, m )

Readlin;

ProduitMat ¢ H, Thal, u, n, n, :

Writeln(® Matrice H Redulte est: *J;

EcrireMat ( H, u, k 7 3

Readln;

DatalnFile ( Phi, n, nJj;

DatalnFile ( Gamma, n, m 2,

DatalnFile ¢ H, u, n J);

Readln;

Clrscr;

Gotoxy{2,10);

Write('Si Yous wvoulez reduire un autre Systeme taper sur une touche
sinon ESC D,

x: =readkey: :

If x=#27 Then halt(l) Else goto 20;

4



UNIT Maths; '
(# o e #) INTERFALDE (% — o — s oo v o — *)
CEL-T : ‘
Conat
MaxElements =15;
Max = MaxFElemsnts + 13
MawZ = Maxg -
Type
mat= arraylil..Max,1..Max] of real;
Vecteurl.igne=sarrayll. . .Maxl of r@ai;
VecteuwColonne = array [l..MaxElements 1 of real;

Var
Selec : SBtringlB7;
X : Char;
FigMytdgk : Integer;,

Id,Q,B,C,BramD,R,LF,T,Lot,Tbal;IT,Rtranﬁpmﬁe,matu,matv,HtH,RRt,Phi,
Gamma,H,tmmp,GramG,D,G,Sig*Lrt,tampl,tamp,sigma,D,Raﬁult: Mat

v ,goef Vecteurligne ;3
cholx Boolean;

* NomkExterne
Egval ,FROFREE, ValeuwrsPropres
FilenMane

Stringll173;
VecteurCol onne; '
Text;

T: gm OY X W

Frocedure Identite ( var Id : maty n,m : integer }j

Procedure AffectationMat ( ArMatyn,u: Integer; Var EBitat); ‘
Frocedure Liremat (var timat ; nyusintegearl

Procedure Ecriremabt (var timat ;3 n,urinteger’g

Frocedure SommeMat ( a,bimaty n,u: integer; VAR s @ mat } g
Frocedurae DifferenceMat( a,bimat; n,u: integer; VAR o 1 mat 3 H

Frocedure CalculCoef ( var Armat; niintegear; Var Coef:Vecteuriigne )y
Procedure DatalnFile( var T: Maty nyuzinteger); .
Propcedure DatalutFile( var T: Mat: n,urinteger);
Frocedure FraduitMat ( a,b:mat; n,m,u: Integer; VaR cr mat dg
Procedure Inversefat( armat; n:lnteger:; VAR b mat ¥
Procedure transposemat (L:matjn,urinteger; VAR mt: mat) g
Frocedure Scalaire ( scal : real; matrice @ mat; n,u @ integer: VAR result @ m
o) ' .
Procedure CalculDeX ( Cas @ boolean: T @ matp VAR X : mat: n: integer):
Frocedure CalculGramhumer ( Cas : booleang T : mat; VAR X : mat; n: integer Y
Procedure Cholesky( n tintegerjiaimativar Lrmat);
Pracedure Maximum ( Propres: VecteurColonne; n:Integer; Start:Integer;

var Max: Reali Var Index @ Integer i3
Frocedure L. eVecteursPropres ( Var MATRICE @ Mat; n ¢ Integer
Frocedure LireValeursPropras ( Var Fropres @ VecteurColonne; n
Fracedure SigmafuissMoinstinDemi ( Az Mat; Vvar R:Mat; n:Integer);
Procedure TestOrdreReduc ( A:Mats n:integer ) j
Procedurs Diagonale( VYar Dimat; nrinteger J; )
Frocedure PuissanceMat ( A:Mat; power,n:iinteger; Var Fi Mat);

-
1

'Integer Y;

=y s =

(K e e %) IMPLEMENTATION (% semmo oo — )

- . 1 r +
ncedure Identite ¢ var Id @ maty n,m @ integer Jj
/ar

e 3 ¢ lntegerg

legin
T A TR BTN E

1007 R Tl L



then
Telfi 31 2= 1
else

IdEx , 31 == Oy
Ind; : ’
I IS P EEELE SRS FI LSS ETL LS EELE T L LT LT ST

rocedure Affectationtat ( AiMaty n,u: Integer: Var RiMat);
Jar
i,jrInteger;
Ienin .
. For i:= 1 to n do
bhegin
for j:=1 to uw do
BCi,  jTe=AlL,31;
end
ndsj
TR E A BECE RO B S S S T A R SRR TR TR S SR AR TR LS

rocedure liremab (var Limat 3 nydrinteger);
lar
iy,j & integer;

legin
for i:=1 to n do
for j:=1! to u do begin ,
write("antrer les valews de la matrice = 7Jj5
write (' t LY 41y T47 4 de7d =7 )

!

readln (i, i3 writeln;

ends
nd; .
[EEIEEERRINE T RS S RO TR RO RS S S S e A s S R AL LT D

wocedure EcrireMat (var timat 3 pyurinteger);
‘ar .
i,3 ¢ integer:

gl
for i:=1 to n do
hegin ' ‘
for jr=1 to u do write(tbi,jl:10:10,°7 )i
writeln; .
end ;
rclg

'%*************%%ii**f********%%*%******%******************)

rocedure DatalnfFile! wvar T: Mat; n,u: integerd;
ar

Fic:Texts;

i,j3:integer;

egin
write (7 entrar le NomExterne du fichier "3
Readln { NomZxaterne J;
CF dimilgnation ¥

g v Moe, MNMombxternm);



(¥ puverture en creation *)

{12
rew-ite(fic);

CHEI+2 .
1f loresultd>0 then

begin
Writeln
Hﬂlt;
i
else
for 1:=1 to
begin

(" Error creation fichier 7);

n do

for j:= 1 to v da

end;

(# [Fermeturs fichier %)
ESE
Close (fic);
CEL+)
if iorescltd 0
_then s

wrlteln O Erreur fermeturs
ndd; '

Write  Fic,TLi,7:10:54);

Writeln ( Fig,? 7

fichier °,MNMombzxiterne) ;

.******%********%%%#%%*%%%%**%*%%****#%%******************%*)

roceduwre DatalutFile ( Var Timat j
ar
Fic: Text;
1yjrintegers;
w2gin

Readln ( NomExterne )j

(* Assignation #);
Assign ( Fic, NomExternel);

(* Ouverture on Consultation #)}
{FL->
Reset ( Fic ¥;
LF 45
it ioresultd >0 then
begin
Writeln
Hal t;

el se
bhegin
While
begin

n,uw:integer):

write(” entrer le NomExterne du fichier *)j

(" Error ...Fin *1;

not eof { Fic ¥ do

(% Lecturs du fichier de Donneegs #*7
for i:=1 to n do
bhegin )
for j:=1 to uw do
RKead ¢ Fic,TCi,jl);
Veadin ( Fic g
T T

R R AT A S A IR O I



endj;
end;
(% Fermeture fichier *)
{412
Close (fic); : .

{FE+5
if ioresyrtd 0

then :
writeln (7 Erreur fermeture fichier * ,NomExterne) ;
Tnd;
e L L LT TR R e Y R ST T EE SR R SRR S TR S S L

»ocedure SommeMat ( a,bimat; nyur integer; VAR s : mat ) H
var
i,j : integer;
fegin
for i:=1 to n do hegin
) for j:=1 to u do
afi 3= ali,jl+bli, 31 3

’ . endy

nd;
ﬁ*—!-***%-ﬁ-*'i-**%&-***-ﬁuﬁ:**-ﬁ-*&-**-ﬁ--ﬁ.-***%*-!—**%*%**-ﬁ--!—*-*%***-ﬁ-%*'ﬂ' )

srocedure DiffersncsaMat( a,b 1 mat; n,urinteger; VAR d @ mat);

Jar

i, & integer;
g ln

for i:=1 to n do begin

for j:=1 to u do
dli,jls=ali,jl-blyi, 537 3
and;

ind;y

R PRSI HEREXEE B RTE S R S R bt X 2 X 2 8 R L R RS L Rk Aok o )

wocedure FroduitMat (a,bimatijn,myusinteger; VAR c: mat);

Jar

3

Lyjyv t Integar;
GiReal;
legin
for i:=1 to n da
for j:=1 to u do
begin
Gr= .03
1 to m do
v ali,vis blv, 3l 3

end;

Ny
€36 A e I I TE I I 6 I W I KNI M I I K NN )

racedure CalculCost ( var A:mat; niintager: Var Coef:iVecteurlignely
Jar
i,k 5 Integer;
Triak, i reals
Ok, Id, Tamp ., TamplMat;
tagin
o FU1T )01

f L o

P Y A A N IR R

riry ateree 1 G0~ 0



matampll, jls= matamplk, j1/matamplk, k1;
for 1:=1 to n do
begin
if idnk
then
begin
for j:=Z#n downto k da

andsy
endg
ends;
for is=1 to n do
begin ‘ '
for j:= n+l to 2%n do
i, j-nli= matampli,;jl;
end;

ndz
**'ﬁ**-ﬁ-***-ﬁ"}i‘*%*-h'--‘#t'-**-E-*ﬁ-*-ﬂ"ﬁ--i-ﬂ-****'ﬁ-%*-H-*-H-**%*%%****%*-K--)(-%*-h’-)

rocedure Operation {(a @ Reals ck maty VAR k : mat: m,sign @ integer);
ar ’

iy ¢ dntegsr;

agin
or i:= 1 to n dao
for jr= 1 ta n oo
begin
(% affecte les nouvelles valeurs a la matrice K %)
kKEL, 30 = kL, i1+ sign¥ckli, j1 * a;
end;
1d; : ? ’
AR R R e R R X TS R T T L T T R R T X R R R VIRV vV VRN

acedure  Transposemat (timati;n,urinteger; VAR mi: mat)
Ar .
1yd & integer;-
gin '
for i:=1 ta o do
tfor j:=1 toc n do
milr, jl:= tUj,1 3

ids
'**'ﬁ'****'ﬁ'*%*‘ﬁ'*%'*'."’.'"*"}i‘%'ﬁ"'}é‘*%'******‘**‘l"****'}{"l'r***’*'**‘H—***'ﬁ"l‘.'**'ﬁ”".‘***)

nction Fuissance ( power @ integer ) @ integer ;
- :

hy,1 © 1nteqger;

Jin
’ = 1 to power
do h or= b # (1)

RuUisgancs 1= |;
dj .

LSS R R I R TR E TR S SRR BT TS S R L A R

gredure CalculMatricel ( Cas: bho

1u?

leany Tr omaty VAR K@ mat; n:iinteger )

DEMEE WTATR -

matampti,j]:=matamp£i,jjwmatampti,kj*matampﬁh,jJ;



'w-

¥*)
far
i,js1l: integer;
MatricelterativeC, Temporairel, TemporaireZ, Temporaireld, F : matj
siin:integer;

iwgin
Sign:= puissance’ {n);
for 1:= 1 Lto n do
Tdor ji= 1 to 0 do '
begin
Matricelterativelli, 11 1=0.03 )
EELiyjd s= 0.0
end; ’
Fe= Id:
14 Cas ~ true (* Cas ou X = F %)
then
Transposefat { A, n, n, Temparairel}
Else
Begin (¥ Cas ou X = P *)
TranspaseMat A, n, ©, A );
TranzposeMat ¢ A, n, n, Temporaired Jj
TransposeMat ( Temporalred, n, i, A J;
End: ’ oo
for i:= 1 to n do
begin

gign:=sign*(=-1); P
FroduitMat ¢ Py T, n, n,. n, Temnporairel )j
FroduitMat (Matricelterativel, Temporairel, nyn,n,Temporairel);
Differenceﬂat(Temparairel,Temporaireﬁ,ﬁ,n,MatricelterativeC);
i (% genere la valeur du vacteur K *)
Operation (cosfin—i+ll, Matricelterativel, ¥, n,signl);
FrodulttMat ( Fy Ay, ny Ny ny F g ‘
ent; '
“nds .
P S e T e T L S e R s R R R A A RS SR

frocedure CalculMatriceRouth ( VAR Routh @ Mat )g

Jar
, iyj ¢ integer:
Regin o
for jr=1 to {n—1) do
bhegin
Routhfl, 30 2= coef L(2%j-1)1;
end;

Routhil,nli= 0,04
for j *= 1 *to (n-2) do
Routh[2, 31 = coef [(2%35)1;
Writeln;
far j:= (n—1 ).to (nM do
Routh({2, 41 o= 0,03
Writelng;
(¢ Calcul des autres Routh Ui, 31 =)
For i:= 3 to (n+l} do
Begin _
For J:= 1 to (n-2) do - .
Begin . .
| if Rowthli-11,131 = 0O
then
tpagin

writeln {7 Routhfi-1, 17 =0 ... Erreuar o..773



. J
for i:=1 to n do
for j:= 1 ton do
Ak, j1:=0;
Identite(id,n,n);
for k:=1 to n do

hegin
' wr=coef[f1; .
Seatarre ( xy ld, 1n,ny Tamp )3
‘ SommeMat (.Ak, Tamp,n, n,Tampl }j
ProduitMat ( Tampl,a, nyn,n,Ak )3
begin
trak:=0;
for i:=1 to n do
trak:=trAk+akli, 11}
end;

Coeflk+1li=—1#trak/k;
end;

End;
*******************%*fw%************%**%**************%%**)

Frocedure InverseMal ( armat; n:lInteger; VAR bi mat Y3

Var
1,j.k 1 integerg
tamp 2 real . : .
matamp: arrayll..maxelements, 1.. 2¥maxelementsl of realy
Begin :
for i1:=1 to mn do
begin
for ;=1 te n do
matamplfi, jl:i=ali, j1;
and: '
foor ni=1 to n do
negin
far j:= (n+1)  to 2#n do
beagin '
if i= (j-m
then matampli, jl:=1
else matampli,jls=0;
Tendi
end; .
for ki=1 to n do
begin !
if matamplk,k1=0
then
begin
1s =0
repeat
ii=i+ls
if matamplk+1,k3<50
then
for jisk to 2¥n do
bagin
tamp:=matampll:, 33
matampbk, jl:=matampllk+i, 1]
matamplk+1i, jl:=tampg
2} '
. until ( matamp(Ck+i, kKI<X0 )3
. ' : if matampli, k1=0
tivan (AR A
‘ . Coenls ]

-

For yrelen downto kodo



ends;
Hmuth[i,j]:=ﬁmuth[(i—?),{jwl)]w(ﬁmuth[(i*l)L(j+1)3)*
. (Rowtht -2y , 11/7RouthEGi-1),11 )3

end;

wiriteln;
endj
wd g
»&***£*¥*%*%***&*%**%*%*********%%**%*****&*****&&***)

pnredurs Soalalrea (sealiraalimatricaimat; nyuiinteger;y VAR resultimat )3
A

i, j & integer;
2gin
for i:= 1 to n do

for dre=l to w do

Fesult i, ] := scal * mabtrice Li,3t:

¢l
*%****%%%%*****%**%%%*%**%****%&***%*****%******%**%*)

~ocaedure CaleulMatr-icelnverseDed ( VAR Invi @ maty n: integer J;
ar

iter, j 1 integer;

Routh, Ha, Hb, Hc, Tempo : matl;

Raport @ Raalg

21N
14 n <= 2
Then
He = Id
Flse
Begin

CalculMatriceRonth ( Routh )3
Ha == XIdi- . !

Hb o= Idj
Ho o= Idj
for iter:= F to ( N+i ) do
Baegin
Ha o= Hbj .
Hb x= Mg
i FroduitMat ( A, Hb, n, n,n, Tempo )i
if Routhi(iter-1),11 = 0O
then '
) hegin .
writeln CRouthfi-1t, 11 =0 .... Errear v}
HALT;
erd
el ge
begin
Ranport:= Routhl (iter-2),11/Routh f(iter—-1),11;
Geralaire ( Raport, Tempo, n,n, Ho );
SemmeMat ( Ha, Hoy, ny, n, Tempo )i
Mg = Tempogj
end
Endy

Ends;

(% ROMARGAUF @ La matrice de 17 iteration n+l est Ho ¥}
(% Coriied ssant kowiiy iTinele e Hode iTiteration NAL on dedurt
Too febe idr dinives oo dic 383 '

*



l’”

IF RouthIinN+1,13= O

then
Begin -
writeln (7 Rpowthifn+1,13 =0 ... ERREUR cee T3
HALT: ;
ey
Gralaire ( pulssance (0 f7( 2 % RouthiN+1,11 ), Hoy, ny n, InvG 23
Nl

#."!'-.ii‘*-!"lf-*'-*%%***%-!i'%-}'*-!(-**-X--!-*-K-%****-**-K-**-ﬁ**'ﬁ"ﬁ'***%*******%**) :

rocadure CalculbDeX ( Cas: bocissang Ty mat; VAR X @ mat; n: integer);
ar
InvG , Matricek @ FMatj;

egin

CaleulMatricelk ( Cas , T, Matricaell,n);

CatculMatricelnverseDed ¢ InvG,nlj

Frodul tMat ( InvE, Matriceky, n, 1 40, X )3
nd;
ORIV TR DEE e S SRR P e R R L e R L RS R R R S L

rocedure Choldsky ( nrinteger; Aimat: var Limat Jj

‘ar
i,d,v @ integer;
H : boolean;
cumul @ REALY
egin
for i:=' to n do
faor 1= 1 to n do
LOd 30 ok 0,03
if afl,11 <= O
then .
begin
writela 0 Erreur... A est negative ..7 13
L halts
end;
fort 12=1 ko n do
brengin
cumul = O.0]
for jre=l ko (i—1) do
: cunttl 1= cumul + LLi, 33 ® LE1,35703
LLi i3 3= sgqrt ( (ali,id — cumul) 73
for j:= 2 to n do
hagin
cumul @= Oj
for vi=1l tao fi-1) do
cumul 1= cumal b (L0i,vI¥ LT j,v]h
LEj,ide= tali,yjl = cumul) / (LCisi1)s
end;
and;
fd;

%%-ﬁ-*****-ﬁ-*%%%%*%ﬁ-**-3’9-1?*“H'********'i-***'ﬁ'-ﬁ'%*i'***%*%*%*'ﬁ"%*-**%%'i-%%*-ﬁ-}

rocedure LireValew sFropres{ Var FPropres VecrtearColonne; n 1 Integer J);
oy .

FileToldit ; Brtring 11473;

FileFranZigend s TEXT 3

SRR s TelbbG T17

VAL, s o REAL; . ‘



1 : Integers
Ok ¢ Aol ean;
Reponse s Char;

2gin
(% lectu-s du fichier de donnees resultats de EIGENT #3
Write ("Entroz le nom du fichier conteriant les valeurs propras @ )
feadin ( FileTafdit )%
(% AGSIGNATION *!
Besign (FileFromfigend; FileTolaiti;
(¥ Ouverture esn consulitation %)
Mo =fal se;
Repeat .
E *
RESET ( FileFromEigend 73
CHEIAG
I+ ioresult <> O

then
bhagin ) ‘
writeln of ERREUR DUVERTURE FICHIER 7)) ;
HALT .
enid
2] e

ok =trues
wuntil ak;

(% Ecouler la lignes inutile du le fichier FileFraomEigend #)
READLN ( VilefFromEigensd, STR )j '
I 2= 1
rapest )
(% lecture du coef *?
(ET—-35 .
ADLM( FileFromEigenT , VAL 7¥3
I ‘ .
1 f dloresult R0 :
Phen hegin
writeln (PErreur...Format fichier non compatible... )i
nalts 3
ghdy
(% affichage du cosf #®)
CWRITELN O VAL D ’

(# memorisation de la partie reslle avec la valews VAL )
COEF LI o= VAl:
Tre= Lol

until 0T = Mo 1)g

(¥ Fermeture Fichisr &)
{F1-3
Close ( FileFromTigend )i
LET+2
I+ ioresulid>0
Then Weitelnd® Drrewr Ferneture Fichier 4 FileToEdit )
smdy . '
(**%*%%*%**&+n%%*ﬁ#%%%%%*%%%%%***%%%%%%%%%%%%i**%%%%%*%*%*)

ax

wocedure LireVecteursPropres ( Var MATERICE : Mats; n 3 Integer )
JAF A la aotrics MATRICE contient 1mg vecteurs pRropres
YLil  Eranil e Urad Lo quepl congues Flolieer RUGLL

provenant de T S



FileToEdit - o btring 141

FilefromZigend « TEXT ;

START T SBTRINGLOL7

STHR P GTRINEEIRZT 3

VAL 1 REAL;

1,43 ¢ Inmtease;

Reponss i Charg - -

Ok : Boolean;

iBg1in :
Write (CEntrer 1o aom du 1
Readln ( FiloToEdit i;

(# Jlectwrs du Fichier de donnees resultats de EIGENT #)
Lo cantanant les vectewrs propres @ ")

(% ASSTGNATION )
Assign (FileFromBEigend, FileToldit);

(% Ouverture en consultation )
Okt=falam; ‘
repeat
{FI-7 )
RESET ( FileFromiigen3 )y
{EI+5 ' '
I¥f ioresult < O
T han ‘ :
writeln (7 ERREUR QUVERTURE FICHIER )
elae
[Mor=trruey
ntil Oy
(f Ecouler la ligrnes inutile du le fichier FileFramEZigenZ %)
I oa= 1y
Repeat o :
EanLr o PileVrmMEigenS,»BTR )
e I3
Until (I = WN+ed)y
I === 13
repeat :
e lacture du vectewr *)
NI f.;);
REFEMAT
TEI-F
READ( FileFromEigend , VAL )3
THFL A+ '
if loresult T:0
then begin .
wreilsln(TErrew .. Formal fichier non compatible... )
halt;
2nd;
MATRICE [1,J+11 := vAlL;
Jows JT1g

UNTIL (J = N—=1)3

, N FileFromEigend, VAL ) ;

LEi+F

LT toresult <0

then begin
writeln ("Errewr...Format fichier non compatible... )y
Fimddoy
rerd g

MITRICELL NI 1= VYAL;




(x aftfichage du cocef *)

(¢ mamorisation de la partie reelle avec la valour VAL %)
, In= I-+1; - :

until 1 = M + 1)y

EorireMat ( MATRICE ,m, n )

Readln (I )3

. (# Fermature Flichier #)
fFI~%

Close ( FileFfrowsEigend )y
TFEL+3

If ioresul tds0 .
Then Writeln(’” Erreur Fermeture Fichier °, FileToEdit )

fd
I TR I KA WS R KRNI NI 20 0 N NN )

'rmcedur@ Maximum ( Fropros VecteuwColonne;y n ¢ integer; Start @ integer;
: VAR Max @ real; VAR Index : integer )
lar :
. 1o integer;
!egin
L for ir=start to n do
begin .
t Froropresli 3a=0;
| Froprestestart ) =0;
end

Mare= FropreslStartd;
| for i:= Start to n 'do
if Propresiil »= Max
then
; buagrn

flax = Propresli 1
Tryde 1= g
. ey

%d; .
EF P F T LTS ST S S T F I I PR RS ST AR T RS )

1 rmcedure Echangs ( Var Reell : real j VAR Reell : Real J;
i '
Tempo @ real;

el 1 g

{ Bgin )
F Tempo =

Reael l = FRealll

Reell 1= Temopos

t

[T}

r; ‘
'l**;%%ii%%%%%*%***%%%%%%*%**#%*%%%*#ﬁ%%%%*%%%%%%*%*%%*)
rocedure OvdonnsMat ( var Timat; nointeger )
i,jrinteger:
201 N1 ' .
for 1:=1 to in—-1) do
- for j:=0(i+1} to n do
begin
I+ TCi il <= TCL4,31]
then Echange ( TOL,13,TL5,33 )3

. T



(#ﬂﬂl!!#K!l!(!!XA*!i‘!!&!5!!X.‘i(lNKE!.&!*!!H&K!!***!!!MH!ﬁ!!*ﬂ!ﬁf!l!ﬁ)

Procedure Diagonale( Var D:mat; n:integer Y
VAR ;
s:1Real;
Propres:vecteurColonne;
FileToEdit : String (141;
FileFromEigend : TEXT ;
BTR: STRING (171;
VAL: REAL; '
i,3j: Integer; ‘ :
Ok : Boolean;
Reponse: Char;
Begin
(¥ lecture du fichier de donnees resultats de EIGEN3 »)
‘Write ("Entrez le nom du fichier contenant les va}Purs propres : '),
REadln ( FileToEdit );

. {® ASSTGNATION =)
L Assign (FilefFromEigen3, FileToEdit);

(x Quvarture en consultation »)
Ok =false;,
Repeat
{HI-2
-RESET ( FileFrouligend 1,
(HIt) ) :
1f ioresult <> 0 -
 then
! begin
' writeln (° ERREUR OUVERTURE FICHIER )
. writeln (7 voulez-vous abondonner ouis/non ' J;
[ . readln(raponse)l;

if reponse="n’

then
' begin ‘
‘ writeln(® Message de Fln N
HALT;
) end
} else

olt: =false;

end \
, blse :
o ok: =true,;
Jntil ok;

\ o :
| (* Ecouler 1la lignes inutile du le fichier FilefFromEigen3d =)

READLN ¢ FileFromEigen3, STR )J;

{. I 1= 13
rapeat
(¥ lecture du coef =)
|§ . {(51-1
\ READLN( FileFromEigen3 , VAL )
(B1i+)

if iuresult <20

then bhegin ,
writelnO Erreur...Format fichier non compatible.. .’ ¥,
halt; .

WRETELN { Val iy

n ' gy .
. (# affichage du coef %)



(* menorisation de la partie reelle avec la valeur VAL *)
COEF (1] := VAl ‘

Ii= I+1;
until O I = N + 1)jwriteln;
for i:= 1 to n do
 begin

si=coel 1]

s:=aqgrt(s);
coeflil:=5

end; :

Tor i:=1 to n do

for j:i=1 to n do

begin
ir i<»j
then dli,jl:=0
elue
dli,il:=coefl[il;
end; |

OrdonneMat!{ d,n J;
EcrireMat ¢ d,n,n);:
Wrriceln;

(¥ Fermeture Fichier x)

($I-1
Close ( FilerrouEigend );
{51+
If icresult<>0 ‘
oo Then Writzin(® Erreur Fermeture Fichier *, FileToEdit );

End;
b 2
I(ii»?!l‘liﬁﬂl!t!ﬂjﬁ!;nﬁ.ih(ﬂ‘hii!::!tﬂ:i‘ﬂl'.‘iift*ti‘ﬁ*ﬂiﬁ!l‘*ﬁ!’*ﬂhlﬁﬂ!ﬁﬂiﬁ#&!!)

Procedure SigmaPuissMoinsUnDemi(A:MAt;Var B:mat; n:Integer);
VAR
i,jrinteger;
s: Real; . ‘
Begin
for i:=1 to n do
for j:=1 to n do
begin
if i<>j3 . '
then '
Bli, i1
. else
. ’ hegin '
s:r= Al1,173;
s:= 5grt(si;
=3 175,
Bi{i,il:= s,
end;

i
o

i
t

! end;
End; . ] K
T (MMM MR EEL MMM R NN R KRN R MR AN RN A MM MR ME R AR )
Procedure TestOrdreReduc ( A:Mat; n:lInteger) ;
Conhst
Epsilon= 1£-3:

L} ar

Soml, SomZ,Norml , Norm?, Compar , Tamp: Real ;

Ratio :VecteurColorne;

.4 Tnteeer:



Fich : Text;

Begin
k=1
Assign ( Fich, *Reducio.dat’ I3
Rewrite ¢ Fich Jj

Repeat .
Som}l: =0;
for i:=1 to k do
, Soml:= Soml + sar (sqr (AL, 13003
Norml: =Sqrt(Somi); '
Som2: =03

for k:=i+1 to n do
SomZ: = SomZ + sqrisqr(Alk,k13)3
Nornm2: = Sqrt(Som2)}}
Ratiolil:= Norm2/ Normlj

3:=0; .
Tamp: =0;
Repeat
Writeln ¢ fich, i:6, ° * , Tamp:15:4 3,
ji=itly
Tamp: = Ratiolll;
If j=2
Then
Tamp: =0;
Until j=3;
k:=1+1;

Until ¢ 1 =n-1 23
Clase (fich);

ir=1y .
Repeat
Compar: = Ratiolil - Ratioli+11;
If i=n-]
Ty Compar = Fpsilong
ir= 1+l
Until ¢ Compar <> Epsilon )3
ki=i-13 .

End;
- b]
(!!!!ll*ﬁ!!i#*ﬁ*n#k!!*!Hlﬁi!!!lﬁl!ﬁ!!ﬁ!&ﬁkﬁ!ﬂ!!ﬁ!ll!!!!m)

Procedure puissanceMat ( A:Mat s power ,n:integer; var P: Mat);
Var '
i integer;

Begin

Identite( Id,n,n’;

P:=1id;

for i:=1 to Power do -

produitMat ¢ P, A, 0, 0, n, PJ;

Endy .
(rﬁt#!k#!!ﬂﬁﬂﬂ#mw%*!!!!i!K!K%*!E!!!!i*mﬂ!ﬂ!!x!*!ﬂ!m!ﬂﬂ!!)

Procedure calculGramNumer ( Cas:boolean;T:mat;VAR X: mat; n:integer
(% COMMENTAIRE:
lLa matrice T:= - B.Bt ( si P est 1”inconnue Y,
r.= - Ct.C ( 81 Q est 1’ inconnue J,
MatricelterativeC pat la matrice C 1la kieme iteration
®)
Const
, Epsir;.E-7;
Vayr
i, 3,nmax: integer;
Templ,Tamp?,TempaﬂTemp,F,Hola,EpﬁiMat,AtzP,resultl: mat;
Begin -
For i:=1 to n do



for j:=1 to n do

X[i,31:=Cy
If Cas = False (¥ Cas ou X = P »)
Then
hegin
TransposeMat ( A, n, n, P I
TransposeMat ( A, n, I, Termp3d 23
TransposedMat ( Tempd, n, n, A J;
end, i
AffectationMat(T,n,n,X);
TransposeMat (A, T, 0, Templ )}
Identite ( Id, n, n J;
Scalaire( Epsi, Id,n ,n, EpsiMat J;
For i:=1 to n do
for j:=1.,to n do
heglin
nmax:= 13
Repeat
begin
PuissanceMat ( A ,nmax, 1 , Result J;
Puissancemat ( Templ, nmax, 0, resultl Ji
ProduitMat ( Result, T, n, N, ny Temps Ji
ProduitMat ( Tempz, Resultl, n, n, N, Fl;
SommeMat ¢ X, F,n,n, X
TransposeMat ( A,n,n,At J;
ProduitMat ( A, X, nN,N,0N, Temp )}
ProduitMat ( Temp, At, n,h,n, Temp 73
SommeMat ( Temp, . T,n,n, Temp 2}
pifferenceMat ( Temp, X, n,n, Temp ),
If ¢ Temp (1,31 <= EpsiMat {i,jt 2
Then
“ Exit
Else
nmax: =nmax+l;
end :
Until ¢ Templi, jl<= Epsi )
end)
Encd;

(!HKN!E!!!mﬂi!!ﬁﬁﬁt#*#ﬁ!l!ﬂﬂ*!#ﬂ!*#!!k!!!#!l!ll*l!**ﬁ!*ﬂ!ﬁ!)

Begin
End.



