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1-1 \ INTRODUCTION

Un filtre numérique st un systéme numerique lineaire inva-

riant dans le temps utilisé pour modifier la distribution frequen-
tielle des composantes d’un signal selon des specifications
dcennees.

Pour des raisons historiques les filtres numériques ont éte
utilises pour simuler les filtres analogiques.

L’avantage essentiel des filtres numériques sur les filtres
analogiques est qu’ils ont une flexibilité dans l’utilisation de
leurs parametres intrinseques

L'interét économique et le progret technologique ont poussés au
developpement des methodes propres pour la synthése des filtres
numer iques

Comme on peut s’y attendre, il n’'y a paé de methode de filtrage
gui soit la meilleure pour tous les cas. Il existe une grande
variéeté de méthode allant de la simple utilisation des resultats
analyti ques préétablis Jjusqu’a des methodes algorithmiques

assistées par ordinateur.

1=-2 N\ GENERALITES MATHEMATIQUES
Quatre relations mathématiques forment les outils de base du
filtrage numerigue

La reponse frequentielle G(f) est liee aux transformees de

FOURIER X(f) et Y(f) des signaux d’entrées et de sorties par
Y(£f)=G(f).X(f) (1-1)
Danc le domaine temporel la relation précédente devient le produit
e convolution bien connu
0
y(k) = Zg{l).x(k‘ll (1-2)

=

ou g{k} est la réponse impulsionnelle causale du filtre

&

La transformée en Z des deux membres de cette relation conduit



Y(z) = G(Z).X(2) (1-3)
ou G(Z), la transformée en Z de la reponse impulsionnelle g(k),est
la fonction de transfert du filtre

Si 1’on admet que la fonction de transfert peut se mettre sous

la forme de quotion de deux polynomes en Z (ou Z_l), les signaux
d’entrees et de sorties sont liés par l’equation de reécurrence
suivantie

M

N’ +
Z}am; yk-ny = E bim) Xk-m (1-4)

n: m=0

ou N et M representent respectivement les degres du denominateur
et Jdu numerateur

11 est a remarquer qu’étant donnée que la réponse impulsionnel-

le g(k) est un signal numérique, sa transformée de Fourier c’est
4 dire la reponse fréquentielle G(f) est une fonction PERIODIQUE,
de période 2rn/To ou To représente la période d’echantillonnage
dans le domaine temporel. On doit remarquer aussi que la reéponse
fréequentielle G(f) d’un filtre numérique est donneée par la fonc-

tion de transfert G(Z2) evaluée sur le cercle unité c’est a dire

G(f) = G(2) Z = EXP(j2nfTo) R

Pour gqu’un filtre numérique soit physiquement réalisable, il
faut gu’il soit causal et stable. La causalité et la stabilite
d’un filtre numérique peuvent étre caracterisées. directement en
fonction de la réponse impulsionnelle g(k). un filtre numerique est

-

dit causal si g(k)=0 pour k < 0. Il est dit stable si

g(k) -—— 0 lorsque k » @



1=3 N\ RESUME DU PROJET

Dans ce projet, on verra dans le deuxieme chapitre les deux
grande classe des filtres numériques a savoire les filtres a re

ponse impulsionnelle finie ( R.I.F. ) et les filtres a reponse
impulsionnelle infinie ( R.I.I.). L’avantage des filtres RII sera
deduit d’une comparaison faite selon les performances de chaque
classe.

Le chapitre 3 contiendra les details de quelgques méthodes
d’approximations utiliseés pour la synthése des filtres RII. En
effet, la premiére méthode utilise 1’approximation de " Pade "
pour une production rapide d’un filtre RII a phase lineaire.

Une autre méthode utilise une extention de 1’approximation de
Padé pour éssayer de corriger les défauts de la méthode
precedente, notament du point de vue stabilite du filtre
synthetise.

A la fin de ce chapitre, on verra un algorithme tres efficace

pour la synthese d’un filtre RII consistant est stable. En effet,
cet algorithme, élaboré par C.T.MULLIS et R.A.ROBERT, tire ses

rerformances de la minimisation au sens des moindres carres

utilsée pour le mettre au point.

Dans le chapitre 4, les procédures utilisant les méthodes
precedentes seront explicitées ainssi que quelqgues exemples
soigneusement choisis pour montrer les pérformances de chaque
methode.

Dans le dernier chapitre, on donnerra une idée sur le probléme
d’égalisation de la phase.

En annexe, on présentera les deétails des algorithmes utiliseés
dans ce projet, ainsi gque le lesting des programmes elaborés pour
mettre en oeuvre les procédures etudieés dans les chapitres

anterieurs.,






2-1 \ INTRODUCTION
Il existe deux grandes classes de filtres numériques

différentiable selon la longueur de la réponse impulsionnelle
ces deux classes sont les suivantes ]

-Les filtres a réponse impulsionnelle finie ( R I F )
Ces filtres sont caractérisés par des réponses impulsionnelle de
dufée finie. Autrement dit, les échantillons g(k) sont non nuls
sur un interval de durée finie L avec 0 < k = L=-1.

-Les filtres a reponse impulsionnelle infinie (R I I )
ces filtres sont caractérises par des reponses impulsionnelles de

durée infinie. Dans ce cas, les échantillons g(k) sont non nuls

sur un intervalle infini 0 £ k < +w©

2-2 N FILTRE A REPONSE IMPULSIONNELLE FINIE ¢ R.I.F .J
2-2-1 : PROPRIETES
Un filtre a réponse impulsionnelle de durée finie L, est donné par

la fonction de transfert suivante

L-1i
5 -k
6(2) = Z;g(k] z (2-1)
k=
ol g(k) sont les valeurs de la réponse impulsionnelle, et L

représente l’ordre du filtre RIF. Le schéma fonctionnel de ce type
de filtre est donné par la figure (2.1} [ 1 ]

Un filtre RIF est causal si les va leurs g(k) sont nulles pour

k ¢ 0. Un filtre RIF est toujours stable, car tous ses pdles sont

a l’origine. Un autre avantage des filtres RIF est qu’ils ont une

caractéristique de phase parfaitement linéaire
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b(0)
x(k) —— ) Y | v
-a(l) - b(1)
-1
Z
—a(2) b(2)
g1
—a(M) 4 b(M)
g1
Zrs Ll

Fig 2.2 - schema fonctionnel d’un filtre RII
avec N > M et a(0) = 1



2-2-2 \ SYNTHESE DES FILTRES RIF
I1 existe deux méthodes treés utilisées pour la synthese des
filtres RIF a savoir
-Synthése par série de Fourter (méthode de fenétraged
Soit G(f) la réponse fréquentielle periodique. Le principe de
cette méthode est de calculer, dans la période principale, les
coefficients de la reéponse impulsionnelle par la relation

suivante

1/2
g(k) = J G(f) exp(j2rnfk) df (2-2)
-1/2

pour k = 0, 1,2 s

Si la forme de la réponse Iimpulsionnelle n’est pas simple a
intégrer, 11 est souhaitable d’utiliser une approximation
numérigque pour calculer 1’intégrale. En suite, on prend un nombre
fini L d’elements de g(k) et le filtre RIF reésultant sera

L-1

-~

G(f) = thk) exp(-j2nfk) (2-3)
k=
Le faite d'utiliser un nombre fini d’éléments de g(k) revient a
multiplier la reponse impulsionnelle par une fenétre rectangulaire
d’ou la nomination de méthode par fenétrage. En peut aussi utilise
d’autre type de, comme fenétres, fenétre de Hamming, fenétre tri-
angulaire etc [1], pour approximer le plus fidelement possible la
reponse frequentielle G(f) et surtout pour reduire les lobes

secondaires. L’'integral devient alors

- 1/2
g(k) = J W(E).G(f).exp(j2rnfk) (2-4)
1.2
ou W(f) est la transformée de Fourier de la fenétre temporelle

choisie



2-3 N\ FILTRE A REPONSE IMPULSIONNELLE INFINIE ¢ R.I.I.D
2-3-1: INTRODUCTION
Il existe deux catégories de méthodes pour la synthese des
filtres R.I.1.; la premiere comprend les techniques de trans-
formation Analogique / Numérique, «c’est a dire 1le passage du
domaine S au domaine Z. Dans cette categorie on peut trouver
par exemple la méthode de transformation bilinéaire et la méthode
de l’'invariance de la réponse impulsionnelle.
la dexieme catéegorie est celle des methodes algorithmiques qui
cherchent a minimiser 1'érreur d’'approximation des caractéristi-

gques du filtre désire par celles d’un filtre réalisable, selon un

critéere approprie.

2-3-2: METHODES DE TRANSPOSITION ENTRE DOMAINES
En effet, les filtres analogiques etant tres bien étudiés, on
peut utiliser les resultats de ces etudes pour les filtres
numerigues moyennant une correspendance entre le domaine analogi-
que le domaine numérigque. Pour se faire, il existe deux maniéres

trés utilisées pour ce genre de correspendance

2-3-2-1: CORRESPONDANCE PAR TRANSFORMATION BILINEAIRE
On peut obtenir la fonction de transfert dans le domaine numé-—
rigue a partir de celle deéfinie dans le domaine analogique en
utilisant 1’égalite

Z = 1
S-_- ——— o —— . —— —
Z2 + 1 ({&==)

ou S est 1l’operateur analogique de la transformation de Laplace
il 2-3-2-2:CORRESPONDANCE PAR INVARIANCE DE LA KEPONSE

I MPULSIONNELLE
Cette methode consiste a éechantillonner la réponse temporelle

du filtre analogique pour obtenir les réponses impulsionnelles

g{t) ——— g(kTo) (2-6)



-40.

En suite, on passe a la transformée en Z pour obtenir 1la réponse

frequentielle dans le domaine numérique.

2-3-3: PROPRIETES DES FILTRES RII
Un filtre RII est regie par 1’equation de reccurence suivante
N M
Za(n) y (k-n) =Z b(m)x (k-m) (2-7)
n=

m=

ou x(k) et y(k) représentent respectivement les signaux d’entrée
et de sortie, M et N sont réspéctivement 1’ordre du numérateur et
du dénominateur. Le schéma fonctionnel des filtres RII est donné

par la fiqure(2.2) [1]. La foction de transfert correpondante est

donnee par

M
b(m) Z
G(z) = m:o a(0) = 1.
Z} a(n) z "
Q0
Z g(k) 2z (2-8)
ok

les coefficients { a(i) } et { b(i) } doivent étre calculé de
maniere a ce que la réponse fréquentielle satisfait le gabarit
donne. Ce dernier n’est rien d’autre que des tolérences admises

pour la bande passante, la bande coupeé et la bande de transition.




o

2-4: COMPARAISON ENTRE LES FILTRES R.I.F ET R.I.I

La comparaison entre les filtres RIF et les filtres RII
peut se faire suivant plusieurs criteres [2]. Un filtre RIF a
phase linéaire d’ordre L, necéssite pour sa réalisation, L/2
mémoires pour les coefficients et L mémoires pour les donneés
internes et pour chaque valeur de la sortie, 1l faut L/2 multi-
plications et L additions. Il faut mentionner que ce type de
filtre sont stables et facile a réaliser.

Les filtres RII sont plus délicats a méttre en o euvre. Pour un
filre RII d’ordre N, il faut pour sa réalisation N mémoires pour
les donneés internes et 2N mémoires pour les coefficients, chaque
sortie nécéssite environ 2N additions et 2N multiplications.

Dans le cas d’un filtre passe-bas, le type RII et plus avanta-
geux que le type RIF pour des parametres telle que : [9]

L > 4N (2-9)

Du point de vue bande de transition, les filtres RII donnent
une bande nettement plus petite que les filtres RIF.

La linéarité en phase peut étre égalisée pour les filtres RII

en utilisant des cellules de filtres passe-tout.

Finalement il est recommendé d’utiliser les filtres RII sauf,
peut étre, dans le cas ou la linéarité de la phase est tres

importante.
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3-1 \ SYNTHESE DES FILTRES RII PAR L’ APPROXIMATION DE PADE
3-1-1= GENERALITES
Soit G(f), dans l’intervalle [ -2/ To , 2n/To 1, la réeponse
fréequentielle du filtre a synthetiser, ou To est 1la periode
d’échantillonage. Le developpement en series de Fourier conduit a
+ @

G(f) = E g(k) exp(-j2nfkTo) (3-1)
k=-w

ol g(k) représentent les éléments de la reponse impulsionnelle du
filtre a synthétiser
3-1-2: METHODOLOGIE
Le probleme se pose ainsi : Soit les T+1 échantillons de la
réponse impulsionnelle { g(k) } k = 0,1 ..... T
on veut synthetiser un filtre RII physiquemen t réalisable dont la
fonction de transfert H(Z) a la forme suivante
M
b(i) 2 °

H(Z) = (3-2)

N
. -L
1 =+ 2 a(i) 2
L=1

pour assurer la causalité du systéme on pose la condition N 2 M.
Le pcint 7z '=0 n’etant pas un point singulier, on peut donc de-
composer H(Z) en serie de Mac Laurin, on a

@

H(Z2) = z k) 2 ’ (3-3)

k=0
avec hn(k) la réponse impulsionnelle du filtre realisable.
La méthode de Padé syntheétise le filtre H(Z), c’est a dire cherche
les coefficients a(i) et b(i), en posant 1l’egalite

h(k) = g(k) pour k =0,1...T (3—-4)

]

dans le cas particlier ou T M+N
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3-1-3:CALCUL DES COEFFICIENTS DU FILTRE RII

on a

M s
2 b(i) 2
=0
H(Z) =
(2) N .
1+ Y a(i) 2
L=1
BM(Z) :
= R s DY et 3"'5
2 (2) ( )
N
on a donc
H(Z).A (2) = B (M 3-6
(2) N( ) M( ) ( )
en pasant au domaine temporel on obtient
a(k) » h(k) = b(k) pour k =0,1...M
3-7
a(k) » h(k) = 0 pour k =M+1,...,M+N ( )

ou ( x ) denote le produit de convolution
Si on developpe encore ce systeme ,on peut l’ecrire sous la forne

suivante

M

Ea(i] h(k-i) = b(k) K
L=a

N

Ea[i} h(k-i) = 0 k
\.:0,

"
o
~
[ury
-~
=

(3-8)

H

M+1,....,M+N

Remargue :
On remarqgue gqu’on peut facilement evaluer les coefficients a(i) et
B(i) par un simple resclution de M+N equations lineaires d’ou

1’importance de 1l’hypothese T = M+N



Sous forme matricielle le systéme s’'ecris comme suit

qu’'on peut decomposer sous les formes suivantes

 h(o)
hi1)

h(m)

FIRGEES O oure = o mcimrale & & 5 s lE 4 ¥ wen R o 0
B 4] BeoF o i o o ommiet % & = aabassnapy s o s snmpeiismcs 0]
him) him+1) ...00..... ) 39 0 1o WL SRR e e 0
ROND DONTL Y e o m o sl 5 ¥ & o dinint: 589 h(o)
ST AN 7 & IS SRSl (s LI Sl A - O R h¢M)

B < B e s e @ e G e aveieie O
B0 O amiicnsusias e w0 aoniaieieis % A mieEro 0
hiM+1) . ......... hcoy O Ej

Ho
hiM+1) hiMy. ...... hioy Dicen oo o vass 0
hiM+2) h(M+1)
h{N) % hca)
- hi{M+N). JhoMn

ad 1)
a(z2)

a(N)

1
aci)

a{N}

a(1i1)

[acm)

-15.

bto)
b¢1)
b¢2)

(3-11)
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En divisant encore l'’exoression (3-12),on obtient le systéme

hoay hoM=4) . .. = s Bhto3: « ¢ w = = 0 a1 h(M+1)
hoM+1) h¢oy. . . . O a(a) hcM+2)
JHEN~AY W o ow oo Res b ow o @ o DGO
a(N)
BoREMa4) 5 5 a2 5 5 & =% 5 o ow sBREM h(M+N)
(3-12)
H1 A G

on obtient les systemes linéaires suivants

H1 A = G
(3-13)

HZ A B

ou A = (1 A ]L

Ces systemes sont facilement résolvables par l’utilisation de la

methode de GAUSS pour les systémes lineéaires.

3-1-4 : CONCLUSION
L’inconvénient majeur de cette méthode est gu’elle ne donne
aucune garantie pour la stabilité du modeéle ainsi synthétise. En

lus, cette méthode nécéssite une occupation mémoire qui augmente

o]

n

avec le nombre ( T M+N ) d’échantillons utiliseés.
On remarque aussi que pour des valeurs relativements petites de N
(c’est a dire l'ordre du filtre ), cette méthode donne une forme
eronee de la reponse fréquencielle
En contre partie, cette méthode permet une évaluation rapide

des coefficients d; filtre, ainsi gu’une facilite de manipulation
du spectre et de la contrainte de linéaritée de la phase, méme pour
les filtres d’ordre trés élevée.

Deplus, cette méthode produit fiablement 1les (M+N+1) premiers
elements de la réponse impulsionnelle, et donne une réponse

impulsionnelle gqui ne déville irrésonablement de la reponsé

impulsionnelle désirée, surtout si T est grand.



A7

3-2 \ GENERALISATION DE LA TECHNIQUE DE PADE
Cette nouvelle approche des filtres RII n’est rien d’autre
qu’une reformulation de la téchnique de 1’approximation de Pade
etudiée précedement. Il est évident que cette dérniere méthode
donne des caracteristiques indésirables dies a la mauvaise speéci-
fication des éléments de la réponse impulsionﬁelle h(i) pour

i = T+1,. . ..

On essaye par cette generalisation de remedier a ces defauts

par utilisation d’un nombre d’équations plus grand.

2-2-1 :DESCRIPTION DE LA METHODE
Soit G(2Z) et H(Z) respectivement les fonctions de transfert du
filtre a approximer et du filtre approximant. La fonction de tran-
sfert H(Z2) est cherchée sous la forme suivante

M

b(i) Z °
2 5,

H(Z2) = = A (2) (3—-14)
N N

2 a(i) i
L=

ou M et N representent respectivement 1’ordre du numérateur et du

avec a(0) = 1

denominateur. Pour des raisons de causalité on prend toujours
N> M. Le nombre N représentera alors l’ordre du filtre

En developpant 1’expression (3-14) on a

0
! : -k
H(Z) = E h(k) 2 (3-15)
k=0 ’
a1 h(k) representent les valeurs de la réponse impulsionnelle du

filtre realisable.
L'erreur de 1’approximation est donnée par 1l’'expression suivante

E(Z) = ( G(2) - H{2) ).U(2) = Y(2) - ¥(2) (3-16)



.13.

Le schéma bloc de cette erreur est donné par la figure (3.1)

H(Z _
(2) o=y | ¥(4)
u(z)
E(2)
wik) )
(+)
G(2)
Y(2)
Fig 3-1 : Erreur pour la méthode des moindres carrées

original
Ici u(k) est considéré comme un bruit blanc normalise.

Le but de la méthode d’approximation de Padé généraliseéee, est
de chercher les coefficients { a(i) } i = 0,....,N et { b(i) }
i= 0,...,M de fagcon a minimiser 1’energie de 1’erreur d’approxi-
mation E(Z) ou e(k). Pour ce fait on utilise le critére de mini-

misation des moindres carrees.

3-2-2 : METHODE DES MOINDRES CARRES

En tenant compte <u théoréme de PARSEVAL, 1’énérgie de

l’erreur d’approximation peut s’écrire comme suit

E (e (k) )

=

1]
H
et
[
~

R
m
¢!
N
]
[}

(3=17)

2

[0 4]
E ( g(k) - h(k) )
k=0

ou E représente 1’espérance mathématique, g(k) et h(k) sont respe-
ctivement les reponses 1impulsionnelles des filtres dont les fon-

ctions de transfert sont G(Z) et H(Z).




La minimisation de 1l’erreur ainsi formuler conduit a un

systeme

d’equations non linéaires qui nécéssite 1la programation non

linéaire. Dans notre projet ce probleme est omis et on

pour la minimisation une autre forme d’erreur.

3-2-3 : METHODE DES MOINDRES CARRES MODIFIES

utilise

Une maniére d’éviter les systémes non linéaires, consiste a

minimiser une version modifieé de l’erreur. On a tout d’abord

BM(ZJ
E(Z2) = (G(2)-H(2))U(2) = (G(2) - —/——+ ) U(2)

A (Z
(2)
c’'est equivalent a dire que

2 ” = . pa
E(Z) AN(Z) (G(2) AN{Z) BH(Z]] u(z)

Si 1’on pose
E1(2) = E(Z).AN(Z]
On obtient la relation suivante
E1(2) = (G(Z2)A (Z2) - B (2
(2) (G(2) N( ) M( ))
On définit ainsi une nouvelle version de 1’erreur dite

modifiee" dont le est synoptique suivant

) (= Y(2)
E1(2)
T uck) z e1 (k)
{ #+)
G(Z2) |—| A(Z) Y(2)

(3-18)

(3-19)

(3-20)

(3-21)

ereur

Fig 3.2 :modele d’Erreur pour la méthode des moindres carres

modifieés

3-2-4 : UTILISATION DE LA METHODE MODIFIEE

Le probleme revient donc a chercher les coefficients ({

a(i) }



i=0,...,N avec a(0)=1 ,et { b(1i) }

mieux l’energie de 1l’erreur modifiee.

PARSEVAL,on peut ecrire

i=0,...,M qui

En utilisant le théoreme
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minimisent le

de

14 i
1= 2 e 1= j@ 42
W = 1/2n J I E1(e'") | as = 1/2m J | 68’ AN(EJ J—BM(EJ JI ag
-7 -1
4
2 2
= E [e1(k)] = e1 (k) (3-22)
k=0
ou le signal e1(k) est représentée par
e1 (k) = g(k) x a(k) -b(k) (3-23)
Si on choisie un nombre T d’équations plus important gue le nombre
(M+N) d’inconnues, qui sont les coefficients { a(i) } et { b(i) }
et on posant 1l’egalité hi i)=qUi) peur i=0,...,T=l, & partir de
(3-23) on obtientle systeme d’equations suivant
N
[ e1 (k) = Ea[i) h(k-i) -b(k) pour k = 0,1,...,M
L=0
N (3—-24)
l e1 (k) = a(i) h(k-1i) pour M < k £ T-1
L=Q
avec h(k)=0 pour k < O
Il en découle le systeme matriciel suivant
[ h«oy 0 - - - - - N R D [ bcoy ] [ e1¢0) |
b hcoy 0 - - - 0 a(1 b¢1) e1(1)
h(M: - - - - - - b(M» = e1 (M)
: B e1(M+1)
heN) - - - - h(o) aNy
B = -— 0]
_mhiT“1} h(T—N—1)_4 0 e1(T-1)

(3-25)
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On peut partitionner le systeme en d’autre sous systeme

" h¢o) O© "0l vy bca) e1(0)
he1) hcos 0 a1y bc1? et1(1)
hemy - - - - htoy - O LY b(M) e1 (M)

(3-26)
hiM) - - - h¢a) 0 ac1) -h{(M+1) e1(M+1)
heM+1) ' ~h(M+2) e1(M+2)
h¢N-1) - ~ - - h¢a; a(N) -h(nN) e1(N)
h«rt-2) - - - - (T-N-1) -h¢(r-1> e1(T-1)

— L —
H A hi1 E
(3-27)

On va maintenant essayer de minimiser 1’energie de 1’erreur ei1 (k)

pour k = M+1,...,T-1 seulement ce gqui représente un deéefaut

"

pas trop génant de la méthode modifiee Dans ce cas les valeurs

de 1'erreur pour k = 0,...,M seront supposéees nulles.

Le systeme (3-27) peut se mettre sous la forme suivante
HA-ht =E (3-28)

Or, 1’énergie de l’erreur peut s’ecrire sous la formesuivante

T-1
2 t
{e1 (k)" = E E (3-29)
k=M+1 %
. .
avec E = [ et(M+1) ,€1(M+2),. . . . . ,€1(T-1) ]

4] . . t
Pour minimiser 1’énergie de l’erreur, on minimise E E par rapport
a A, ce qui conduit a résoudre le systéme suivant
o b
g (E'E)

"“‘(;’—g = 0 (3—30)




i »

Pour cela ,on calcule

E E ( HA - hi 1 HA = Ha

|}

( a'H' - he' )( HA - h1 )
a'H'HA - ni'H A - a'H'ht + hi'hy

La dérivé peut alors s’ecrire comme suit

t
3 ECE t t t
9 { ) = 0 & 2H HA - H h1 - H hi1 = 0
é t t
9 & & H HA - H hit =0
t -1t
&« A = ( HH) H hi
On facilement calculer 1les coefficients a(i) i: = Ol; . .N
d’apres le systéme suivant
t t
( H H) A = H hi (3-31)
avec
t
hi1 = [-h¢M+1), -h(s+2),- - -,-h(T-1) ]
t
A = [at1y,a¢2y, - - - ,a(N) ]
h¢M> - - - h¢(oy 0 - - 0
h(N-1) - - - - - - -h¢(o)
H =
(3-32)
hcr-1) h¢rt-N-1)

On a donc utilisé l’erreur modifiée pour aboutir a un systéme
d’equations linéaires qu’on peut facilement résoudre en utilisant

une methode numérique appropriée. Pour evaluer les coefficients du

numerateur de H(Z), { b(i) } i= 0,...,M on utilise la relation
(3-26), en annulant les valeurs de l’erreur pour k=0,1,...,M
Ceci nous ménera au produit direct suivant
Fhioy = o= e = = 0 4 T b(o)

hc1y heay - - - 0 a1 bc1)

= (3-33)
s
b(M?

__hcu; - —-hca) - —0__I | @¢N) |

Ho A B
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3-3 \ METHODE DES MOINDRES CARRES MODIFIEES
3-3-1 : GENERALITES

Dans la methéde généralisée de 1’approximation de Pade, on a
utilisé seulement un nombre finie d’élément de la réponse impul
sionnelle {(h(i)}, i= 0,1,...T. Pour un probléme plus généralise
on est ramené a utiliser toute 1’information apportee par les
{h(i)} i= 0,1,...w, ceci par 1l’intermédiaire de 1la fonction
d’'auto- corrélation. D’aprés 1la relation (3-22), 1’énergiede

l’erreur modifiée est donnée par 1l’'intégrale suivante

124
1= g & 2
W = 1/2n J | Gre' ) a(e’ y = Bre' ) |© o
~1T
En passant dans le domaine temporel, et en posant g(k) = h(k) pour
k = 0,...,N cette énergie devient
M M N N
2 . : : z A
W=y bpik) -2 Z b(k) ) a(3) h(k=3) + ) a(i) a(3) r(li-3])
KW k= =0 LJ=0
(3-34)
avec bien sure h(k)=0 pour k < 0
v}
ol r(k) = Z} h(i) h(i+k) pour k=-0,...,0,...,0  (3-35)
1=

représentent les éléments de la fonction d’auto-corrélation du
filtre,avec r(k)=r(-k)
Pour minimiser ce critére, on est donc conduit a poser

N &

b(k) = Z,a(ij h(k-73) pour 0 < k < M : (3-36)
]:

avec h(k)=0 pour k < 0

En substituant (3-36) dans la relation (3-35) il vient
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R

2

za{u a(3) r(li-il) E [zam h (k- 31] a7

P )=

Sous forme matricielle, 1’énérgie de l’erreur s’'écrit alors

: .
W= (aco),ac1)y,ac2),...,amN)d K J(awor ,at1y, ...,a(N)) (3-38)

oiu N est bien sire 1’ordre du filtre, et la matrice K est donneée

par:
t
= L 3-39
JKJ =R ~H, H ( )
Une definition plus exacte de la matrice K est donnee par (3-55).
T r(o) rc1) - - -~ I(N)|
rei)
R : (3-40)
reN) - - = - reo)
h¢<o)» 0 - - St O
he1)
H, =
(3-41)
LE{M) - - - - "h‘ol_
J est donnée par la relation (A 2-5).
Sous forme matricielle la relation (3-36) devient
B = A 3-42
H, (3-42.
t .
avec A = (a¢gr),ai1),...,a(N)) (3—-43

-

LEMME : ([8]

50it K une matrice symétrique définie semi-positive ,et soit ur

vecteur yu donné .Pour minimiser

( x? K x

; t
1 avec la coatrainte x y =1 (3—-44




- L5

#*
Le vecteur solution x est donné par
#*
K x = ay (3-45)

* *t
avec ol = min' { x Lk Xilg RpE M B (3-46)

Pour notre cas , minimiser 1’énergie de l’erreur revient donc a

chércher les coefficient a(i) 120454 4 iceincp:N avec a(0)=1

satisfaisant la reletion
t
(R-H, H, )&= (an,0,..... ,0) (3-47)

min (ALJ K Ja

= l’énergie minimale de 1’erreur (3-48)

ou an

avec bien sire la relation (3-42)

A = B
Ho
En rassemblant les deux systemes (3-47) et (3-42)
t — - - — —_
e R - HQ A an
0
e ; (3-49)
= B 0
H, I i

3-3-2 : ALGORITHME DE MULLIS-ROBERTS

Pour resoudre le systéme (3-49) et plus exactement (3-47), C.T
MULLIS et R.A ROBERTS ont mis au point un algorithme éfficient -
utilise 1ici pour le cas N = M - qui est wvu a étre  une
genéralisation de celui de Levinson [8](voir annexe). Cet algori-
thme tient compte du fait que la matrice ( R - H;H ) est proche de
la forme de TOEPLITZ. .
-~ Les donneés pour cet algorithme sont les éléments de la réponse
impulsionnelle { h¢o),hc1),... ,h«M)} et 1les coéfficients de 1la

fonction d’auto-corrélation { r(o),r¢1),....,r<N) }. Le nombre de

memoires utiliser est proportionnel a N (ordre du filtre) et
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le temps d‘exécution est proportionnel a Nz [8], alors que si on
utilise la méthode directe de résolution (méthode de GAUSS) le

nombre de mémoires utilisés est proportionnel a N et le temps

: . .3
d‘exécution est proportionnel a N

ALGORI THME
Dans ce qui suit on pose
a (n)y =d(n)y =c<((n) =20
nt+1 n+ i nt+1

ot les valeurs entre parenthéses indigue 1’ordre de la prédiction

alors que 1’indice indique 1’'élément du vecteur corréspondant

: 2
oo = reo) - hdo
a o =1
Ilnitialisation d «» = 1/00

c @ = h«o) /00

S0 = 1+ hco/00
T In
[3n= z ak[n) r(n+1l-k)
k=0
n
Y = iz ak(n) h(n+1-k)
k=

6n = n d_(n) + ¥n Cc (N)

¢n = in c (n) + ¥n.On
Recurfgion on+tt = an - fn.Bn — ¥n.¢n
sur 1’ordre 5 2
: b 1 = ain+i
dae prediction Qe fn t gnsont

ak(n+1] = ak(n) - {?n.dnﬂ_k(n} - ;Vn.cnﬂ_k{n)
dk(n+1} = dk(n) - {Sn/awu).an+kk(n+1}

ck(n+1) = %:(nj - (¢n/am1].an+r* (n+1)

avec 1 k £ n +1

0<n<N -1 (3-50)
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Les details sur la méthode d’obtention de cet algorithme seront
donnes plus clairement en annexe 1.
les nombres yn et (3n représentent réspectivement 1les erreurs de
prediction pour les valeurs futures de la réponse impulsionnelle
et l’auto-corrélation r(n+1l) et h(n+1)
le coéefficient an qui représente 1’énergie (variance) de 1’erreur
pour chaque niveau de prediction tient bien compte des valeurs
¥n et f3n.

On remarque que cet algorithme et récursif dans 1’ordre. Donc on
n’est pas forcé de preciser 1l’ordre du filtre a priori . on peut
tester 1’erreur on en utilisant une certaine tolérance et a partir

du resultat du test on continue ou on arréte les calculs.

3-3-3 : STABILITE ET EXISTANCE DE LA SOLUTION

Pour la méthode des moindres carrés modifiée 1’existance et 1la
stabilite de la solution sont garanties, ce qui forme 1’avantage
essentiel de cette méthode par rapport aux autres méthodes
etudiees precédement. Pour que la solution existe il faut que les
donnees { hoy,...,hw , 0y, ..., ra0) } soient consistantes
La proposition suivante caractérise la solvabilité du systeme

PROPOSITION : [8]
A partir des données { hw,. . . . v, ro,. . ., ran } ,on peut
definir la matrice symétrique (n+1 x n+1) suivante

m-n+minie ,

[K(m,n]]”_ = r(|i-j|) - 2 h(k).h( ke |i-3] ) (3-51)
s k=-
ou i,j 0,1,...,N ; h(k) = 0 pour k < 0 )
a)- si K(m,n) n’est pas définie positve, alors 1l n’existe

aucune solution pour au probléme dans L2
b)- Si K(m,n) est définie semi positive, mais det[ k(m,n)] = o0,
alors 1l existe precisément une seule solution au probleéeme dans Lz.
€)= Si K(m,n) est définie positive, alors il existe une

infinité de solution dans L2
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Le détail de cette proposition et les démonstrations nécéssaires
peuvent se trovees dans [8].

Sachant la relation gui lie 1la stabilité et les coefficients
{a(i) } qui sont les coefficients du polyndéme caractéristique, il
est facile de prouver la stabilité du filtre en utilisant

simplement le théoréme de LYAPONOV .

THEOREME DE STABILITE DE LYAPONOV
Si (A,b) constitue un couple controllable, et il existe une matrice

symétrique K définie positive telque :

K=AKA +abb (3-52)

Pour o« > 0, alors les valeurs propres de A se trouve a l1’intérieur
du cercle unité. Oua A est une matrice de dimension (n x n) et b

est un vecteur de dimension (n x 1). La condition que (A,b) soit
controllable est equivalente a ce que la matrice :

G=[ b,Ab,...,A 'b ]
soit non singuliéere .

Pour montrer la stabilité du filtre, on utilise le représenta-

tion d’état suivante :

u(k) H(Z) y(k)
i h(k)
= A x(k) + b u(k)

| x(k+1)

h

v(k) C x(k) + o) u(k) (3-53)

avec I



L—a(N} — e o —=ay 1)

¢c'= 1 0 iwe 0]
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h{1>

h¢z)

(3-54)

Soit K la matrice de covariance définie comme suit :

K

E ( x(k) x (k) )

ou l’état x(k) peut étre defini par

-_y(o}nhco).u<o>
yity-htory. uc1ry-hi1) . uco

x(k) =

Y(N—i}-h(O?. WiN-1)

avec N ordre du filtre .

(3-55)

(3-56)

-h(N-1). w0,

En décomposant 1’expréssion (3-56) ,on obtient :

x(k) = y(k) - Hou[k)

ou
y(k) = ( ycoy ..... Y(N-1) )
ulk) = ( uwoy 7 ..... U(N-1)
H

0o est donnée par 1’expréssion (3-41)

(3-57)

(3-58)

Ainsi si on développs 1’expréssion (3-55) en utilisant (3-57), il

vient
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K=R-H, H, (3-59)

(e}

d’autre part si on calcule (3-55) en utilisant (3-53), on obtient
t
K=AKA +bb (3-60)
A partir de 1l’expréssion (3-59) et (3-60), on peut déduire les

conclusions suivantes :

— Puisque 1la matrice K est une matrice de

covariance, elle est alors définie positive. On peut donc dire

d’aprés la proposition précédente que plusieurs solutions au
probléme 4d’approximation existent.

- Puisque la matrice K a ses coefficients { K”}
finies, alors d’aprés (3-60), les valeurs propres de la matrice A
sont a 1l’intérieur du cercle unité. Ceci revient a dire gque le

systéme régi par (3-54) est STABLE.

3-3-4 : TEST DE STABILITE
Il existe un test de stabilite standard pour 1’analyse des
systémes discréts appelé test de stabilite de " JURY". 1Il1 est
analogue a la procédure de stabilité de " ROUTH " pour les
systémes continues .
Soit le polyndéme A(Z), défini par les coéfficients { a(i) },
et le nombre positive an. On a :
N*

A(Z) = Z a(i) 2 = : (3-61)
=

Cet algorithme consiste a calculer les coefficients a(k) a partir
des coefficients a(k+1) ceci par invertion de 1’equation

principale ‘de 1’algorithme de Levinson-Durbin a savoir :



o

ak[n-t-:l) = ak[n} - (f?h/an].an+k_t(n] (3-62)
ol an est la variance de 1’erreur et [3n erreur de prédiction des
éléments de la fonction d’auto-corrélation dans 1’algorithme de
Levinson-Durbin.

On obtient alors l’algorithme suivant :

<oia ’ . .dn a (n RERTrcr~ G ) 4 § sont donneés
Initialisation { ] ) "N )

on = varitance de l'erreur
- a (n) = 1 s Pt
tnitialisé a4 1
= - a<k
k-1 k s
Recursion =o [/ 1 - ¢
: k-1 e /€ T

inverse
2
ak-4 = a k) .a <k 1-
= ador & .8 W)/ CE8 )
0£j$k~1
L™ (3-63)

Pour voir la stabilité il faut vérifier le signe des coefficients
(s QU ,ao}, si tous ces coefficients sont positives alors

toutes les racines du polynome A(Z) (c’est a dire pdles de H(Z) )

sont a l’intérieur du cercle unité et donc le filtre est stable

Si par contre, un seul coefficient des { a# est négatif alors

AN(Z) doit avoir des racines a l’extérieur du cercle uniteée .

On peut aussi verifier les coefficients { ft} , et declarer 1la

stabilité du filtre si pour tout i, on a :

| & | <1 (3-64)
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INTRODUCTION
Les méthodes d’approximation étudiées dans le chapitre
précédent donne la possibilité de syntheéser des filtres RII physi-
physiquement reéalisables. En effet, pour cette application on
choisit deux exemples de filtres idéaux, non réalisables pour les-
gquels on essaye d’approximer les caractéristiques.
4-1: EXEMPLES DE FILTRE IDEAL

4-1-1 : FILTRE PASSE-BAS
Le filtre passe-bas est donné par la réponse fréquentielle G(f) de
la forme suivante

. 4 G(f)

1 | %
-1/2To - fe fe 1/2To £

Fig 4-1 : filtre ideal passe-bas

avec : - fec : frégquence de coupure
- To : periode d’échantillonnage
-~ A : amplitude du spectre

La réponse impulsionnelle est donnée par la relation

1/2T,

g(k) = J G(f) exp(jznfkr,) df

-172T,
= 2 fc A sinc(2nkfc) (4-1)
pour k= 0,* 1,%2,...
ou sinc(x) = sin(x)/x

La fonction d’auto-corrélation est donnée par la relation

- 1/2T
2
r{g) = [ G (f) exp(jenfkr,) df

J
-1/2T,

2
2 fe A sincf2nkfc) (4-2)

pour k= 0,% 1.+ 2. ..
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Si on admet une tolérance pour les fréquences coupées, le spectre

devient
+ G(f)
<
s
log
N
-1/2T, —fe fo 1/2T, £
Fig 4-2 : filtre passe-bas avec tolérance des bandes
coupées
avec : - aé : amplitude de la bande passante
- ¢ : tolérance pour la bande coupée

La réponse impulsionnelle devient alors

1727,
g(k) = J G(f) exp(jz2nfkr, ) d4Af

-1/2T,

= 2 US To fc sin(2n k fc To ) + oN (1- 2 To fc )

xcos[(2 fc To + 1)kn/2].sinc[(1-2 Tao fc)kn/2] (4-3)

pour k = 0, 1, 2,....

La fonction d'auto-corrélation est alors

1,27,
r(k) = J G(£)? exp(jznfkT,)
. -1/27,
= 2 o: To f¢ sin (2m fc k To ) ; az (1- 2 To fc )

- x cos [(2 To fc + 1)kn/2].sinc[(1-2 To fc)kn/2]

pour k = 0,% 1,+ 2,.... (4-42)
On définie le taux de rejection 7y par

= os / ON (4-5)
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4-1-2 : FILTRE PASSE-BANDE

Le filtre passe-bande est donné par la reponse fréquentielle G(f)

gui la forme suivante
4 G(f)
) A
1 _ e .
~a721T ~ -f =fc -f +fc £ ~Te £ _+fe f
Fig 4-3 : filtre passe-bande ideal
avec
fo : fréquence centrale
fc : frégquence de coupure
To : periode d’echantillonnage
A : amplitude de la bande passante
La réponse impulsionnelle est donnée par
1/2T,
g(k) = J G(f) exp(j2nfkr,) df
~4/2T
= 4 A fc sinc (2nk £ . cos( 2nk fo
( c ) ( ) (an5y

pour ki-i="0;F 1,¥ 2,eeas

La fonction d’'auto-corrélation est donnée par

-

L7 2T
2
r(k) = J G (f) exp(jznkfTr,» df

-1/2T
°

2 i
= 4 A" fe sinc(2nk fc¢ ).cos(2nk fo ) (4-6)
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Si on admet une tolérance pour les bande coupées, le spectre

d’amplitude aura la forme suivante

2
+ G (£)
s
|
o
N
| l I L | S
-1,27, -fo-fec -fo+fe ' fo-fec fo+fc 1r27, £
Fig 4-4 : filtre passe-bande avec tolérance.
avec
gt amplitude de la bande passante
o : tolérance pour la bande coupée

La réponse impulsionnelle devient

: 2 2 :
g(k) = oN sinc(km) + 4 fc To {as = oN ) .sinc(2rk fc To )
x cos(2nk fo To )
4-7
pour k = o,* 1,* 2,...... ( )
La fonction d’auto-corrélation devient aussi
2 ! 2 2 .
r(k) = aN sinc(km) + 4 fc¢ To ( os - dN ).sinc(2nk fc To )
os(2nk fo To
x E£OS(2 ) (4-8)

pour k = 0, $,% .2,. cuan
Il est toujours bon de rappeler gque 1les reponse fréquentielle

gu’on vient de voir son toutes periodique et de periode 1/To
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4-2: APPLICATION DE L®APPROXIMATION DE PADE ET SON EXTENSION

L’application de 1’approximation de Padé nécéssite comme
données une séquence d’éléments de la réponse impulsionnelle du
filtre original

En effet, on calcule N éléements de la reponse impulsionnelle a
partir du filtre idéal (ou N est l’ordre du filtre a synthétiser),
on forme ensuite les matrices Hi et Hz et 1le vecteur G (voir
2-1-3) . A la fin on utilise la méthode de Gauss pour résoudre le
systéme (3-12) et ainsi calculer les coefficients { a(i) }

Les coefficients { b(i) } seront alors calculer par le
produilt direct donne par (3-10)

La procédure reste la méme pour 1’'approximation utilisant
l1’extention de Padé, mais avec des matrices et des vecteurs
différents et un nombre d’éléments de la réponse impulsionnelle
nettement superieur. En effet on calcule T éléments de la reponse
impulsionnelle ou T >> N+M . On forme ensuite les matrices Ho et
Ho et le wvecteur hi: voir (3-32) et (3-33), on calcule alors les
coefficients { a(i) } en résolvant le systéme (3-27) par la metho-
de de Gauss. Les coefficients { b(i) } seront obtenu par un
produit direct de 1la forme (3-33)

Pour voir le comportement du filtre ainsi synthétise,
notamment la bande de transition, on calcule les eléments de Ila
réponse fréguentielle en utilisant 1’algorithme de HORNER (voir
annexe). Cet algorithme calcule 1la valeur d’un polynéme en
differents points d’une maniére efficiente.

En peut résumé les étapes précédentes comme suit
pour 1’approximation de Padeé
i- Génération des éléments de la réponse impulsionnelle (
cette eétape sera omise dans le cas pratique car la reéeponse

impulsionnelle sera donnée ).
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27— Formation des matrices H. et H. et 1le vecteur G voir
(3-10)—-(3-13).
3-calcule des coefficients { a(i) } par la méthode de Gauss.

4- Calcile des coefficients { b(i) } par (3-10).

Pour 1l’extension de 1’approximation de Pade :
1- Génération des éléments de la réponse impulsionnelle.
2—- Formation des matrices H , Ho et du vecteur hu voir
(3-32)-(3-33).
3- Calcul des coefficients { a(i) } par (3-27).

4— Calcul des coefficients { b(i) } par (3-33).
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4-3: PROCEDURE DE SCHARF-LUBY
4-3--1 : PRESENTATION DE LA PROCEDURE

Les propriétés trés importantes de la méthode utilisant
1 ‘approximation de Padé pour la synthése des filtres RII, telles la
facilité et la rapidité d’evaluation des coefficients du filtre,
n’empéche 1’existance de quelques défauts trés génant s notament
pour la stabilité et pour les valeurs de la réponse impulsionnelle
des régions supérieures.

Ces méthodes utilisent comme données une séquence d’éléments
de la réponse impulsionnelle. Dans la procédure gqu’on va deécrir
ultéerieurement, on montre les performances apportées par
1'utilisation de la fonction d’auto-corrélation .

Pour cette procédure, en partant des éléments de la fonction
d’auto-correlation, on synthétise un filtre AR (auto-régréssif )
moiennant une prediction linéaire. Ce modele sera utilisé dans le
seul but de génerer les éléments de la réponse impultionnelle et
iles éléments de la fonction d’auto-corrélation. On utilise ensuite
1"algerithme de Mullis - Roberts pour trouver les coefficients du
filtre ARMA(N,M) réalisable. La notation ARMA(N,M) indigue

ie filtre digital de N pdles et M zéros.

4-3-2 : ETAPES DE LA PROCEDURE
On présente dans ce parragraphe gquelques détails sur les
différentes etapes de la procédure Fig 4.5
~ 1°"® ETAPE *: CALCUL DES ELEMENTS D’AUTO-CORRELATION
On commence tout d’abord par spécifier la Earactéristique du
filtre idéal a approximer. On calcule ensuite M+1 éléments de la
fonction d’'auto-corrélation r(k) = 0,...,Ni a 1l’aide des

relations présentées dans la section (4-1) .
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-2 ETAPE : SYNTHESE D’UN MODELE AR

On veut avoir ,un filtre AR de la forme :

o
H(Z) = — (4-9)
Z p(i) 2
L=
=vec a(0) = 1 et Ni ordre du modéle AR de maniére gue :
r(k) = r’(k) pour k=0,1,....MN (4-10)

cu r'(k) représente les coefficients d’auto-corrélation calculer a
partir du filtre AR .

On utilise alors une prédiction 1ineaire, c'est. a dire on
calcule les éléments de la réponse impulsionnelle h’(k) du filtre
approximant, a partir de ceux h(k) du filtre idéal par la relation

Ni

B(k) = - ) p’(i) h(k-i) (4-11)
=1
o Mt ordre du filtre AR et { p’(i) } sont les estimées des
coefficients { p(i) Wt
IL.’erreur de prédiction s’ecrit :

Ni

e(k) = h(k) - h°(k) = 2 p’(i) h(k—-i) ' (4-11
L=0

La variance de l'erreur est dcnnee par :
Ni
2 . 2 . ’
of = £(0) = ) p(i) P(3) h(k-1) h(k-3)
L .70
Ni

-Y ey p(3) ©(| -3 ) (4-13)
L, =0



ou { pf(i) } sont les valeurs a éstimer, la notation
est omise pour des raisons de commodite .

La minimisation par rapport aux coefficients p(i)

systeme :
2
a o M
—— = Y =] i-3]) p(i) =0
aP[l} t=0
pour i=1,2,....,N1

on peut aussi ecrire :
N1

) r(]i-3]) p(3) = - r(i)
J=1
pour i=1,2,....,N1

sous forme matricielle le systéme devient :

— —

U000 TUEY e e o bhaasas T(N1 - 1) p(1)

| Xre4) - - - - - = pPc2)

| . =
i

{

|- TEN1-1) - = - - - r«o) P(N1)

avec

-41-

prime

conduit au

r<i1)
r<z)

L{N1)
e

(4-14)

(4-15)

(4-16)

Vu la forme TOEPLITZ symétrique de la matrice ainsi obtenue, on

sSsous

peut alors calculer les coefficients { p(i) } i= ©0,1,...,Nt ,Len
utilisant l1’algorithme de LEVINSON-DURBIN donné ci-de
Qo = X(O0)
P,t0) = 1
n
Bn = E pk(n) r(n+1-k)
i k=0
RECURSION
n+l) = n) -
SUR n Ph{ ) pk( ) { indton ) pn+1

1< k £ n-1
2

ant1 =an (1 - (Bn /an) )

()

(4-17)
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ol n=1,...,M indigue 1’ordre de la prédiction, et le coefficient
on donne a chaque fois 1’erreur de prédiction commise .
cette algorithme sera plus détaillé en annexe.

La variance de 1’erreur pour 1’ordre N vaut apres mini-

s misation :-
N1
2 - -
o> = Z p(i) r(i) (4-18)
L=

Pour une bonne approximation on est amené a choisir :

2 2
E ( )
ou o : numérateur du modéle AR
2 2 ; LT
e variance de 1’erreur de preédiction .

Pour plus de détails voir [ 9 p 106-137 T =

ame

-3 ETAPE : GENERATION DE LA REPONSE IMPULSIONNELLE

On a
H(Z) = 4 H(Z) A(Z
A(Z) ¢ (z) A(2) = o
N1
=1

avec A(Z) = i) 2 avec 0) = 1

wec A(Z) =) p(i) P(0) it
=0

£Er passant au domaine temporel,on calcule la réponse

vepulsionnelle par la relation :

N1
n{k) = - z p(i) h(k-i) + o &(k) (4-21)
L=1 )
ou &H(k) = 1 -0 foncti de Kronick
= & o kK £ 0 on de onicker (4-22)
avec h(k) = 0 pour k < 0
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_ 4™ ETAPE : OBTENTION DES COEFFICIENTS DU FILTRE
Pour cette étape, (M+1) éléments de la réponse impulsionnelle
{h(i) }: et (N+1) éléments de la fonction d’auto—-corrélation
{r(i)}: sont utilisés dans l’algorithme de Mullis— Roberts pour
estimer les coefficients { a(i) }2 et { Db(i) } du filtre
ﬁRHAiN,M), oi M est 1’ordre du numérateur du filtre et N <K M
ordre du dénominateur .

Il est toujours bon de rappeler que 1’algorithme est utiliseé
pour evaluer les coefficients {a(i) } et { b(i) } qui minimise
1’energie de l’erreur suivante :

N N M N M

W = Z a(l) Z a(m) r(|1~m)|) -2 z b(k) E a(i) h(k-1) + bz(k}
= m= k=0 =0 k=0

(2-23)

oi M et N sont respectivement 1’ordre du numérateur et du
denominateur .

La minimisation conduit au systéme suivant :

J§ Jhsfan 0. . 0 1
avec 4 = [a(0) ...... a(n) 3"
M
{K_} =+ r({l-m|) - Z h(k-1) h(k-m) } (8-24)
k=Q

l,m=0,...,N
avec h(k) = 0 pour k < 0

5s“"“ETAPE : OBTENTION DE LA REPONSE FREQUENTIELLE
Pour calculer les éléments de la réponse fréquentielle ,on
utlilise 1’algorithme de HORNER qui calcule la valeur d’un

polynome pour des différents valeurs de la fréquence



specitfication des carac-
téristiques du filtre a
approximer fo,fc et le
taux de rejection 7

I

génération des coefficients

d‘auto-corrélation r(k) a4
partir du filtre itdéal

utilisation de L’algorithme de LEVINSON
DURBIN pour une prédiction linéatire des

coeffictents du filtre auto-regrésstif

l

génération des coefficients de Lla réponse
impulstonnelle { h(k) } & partir
du filtre AR

|

utilisation de L’ algorithme de MULLIS et
ROBERTS pour calculer les coefficients du
fittre ARMA

utilisation de Ll algorithme de
HORNER pour evaluer les spe-
ctres d’amplitude et de phase
du filtre ARMA ains. synthétisé

( FIN)

Fig 4.5 Organigrame pour la procédure de
Scharf-Luby .
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4-4 : RESULTATS ET INTERPRETATIONS
a-4-1 : INTRODUCTION
On présente dans cette section, guelques exemples numériques
pour illustrer les performances des méthodes décrites dans les
chapitres précédants. Pour une bonne comparaison on va choisir
trois exemples de filtres :
- Un filtre passe-bas avec une fréequence de
coupure fc = 0.3
- Un filtre passe-bas avec une fréquence de
coupure fc = 0.01
- Un filtre passe-bande avec une fréequence de
coupure fc = 0.3 et une fréquence centrale fo = 0.2
Toutes les fréquences sont normalisées, le taux de réjection est

fixeé a N = 90 dB.

4-4-2 PROCESSUS D’ APPROXIMATION

Pour mieux comparer les performances des méthodes utiliseées,
on trace deux fonctions différentes; la réponce fréquentielle et
1a reponce de phase. Ces fonctions sont choisies a cause de leurs
importances pour la structure de chaque systéme. Le rapprochement
de la fonction approximante a sa fonction originale correspondante
donne une idée sur la qualité de 1’approximation.

Pour notre simulation, on choisi un modéle avec 10 coefficients

pour le numérateur et 10 coefficients pour le dénominateur.

4-4-3 : SIMULATION NUMERIQUE
On commence  notre simulation par 1’approximation de Padé. On
utilise une séquence de réponse impulsionnelle de longueur N = 100
Les figures 4-6-a et 4-6-b donnent la réponse fréquentielle et

la réponse de phase pour un filtre passe-bas.
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Pour 1’extension de la méthode de Padé on utilise aussi une
séquence de la réponse impulsionnelle de longueur N = 100. Les
figures de la réponse fréquentielle et de phase des filtres
passe-bas et passe-bande peuvent se trouver dans les figures 4-%
et 4-9 .

Enfin, on présente dans les figures 4-10 et 4-11 les reéponses
fréquentielles et les réponses de phase des filiressynthétisés par
la méthode des moindres carrés modifies.

D’aprés ces graphes on peut dire que la méthode des moindres
carrés donne la meilleur approximation des filtres idéaux. En
effet, il est facile de remarquer que les ondilations au niveau de
la bande passante son plus petites pour la méthode des moindres
carrés que pour les autres méthodes. La bande de transition est la
plus petite possible pour la méthode des moindres carrés.

Une comparaison est faite entre les filtres utilisant 1la
méthode des moindres carrés selon 1’ordre du filtre. Le résultat
de cetie comparaison est donnée par les figure 4-12-a et 4-12-b.

IL apparait clairement que plus en augmente 1l’ordre des filtres

plus l’approximation est bonne.
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5-1: INTRODUCTION

Dans les chapitres étudiés jusqu’a présent, on a developpé des
méthodes pour caractériser 1’amplitude des filtres RII sans
tenir compte de la caractéristique de phase. Dans plusieurs appli-
cations la linéarité de la phase est aussi importante que le
carateristique de 1’amplitude . En effet, si 1la phase dufiltre
n'est pas lineaire, chague composante fréquentielle subira un
retard différent de celui des autres composantes. On aura alors a’
la sortie du filtre un signal distordu.

La méthode directe pour spécifier en méme temps la phase et
l’amplitude peut eétre difficile. On préfere alors désigner
l’amplitude tout d’abord puis introduire un filtre passe-tout pour

ajuster la phase .

5-2 : PROPRIETES DES FILTRES PASSE-TOUT

Un filtre passe—-tout est caractérisé par la relation suivante:

2nf
] H (2) | =1 V z=¢ (5-1)
ou Ht{Z) est la fonction de transfert du filtre passe-tout .

On peut trouver plusizurs exemples de filtre passe-tout

—Filtre passe-tout d’ordre 1 :

H (Z2) = 4% 0 5-2
t a Z+ 1 (5+2)

ou o est une constante gui peut étre complexe

-

filtre passe—tout d’ordre 2 :

2
Z + ou Z o+ o2

H(2) = (5-3)

o2 Zz + 01 2 + 1

ou or ,x2 sont des constantes pouvant étre complexes.
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5-3 : PROCEDURE D’EGALISATION
L'egalisation consiste a multiplier la fonction de transfert
du filtre H(Z) dont on veut egalisé la phase par celle d’un filtre

passe-tout HL[Z). On obtient donc :

He(Z) = H(Z)Jﬂ(Z] (5-4)
ou He[Z) représente la fonction de transfert du filtre dont la

phase est egalisé .

La caractéristique d’amplitude devient :
| H (Z) | = | H(Z) . H (Z) |
= l H(Z) | (5-5)

et la caractéristique de phase devient :

¢ _(£) = ¢ (f) + ¢L{f} (5-6)

¢e(f]: phase du filtre egalisée

¢ (f) : phase du filtre original
¢L(f): phase du filtre passe-tout
Ainsi on peut choisir la fonction ¢L(f) de sorte a rendre linéaire
la caractéristique de phase du filtre resultant .
Il est souvent plus pratique d’utiliser non pas la

caractérestique de phase mais plutdét sa dérivée :

dp_(£) A ( ¢(f) + ¢ (£) )
f - IR B -
Lett) art ar
=T (£) + 7 (f) (5=7)
're(f]: temps de propagation de groupe du filtre H (2)
et T (f) : temps de propagation de groupe du filtre H (2)

t {(f) : temps ce propagation de gro?pe du filtre H (2Z)
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Pour trouver la fonction Tt[f) appelé en anglais "groupe delay
cn peut procéder comme suit :
On peut tracé le temps de groupe du filtre original et puis
essayer d’une maniére ampirique on peut trouver le ou les filtres
dont les temps de groupe egalisent celui du filtre original.
Cette procédure ne donne pas une grande fléxibilité. En effet, un
filtre passe-tout d’ordre 1 est déterminé par un seul parametre
& voir (5-2), alors gque pour les filtres d’ordre supérieurs on
peut jouer sur plusieurs parameétres mais le degré de complexité

augmente aussi .

5-3 1\ EXEMPLE D’ EGALISATION
On présente ici un exemple d’egalisation

S50it le filtre passe-bande donné par :

r2 = 2
H(Z) = ¢ (5-8)-

13.7 2° - 16.5 Z + 11.7

La bande passante est la 0.5 et 0.6 KHz
La phase est donné par :

5 2 i p
B(EY = Hife - tan i sin(27({T) (5-9)

25.4 cos(z2nfr) - 16.5

Le temps de propagation de groupe est donné par :

-

{ 50.8 — 33 cos(z2nft) )
T(E) = 5 (5-10)
25.4 cos(2naft) - 16.5 ) + ( 2 sinSznuft) )

On va maintenant le ou les filtres passe-tout dont 1le temps de

propagation de groupe égalise celui du filtre passe-bande
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original. La figure (5-1) montre les fonction temps de propagation

de groupe pour le filtre original et les filtres égaliseurs.

Les filtres passe—-tout égaliseurs sont cheoisis du 1°" ordre et d
maniére a rendre constante la partie de 7(f) qui se trouve dans la

bande passante. Le résultat de cette égalisation est donné par 1la

figure (5-2). On remargue d’aprés cette figure que dans 1la bande.
0.5 - 0.6 KHz, le temps de propagation de groupe est presque

constant ce qui veut dire que la phase est pratiquement linéaire.

5-4 \ EGALISATION PAR MINIMISATION DE L’ERREUR
On veut rendre linéaire la phase du filtre RII, cela revient

a ecrire :

@ (f) + ¢L(f) = -\ f +f vV £ (5-11)
avec A > 0 ,(3 deux constantes .
On doit bien sir prendre f appartenant a la bande passante du
filtre .
En passant au temps de propagation de groupe, 1la relation

(5-8) s’'ecris :

T (E) & T (E) =X vV f (5-12)

En admettant une certaine erreur, on peut ecrire :

r (£) + Tt(f) + 1 = e(f) (5-13)
En estimant 1l’erreur pour plusieurs fréquences £1,52,..0- <o EN
appartenant a la ‘bande passante, il vient :
T (f1) + Tt(fi} + A = e(f1)

T (f2) + Tt(fzj + A = e(f2)

~

(fn) +-Tt[fN] + A = e(fN) (5-14)
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ou ¢(fi) peut étre calculer par la relation suivante :

j2nfL
Im( H( e )

Re ( H( e_]ZTZfi. ) )

@ (£) = Arctan ( ) (5-15)

et les valeurs du temps de propagation de groupe pruvent étre
calculer en utilisant les différences finies.

Ayant fixé l’ordre du filtre passe —-tout egaliseur, on peut donc
déterming les les parameétres de lﬂ(Z]de pourque 1’energie de
1’erreur

N

2
W(cd,...,an) = Zﬁe (£fx) (5-16)

=0
scit minimale.

oii les o représente les parametres du filtre passe-tout.

Cette minimisation nous raméne a un systéme d’equations non
lineaire surdéterminé dont la solution ne fait pas partie du

présent projet.
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CONCLUSION GENERALE

Plusieurs méthodes ont été élaborées pour synthétiser des
iiilires numériques a réponse impulsionnelle infinie ( R<I.L )
phiysiguement réalisables .

D’apres 1’étude presentée dans ce projet, on déduit 1’ importance
des methodes d’approximations utilisant les moindres carrés comme
ériaéra d’optimisation .

Ces méthodes, en plus de leur rapidité, présentent 1le plus
grand avantage d’aboutir a un filtre RII stable, résultat non
garsintie par d'autres méthodes comme celles qui utilisent
i"approximation de Padé .

Lz degyé d'approximation gagné, grace au moindres carrés, dans la
pynthege des filtres R.I.1 est trés satisfaisant, comparé au

nombre recuit de mémoires que permet ce type de filtre .
v#tte amélioration concerne essentiellement 1la bande de
transition et les lobes secondaires. Les résultats donnés sous

forme de graphes confirme 1’'exactitude de ces conclusions.

Le probléeme de ces méthodes réside dans la non linearité de la
coracteristigue de phase du filtre ainsi synthétise.

L’ctude faite dans ce projet peut alors étre completée par un

travail plus détaille sur le probléme d’egalisation de la phase,

dzos le bul de rendre linéaire surtout la partie de la phase qui

vecide dans la bande passante du filtre.
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dans cette annex¢on donne quelques détails sur 1’algorithme de

MULLIS et ROBERTS .

soit la matice [ donnée par :

rrrtor | - -  Tn+t) €9 ) (Al .., Rtwar)’
| r{i) h() o )
RS g
n+ 1 = Kn : (A 1-1)
rin+1)  h(na1)

ou l’indice indique 1l’ordre de la matrice.

on défini vn telque :

K | vn
1
Rin+1) = s (A 1-2)
t |
vn I
on pose :
t
An = aocn) ...... ,a (n) ) vecteur solution de (3-47)
n
t
Dn = @ UBY joenns ,d (ny )
4]
i (A 1-3)
Cn = C 1) s zs ,C (n)
{ < 5 )
en posant aussi les relations suivcantes
y t
£ Dn = (10. . .0)
(A 1-4)

™

K ¢n = i oY, . o BUND ]L

n

: en developpant le calcul pour la relation (3-47), et en wutilisant

la décomposition (A 1-2) ,il vient :

_ | An ) Dn Cn
e SR
= Dn+1 ={;gi| — (6n/an) An+1
Cn+1 ﬁ{Ch} - (gn/on+1) A(n+1)
L 0

Ontt = &n —fin . Bn —¥n . @n (A 1-5)




/2

n
ou fin = E ak(n} r(n+i-k) (A 1-6)
k=0
n
pn o= = Z a (n) h(n+1-k) (A 1-7)
k=0 ¥

avec

16n = fn . do(n} + ¥n . co(n)
gn = [f3n . Co(n.] + ¥n . &n

Sn+tt = Sn + ¢n2/-’3(r1+1 (A 1-9)







On présente

dans cette partie

de 1’annex le

de 1’algorithme de LEVINSON - DURBIN .

On veut résoudre le systéme suivant :

e

r¢ag) rx¢t1) -

Ay =

rini -

.- rin:;

rii1) Ir{Q)

—

a1

ain)

ou an est la variance de 1’erreur

Par décomposition on obtient le systéme suivant :

riao),) r<1) -

in-41)

R

n

o = Iin-1)

r{o)

—

a(1)

aini

An

o Tl

| devel lopement

ou lindice n indique 1'ordre de la matrice ou du vecteur.

gu’'on peut ecrire sous la forme simple suivante :

{n}

{n-1)
‘ JIn-1 i
n-41
-1}
L_ r‘n In-1 ' r(Q)
aveCc
0 0 . = = i
: oo0. . . 10
Jrn = -
10 R 0

a(1)

ain-1)
ain)

(A 2-1)
__-1'( :I.}_‘
(A 2-2)
rini
(n)
r
(A 2-3)
r(n—i)
(A 2-4)
rin)
(A 2-5)
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En developpant on obtient :

t (n-4) (n-1)
R 1(a¢1> ce-. @in-1) ) = - r . - a(n) In-1 r 4 (A 2-6)
=l :

(n-13 1t t
r " : Jn-1 (act1),...,an-1) ) + a(n) r(0) = - r(m) (A 2-7)

En combinant les relations (A 2-5) et (A 2-3), on obtient :

o s o = i
a (n) a (n-1) at(n—i} -—1
1

" X + a(n) Jn-1 (A 2-8)

a (n) a {n=-1) a {n—1)
-9 n—-1

En substituant (A 2-7) dans la relation (A 2-6), on obtient :

(n-11}t
r<n) + r Jn-1 An-1

a(n) = T ' (A 2-8)
rio; +r n An

Ce qui permet d’élaborer 1’algorithme (4-17).
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Dans cette annexe on présente un algorithme dit de " HORNER "
dqui nous permet d’évaluer les valeurs d’un polyndme en diffé
rents points, d'une maniére trés rapide

Soit le polyndéme :

n

p(2) = Z a(i) 27" (A 3-1)
L=
n1 i : ordre du polyndme
a{i) e R
et Z = exp(j@) = cos(8) + j sin(8) (A 3-2)

L'algorithme est donné par

avant & , a(0) , . . . ., a(n)
on cherche o et {3 tel que :

() = o+ 3

C = cos(8)
= sin(@)
=2 C
T ovi =0
V2 = 0
-
Va = a(k) — vi — d.vz
Recurtion Vi = Vz
V2 = V3
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