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Abstract :
The seismic response evaluation of structures suppose that all its supports are subjected

to identical ground motion.

This classical hypothesis is not valid when the structure's dimensions are important
relatively to the seismic wavelength. Consequently, extended structures in plane such as
bridges and important industrial buildings, will be subjected to multiple support excitation.

In this work, a finite element computing code is developed taking into consideration the
spatial variability aspect of the seismic excitation.

Résumé :

L'étude de la réponse dynamique des structures sous excitations sismiques, suppose que
tous les appuis sont animés de mouvements identiques.

Cette hypothese classique n'est plus valable lorsque les dimensions en plans de la
structure sont relativement importante par rapport a la longueur d'onde sismique. Par
conséquent, ces structures sont soumises a des excitations multiples d'un point d'appuis 4 un
autre. Cette situation se produit dans les structures étendues telles que les ponts ou les grands
batiments industriels. ,

Dans le cadre de ce travail, un programme de calcul basé sur une modélisation en
¢léments finis a été élaboré, en tenant compte de l'aspect variable de l'excitation sismique.

»
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. Coeflicient de Lamé

. : Symbole de Kronecker

. Forces de surface

. Forces de volume

. Module de Youg

. Energie potentielle totale

. Energie de déformation totale

i . Energie de déformation de I'élément e;
. Energie cinétique totale
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i : Fonctions d'interpolation

. vecteur de déplacement
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. Matrice de rigidité de I'élément e;

. Matrice de masse globale d'une structure-
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. Matrice d'amortissement

. Matrice de transformation

fLi] :
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Introduction

l. Introduction

1.1-Généralités :

Le calcul dynamique des structures a connu ses premiers développements dans des
domaines tels que les chocs et les vibrations, les moteurs et les machines tournantes,
l'aéronautique et les techniques de I'armement, dans lesquels les forces excitatrices sont le plus
souvent connues et otl le recours quasi symétrique a l'expérimentation sur maquette ou sur
prototype permet de mettre au point et de valider les modéles de calcul.

Les applications du calcul dynamique dans le domaine des séismes ont pendant
longtemps été freiné par :

+ Le faible nombre de données d'enregistrements disponibles pour les mouvements forts,
correspondant & des intensités notables, et le doute concernant la représentativité de ces
enregistrements pour des sites présentant des conditions géologiques et sismiques différentes
de celles relatives aux lieux d'enregistrement.

« L'allure extrémement irréguliére des mouvements sismiques, évoquant celle des signaux
aléatoires, et qui confére une allure également quasi aléatoire a la réponse des structures.

» L'importance des effets non linéaires dans les structures soumises a des excitations
sismiques de fort niveau (plastification, fissuration, chocs, frottement ...etc.), qui impliquent
pour des études détaillées, l'utilisation et l'implantation dans les codes de calcul de lois
complexes pour décrire le comportement des matériaux.

» Les difficultés des études expérimentales de validation des modéles sur tables vibrantes,
notamment en ce qui concerne le respect des conditions de similitude et du caractére multi-
directionnel de l'excitation.

1.2- Présentation du sujet :

Les méthodes d'analyse sismique des structures sous excitations sismiques sont en
général limitées au cas de 'excitation uniforme des différents points de liaison de la structure
avec le milieu extérieur. Le calcul est alors effectué en prenant comme hypothése tous les
appuis animés d'un méme mouvement et dont 'ensemble de la fondation se déplace en corps
rigide. )

Mais il se peut que les caractéristiques de l'excitation varient notablement d'un support a
un autre, ceci revient au effets suivants :

Effets d'incohérence : qui traduit la nature du sol (non homogéne, anisotrope,
. discontinu) et qui apporte des modifications en fréquence et en amplitude du signal entre la
source et le site.
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* Effets de site : La topographie de la surface, non plane, avec ses collines et ses vallées,

‘surtout au voisinage de l'ouvrage peut avoir une influence forte sur les caractéristiques
- dynamiques du site et sur le comportement sismique de la structure, ainsi, les ondes sismiques

sont modifiées par déphasage et amplification dans Ia voisinage de la structure.

Effets de passage d'ondes : le retard du passage de l'onde comme pour les structure
étendues, exemple des barrages ou les ponts, ou I'onde a besoin d'un temps significatif pour
exciter tout les points de 'ouvrage.

Effets d'atténuation : qui se traduit par 'amortissement dans le sol.

Pour notre cas d'étude on a considéré notamment les ouvrages de grande longueur en
indiquant les réseaux de tuyauterie.

1.2.1- Ouvrages de grande longueur :

L'hypothése faite sur le mouvement uniforme des appuis n'est valable que si les
dimensions & la base de la structure sont relativement faible par rapport a la longueur d'onde
sismique & laquelle est soumise la structure. Prenons, comme exemple, le cas d'une onde
sismique dont la longueur est de I'ordre de 500 m agissant sur une structure ayant une base de
dimension égale & 30 m. Cette structure sera soumise essentiellement au méme mouvement sur
toute sa base, c'est 4 dire chaque appuis est animé d'un méme mouvement. Par contre un ponts
suspendu ou un grand batiment industriel par exemple de dimension 2 la base égale 4 400 m,
lorsquiil sera sujeté a une excitation sismique ayant une méme longueur d'onde, les
mouvements seront nécessairement fortement différents le long de sa base de fondation.

Donc pour certaines structures comme les batiments industriels et les ponts de grandes
longueurs, il se peut que les caractéristiques de l'excitation sismique varient notablement d'un
appui a un autre, donc dans ces conditions, le calcul en excitation uniforme devient imprécis.
Par conséquent, il est important de développer d'autre méthode de calcul qui peuvent prendre
en compte le caractére multiple de l'excitation.

1.2.2- Réseau de tuyauterie :

Dans les installations industrielles, comme par exemple dans les centrales nucléaires,
cette situation se produit en particulier pour les tuyauteries qui cheminent d'un équipement 4 un
autre, avec des supports trés divers (charpentes, batiments, piquages, ... etc.) susceptible
d'amplifier de fagon trés inégale les excitations sismiques des planchers. Mais le phénoméne se
trouve également sur certaines structures ancrées a divers niveaux d'un bétiment : équipement
elances de la petrochlmle ou des centrales nucléaires, cheminées, .

Dans ses conditions le calcul en excitation umforme devient aussi trés imprécis. Une prise

- en compte efféctive du caractére multiple de l'excitation présente alors un intérét certain.

Notre travail consiste en le calcul dans le cas plan des structures modélisables en
éléments finis de poutres et soumises & des excitations sismiques multiples.
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Structure du mémoire :

Ce volume est organisé en (9) chapitres.

Chapitre 1 : Introduction & la dynamique des structures (développement et obstacles ), ainsi
que la présentation du sujet .

Chapitre 2 : Généralités sur le mouvement sismique et définition de quelques termes utilisés
dans ce domaine (séisme, foyer, épicentre, la magnitude ....) ainsi les types d'ondes.

Chapitre 3 : exposé des théorémes de I'énergie (principe des travaux virtuels, énergie de
déformation) '

Chapitre 4 : présentation de la méthode des éléments finis et formulation de I'équation de la
statique [K]{u}={F}, le calcul des matrices caractenistiques [K] et [M] au niveau élémentaire
puis au niveau global et application a I'élément fini de poutre. Enfin, présentation de la méthode .
adoptee pour la résolution des systémes d'équations linéaires.

Chapitre 5 : introduction sur les problémes dynamiques, puis la formulation des équations de
mouvement en dynamique (approximation par éléments finis) en appliquant I'équation de

-Lagrange, puis on parlera sur 'amortissement et ses dlfferents types. Enfin, la résolution des

systemes non stationnaires.

Chapitre 6 : introductions sur les excitations sismiques en général, puis nous donnons un
exemple de structure soumise a des excitations multiples (les ouvrages de grande longueur) et
la vaniabilité du mouvement sismique entre appuis. Puis nous allons traiter la formulation des
équations du mouvement dans les deux cas uniforme et multiple).

Chapitre 7 : présentation du programme avec les organigrammes des différents subroutines
uttlisés et validation du programme en traitant quelques exemples et discussion des résultats.

Chapitre 8 : exemple d'application et discussion des résultats.
Chapitre 9 : conclusion.






(Généralité sur le mouvement sismique

il. Généralités sur le mouvement sismique

2.1- L'origine des séismes :

Les caractéristiques des vibrations sismiques du sol sont largement influencées par les
mécanismes de génération des séismes (facteur de source) qui varient d'une région sismique a
une autre avec la théorie des plaques et de la dérive des continents, les mécanismes
s'éclaircissent de plus en plus, méme s'il reste beaucoup de progres a faire dans ce domaine, la
plus part des séismes superficiels de magnitude plus grande que 5.0 sont liés a des ruptures de
failles superficielles, pourtant il reste des doutes sur l'origine des séismes profonds. En effet, il
se peut vraisemblablement que des failles géologiques puissent exister au dessus des
profondeurs de l'ordre de quelques centaines de kilométres vues les températures et les

- contraintes trés élevées qui y régnent, mais ces séismes ne présentent pas beaucoup d'intéréts

our l'ingénieur du génie parasismique qui s'intéresse piutot aux fortes secousses. .
P

2.2- Foyer et épicentre :

Par définition, le foyer ou hypocentre est le point au sein de la crodite terrestre ou d'aprés
les calcules basés sur les ondes sismiques captées la rupture de la faille est initiée, I'épicentre et
la projection de ce point a la surface de la terre.

2.3- Intensité macrosismique :

L'intensité est une mesure subjective des effets causés par le séisme et qui sont constatés
sur place.

Durant des années, différentes échelles ont été utilisées notamment celle proposée par
MERCALLI ROSSI et FOREL, MEDVEDEV et SPOUHEMER. L'échelle de MERCALLI
modifiée (M.M) a été surtout utilisée aux Etats Unis, L'échelle MSK 1964 (MEDIVEDEYV et
SPONHEIMER, 1969) a eile été utilisée en Europe. D'ailleurs ces deux échelles, ainsi que
'échelle macrosismique internationale sont trés proches . Elles comportent douze degrés,
numérotés de I & XI1, le degré I correspond A des secousses non perceptibles par 'homme, le
degré X1 au maximum concevable (les dégdts sont imparables).

2.4- La magnitude

La magnitude M est un paramétre introduit pour représenter l'énergie libérée par le

. séisme sous la forme d'ondes sismiques, indépendant du lieu d'observation. La définition de la

magnitude a été introduite par RICHTER en 1935, et depuis, repnse par un certain nombre'
d'auteurs avec quelques nuances (MIYAMAS, 1978). _ o ,

-C'est seulement aprés 1950 que le concept de la magnitude a été reconnu, les magnitudes
des séismes antérieurs n'ont pas été calculés sur le champs, mais c'est plus tard qu'ont été
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entreprises des études de révélation des magnitudes de ces séismes pour l'évaluation des
risques sismiques.

L'expression mathématique de la magnitude peut s'écrire : M = Logio A/Ap. Ou A : clest
l'amplitude maximale enregistrée par un séismographe standard (WOOD-ANDERSON) avec
une peériode de 0.8 secondes, a une distance de 100 km de l'épicentre, et Ay est celle d'un
séisme standard choisi préalablement. :

2.5- L'accélérogramme du séisme :

La variation de I'accélération du séisme dans le temps ainsi obtenue corrigée et traitée
s'appelle 'accélérogramme du séisme et servira de base pour les calculs sismiques.

Les vibrations sismiques du sol ont trois directions, deux composantes horizontales et
une autre verticale, méme si & cause des limitations dues aux méthodes de calcul ou a leurs
coiits, on envisage généralement qu'une ou deux composantes.

Pour la plupart des séismes, l'accélération verticale est de l'ordre de un tiers ou deux tiers
de l'accélération horizontale et avec des fréquences plus élevées, HOUSNER (1970), IDRISS
(1978). L'accélération verticale et donc plus atténuée avec la distance et ainsi, elle est plus
sensible aux erreurs dues aux appareils d'enregistrement et aux procédures de traitement des
enregistrements d'autre part. Les accélérations maximales honizontales et verticales se
produisent rarement au méme moment, en plus, I'accélération verticale est beaucoup moins
nuisible 4 la stabilité¢ des structures que l'accélération horizontale, ce qui fait que pour la plus
part des calculs sismiques, I'effet de 'accélération verticale a été généralement négligé.

2.6- Types d'ondes :
2.6.1- Ondes de volume :

Elles prennent naissance dans le foyer et se propagent a l'intérieur de la terre sous forme
de : : '

1- Ondes "P" longitudinales :

Elles se propagent avec une vitesse de 7 a 8 km/sec. et s'accompagnent d'un changement
de volume (compression et dilatation).

2- Ondes "s" ondes transversales :

Se déplacent avec une vitesse de 4 a 5 km/sec. et s'accompagnent d'une distorsion dans le
plan perpendiculaire 4 la direction de la propagation, donc provoquent un cisaillement sous
changement de volume. A la différence des ondes longitudinales, les ondes transversales ne
peuvent se propager dans les milieux liquides ou gazeux, en raison de linaptitude de ces
milieux a transmettre les efforts de cisaillement.
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2.6.2- Ondes de surface :

Les ondes de volumes qui arrivent a la surface de la terre produisent des ondes de
surface n'intéressant le sol que sur une profondeur extrémement faible, on distingue
principalement : '

1- Ondes de Rayleigh :

Se sont des ondes pour lesquelles les points du sol décrivent des ellipses dans le plan
vertical de propagation qui entrainent des compressions, tractions et des cisaillements dans le
sol. : '

2- Ondes de Love (Q) :

Elles offrent aux points du sol un déplacement dans le plan tangent i la surface
perpendiculaire  la surface de propagation, elles engendrent des contraintes de cisaillements.
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Théorémes de l'énergie

Ill. Théorémes de I'énergie

- Ce chapitre est consacré aux théorémes d'énergie qui constituent le fondement essentiel
de la méthode des éléments fins en mécanique des structures.

3.1- Rappels des équations de la mécanique des solides :

- le probléme type de la mécanique des solides revient 4 déterminer les deux champs
inconnus : déplacement u; et contraintes oy sous l'effet des forces appliquées (forces de
surfaces @, et force de volume f;)

- le phénoméne de déformation des corps solides et régi par des équations de champ aux
dérivées partielles avec des conditions mixtes aux limites.

- deux démarches principales sont envisageables suivant que l'on formule complétement
le plan en fonction de l'un des champs inconnus, soit le champ de déplacement u, , soit le

champ des contraintes .

- la premiére approche en fonction des déplacements est appelée approche cinématique,
I'autre approche en fonction des contraintes est appelée approche équilibre [1].

- les équations de champ et ‘des conditions aux limites de la theone d'elasnmte sont
rappelées ci-dessous dans le cas général. :

3.1.1- Les relations et équations de champs :

soit un corps solide déformable schematlse ci-dessous dont la géométrie définit un
domaine V et une surface extérieur S.

10
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les relations et les équations de champs définies dans le domaine du corps solide
peuvent se classer en : :

a) Relations déformations - déplacements (relations cinématiques) :

Dans le cas de la théorie linéaire de I'élasticité (déformations et déplacements petits)

cna:
= -1 + | II1.1
8!1 2 (ui,j uj,i) ) ( . )

b) Equation d'équilibre :_
g;=+f =0 ' B UL

¢) Equations de compatibilité ;

8yp 8y —Eay —€,, =0 : (I1.3)

Cette équation generale permet d'expnmer six équations de compatlblhte en élasticité
tridimensionnelle. :

Remargue : on rappelle que les équations de compatibilité sont les conditions
d'intégrabilité des déformations qui assurent lunicité des déplacements.

Ces conditions sont obhgatou'es dans l'approche contrainte non dans l'approche
cinématique.

d) relations contraintes - déformations (relations d’élasticité) :

dans le cas des matériaux 4 comportement élastique linéaire, on a de fagon générale :

O, = Ay ey (II.4)

Ul
avec Ay composantes du tenseur d'élasticité.

- Dans le cas des matériaux isotropes, les coefficients d'élasticité se réduisent 4 deux
constantes indépendantes (A et p ou E et v), les relations d'élasticité peuvent s'écrire sous les
deux formes suivantes, connues sous le nom de la loi de Hooke.

Oy = Aew O+ 2usy | " (111-5)
avec

S = Tr(s,,) = &1t €22+ E33

11
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- A et u des coefficients de Lamé.

_ Ev
T 1+ v)(1-2v)

E

ST

_1+v Vs.5
% =TF O g%

avec :

ou= Tr(ocy = 01, + G2 + O3
E : Module de Young, v: coefficient de Poisson.

3.2. Conditions aux limites :

Sur un corps solide de surface extérieure S (voir ﬁgure III.1), ne peuvent exister que
deux conditions aux limites :

a) sur une quantité S, < S imposées sont des déplacements 7, ,
uf = ﬁ, VM = Su

elles sont dites les condittons aux limites cinématiques. Sur 5, aucune composante du
tenseur des contraintes n'est imposée.

b) Sur la partie complémentaire S; (S < S; Su + S5 = S, Su 85 = 0) de S sont imposés
des efforts extérieurs ¢§; ( en absence d'effort extérieurs, ¢; =0). Ces efforts imposent les valeurs
de contraintes composantes du tenseur des contraintes par les relations :

O}jnj=¢,‘ VMESO

Elles sont dites des conditions aux limites de type équilibre ou encore statique. Sur S,
aucun déplacement u; n'est imposé.

12
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3.3- Définitions

a) champs de déplacement cinématiquement admissible :
Tout champs u; (M) satisfaisant :
- Les conditions de continuité C° pour les problémes d'élasticité,

- Les conditions cinématiques. C’ pour les problémes de poutres, plaques et coques.

C'est i dire les conditions aux limites sur S, soit u; = &, [1]

b) Champs de contraintes statiquement admissibles :

Tout champs de contrainte o,(M) satisfaisant les conditions suivantes : continuité,
condition "statique" ou de type équilibre.

- équilibre dans V' C oytfi=0

- conditions au limites sur S,: oyn; =4

3.4- Approche cinématique (Déplacement) :

La solution (déplacements et contraintes) du probléme de mécanique des solides est a la
fois cinématiquement et statiquement admissible. '

Dans un premier temps, nous allons adopter I'approche déplacement pour chercher une
formulation énergétique a l'aide du champs de déplacements inconnus.

3.4.1- Principe des travaux virtuels :

Pour un corps solide en équilibre, l'accroissement virtuel de l'énergié de déformation
( U=/w av) est égal a la somme des travaux virtuels des forces de volume et de surface.

Dans tout accroissement virtuel cinématique admissible du champs de déplacements

8U =8[wdv = [ f,8u,dv+[®,u,ds : (I11.7)
v v &

w : potentiel de déformation.

13
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3.4.2- Définition de I'énergie potentielle en déplacement:

.On appel énergie potentielle en déplacement la fonctionnelle V défini par :

V()= 4 [0, (we, wdv-| fu,dv— [®uds (111.8)
- e A

Le terme (1) désigne l'énergie de déformation du solide pour u solution, le terme (2)
désigne le travail des forces volumiques pour u solution et le terme (3) désigne le travail des
forces surfaciques pour u solution.

3.4.3- Théoréme de l'énergie potentielle en déplacement :

Les inconnus sont les déplacements, les champs de déplacement solution du probleme sur
Pespace est le champs de déplacement qui minimise sur I'espace des champs cinématiquement
admissible, la fonction V(u).

3.5- Approche équilibre (contraintes) :
3.5.1- Principe des travaux virtuels compiémentaires :

Pour un corps solide en équilibre, I'accroissement virtuel de I'énergie complémentaire de
déformation : (U, = Iwcdv] est égal a la somme des travaux des champs virtuels des forces de

volume et de surfice dans les champs des déplacements réels (travaux virtuels
complémentaires).

8U = [ubf,dv+ [u5®}ds (I11.9)
v S, ' e

Avecd’ accroissement virtuel des forces de surface ¢; su S..
3.5.2- Définition de I'énergie potentielle en contraintes :

On appelle énergie potentielle en coﬁtraintes, la fonctionnelle V" définie par :

V'(c)= %Icgsij(c,}.)dv - Ic,}.nju,.dS (111.10).

14
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3.5.3- Théoréme de I'énergie potentielle complémentaire ou en contrainte.

- Les inconnues sont les contraintes; le champs de contraintes solution du probiéme est le
champ qui maximise sur l'espace des champs de contraintes statiquement admissible la

fonctionnelle V(o).

15
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La méthode des éléments finis en statigue

V. La méthode des éléments finis (MEF) en statique :
4.1, Introduction a la méthode des éléments finis :

- Pour dominer les projets, I'ingénieur a besoin de modéles qui lui permettent de simuler
le comportement de systémes physiques complexes, il peut ainsi prévoir linfluence des
décisions au moment de la conception du systéme.

- Les sciences de lingénieur (MDS et MDF, thermiques) permettent de décrire le
comportement des systémes physiques grace & des équations aux dérivées partielles.

- La méthode des éléments finis est l'une des méthodes les plus utilisées aujourd'hui pour
résoudre effectivement ces équations, elle nécessite l'utilisation intensive de l'ordinateur.

- C'est une méthode plus générale qui s'applique & la majorité des problémes rencontrés
dans la nature : : '

Problémes stationnaires ou non stationnaires, linéaires ou non linéaires définis dans un
domaine géométrique quelconque 4 une, deux ou trois dimensions.

- La méthode des éléments finis consiste a utiliser une approximation simple des variables
inconnues pour transformer les équations aux dérivées partielles (EDP) en équations
algébniques. Elle fait appel aux trois domaines suivants :

1- Science de l'ingénieur pour construire les équations aux dérivées partielles.
2- Méthodes et analyse numérique pour résoudre les équations algébriques.
3- Programmation et informatique pour effectuer efficacement les calculs sur ordinateur,

- D'un point de vue mathématique, la méthode des éléments finis est une extension des
techniques de Ritz-Galerkin, rappelant I'idée essentielle de la méthode de Ritz ; le probléme
continu est mis sous une forme variationnelle équivalente, et la solution approchée des
problémes est supposée étre une combinaison finie =4, N; de fonctions de base Ni(x) données.
Les coefficients A; de la base sont calculés 4 partir de la formulation variationnelle en résolvant
un systéme d'équations algébrique. Le probléme continu est donc ramené a une suite de
problémes approchés en dimensions finis.

- La méthode des éléments finis consiste & chercher une solution approchée u en
minimisant I'énergie potentielle }{(u) sur un sous-espace u, de % u, étant de dimensions
finies.

- En pratique, u, est défini par la donnée de » champs linéairement indépendants appelés
Ni, Nz, N3, ... N,. Si on suppose que les déplacements imposés sont nuls alors #, est un
- espace vectoriel sur lequel tout champs « de u, peut étre projeté sous la forme :

#=Y AN, ' (IV.1)

17
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4.2- Approximation par éléments finis :

" Pour’ construire la fonction u(x) d'une fonction exacté u.(x) en utilisant 14 méthode
d'approximation ncdale, nous pouvons adopter la relation suivante :

u(X)=N; (@)t + No (Y uz + ... + N, (x) un . | (IV.2)
‘avec :

u(x,)=u,(x})=14

u(x,)=u_(x,)=u,

w(x,)=u,(x,)=u,

Les N(x) sont des fonctions d'interpolation et les »; sont des paramétres nodaux ou
variables nodales.

- La méthode d'approximation nodale par sous domaines consiste & :
« Identifier un ensemble de sous domaines v* du domaine v .

« Définir une fonction approchée u.(x) différente sur chaque sous domaine v* par la
méthode d'approximation nodale.

- La méthode d'approximation par éléments finis est une méthode particuliere
d'approximation par sous domaines qui présente les particularités suivantes :

» 'approximation nodale sur chaque sous domaine »° ne fait intervenir que les variables
nodales attachées a des nceuds situés sur «° et sur sa frontiére.

« Les fonctions approchées #°(x) sur chaque sous domaine ¥* sont construites de maniere
a étre continue sur v° et A satisfaire les conditions de continuité entre les différents sous

domaines. [2]
Définitions :
- Les sous domaines v* sont appelés les éléments.

- Les points pour lesquels #°(x) coincide avec u.(x) sont les neeuds d'interpolation ou
points nodaux. ' :

- Les coordonnées x; de ces nceuds sont les coordonnées nodales.

18
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4.3- Expression de I'énergie potentielle V(u) pour ucu,:

u=Y AN,
G (v)= Gg[z lka:| = ZA’&G:}'(NI; ),

g, (u) = a,j[z JL,N,] =3 L0,(N).

I'énergie de déformation : E(u) = %.[.fo (u)e,; (u)dv s'écrit alors :

Eu)=4%] Tho, (N X, (V)
BT A [0, (Ve (Vv

Le travail des forces extérieures s'éérit :
W)= [ £ X MNodv+ [ @, 3 A N ds
k [

g A {[ N dv+ LCD,;N,‘ds}

On pose :

{A}= {ll;Kz,...,ln}T vecteur déplacement généralisé.

[K]= [Ky. ]= LO’,-J-(N .)€, (N,)dv matrice de rigidité de composante générale K.

Fr={F}= L fNdv+ LCD,.N,.ds vecteur chargement généralisé.

Avec ces notations, I'énergie potentielle v(u) s'écrit dans le cas statique :

vy =4 Y [K§A}- A {F)

1%
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_ En appliquant le théoréme de I'énergie potentielle en déplacement 4 u(u), on obtient le ..
systéme d'équations linéaires suivant : '

Kl )- ) a3y

a travers cette formulation, on voit apparaitre clairement I'avantage de la méthode des
éléments finis qui est la transformation des équations en dérivées partielles régissant le
probléme en un systéme d'équations linéaires. Les paramétres inconnus du probléme s'appelient
les degrés de liberté nodaux.

4.4- Energie de déformation, matrice de rigidité :

Soit la structure discrétisée comme indiquer précédemment par un ensemble d'éléments
finis e,(i=1,n.), n. étant le nombre d'éléments. Supposons qu'on ait # nceuds animés chacun
d'un degré de liberté, nous aurons donc n inconnus. Supposons que chaque élément e; posséde
n; nceuds donc n, degrés de liberté, soit le vecteur u; des degrés de liberté de I'élément e; :

{”f}z {uilsuizr“um

Le champs de déplacement a l'intérieur de l'élément e, s'exprime sous forme d'une
combinaison linéaire de fonctions de base données et de degrés de liberté nodaux. Chaque
composante des vecteurs déplacements {u} (dans le cas de cet exemple, nous n'avons qu'une

composante) s'écrit :

u, :ZNjqu ={N}T{":}

Ou les N, sont des fonctions de base dépendants de 'espace, les u; sont les variables
nodales.

- L'énergie de déformation de I'élément e, s'écrit :

E = }éL o, E,dv.

Le tenseur des contraintes o' de composantes oy est lié au tenseur de déformations ¢ de
composantes &; par la lois de comportement (équation II1.4).

o}=[4e},
[4] : opérateur de Hooke.
Le tenseur des déformations est relié au vecteur déplacements par la relation

déformation-deplacement (équation HI.1).
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b= [Ble= BIVIG }- [0}

La matrice [B] lie les déplacements aux déformations. En remplagant I'expression de {¢}

dans E,, on obtient :

E, = %[, 141D}, }ID o, Yav =354 ¥ ([ DT [4] D) v )}

On pose
[x.]= . [DT [4][D]av (IV.4)

------

[K.] représente la matrice de rigidité élémentaire de I'élément v* [1.2]

E-puyKJu) o avs)

4.5- Application a I'élément fini de poutre :
4.5.1- Matrice de rigidité de I'élément fini de poutre en extension

~ Soit I'élément fini de poutre sollicité en traction-compression défini par deux noeuds 7 et /
de coordonnées x;, et x; chaque nceud est animé d'un DDL, soient #; et u; ces DDL.

U; ﬂ'j X
i) i(x) !
. L 5

<

Figure IV.1 : élément poutre en extension

Le déplacement longitudinale a toute abscisse x s'exprime comme une combinaison
linéaire de fonctions de base données et des variables nodales u; et u;

u(x) =N, (x)u, + N (x)u, = {N {u}

avec .

wr i) s w-{
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Pour que le déplacement u(x) vérifie les conditions dux limites, c'est a dire u(x=x,)=u; et -
u(x=x;y=u;, les fonctions de base, ou fonctions d'interpolation M(x) doivent vérifier la
condition suivante :

. Nix) =65

N - 0 sti#]
ou &y désigne le symbole de Kronecker : 5, = ) S
sii=j

Les fonctions de base sont de forme polynomiale et dans ce cas vérifiant deux conditions
aux limites; elles sont donc de la forme : N{x) =a;x + b, et N{x) =a;x + b;

- Supposons que x; = 0 (le nceud / coincide avec l'origine du repére) et que x; = i (la
longueur de I'élément est /).

N(x=0)=1 - b =1
N(x=D=0 —>a=-Y

donc :
N(x)="2+1.
l
De la méme fagon on trouve
X
N (x)= 7

Calculons l'énergiec de déformation de I'élément : E, :%L c,e,dv en traction

compression la contrainte normale est reliée a la déformation longitudinale par la relation :
0o=E & ; E : module de Young du matériau. La déformation longitudinale &. est reliée au
déplacement u(x) par la relation :

. du‘;x)

u(e), = VY, )

avec |

WY =tw, -yi}.

Remplagons l'expression de &, dans celle de I'énergie de déformation.
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La méthode des éléments finis en statique

E=slEvi e
- %[, Y W)llvy. e
=% [ B0, T vt}

on pose

k)= [ EW}, Wiy = E SV} (N e av.6)

Ou S(x) désigne la section droite de I'élément a I'abscisse x.

Si on suppose que E et S sont constantes sur la longueur de I'élément, la matrice de
ppose q gu

------

[k, ]=ES. j; {—1/% ! }{* VIERVILY:"

Soit apreés intégration :

[K.;]=£'~§[_l *1} | av.7

4.5.2- Matrice de rigidité d'un élément de poutre mis en flexion simple:
Considérons une poutre en flexion simple dans un plan principal de flexion soit (x,y).

- L'interpolation de la fléche y(x) s'écrit ici sous la forme :

C\ g
BN

Xi

Fig. (IV.2) : élément poutre en flexion simple
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. »(x)
. 6,(x)
ERC L AORACRACRACH NSNS AT
9,(x)
Les conditions aufc limités s'écrivent :
¥x=0)=y, yx=D=y,
¥(x=0)=8, y(x=0=9,

Les fonctions de base (ou d'interpolation) sont ici des polynomes de 3™ degré, c'est a
dire :

NE) =a,+ax+asX’+ arx’ , (IV.8)

d'ou apres calcul on trouve :

La déformation due au cisaillement étant négligée, on peut écrire .
k1= [, BN}, OV .dv soit K, =E S N,(x),.N,(x).d  (eqIV.6)

d'ou aprés intégration :

12 6 -12 6l

EI ar -6l 2r

&k ]== (IvV.9)
/ Sym 12 -6l
41
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Soit aprés assemblage :

%S- 0 0

12EI  6EI

P

‘ AEl

[x.]= !
Sym

B,
12E]  6EI

O W
_SEI  2EI

T /

%‘5 0 0
12EI  6EI
FET

AET

]

4.6- Energie cinétique; matrice de masse

Par définition I'énergie cinétique de I'élément e; est €gale a :

T, =y ol av =y, o[V ¥ ) av

u(x)={NY b} > a(x) = VY i}

N }T étant indépendant du temps.

1= ¥ [ oty ¥ )i}

M, ]={, ofNY (Vv
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- 4,5,3- Matrice de rigidité d'un élément fini de poutre soumis a la flexion
composée. ‘ ' ' -

Pour avoir la matrice de rigidité d'un tel élément on fait simplement assembler l¢ matrice
de rigidité d'un élément de poutre en extension avec celle d'un élément de poutre soumis & la
flexion simple.

(IV.10)

Avec {u} désigne le vecteur vitesses nodales et p la masse volumique du matériau
constituant I'élément fini.

av.in



La méthode des éléments finis en statique

.. L'énergie cinétique s'écrit alors :

T, = %) M, )} | | (v.11%

ou [M,] désigne la matrice de masse élémentaire de I'élément fini, les fonctions de base

sont indépendantes du temps, donc on peut prendre les mémes expressions que celles
correspondant au cas statique.

4.7- Application a I'élément fini de poutre :
4.7.1- Matrice de masse de I'élément fini de poutre en extension :
' *h
)= [ oV Y Wiy = [pSCe) VY N = ijS(x){l}H, o } o
_ | !

Si on suppose que p et S(x) sont constant sur la longueur de I'élément, la matrice de
masse élémentaire s'écrie alors aprés intégration :

eslt )]

4.7.2- Matrice de masse de I'élément fini de poutre en flexion simple :
Soit

M, =pS[. Ny(x). N, (x)dx

Les fonctions de base N{x) sont explicitées dans les équations, aprés intégration on
aura

156 227 54 -13!

[M]_pSl ar 13 -3r°
7 420 Sym 156 -221
4l*
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4.7.3- Matrice de masse de I'élément fini de poutre en flexion composée :

Cette matrice peut étre obtenue en assemblant la matrice de masse du méme élément de
poutre extension avec celle de I'éiément de poutre en flexion simple, aprés assemblage on peut
avoir donc :

140 0 0 70 0 0
156 221 0 54 -—13!

_pS! 4 o 131 -3
[M‘]_E 140 0 0
Sym 156 —221

4’

4.8- Représentation des masses :

1l existe deux classes principales de représentation des masses : les masses cohérentes et
les masses concentrées.

4.8.1- La technique des masses concentrées :

Elle consiste 4 discrétiser les masses soit au niveau €lémentaire, soit au niveau de la
structure compléte de maniére i obtenir une matrice de masse diagonale. Dans ce cas les
calculs seront plus aisés qu'avec une matrice pleine, ce qui explique l'attrait évident de cette
méthode. :

4.8.2- La représentation cohérente des masses :
Elle consiste a calculer les matrices de masses élémentaires en choisissant pour la
discrétisation spatiale de l'énergie cinétique les mémes fonctions d'interpolation que pour

I'énergie de déformation, cette méthode conduit généralement 3 des matrices de masses non
diagonales. Comme on les a vues, les matrices de masses élémentaires sont calculées d'apres

Y'expression :
[_M.]=Lp{N}’-{N}dv (eq. IV.11)

4.9- Transformation de coordonnées :

La transformation de coordonnées, consiste & exprimer les caractéristiques des éléments
préatablement calculés dans un systéme d'axes locaux, dans un autre systéme d'axes globaux.
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- % Soit {u} le vecteur des déplacements élémentaires par rapport & un systéme d'axes -
locaux (liés & I'élément) (X, Y,Z) et %4'} le vecteur des déplacements élémentaires par rapport a
un systéme d'axes globaux (X',Y",Z"). -

Yt

4

3

X

Figure IV.3 : Transformation de coordonnées pour une poutre dans un plan

- On peut écrire la relation suivante:

=[P}

IV.12)

avec [P] matrice de transformation.

Considérons notre cas, une poutre travaillant dans un plan, comme le montre la figure,

dans ce cas on peut écrire pour un nceud / donné la relation suivante :

X, =X, cosa+ y; sina
* . *
y, =—x, sina+y, cosa
*
0, =6,

- On a par ailleurs :

{”}r :{xi 16 x, ), 92}
b =f viol xiyi63)
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" D'our:
‘ 4ol
=l 0
0 4
cosaa sinag O
avec : A=|-sina cosa O
0 0 1
ona:

| E, =%{"i}r [Kc]{ui}

Par l'utilisation de I'équation (IV. 12) E, devient :

E, =yl HPT Ik Yo 3= 5k T ((PF [ DPD )

E =54 Y[k} (IV.13)
donc : '

k., ]=[PT [x.1IP] (V.14)

,,,,,,

globale. De la méme maniére 'énergie cinétique s'écrit:

T, =%} M. ]} (voir équation IV.11')
Sachant que :

6 }=1P14ir}
([P] indépendante du temps), alors :

7=y PP b= e} v, ] )
donc :

., )= [PF 2.](P] - | (IV.15)
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L [M,g] désigne le matrice de masse élémentaire dans le systéme de coordonnées globales..

4.10- Assemblage :

La phase d'assemblage consiste & construire les matrices K, M et F de la structure
compléte A partir des matrices caractéristiques des différents éléments K., M. et F.
préalablement calculées. Nous allons rappeler ici la méthode d'assemblage dans un cadre
général en utilisant 'approche énergétique, ainsi que la régle pratique d'assemblage.

4.10.1- Approche énergétique :

L'énergie totale de déformation de la structure est égale 4 la somme des énergies de
déformation de chacun des éléments. De méme, I'énergie cinétique totale de la structure est
égale 4 la somme des énergies cinétiques de chacun des éléments

E=ZE;' et Tzz]:
Pour un élément V°,
E, =%{’:}T[Keg]%‘:}

et

=4} M, ] )

soit {u} le vecteur contenant l'ensemble des déplacements nodaux de la structure, le
vecteur {u," } peut s'écrire en fonction du vecteur {u} :

f}= L&),

ou [Z,] désigne une matrice appelée matrice de localisation ou matrice "booléenne” dont

les termes sont tous nuls sauf ceux correspondant aux composantes de {u } qui sont égaux a
l'unité. ‘
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L i
[0 . 1 0 . 0]
0 0 1 . 0
010
[Lr]= . . . - . - - . . . . Nde
0 0 1.0 0
_O ) .01 0 . 0]
Nddi

avéc, Nddl . Nombre de degrés de liberté de la structure. |

Nde : Nombre de degré de liberté de I'élément.

En remplagant I'expression de {1 } dans celle de ['énergie de déformation, on obtient

E, = 4L [k Iz 6)= Y ][k, HE 1}

L'énergie de déformation totale s'écrit :

E =Y ¥ (LY i e)=xbS eIk, ] e

k=-YLTk, L] (Iv.16)

Clest 1a matrice de rigidité globale de la structure.

De la méme fagon, on trouve la matrice de masse globale de la structure.

p=SILF b ] avany

Avec : [K,g] matrice de rigidité de I'élément 7* dans le repére global.

[A»!,,g] matrice de la masse élémentaire dans le repére global.
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4.10.2- Régle pratique d'assemblage :
On peut déduire des considérations énergétiques précédentes, la régle pratique suivante

L'assemblage de la matrice de rigidité d'une structure s'effectue en additionnant bloc a
bloc les sous matrices de rigidité de chaque élément les indices de lignes et colonnes
correspondant a la numeérotation des nceuds de cet élément, i'assemblage de la matrice de
masse et des forces équivalentes s'effectue de fagon similaire.{I]

4.11- Introduction des conditions aux limites :

Le systéme algébrique [K]{u}={F} doit étre résolu en {u}, aprés modification de la
matrice [K] et du vecteur {F} pour tenir compte des conditions aux limites en déplacement
u, =u,.

Les conditions aux limites peuvent étre introduites dans le systéme précédent de
plusteurs maniéres. Parmi les trois méthodes qui existes, on a choisi la méthode dite du terme
diagonal dominant qui est trés simple & mettre en ceuvre car il suffit de changer les deux termes
KV,,',' et I, i

4.11.1- Méthode du terme diagonal dominant :

La matrice [K] est assemblée sans tenir compte des conditions aux limites, puis chaque
relation u, =%, est introduite en remplagant X, par K, +ay et F, par a, &, &, étant un nombre
trés grand par rapport a tous les termes K, soit ap = 10%.

- - - -

FK“‘ K, K, |4 )
Ky . Koroy o . K, l|u |=|a av.18)
wK‘", K, ) K',md u, | | F, ]
L'équation s'écrit :
oLl +(§KﬁujJ =yl (IV.19)
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Elle admet comme solution approchee: = ..~

u =T si 0F, >> [iKﬂujJ 2]

J=1

4.12- Résolution de systéme d'équations linéaires :
4.12.1- Introduction : |

La résolution du systéme déquations [KJu}={F } est une étape importante de la
méthode des éléments finis, ce systéme est linéaire lorsque [K ] ne dépend pas de ).

Les méthodes de résolution des systémes linéaires peuvent étre classées en deux
catégories.

- Les méthodes directes : méthode d'élimination de Gauss, méthode de Cholesky.

- Les méthodes itératives : méthode de Gauss-Seidel, méthode de relaxation, méthode de
Jacobi.

Etant donnée que {K] est une matrice symétrique et défini positive, on peut choisir donc
comme méthode de résolution, la méthode de Cholesky.

4.12.32- Méthode de Cholesky :
a) principe :

si [K] est une matrice symétrique et défini positive, il est possible de la factoriser sous la
forme[K]=[L] LT ,

ou: T désigne transposée de la matrice

[L] est une matrice réelle triangulaire inférieure.

' La résolution du systéme : [KJu}={F } est équivalent donc 4 la résolution du systéme :

[L][Z] f}={F}
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b} Algorithme de la méthode de Cholesky [4] :

b.1) Factorisation de la matrice K :

L'algorithme de factorisation de [K] en [L][L] est le suivant :

i=1n

Si ;<0 s'arréter
‘ i1 2
Sinon s =a, — Z(Li,)
k=1

Si s <0 s'arréter
Sinon L;= (s)”2

—

j=1n

i} :
L = [a,.,. ~Y L, } /Lﬁ ——>calcul de[Z]
k=1

=L —>calcul de[L]

b.2) Résolution du systéme linéaire [KJu}= {F}

Aprés factorisation, la résolution de : [L][L] {u}={F} devient équivalente  la résolution
de:

{[L]{Y}= 3
2f =1}

qui se fait immédiatement par les deux algorithmes suivants :

Résolution du systéeme [L]{Y}= {F }

i=1n

Calcul de {}} :

7, = {F,- —iLg,-Y,}/L,-,-
7=
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‘Résolution du systeme [Lf fu}=fr}
1=n,1
Calcul de {u} :

" =[Y, - iL,gui}/Lﬂ

J=i+l

- 4.13- Technique de stockage :
Les matrices [K] sont des matrices creuses.

Avec une bonne numérotation qui consiste & minimiser autant que possible la différence
entre les indices des noeuds de chaque élément, on arrive a rassembler les termes non nuls
autour de la diagonale, on dira alors que la matrice [K] a une structure "bande".

" X & O

k]=

Pour ne pas manipuler les termes nuls lors de la résolution on ne gardera que les
éléments de la demi-bande supérieur de [K], on les stockera de la maniére suivante :

* |la diagonale principale devient la premiére colonne.

* la diagonale adjacente devient la seconde colonne, ... etc.
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[K ]bamiz =

LT S - TR o S - S - SRR
(=T S TR - S T S
O O K O ®H ok K X

Done la structure de bande de la matrice [K] est une caractéristique importante de la
M.EF. ' : :

Elle permet des économies tant au niveau du stockage de la matrice que de la résolution
du systéme d'équations final.
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V- La méthode des éléments finis en dynamique

5.1- introduction :

De nombreux problémes d'analyse des structures peuvent étre traitées par la méthode
d'analyse statique qui a été exposée auparavant. cependant il existe également de nombreux cas
ou l'on ne peut négliger les forces d'inerties et d'amortissement résultant de la variation des
forces appliquées. Pratiquement n'importe qu'elle structure est susceptible de subir pendant sa
durée de vie un chargement dynamique sous forme ou une autre.

5.2- Caractéristiques essentielles d'un probléme dynamique :

Un probléme de dynamique des structures se distingue du probléme statique
correspondant par deux caractéristiques importantes :

* La premiére est, par définition la nature évolutive du probléme dynamique dans le
temps, comme la charge et la repense (déplacement) varient. 1l est évident qu'un probléme
dynamique n'a pas qu'une solution.

* d'autre part si le chargement F() est appliqué dynamiquement, les déplacement de la
structure correspondent a des accélérations, qui produisent des forces d'inerties opposés a ces
mémes accélérations. ces forces d'inerties constituent la caractéristique distinctive la plus
importante des problémes de dynamique des structures.[3]

5.3- Formulation des équations du mouvement :
5.3.1- Principe de HAMILTON:

Considérons un systéme élastique conservatif. en élastostatique, les équations d'équilibre
s'écrivent : ‘

0',.1.,}.+f,. =0

avec -

G, : tenseur des contraintes
f. : forces de volume

Par ailleurs en élastostatique, les théorémes de I'énergie (principe des travaux virtuels ou
théoremes de I'énergie potentielle totale dans le cas d'une approche déplacement) constituent
une caractérisation énergétique de I'état d'équilibre.

En dynamique s'il n'y a pas d'autres forces de volume que les forces d'inerties :

62u,.
or’

fi=-p
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Les équations de mouvement s'écrivent :
Gy =P,

* En dynamique il existe également une approche énergétique ou variationnelle pour
I'étude du mouvement, c'est le principe de HAMILTON qui constituent le fondement..

Principe de HAMILTON :

Dans le cas le plus général de systémes non conservatif comme par exemple en présence
de forces d'amortissement; le principe de HAMILTON s'écrit

L"S(T-V)duf’sw‘d::o Vou, #0 (V.1)

On a respectivement pour l'énergie cinétique T et 'énergie potentielle totale V'

VT=Lpt'l,.1'ljdv,
V=U-V=}[o,e,dv-[®uds—| Fua

L'énergie potentielle V' est la somme de I'énergie de déformation U et du potentielles des
forces conservatives de surface et de volume.

W* est le travail effectué par les forces non conservatives agissant sur le systéme.

5 est la variation subit pendant lintervalle de temps considéré [1, , #2].

5.3.2- Equations de LAGRANGE :

- En pratique on cherche 4 obtenir des solutions approchées du probléme continu, en le

_réduisant 2 un probléme discret en un nombre fini de degré de liberté. le plus souvent on

définie une approximation des déplacements en séparant les variables d'espace et de temps en
écrivant pour chaque composante de déplacement :

i=l

7,(5620)=Y 0, (x, y.20a,() o vV.2)

avec a,(t) : coordonnées généralisés (fonctions inconnues).
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®,(x,y,z) : fonctions de base de l'approximation définies dans le domaine (v).
On a de méme pour les composantes de vitesses :

B (n o)=Y 0,(x,,2).4,0) (vV.3)

On peut ainsi exprimer le Lagrangien L =T ~V a l'aide des coordonnées généralisées et
de leurs dérivées. Si l'on a effectuer les intégrations des fonctions connues par rapport aux
coordonnées d'espace : -

L=T(,)-V(@)=T(a)-V(a) (V.4)
* Pour les systémes conservatifs, le principe de HAMILTON s'énonce alors simplement :

8[" L(a,. a1t | W)

Définitions :

1- On appelle fonctionnelle une intégrale qui dépend d'une ou plusieurs fonctions
inconnues appelées fonctions argument d'une ou plusieurs variables.

Les- fonctions arguments peuvent intervenir sous forme de leurs dérivées jusqu'a
l'ordre n.

2- La fonction d'extremum de la fonctionnelle a une fonction argument # d'une seule
variable : |

J@)=[F(xuiyde  (casn=1)

est la suivante :
oF

o\oF | _oF _,
 9t|du| du

Cette équation est appelée équation dEULER. [1]

Donc, il s'agit pour l'équation (V.5) d'un probléme variationnel classique 2 » fonctions
arguments {a;, 7=1,2, ..., n) de la variable temps.

Les conditions d'extremum de cette fonctionnelle sont les équations d'EULER suivantes :

o al oL
—| =—{—-—=—=0 Pouri=12, . 6
at[aai] 3a, ouri=12,....n (V.6)
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Ou encore |
ofor) or [ ¥ o i=in (V19
gt\oa,) 8a, &a,

ou
gfaor) or ou —
e - ={) j = V.7b
ar[aai] da aa & 1L (V-75)

Avec O, force généralisée correspondant & la coordonnée a; et définie par le travail
virtuel des forces extérieures :

SW =(Qda,

Ces équations. sont appelées les équations de LAGRANGE ou équations d'EULER-
LAGRANGE.

Elles sont les équations du mouvement du systéme discret défini par une approximation
du systéme continu avec n coordonnées généralisées.

* Pour les systémes non conservatifs , la principe de HAMILTON devient :

8[" L(a,d,1)dt-+ [ewdr=0 V3a, 0 (V.8)

Si par linéarisation, le travail virtuel des forces non conservatives causées par les
accroissements virtuels des coordonnées peut s'exprimer comme combinaison linéaire des da;
soit:

BW':ZQ,.Sa,.
Les équations de LAGRANGE s'écrivent alors :

g{ol) oL .

=== V.9.

az(aaij 2, 2 (V-92)
ou

ég{ery) or &v .

Bl Bl PR o ) 9b

a:(aa,) wta (V-95)
ou

g{or) or ou =~

2 ELZE —0.+0, =0, 9.

at(adfj aar‘+&1f Q'+QJ QI (V C)
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* Pour les systémes avec amortissement, le terme additionnel Q. représente la force
généralisées de dissipation.

* Les équations de LAGRANGE permettent d'obtenir les équations du mouvement du
systéme & partir des expressions des énergies cinétiques, potentielle et de dissipation. Dans le
cas de petits mouvements des systéme élastiques, les énergies cinétique et de déformation
s'expriment sous forme quadratique symétriques des vitesses et des coordonnées généralisées
respectivement :

T=4%3> Ada,=%a Ad

(V.10)
U=4%3 > Baa =Y%a Aa
)

Les équations de LAGRANGE s'écrivent alors en écriture matricelle :
Ai+Ba=Q

Le vecteur second membre Q représente la somme des forces extérieures et des autres
forces non conservatives telles que les forces d'amortissement.

Si ma méthode de discrétisation choisie est une méthode d'éléments finis de type
déplacement, on va chercher une approximation de la solution en termes d'interpolation des
déplacements aux nceuds, les déplacements aux nceuds u; jouent le role de coordonnées

généralisées.

Les équations de Lagrange s'écrivent alors, pour un systéme conservatif :

ot

% +—=F () (V.11)

o(or) T au
ou,  ou,

- Pour les petits mouvements des systémes élastiques, les énergies cinétiques et de
déformation s'expriment respectivement, comme forme quadratiques des vitesses et des
déplacements aux nceuds soient :

T=YY>>uMj, =Y%i'Mi
iJ

(V.12)
U=3yYuKu =Yu Au
N
Les éqﬁations de Lagrange deviennent alors :
Mii+Ku=F(1) (V.13)

Dans le cas d'un systéme avec amortissement visqueux il faut ajouter au second membre
leur termes additionnel de force de dissipation visqueuse.
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F'=-Cu
d'ou les équations du mouvement :

Mii+Cu+Ku=F(t) (V.14)

5.4- L 'amortissement
Déﬁni'tion :

Le mouvement des structures soumises a des charges variables au cours de temps dépend
en particulier des propriétés de d'amortissement. Le phénoméne d'amortissement correspond a
la dissipation sous forme de chaleur dans la structure d'une partie de I'énergie injectée dans
cette derniere. -

Du point de vue pratique, il convient une distinction entre :

a) l'amortissement interne ou structural, qui se produit dans les matériaux a l'occasion des
déformations qu'ils subissent.

b) et les amortissements externes qui correspondent i des frottements divers et se
résument essentiellement & ceux qui interviennent le long des interfaces de contact entre la
structure et les éléments non structuraux lorsqu'il en existe.

- L'amortissement interne ou structural représente en général la principale et quelques
fois la seule cause de dissipation d'énergie.

- On se bornera a rappeler ici qu'il comporte essentiellement deux termes : {'un de type
visqueux et l'autre dit "d’hystérésis”.

5.4.2- Différent type d'amortissement :

Selon le phénoméne physique mis en cause, on distingue ces deux types d'amortissement
suivants :

a) Amortissement visqueux : Pour lequel la force d'amortissement est proportionnelle i la
vitesse. Ce type est lié a la viscoélasticité des matériaux.

b) Amortissement hystéritique : Pour lequel la force d'amortissement est proportionnelle
.- au déplacements et de signe opposé a celui de la vitesse. Ce type d'amortissement tire son
origine de la non linéarité du comportement des éléments structuraux.

Ces deux types d'amortissement sont les plus couramment rencontrés. On peut en outre
signaler que l'effet de dissipation d'énergie par rayonnement, observé en particulier lors du
mouvement d'une structure posée sur le sol semi-infini est assimilable pour des mouvements a

- . __basses_fréquences. 4 un amortissement visqueux [5]. L'amortissement que nous avons introduit

dans notre probléme est supposé de type visqueux.
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5.4.3- Détermination de la matrice d'amortissement :

La détermination pratique de la matrice d'amortissement [C] demeure difficile. Les
phénoménes physiques intervenants dans la dissipation d'énergie due & l'amortissement sont
nombreux : frottements, chocs, viscosité et plasticité des matériaux, rayonnement, ... etc. Leurs
lois sont souvent malle connues.

1l n'est donc pas possible en général d'introduire I'amortissement dans les calculs sous une
forme mathématique strictement représentative de la physique des phénomenes.

Toutefois, on suppose souvent que la matrice d'amortissement a pour expression une
combinaison linéaire des matrices de rigidité et de masse. [5]

Cl=ami+px} (V.15)

Les paramétres c et B sont déterminés expérimentalement. Un tel amortissement est
appelé amortissement de Rayleigh.

5.5- Résolution de systémes non stationnaires :

5.5.1-Introduction :

Aprés la discrétisation spatiale, par éléments finis, un systéme non stationnaire s'écrit
sous la forme :

Ml K10 )= F ) (V.16)

avec les conditions initiales :

pe=03=0,}; pPu=0}=v,)

* Dans un systéme linéaire [M], [C] et [K] et {F(£)} sont indépendants de {U} et de ces
dérivées. De plus dans de nombreux systémes physiques les matrices [M], [C] et [K] sont
indépendantes du temps. Ce sui suppose que les paramétres physiques du systéme ne
dépendent pas du temps.

On cherche {U ®}, %J (t)} et ﬁ(t)} a différents instants ¢ vérifiant la relation (V.16)
pour ce faire nous disposons de deux types de méthodes : Les méthodes directes et les
méthodes de superposition.

Les méthodes d'intégration directes consistent a construire numériquement, a partir de
.} et bo} une suite de valeurs de la solution aux instants successifs /r+Af, 74,1241, ..,

1 a‘l‘ﬂAt .

U@}, Uw, +An}, .. U, +nAn}
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Par contre dans méthode de superposition, on commence par transformer le systéme
d'équation (V.16) en un systéme d'équations découplé. Chacune des équations aussi des termes
est alors intégré explicitement ou numériquement, la solution cherchée ‘est une combinaison

linéaire des solutions des équations découplées.

5.5.2- Méthode d'intégration directe :

La solution numérique de I'équation précédente est obtenue on utilisant un schéma de
discrétisation temporelle explicite ou implicite. Nous présentons les schémas du type Newmark
obtenus par les séries de Taylor :

T A O3 Y- (RS A 10 /) VAT
U.. = - ada-a) el (V.18)

ou Af représente le pas de temps, les différents schémas de la famille de Newmark
correspondant & des valeurs particuliéres de a et b. [7]

a) Schéma de différences finies centrales explicite :

En choisissant =0 et a= ¥ on obtient le schéma des différences finies centrales.

Les équations (V.17) et (V.18) conduisent a :

O U203 U] V.19

=N2

U 0. )- U] (V.20)

VNG

L'équation (V.16) a l'instant ¢ s'écrit :

K]..}=&) B | (v.21)

[R]=—5 1+ padc]
R )= - KIUb MU - (U, ) o)
L'algorithme de résolution est : * | :

- Solution initiale & =0 : connaissant {U0 }et b o}
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- Obtenir {7, }par (v 16):

U= v s, }+—{U }

- Pour chaque pas de temps ¢ + At

Résoudre (V.21)

Obtenir ﬁ] . }et &J,} par (V.19) et (V.20) si nécessaire.
Remarques : |

» Si les matrices [M] et [C] sont diagonales, cette méthode est trés efficace pour les
problémes de grande taille.

» Le schémas et conditionnellement stable : At < Trnin, U Trnin est la plus petite période du
systéme (V.16).

b) Schéma de Newmark classique implicite :

On choisissant b= %, &= Y on obtient le schémas implicite de Newmark qui souvent
utilisé pour l'analyse dynamique des structures. L'équation (V.16) s'écrit a l'instant t+At en
utilisant (V.17) et (V.18). '

[K]..o}= (R} (V.22)
avec: []=1x v [M]+——[C]

s~ o ] e (0o {0 lf 203+ (0.}) a0}
L'algorithme de résolution est défini ci-dessous.
- Solution initiale {U, }, {U,}
- Résoudre (V.16) pour {7/, }
- Construire [K] et triangulariser si [M], [C], [K] et Ar sont constantes.

- Pour chaque t+Af :
- Calculer le résidu {R} par (V.22)

- Calculer [C] et triangulariser si c'est nécessaire
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- Résoudre (V.22) pour {U,.,,}

T obtenir wm&:} et {JHA‘!} par (V.17) et (V.18) -

TN AV A
&Jm.u }: b‘r }"' %{( %jrm: }+ vr })

~ Remarque - Le schémaa =5 =% est inconditionnellement stable.
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Calcul des structures soumises a des excitations d'appuis multiples

Calcul des structures soumises & des excitations d'appuis
multiples :

6.1- Introduction :

L'action sismique consiste en un mouvement .vibratoire du sol dont le caractére est
aléatoire et l'amplitude est forte, elle correspond & une propagation ayant pris naissance a
l'intérieur de I'écorce terrestre. Sa durée varie notablement d'un séisme a l'autre mais elle est
toujours courte (quelques seconde a quelques dizaines de secondes).

» Ce mouvement excite chaque point du sol et il lui donne un déplacement de translation

- dans les trois directions de I'espace. Dans le cas ou les deux points sont tres voisins, et par

raison de continuité, ils seront animés de mouvements pratiquement identiques et synchrones.
Par contre s'ils sont distant d'une longueur finie, leurs mouvements seront décalés dans le
temps d'une durée égale an temps de propagation du front d'onde entre les. points considerés,
en outre, ces mouvements ne seront pas identiques du moment ou le signal subit des altérations
au long de sa propagation. Il en résulte donc que les deux points considérés seront animes I'un
par rapport & ['autre de déplacements différentiels d'autant plus importants que la distance qui
les sépare est plus grande. [5]

s Le mouvement dun point quelconque du sol sera connu au moyen des
accélérogrammes de ses trois composantes, c'est & dire les enregistrements qui donnes pour
chacune d'elles les accélérations en fonction du temps. Avant de les utiliser, les enregistrements
subissent quelques corrections de caractére trés technique, pour arriver & des accélérogrammes
dits "corriges", il faut noter aussi que les vitesses et les déplacements s'en déduisent par des
intégrations successives.

6.2- Exemple de structures soumises a des excitations d'appuis
multiples.

Les ouvrages de grande longueur : Sont considérés comme ouvrages de grande
longueur, les ouvrages continus dans lesquels la distance entre points d'appuis extrémes est
supérieure au quart (% ) de la longueur Lm. Lm étant la distance au dela de laquelle les

“mouvements des deux points peuvent étre considérés comme indépendant, elle est donnée dans

le tableau ci dessous en fonction de la classe du site (voir tableau 5.6 AFPS90).

Tableau VL1 : Distance minimale entre appuis indépendant en fonction du site.

Site So Sy "5, Ss
Lm (m) 600 500 400 300
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“Cette définition ne concerne pas les ouvrages construits sur un radier monolithe, les
. distances s'étendent entre le centre de gravité des sections horizontales des appuis (semelles,
caissons, groupe de pieux ...).

6.2.1- Variabilité du mouvement sismique entre appuis :

Afin de traiter cette variabilité, dans le cas des ouvrages de grande longueur, nous allons
distinguer trois cas principaux :

Cas N°I : La longueur totale de I'ouvrage est inférieure 4 % Lm. Dans ce cas, le méme
mouvement sismique peut étre appliqué a chaque point d'appuis sous réserve d'observer en
chacun de ces points un décalage dans le temps égale au temps de propagation du mouvement
~-(excitation multiple). Ce dernier étant supposé se propager dans le dlrectlon longitudinale de
I'ouvrage (voir la figure ci-dessous). [IX] ‘

b<%Llp,

- 1l
¢ b N

By B, B; B,
t 1-b/c t-by/c
Y(,) WL, <b €%Ly - 7(t-b/c) 'Y(I-’n/)
Figure VL1 : Accélérogrammes identiques décalés
C= vitesse de propagation du mouvement suivant I'axe de 'ouvrage. A .

¥(t) = accélérogramme.

Cas N° 2 : La longueur totale de l'ouvrage étant toujours inférieure a % Lm, mais dans le
cas ou deux points d'appuis consécutifs sont distants d'une l6ngueur supérieure %4 Lm. Dans ce
cas il doit étre fait usage en ces deux points d'accélérogrammes distincts présentant une valeur
moyenne de la fonction d'interpolation inférieure a environ 0.2 (voir la figure ci-dessous) [9]
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b2 YL

A 4

4\

FITFPTTPTIFF [(FIFFTFITITFIFFITIFZ FIFTFTEFFFTFIFXFFY

by
Bo B, b; B, B,

’llllll”l””"'l| POPPPEV IS PP 8T FTS | [II’

Y1) Y1(Eb/0) | no Y2(t-b/0)

by < % b

A 4

41\

Figure VL2 : Accélérogrammes distincts non corrélés

Cas N°3 : Si la longueur totale de l'ouvrage est supérieure a % Lm, sans que ce dernier
comporte pour autant des travées de portée supérieure a % Lm, la structure est fictivement
décomposée en trongons de longueur égale ou inférieure & % Lm auquel sont appliqués des
mouvements décalés mais distincts présentant un coefficient d'intercorrélation au plus égal a
0.25 de l'un 4 l'autre. [9] '

Remarque : On pourra retenir comme vitesse de propagation du mouvement, la valeur
de la vitesse des ondes de cisaillement de la couche superficielle dans laquelle est fondé

l'ouvrage.

6.3- Formulation de I'équation du mouvement :
6.3.1- Cas d'une structure soumise a des excitations uniformes :

Les mouvements sismiques induisent dans les structures des actions dynamiques dues
principalement aux forces d'inertie apparaissants dans les masses lorsqu'un mouvement est
imposé au niveau des supports; les forces d'inertie sont en fonction de la réponse dynamique de
cette structure et ne sont donc pas connues a priori. [10]

« Dans le cas ou les autres actions induites par l'excitation sismique (déformations
différentielles entre supports) sont nuls, la formulation généralement utilisée pour le probléme
dynamique de I'action sismique sera la suivante:

MK} K 3+ KM 3= -y ol Y} (VL1)

Dans cette équation :
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{U }est le vecteur des déplacements relatifs des points nodaux de la structure par rapport
a un repére mobile lié au support ou est imposé le mouvement sismique,

k'f }et &] } sont des accélérations relatives.

[M], [C] et [K] sont respectivement les valeurs de masse, d'amortissement et de rigidité
de la structure.

¥(t) est I'accélérogramme définissant le mouvement sismique imposé au supports.

- {1} est un vecteur unitaire dans la direction considérée pour le mouvement sismique.

Dans notre cas par exemple, nous n'avons pris en considération qu'une seule composante de
l'accélérogramme. C'est celle qui est suivant x, les termes de {1 } seront donc égaux a 1 suivant

la direction x et nuls suivant les deux autres directions.

- L'équation précédente exprime |'équilibre entre les forces d'inertie [M]{/}+ y(Off}etla
somme des forces internes résultant des déformations ([K{U}) et des efforts d'amortissement
([c ]{7}); sa résolution a partir des conditions initiales (en générale et {U }= 0 et b }=O)
(Chapitre V) permet de déterminer a chaque instant # le vecteur {U } des déplacements relatifs
dont on peut déduire les efforts internes. : - '

- Le second membre de I'équation précédente (VI.1) correspond au cas ou le mouvement
sismique imposé au support est une translation dans une direction donnée et est le méme pour
tous les supports. L'idée de base était de traduire I'accélération du sol en terme de forces

dynamiques appliquées en structure.

- Dans le cas par exemple d'oscillateur multiple & masses concentrées, m; et m; soumis a
une accélération y (#) 4 sa base. Les forces dynamiques équivalentes appliquées aux masses
sont

—m, y(t) et —m, y(t), (voir Figure V1.3)

. ‘ - m;y(t) . = mﬂ(‘)
m; n —_— -
L 9 L s J

T7 T T P PPFTrrTr rrrrrr-r sy F TP T Ty rIrrrrrrrrrorg

—2Y()
Figure VI3 : Chargement dynamique équivalent dans le cas uniforme
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 Cependant, d'autres cas peuvent étre rencontres, le cas par exemple de structures dont
les supports sont animés de mouvements différentiels, ou plus précisément le cas des structures
soumises & des excitations d'appuis multiples. Le calcul de telles structures est notre objet, et il
sera détaillé dans le paragraphe suivant.

6.3.2- Cas d'une structure soumise a des excitations multiples :

- Dans le cas des structures soumises a des excitations d'appuis multiples, on a seulement
un point d'appui a un instant donné peut se déplacer et tous les autres sont considérés bloqués.
La formulation des équations de mouvement est différente de la formulation traitant le cas de
l'excitation uniforme ol tous les appuis sont supposés animés d'un méme mouvement au méme
temps. . ' '

- Dans le premier cas, le mouvement différentiel des appuis induit donc des contraintes
pseudo-statiques dans la structure, et qu'on doit prendre en compte et ajouter a la réponse
dynamique de cette structure. [12]

- Soit une structure ayant N degrés de liberté (DDL) et liée au milieu extérieur par le
biais de N, points d'appuis animé chacun d'un mouvement Vi), i=1,N; , dans le cas d'un
comportement dynamique linéaire on peut calculer la réponse de la structure soumise a4 Ny
mouvements d'appuis en superposant les réponses individuelles dues a4 chaque excitation
d'appui agissant seule.

- Supposant que le support de liaison / est animé d'un rnouvement.(déplacemént), Vi),
I'équation du mouvement de la structure s'écrit :

B B b b b Y £V -y =0 o2

Composante dynamiqur c t };snd—-' i

[m], [C] et [K] désignent respectivement les matrices giobales de masse,
d'amortissement visqueux et de rigidité de la structure. {M R }, {C . }et {K g} sont les vecteurs

composés des termes exrtra-diagonaux de [p], _[C ] et [K] qui induisent un couplage entre le
mouvement du support et les DDL de la structure.

- ﬁ/ f } est le vecteur déplacement absolu de tous les DDL de la structure.

- V est le déplacement du support.

- La notation ( et ( ") désigne la dérivation par rapport 4 la variable temps.

L'équation (VL.2) peut s'écrire avec un second membre désignant un chargement

| sismique fictif.
Ml H R -y -y -y o 1y
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- de la structure en omettant les termes dynamiques dans 'équation :

Le déplacement pseudo-statique {U ’} s'obtiént a partir de l'équation d'équilibre statique.

k)=, ¥.
)=k =6V,

ou {r,} désigne le vecteur d'influence pseudo-statique.

b=k, )

On peut dire que §,} représente les déplacements de tous les DDL de la structure induis

. par un déplacement unitaires d'un seul appuis /, les autres sont considérés comme bloqués. [8]

- Le déplacement total est la somme du déplacement relatif et le déplacement pseudo-
statique : '

U=y

On obtient donc 'équation d'équilibre dynamique de la structure :

M O K= (e 4, ) v - (Il 6.} )V

On voit apparaitre dans le second membre de cette équation un chargement fictif dont la
composante due 2 la rigidité de la structure s'annule car ona:

[kle}+{k, =0

- Si on suppose que la matrice d'amortissement est proportionnelle a la matrice de
rigidité, les termes dépendant de la vitesse }” dans le second membre s'annulent-aussi [8]. Dans
ce cas la force sismique fictive qui agit sur la structure est donnée par : '

Fo Z‘(W]{’}Jf{Mg})V

- Dans le cas d'un systéme discret a masses concentrées, cette équation se réduit & :
P = -y
- D'une maniére générale, 1'équation d'éqﬂbre de la structure s'écrit :
MK+l )+ k)= P, (VL4)

- Les méthodes de résolution d'une telle équation déja exposées auparavant (chapitre V).

54



Calcul des structures soumises a des excitations d'appuis multiples

- La réponse dynamique totale de la structure (composantes dynaimiques et pseudo-
statiques) sera obtenue en ajoutant & la composante dynamique {/} solution de I'équation

(V1.4) le déplacement pseudo-statique :
Url=t,
soit
U=k,

Puis on fait la sommation de tous les {J '} donnés pour chaque déplacement d'appui V..

Etapes principales a suivre pour le calcul d'une structure soumise & des excitations
d'appuis multiples :

Pour chaque appuis / animé d'un mouvement ¥, i faut :

. Calculer le vecteur {,} des déplacements induits en structure par le déplacement

unitaire de l'appuis i.

- Calculer la force sismique fictive :

Py =-(Mle}f, 7 - (C3+ .
- Résoudre 'équation d'équilibre

MY+ [l (KW =Py
- Calculer le déplacement total |

U=y,
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Présentation du programme et validation

Vil.1- Présentation du p\rogramme et validation

Vil.1 Présentation du programme

Le programme a été élaboré en utilisant le langage FORTRAN 32 bits, les
organigrammes du programme principal et des sous programmes essentiels sont présentés ci-

apres.
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Organigramme du programme principale.

4 )
CALL OPFILE
\. _/
o l ™
CALL DONNEE
\. _/

l

Initialisation de la matrice de rigidité, de masse et
d’amortissement globales & zéro.

l

( Boucle sur tous les éléments J

|
s N

CALL ELEM
\, L/

(" CALL )

ASSEMB
| _/

[Fin de la boucle sur tous les éléments.J

|

CALL )
CONLIM |

CHARGE

~ IPROB=1 ! IPROB=2
1

i
( CALL SOLSTA J ( CALL SOLDYN ]

(CALL\

( CALL RESULT J

IPROB :Indice du probléme, soit statique ou dynamique.
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Organigramme du sous-programme « donnée »

-nombre de noeuds (NNT)

-nombre d’éléments (NELT)

' -nombre de matériaux(NMAT)

-nombre des propriétés par élément(NPRMAT)
\ - nombre de noeuds bloqués(NBLOQU) /

( Lecture et écriture des coordoonées dans le repére globalJ ‘

l

‘ [ Lecture et écriture des connectivités des noeuds ]
g .
|

( Lecture et écriture des differents matériaux ]

. l
F Lecture et écriture des conditions aux limites ]

SI B
| : : Lecture et écriture de TPS,] ‘
. " VPAS, ALPHA et BETA
-4 RETURN
) .
w
) -
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Organigramme du sous-programme « ELEM »

DEBUT

'@tiajiser VKE a zérﬂ
SI [PROB=2

]
[—Initialiser VME J———

[Calculer VKE]

SI IPROB=2

[—ICalculer VME }———
(e
<

,,,,,,

VME : Matrice de masse élémentaire.
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Organigramme du sous-programme « ASSEMB »

DEBUT

Construire KLOCE] KLOCE : Table de localisation ¢lémentaire
VKG : Matrice de nigidité globale.
VKE : Matrice de rigidité élémentaire.

[Assemblage de VKE dans VKGJ
SI IPROB=2
|
[Assemblage de VME dans VMC%
VMG : Matrice de masse globale

Calculer VCG i VCG : Matrice d’amortissement globale
(e
<
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Organigramme du sous-programme « CHARGE »

SI IPROB=1 ou IPROBD=12

l
[ Lecture et écriture de nombre de ]

nceuds chargés _
SI IPROB=1 SI IPROB=2

( itialiser VFGazéro |

@ecture et écriture des charges nodales statiques J

[ Construire VFG J

{ RETURN ] VFG : vecteur de force statique globale.

IPROBD=1 @ IPROBD=2 Cz IPROBD=3 IPROBD= GD

IPROB :Indice des problémes dynamiques. [ RETURN }
(1) : Probléme a chargement harmonique. . _
(2) : Probléme a chargement quelconque. '

(3) : Probléme a excitation d’appuis uniformes. @

(4) : Probléme a excitation d’appuis multiples.

Remarque : les organigrammes (1), (2}, (3} et (4) sont explicités ci-aprés.
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Organigramme de chargement harmonique.

®
VFDG : Vecteur de forces
(mnitialiser VFDG 4 zéro dynamiques global

Lecture et écriture du :

- Amplitude (P0)

- Fréquence angulaire (W)

- Indices de sens de chargement.[IDCH(T), I=1,NDLN].
- Numeéros des noeuds chargés[NCH(K),K=1,NNCH].

L Boucle sur les noeuds chargés. ]

[Localisation et assemblage dans le vecteur charge global. VFDG. ]

[ Fin de la boucle sur tous les noeuds chargés. ]
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Organigramme de chargement dynamique quelconque.

@

[Initialiser VEDG a zéro J

Lecture et écriture du
- Coefficient multiplicateur(CM). '
- Indices de sens de chargement.[IDCH(I), I=1,NDLN].

( Boucle sur les noeuds chargés. )

[Lecture et écriture des forces concentrées en fonction du temps. ]

[ Localisation et assemblage dans le vecteur charge global VFDG. J

( Fin de la boucle sur tous les noeuds chargés. ]
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Oreanigramme d’excitations d’appuis uniformes .

®

[Initia]iser VFDG a zéroJ

Lecture et écriture du :
- Coefficient multiplicateur(CM).
- Vecteur accélération VACCLA en fonction du temps.

( Boucle sur le nombre de pas du temps. ]

Calcul du vecteur charge global. VFDG. J

( Fin de la boucle sur le nombre de pas du temps. ]

65



Présentation du programme et validation

Organigramme d’excitations d’appuis multiples

Lecture et écriture du :
- Coefficient multiplicateur (CM).
- Nombre d’appuis (NBA).

( Boucle sur tous les appuis. ]

Lecture et écriture du :
- Numéro de I’appuis.
- Vecteur accélération en fonction du temps.

( Fin de la boucle sur tous les appuis )

VFDEM : vecteur charge global. [Initialiser VFDG a zéro]

|

[ caLLsMsoN )
!

[ Boucle sur tous les appuis )

[ Calcul des Qecteurs VKIG, VMIG et VCIG J
|
( CALL CHOLES ]
]

[ Calcule du vecteur d’influence VRI ]
|

[ Fin de la boucle de tous les appuisj

( Calcule du vecteur  VFDEM J

VKIG, VMIG et VCIG : sont les vecteurs composes des termes extra diagonaux de
VKG, VMG et VCG .
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Organigramme du sous-programme «SQLSTA »

DEBUT

( Initialiser VDEPS  zéro J

VDEPS : Vecteur solution des
déplacements statiques

( CALLCHOLES |

Calcul du vecteur VDEPS ]

>

67



Présentation du programme et validation

Organigramme du sous-programme «SOLDYN »

[Initiaﬁser VDEP,VIT et VACC a zéroJ

SITPROB <3 SI [IPROB=4
Boucles sur le nombre de A Initialiser VDEPM, VITEM et
pas du temps NPAS+1 VACCM a zéro

W1 (AR Bougles sur le nombre de

[CALL'NE ] [ pas du temps NPAS-*-J
. | l

Calcul des vecteurs : | | ( Boucle sur le nombre d’appuis J

VDEP, VIT et VACC ' |

(oo

Fin de la boucle sur le nombre|
de pas du temps NPAS+1 - _
[Fm de la boucle sur le nombre d’appl@

I

Fin de la boucle sur le nombre
de pas du temps NPAS+I

(VDEP, VDEMP),(VIT , VITEM)

et (VACC,VACCM) sont respectivement - Calcul du déplacement total pour chaque
les vecteurs solution des déplacements, des ' appuis animé d’un mouvement VDEP

vitesses et des accélérations dynamiques. I

[CaJCul du vecteur déplacement total VDEIj

de tous les noeuds de la structure
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! | QOrganigramme du sous-programme «RESULT »
-
DEBUT

[LECTURE DE ICODE ]

1
SINON SI1ICODE=2
.
NNI= D | (LECTURE DE :
! ) - NNI
| _NUN(I), 1 =1,NNI
¢ SI IPROB=2
‘ Lecture et écriture de
VPASI .

r .

SI IPROB=2 _ SI IPROB=1

Impression \ Impression des déplacements

* - des déplacements de NNI noeuds L de NNI noeuds
‘ - des déplacements max de NNI noeuds

[RETURY

NNI  : nombre de neeuds a imprimer. @

NUN(I) : Numéros des nceuds a imprimer
VPASI :Valeur du pas d’impression des résultats .

TR

S

ICODE=1 : signifie I'impression des déplacements de
tous les noeuds.

ICODE=2 : signifie I"impression des déplacements de
certains nceuds.
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Réle des autres sous-programmes :

- ‘Subroutine OPFILE Introduire les noms du fichier de donnée§ et de fichier des résultats.

Subroutine CINLIM  : Introduire les conditions aux limites.

Subroutine SIMSON  : Permettre l'intégration numérique par la formule de "SIMPSON"

Subroutine CHOLES : Permettre la résolution du systéme linéaire par factorisation de

| "CHOLESKY". |

Subroutine NEWMARK : Permettre la résolution d'un probléme dynamique instationnaire
linéaire par la méthode de "NEWMARK".

Subroutine ERREUR  : Permettre de détecter les erreurs.

Vil.2- Validation du programme

Sachant que le chargement en excitation uniforme est un cas particulier de l'excitation
multi-appuis, cette particularité a été exploitée pour valider le programme développé pour le
calcul de structures soumises a des excitations d'appuis muitiples. C'est a dire que la réponse
dynamique d'une structure soumise & des excitations d'appuis identiques devrait en principe
étre la méme que celle obtenue dans le cas de chargement uniforme avec le méme input
sismique.
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Viil- Exemple d'application et discussion :

Viil.1- Exemple d'application :
On a considéré comme exemple, le pont illustré dans la figure VIIL1.

y
2 3 4 6 7 8 10 11 12 14 15 16
%) %) %) %) %) 2 00 ‘
g £ g
oe A )
v o vy
(o} (o'} o
5 9 13
F F e
3x(20m) 3 % (28,33 m) 3x(21,67m) 3 x{12,67m)_
248 m -

Figure VIIL1 : Modélisation du pont en portique avec masses concentrées

Les masses concentrées en travées qui reposent sur les poutres du ponts représentent
l'effet de deux surcharges : '
« 'effet de la charge du tablier,
» l'effet de la charge B. des camions.

L'effet du tablier est pris en compte comme suit :

Figure VIIL2 : Coupe transversale du pont

1 : La poutre principale du pont a étudier
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, a : la partie du tablier revenant & la poutre principale 1, ramenée sous forme de masses
' ‘concentrées en tous les nceuds considérés sur cette poutre. :

Dans la direction longitudinale, soit le schéma suivant

m my

=

2 D——D
J

=7

m
Z
1

Figure VIIL3 : Coupe longitudinale du pont
m;, m; : représentent respectivement les parties du tablier revenant aux charges des
camions i, ).
my : la partie du tablier revenant au nceud k (de la poutre).

La masse volumique et I'épaisseur du tablier sont prises respectwement égales a 3000
kg/m’, 0.25 m, la valeur de la vitesse de propagation du mouvement est prise égale a la vitesse
de I'onde de cisaillement qui est de 300 m/s.

Les caractéristiques géométriques et mécaniques du porft (sans les masses) sont données
dans le tableau VIIL1.

Section droite | moment d'inertie module de masse volumique
(m?) (m*) Young (Pa) (kg/m®)
Colonnes 2.25 0.4218 1.962 10" 2.5 10°
Poutres 1.50 0.1250 1.962 10" 2.5 10°

Tableau VIIL1 : Caractéristiques géométriques et mécaniques du pont

Les résultats obtenus par le programme sont illustrés par les figures suivantes:
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Déplacement (m)

Déplacement (m)

Portique seul

Portique + surcharges
d'exploitation + tablier

[ L T | P I | [ | Lo T | i [ i | i i

. ' . ‘ i

-1 2 3 4 5 6 7 8
Temps (sec.)

Figure VIIL4 : Déplacement horizontal du nceud 8 pour différents cas de chargement .
(cas d'excitation uniforme)
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Figure VIIL.5 : Déplacement horizontal du nceud 8 pour différents cas de chargement
(cas d'excitation multiple)
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Déplacement (m)

Déplacement (m)

o
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Figure VIIL6 : Déplacement horizontal des nceuds 4 et 12 dans le cas d'excitation

uniforme (portique + surcharges + tablier)
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Figure VIIL7 : Déplacement horizontal des nceuds 4 et 12 dans le cas d'excitation -

multiple (portique + surcharges + tablier)
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Figure VIHII.8 : Deéplacement horizontal du nceud 8 dans le cas du portique seul
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Figure VIIL.9 : Déplacement vertical du nceud 8 dans le cas du portique seul
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eplacement (m)
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Cas multiple
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Figure VIIL.10 : Déplacement horizontal du nceud 8 dans le cas du portique’

+surcharges +tablier

Nous rappelons que I'excitation sismique utilisée pour cette étude est I'accélérogramme du
séisme d'Elcentro ayant un maximum de 0.32g et illustré dans la figure VIIL.11

Accélération (a/g)

\llgililyEll[liiligliil’lllfTTI‘!
2 3 4 5 6 7 8
Temps (sec.)

Figure VIIL.11 : Accélérogramme d'Elcentro
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Viill.2- Discussion des résultats :

* On remarque sur la figure VIIL.8 que la courbe des déplacements horizontaux au nceud

8 dans le cas du pont sans chargement enveloppe celle de I'excitation multiple, le méme

phénoméne est observé sur la figure VIII 10 toujours pour le méme nceud 8, méme direction
(horizontale) mais avec des surcharges supplémentaires sur le pont, pour ce cas, les
déplacements sont plus importants que dans le cas de la figure VIIL.8 en comparant
respectivement les cas uniformes et les cas multiples, ce qui nous permet de dire que
Thypothése de I'excitation uniforme nous méne a une surestimation de la réponse dynamique de
la structure.

* Les déplacements verticaux du nceud 8 observés sur la figure VIIL9 sont plus
importants dans le cas multiple que dans le cas uniforme, cela est di au fait au mouvement
différentiel des appuis qui se présente dans [a cas multiple.

* La figure VIII.4 montre que les déplacements horizontaux du nceuds8 dans le cas du
pont chargé sont nettement plus grands que ceux du méme nceud dans la méme direction, mais
avec le pont qui est non chargé, cela est dil a l'inertie de translation des masses rajoutées sur le
pont, ceci dans la cas uniforme. Pour le cas multiple, illustré dans la figure VIIL5, cette
différence des déplacements diminue, ce qui se justifie par le mouvement différentiel entre les
appuis qui induit des contraintes pseudo-statiques dans la structure.

» Dans le cas du pont chargg, si on compare le mouvement différentiel des noeuds 4 et 12
qui est montreé sur la figure VIIL6 dans la cas uniforme avec celui montré sur la figure VIIT.7
dans le cas multiple, on trouve que cette différence du mouvement des deux nceuds est faible
dans le cas uniforme, ce qui permet de conclure que les déplacements des nceuds du tablier
sont presque des déplacements "corps rigide”, ainsi la confirmation de l'effet inertiel dans le cas
de l'excitation uuniforme.
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Conclusion

Conclusion :

Par le biais de ce présent travail, nous avons pu découvrir la méthode des éléments fints
qui est un outil d'analyse puissant a large domaine d'application, avec lequel on peut prédire le
comportement d'une structure donnée soumise a un chargement donné. Son caractere
pluridisciplinaire nous a poussé a étendre nos connaissances dans plusieurs disciplines telles
que la mécanique des solides, analyse numérique et l'informatique appliquée (programmation).

» Les méthodes d'analyse et de dimensionnement des structures sous excitation sismique
uniforme dans le cas des structures étendues deviennent imprécises, donc une prise en compte
effective du caractére multiple de I'excitation présente un intérét certain qu'on peut regrouper
dans les quatre points suivants :

@ Effet d'incohérence,

@ Effet de jﬁassage d'onde,
Q Effet d'atténuation et |
@ Effet de site.

La formulation des équations de mouvement d'une structure soumise a des excitations
multi-appuis est différente de la formulation classique traitant l'excitation uniforme. Le
mouvement différentiel des appuis induit des contraintes pseudo-statiques dans la structure qui
doivent étre prise en compte.

D'une fagon générale, le domaine des excitations multiples est trés vaste et I'etude de la
variabilité de l'accélération peut faire I'objet d'une étude trés poussée qui nécessite la mise en
évidence de plusieurs facteurs.

Le temps accordé i la réalisation de ce travail nous a pas permit d'aller plus loin, mais
avec l'expérience acquise durant son élaboration nous pouvons comme méme donner quelques
recommandations qui peuvent étre utiles pour une suite probable :

1- Etendre les possibilités du programme a traiter d'autres problémes (les structures
planes en particulier), cela sera possible par l'introduction d'autres €léments (I'élément voile par
exemple) pour l'appliquer aux structures qui ne peuvent étre modélisées par élément poutre.

2- Un trés grand nombres de problémes rencontrés en pratique peuvent étre résolus avec
une précision suffisante a 'aide des méthodes linéaires, cependant certaines classes de

- problémes ne peuvent étre analysées correctement qu'a l'aide de méthodes non linéaires, d'ou

donc l'importance d'étendre le traitement en traitement non lin€aire.
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