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SUJET:Investigation numerique du comportement statique de 1’ interaction
spl-structure par la methode des elements finis et la methode
des #guations integrales aux frontieres ainsi que leur couplage

RESUME :Le présent travail consiste & étudier 1l interaction sol-structur

par des methodes numerigues (M.E.F) et (B.E.M) ainsi gque leur

couplage
o cet effet,de nombreux exemples sont preéesentés pour illustrer
1 application de ces methodes et d'en tirer les principaux

avantages

SUBJECT:Numerical investigation of the soil-structure interaction using
finite elements method (F.E.M) and boundary elements method
(B.E.M) and a conbimation of the both

ABSTRACT:This work consists in a soil-structure interaction study using
(F.E.M) and (B.E.M) and their conbination for this propose,
several examples are presented to demonstrate the application
of those methods
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Fonder des ouvrages est sans douke le plus ancien
probleme gfotechnigue rencontré par nos ancftres, et il reste
encore le plus repandu et le plus banal, et pourtant il est

loin 4" %tre le mieux résolu ou ie mieux connu.

Si nous nous limitons ssulement A 1 étude de 1 action
mutuslle de 1 ouvrage sur le sol swr lequel il est fonde =t
vice—versa, nous nous rendrons compte de 1 absence de theéaorie
rigouréuse permettant une pareille analy;e, fenant cghpte des
propristés physiques rédelles des matériaux constituant 1a
structure 2t le sol.

52 pasant sur des hypothéses plus ou moins realistes,
des théories ont pu voir l2 jour. Certaines tiennent compte du
comportement plastique du sel, &  l'ercontre de la dite
"théurié de l'elasticita”. Cett= derﬁiére suppose les
déformations propariicnnelles aux contraintes, ce gui souvent
n‘est pas le cas du sol. Mais si nous censidérons que les
contraintes et les d&formations engendréges sont assez faibles
=t loin de lfétat de rupture‘plastique, nous pouvons supposer
l"existence d’'un  rapport de proportionnalitée entre eliles.

Grace A cette thforie, =t =n  se basgnt sur des
technigues de diStFétiQatiDn de praobleme continu avant subi un

grand progrés di au développement des calculatsurs, il vyva eu
_1‘apparitian de méthodes numérigques permettant la résolution
de probléemes +tres complexes, entfe autres 1% methode des
elements finis (M.E.F} et plus rgcemment -la méthode des
equations intégrales aux frontieres (B.E.M).

Natans 1 'enjeu écoﬁamique considérable, en particulier
pour les grands ouviages, une meilleure connaissance du

canportement de 1 ensemble sol-fondation éviterait dans bien



comportement de 1 'ensemble sol-fondation éviterait dans bien

des cas des dépenses enormes.

Vu les exigences de sécurité de plus en plus séveres
d'une part, et les contraintes éccnomiquesld'autre part,Ales
ingénieurs, pour la réalisation rationnelle de leurs projets,

ont cherché & tirer profit du progrés réalisé dans le domaine

informatique en utilisant lecs méthodes numérigues.

Le but du présent travail est 1 'étude de 1 interaction
sol—-structure par la M;E.F, la B.E.M et leur couplage.

Nous avons utilise cette variété de meéethodes pour
pouvoir montrer les avantages et inconvénients de 1'une pa}
rapport aux auvtres, ce gui permet uneranalyge camparative d'un
Vpuint de vue preécision aEE resultats obtenus, ainsi que dun
point de wvue maniabilité et facilité d &tre adaptée & des
programmnes informatiques.

Nous ArappelerDHE, tout d’abord, les notions
eiementaires d'elasticité, ensuite nous exposerons une analyse
de l interaction sol-structure par la £héurie de 1 élasticité
comprenant la démarche pour 1 'obtention des distributions des’
contraintes dans un milieu semi—infini chargé & sa surface.
Dans une troisiéme pértie, nous presenterons les bases et les
fondements des méethodes numériques, celles-ci sefont classés

suivant 1’ordre chronelogique de leurs apparitions: M.E.F,
EB.E.M, pﬁis leuwr couplage. chaque méthode sera illustrée par
les organligrammes qui ont permis 1"établissement dec
pfcgrammes pour le calcul numérique. Enfin, nous décrirons les
résultats numériques de 1 'interacticn proprement dite, suivie

d interpretations et d'une conclusion.



CHAPITRE 1

"ELASTICITE LINEAIRE



Théorie de L'élaSticité
I-1 INTRODUCTION

Tous‘les'matériaux possédent & un certain degré la

propriété d @tre élastiques, c’est a dire que si lEsAforces

_extérieures qui provoquent la déformation disparaissent en
méme %emps que la force qui leur a donné naissance.

ta théorie de 1’ élasticite est une méthode directe

de formulation des eguations farces—déplécememts. les

principales hypotheéses sur lesquelles elle se base sont = la

linéarité des relations contraintes - déformation, le milieu

est homogéne et isotrope et les déformations engendrées sont

tres petites.
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I-2 EQUATION GOUVERNANTE

1-2-1 EQUATION D’EQUILIBRE

L 'état de contrainte en un point est caractérise par

. le tenseur de contrainte suivant:

o o o
11 12 13 ‘
Lol= | ¢ o o (I — 1)
z1 22 23

o o
31 3z 33

o, . avec i: indique la force qui est normale & K.

j: indique la direction.

L

Fig 1.1
Etat plan de contrainte

Remarque : Le tenseur contrainte est symetrique

o, = O, (I-2)

Notre objectif est de relier ] ‘&tat de contrainte en
un point a l1'état de contrainte en un autre point du milieu.
Pour passer d'un point a un autre dans un champ de
contrainte . il est nécessaire d*avoir une eéquation
différentielle gouvernante. |

Dans le ¢as présent , il est question d’ équation

d égquilibre qui contréle le changement des composantes du
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ténseur' contrainte lors du passage d'un point a un autre
avoisinant. L'equation d'eéquilibre statique en tout point
d'un.milieu R est comme éuit :

| othj_*- Ft= o ; i = 1 .3y 3= l..3 (I-3)
.Dans iesquelles H
Fi: reﬁrésente les composantes des forces volumigues suivant
les directions 1
Les équations d équilibre sont satisfaltes par les équations
suivantes
P = o n 3 i=1..33 3 = 1..3 ‘ (I- 4)
ol n : sont les cosinus directeurs de la normale n par

rapport a la direction x;

p : forces surfaciques prescrites sur la frontiere.
I-2-2 EQUATION DE COMPATIBILITE

11 existe six composantes de déformation “"& , sy s &
Al o

& L& _.,& "'y, et il existe traois (03} composantes de
Ry’ xz’ yz
déplacements u ;i uy; u_. Il est possible de se donner trois
-

(0Z) Fonctions suffisamment deérivables et d’en deéduire les
six (0&6) fonctions Sij. Par contre , il n’'est pas possible de
se donner arbitrairement six (&) fonctions eij et d'en
déduire les trois fonctions de déplacements. Il devrait par
conséquent exister trois (03) relations liant les Sij d’un

point de vue mathématique . Ces relations expriment les

restrictions sur la forme de sij pour que le systéme

I



Théorie deo L'&lLaSticité

d'équations différentielles soit intégrable. Les conditions
d intégrabilité sont appelees condition de compatibilite.
Elles assurent @ 'éxistence du champ de déplaceﬁent et son
Aunicité. En fait, les déplacements sont obtenus a des
constantes prés qui sont détermindes par les conditions aux

limites.

Les conditions de compatibilite sont des conditions
nécessaires pour 1 éxistence de solution unique en termes de
deplacements.

Les equations s’ énoncent comme suit:

a y a e L
XY x . 4
ax ay 6y2 ax’
627 azs azs
—=- = o+ = (1-5)
ay az o’z a’y
a’y e e
nZ — x + z
ax 9z az a‘x
e ' a a ay -
2 ®x a [ ;ny - sz _ Yz
T ay &z ax | z o ay ax i
] ,
a . -
- Sy = 2 “xy + j?}fﬁ — EEEEL- (I-6)
=T 8x 9z 3y az ax ay i
e oy ay ay
2 _ a ] Xz + vz _ ®y
T ax ay 8z ay as az
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Remarque : Bien gque les équations de comptabilitéce sont au
nombrede six. Elles ont un degré dfindépendance eqgale &
trois.

I-2-3 EQUATION DEFORMATION — DEPLACEMENT

LL'éetat de deformation {£] en un point est caracterisé

par le tenseur suivant :

= & &
11 12 33

Ce] = | e & £ 1-7
21 2z 23 { )
£ £
31 3z a3

£ = g :

12 21
£ = g

13 31
£ = g

z3a 3z

Les relations déformation—déplacement pour la thearie
linéaire au nombre de six (06) sont données par 1 équation

suivante: &£ = (u + u ) (1I—-8)

I1-2-4 EQUATIONS CONTRAINTES — DEFORMATIONS

La plus facile relation gui puisse exister entre un

tenseur contrainte oij et un état de déformation sij est une

relation lineaire.

an=lcijk['8kl {I—- 9)

Remarques :

X L éguation tensorielle exprime les relations
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générales entre contrainte et deformation en un point d'un

saiide lindaire.

EijkIESt un tenseur d ordre 4,81 termes.
| Cijkl représente les fonctions reponses du matériau
¥ Pour un matériau homogéne C. .

ijkl

la position du point. Pour un matériau isotrope le tenseur

25t indépendante de
Cijkl _est 1ndépendant du repére.
¥ Du fait de la symétrie du tenseur contrainte et
deformation, on aura
I C'L_jkl. = Cik
fiT fue T Ba T G
Par conséquent le nombre de termes indépendant est

reduit de 81 A& 36. L’'équation (I-1) s'écrira alors

matriciellement comme suit:

“11 “11 “12 C13 14 S15 16 || 11
22 | | Cz2 23 “24 Ca25 Ca4|[ f22
“zz T 33 “34 S35 “a3¢ “33
12 €44 Ca5 “4s{1%-%12
023 Symétrie Ccg Cog 2.523
| %s1 | | Cbéj_f'alﬁa
En générale les coefficients de la matrice C dependent
de l'orientation du systéme de coordonnées. Donc, on  aura

une reduction des termes indépendants de la matrice [C] selon



Théorie de L éL88Licité
le cas. L existence d’une fonction d’énergie de deformation

entraTne la symétrie de 1a matrice [Cl est donc une reduction

de constante indépendante de 36 a 21 .

a - Plan de symétrie

Considérons deux systemes X et ¥ avec les

.

axes X i, X, qui coincident avec X et X l‘axe_fé qui est

1 2
égale a —XS ce gui veut dire que le plan X1X2 est un plan de
symétrie.

= ¢ = 0

Pour ce cas on aura € =€ _= € = C_ = C g% c
12 18 25 as ELS 45 46

On aura une réduction des termes indépendant de 21 a 13 1la

matrice [C] deviendra

- 511-512 Ciﬁ 4 © 0]
€op €3 S24 © 0
€33 ©34 Y 0
Ca4 4] O
symétrie Cqg Cqg
L oo N

b - Syﬁétrie arthotrope

Un cas de symetrie arthotrope c'est un cas ou l7oan a
trois (03) plans de symétrie élastique . 1e nombre de
constantes indépendantes passe de 13 a 9. De la mEme

maniére que la symétrie élastique on aobtient
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147 267 C34 T C54° °

€11 €12 533 ¢ © 0

c22 c23 O 0 18]

Co< 0 O 0

- ’ .}

Symétrie Cag 0 g

c55 0

B o6 |
c — Cas isotropes

Pour un materiau isotope les constantes élastiques
sont independantes de 1l orientation des axes de coardonnees ,
ce qui nous raméne a deux constantes indépendantes . On

montre que :

= = = 2
€11 €oo Czz = M * 2u
€13 T Fpz T Cip T A
“44 T~ C55 T Cpe T H

f

A et g sont appelées copéfficient de LAME (1852) qui sont

fonction du module de YDUNG “E" et du coefficient de

FOISSON "o " 7 du coefficient de cisaillement “B".
- a = v.E .
( 1+v ) (1 — 22.w)
. _ E
H=8 = 7T

On écrira notre matrice en fonction de A et v comme suit:

10
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A+ 2u A A o 0 o 7]
A+ 20 A 0 o 0
N+ 2u : o) 0 0
H & O
H O
— o -

La loi de HODKE qgénérliseée pour un mateériau isotraope

s'ecrit de fagon indicielle comme suit:

& + 2 n .e

.. = A.& . . . .
ij PP ij ij
K.éu 1
= - - -+ P — . -
€1 Za3n +21) %ep ¥ T i (I-10) .
c - - _v o éij ¢ It o5
ij- E s E .

‘éij symbole de CRONECKER.

I-3 ELASTICITE PLANE

_Lés problémes de la théorie de 1'élasticité sont

simplifiés’dans'une largé mesure lorsqu‘on est en présence de

11




Théorie de L'éL8Licitée
problémes bidimensinnnels.
I-3-1 ETAT DE CONTRAINTE PLANE

L état de contrainte plane est deéfinie de deux fagons:
— L'épaissedr du corps est trés petite comparée aux

dimensions caractéristiques suivant Xlet X2.

= Aucune force de surface n'agit sur les faces limitant
le solide a st th/2,
- Les forces agissant sur la surface limite cylindrique

sont planes et independantes de X., donc 0= o= o= O

3 3 31 32

dans tout le volume et « [ sont indépendantes de X

117 “912° 22

£

La loi de HOOKE s’ écrira pour un matériau isotpe:

Xz

Fig 12
i Etat de contrainte plane

12
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_ T1r 22
12 7 TE E ,
_ V%1 %22
22 T TTE tTE
o ‘
12
= -+ —_ =
€40 i+ v £ (I-11)
_ 1)
£33 —g [ 13% 922]
d'oa l'on tire les relations cnntraintes—défurmations

suivantes :

011 e 1 v O sll
12 = v 1 O €0 (I-12}
1-v i-vw £
-
013 O 0 — 12

1-3-2 ETAT DE DEFORMATION PLANE

Un cas de deformation pléne serait approximativement
celui d’'un long cylindre du corps prismatique dont 1a
direction XS esf grande par rapport aux deux autres dans le
plan X Xz,. Les forces de volume et les forces de surface

agissent sur la surface limite cylindrique soit dans le plan

" pas de composante suivant X3 " et ne sont pas fonction de
XS . On peut donc admettre que les déplacement plans Ul et
Uz ne dépendent pas de X3

13
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que U,=0, donc :

_______ X3
- | Fi% 1.3
S ~ Etal de deformation plane
Uy= Uy Xy %5)
U24= UZ(XI’ Xz) (I-13)
= {1} . .
U3 N
sait 533 = 331 = ExaT Q mais 7333‘ # 0O .0On tire
relatians cuntraintES*déformation suivante &
'ii E 1=-v -w O 511 |

,0;2 = (1+v)(i—;v) v 1-v (8] oo (I—-14)

: , , 1—-2v £,

°13 ©re e 12
Remarque:

On peut passer d une maniére simﬁle -des formules

de deformations planes aux  formules de contraintes planes

remplacant le module de YOUNG par E =

v

14

les

sen,

E(lﬂvz) et le coefficent



- CHAPITRE 11

L'ANALYSE DE L’INTERACTION SOL-
STRUCTURE PAR LA THEORIE DE
' L'ELASTICITE '



Interdction Sol-Structure. . .

II-1 INTRODUCTION

Parmi ies,tﬁches importantes de la meécanique des
sols est de prevoir les deplacements, en particulier les
tassememts que peut suﬁir une structuréhfnndée sur le sopl.
" 8i la fondation est bien congue, les contraintes crédes dans
le sol par 1'effet de 1a charge de 1la structure .sont
suffisamment faibles qQue les déformations n‘atteignent pas
l"etat plastique.

Sous pareilles conditions, on peut suppaser que les
contraintes et les défnrmétions dans le =al) sont
Proportionnelles , €e qul nous permet g 'appliquer 1a thénrie
de 1'elasticite, qui en réalite n'est rigoureusemenf carrecte
que pour un matériau parfaitement elastique . Par conséqueﬁt

son utilisation paour 1la détermination des contraintes dans
le sol peut engendrer une incohérence dans les reésultats,
mais si on considére qu’‘on est assez loin de 1'état de
rupture plastique, on pourra supposer 1’existence d’un
t‘fapport de proportionnalite entre leé contraintes et les
déformaiions - 851 les exigences de proportinnnaiité ne sont:

Pas rempli s¢5 on aura alars a faire une étude & la rupture a

la place d'une étude & 1 '&tat elastique.

15
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1I- LES EQUATIONS FONDAMENTALES DE LA THEORIE DE L “ELASTICITE

DANS LE CAS BIDIMENSIONNEL

Beaucoup de problémes iiés 4 la distribution de
contrainte sont bidimensionnels, ils peuvent &tre traitées en
‘contraintes planes, si toutes les contraintes agissant d%ns
ia strg:ture, ou dans le sol sont paralléles & un plan donne,
ou bien ils peuvent €tre traités en déformations planes, si
le corps étudié¢ est étendu dans une direction, et daﬁg
laquelle les déformations sont nulles , exemple : murs de

soutenement, semelles filantes.

Considérons 1 'équilibre du prisme élémentaire (cf fFfig

1I-1), il en découle les équations suivantes:
' e fed 6sz
o .dz - (¢ — =—=dx)dz + T__ dx = { T + dz) dx = O
X x oxn Xz XZ az
do . ar -
odx — (o0 + — d2)dx + 7 __dz — (t_+ *Zaxydz + p.dx.dz=0
z z 4=z XZ xz ax

y représente les forces de volume

16
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® K dx
o F* 3 ¢——
> by
I |
I §
i |
] i
= | |
} |
§ |
} o 1
) A
| J Il
— XZ [ Jog
Y—4 - - - - - - - e - o + x dx
d= o sz J x ax ==
1!__.__..._..._._._._i_-—— . ar
_ ar . ’ T + afz dx
= J <z + d;zdz T x‘z o
ac
o+ z dz
z az B
Fig II-1

Aprées simplification et en ne tenant pas compte des

forces de volume : ‘ : .
ac ot
= + =z = 0 (1I-1)
ax az
002 asz

Ce systéme d‘eéquations représente les conditions
d'égquilibre pour un probléme en deux dimensicns . Les
conditions doivent etre satisfaites en tout point a
l'intérieur du corps sujet a des canfraintes .

Trois comppsantes de contraintes sont a déterminer, le

systéme est donc insuffisant. Considérons 1eﬁ‘relations entre

17
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defarmaticons et déplacements dans le cas 2D:

i

e = aoul
x ax :
_ av (I1-3)
az az
_au av
sz T oz * ax

U et ¥V sont les déplacements respectivement suivant x et =z
sx ,sz ,rxzéont les composantes du 'tEhEEuF déeformation.

On constate gue trois (03) déformations sont dérivées
de deux Qéplacements, ainsi s pour que ie champs de

deformation soit admissible . les déformations duivent

varifier wune relation entre eux appellée équation de

compatibilité:
e e a’y. ‘
x + _H__z_“_ = —2X= (11-4)
822 an dx .az

La theorie de 1 'élasticite suppose une relation
lingaire entre contraintes et déformations, établie par 1la

lai de HOOK, qui s'ecrit dans le cas tridimensionnel cdmme

suit:
1 -1
' & = = o —v{ o+ o)
-] E ] b4 b4 -
-
1 | -
£ = — o = uwl o+ o) {A)
. % E v ® z"
-— . 1 . -
z E z x y' ]
Pour un état de deformation plane : £ =0, le systeme

d‘équations (A) devient:

18
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e = L [(1—v2)a+uu+u)a
x E x . z
(11-5)
i 2
E = — (1I—- V') o+ v (1+ v) o
z E z Y
L _ 201+ v} _ 1 _
Qn a en plus : Y. B T = B Tus (I1I-6)
ot G est le module de cisaillasant
E est le module de Young
v est le coefficient de poisson .
Substitauant ces déformations dans 1 equation de
compatibilité, on aura: (I1I-7)

82 a2 azr
——*[ {l-v)e + vo ] + — [(l—v)a - ve J= 2 ——=
2 x z 2 z x gxdz

ax , a3

En dérivant la premiére éguation d'équilibre (11-1)
par rapport & X, et la seconde (1I-2) par rapport a Z et en
les additionnant on obtient:

2 &t Fo 80

_._....f.._.z.—z —[ * -+ 2]
an az axz 822

En substituant | cette equation dans

({I1-7), On cboutit & =
2 2
[" + 2 ](o+ o) =0 (II-B)
2 b4 z .
az

wr
Fal

Ou bien en utilisant le taplacien:
vV (ax + dz) =0

Cette condition représente 1 équivalent de 1°équation de

19
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compatibiliteé exprimée en terme de contrainte. La resolution
du probléme revient donc a resoudre le systémelaux dériveées

partielles suivéntz

6dx ot
XZ _
I M =0
Baz 6sz
-+ —_— =
4 az ax o (B)
2 2
[ 9 > + 9 ] (o + o } =0
ax az x =

Une méthode pratique pour la résolution de ce
prebléme est  d introduire une fonction de contraintes
appelées aussi fonction d’AIRY. |
AIRY (1862) a montré que les deux premiéres eguations ,ie,
les équations d'équilibre , sont identiquement satisfaites si
les contraintes sont dérivées d‘une fonction F(x,é)de la

maniere sulivante:

( aF
o = .
x az
o= _OF
) z axz (C)
a’F
1‘ =
L *=z an 9z

La fonction d‘Airy doit aussi vérifier la J3eme
équation, en substituant dans celle-ci les contraintes en

fonction de F, on obtient:

20
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ifm+2£____+ ....‘i:o (11-9)

ax a»’ a7 a2
ou bien :V°F = O
La fonction F doit Etre biharmoniéue, et ses dérivees
repréasentant les' contraintes qui doivent satisfaire les
conditions aux limites du probléme. Une fois la fonction
d’Airy trouvée, les contraintes pourront €tre obtenues par
différenciation. On utilise souvent dans la mécanique des
sols , un systeme de.coordonnées cylindrique pour traiter lé

probléme de distribution de contraintes (fig II-2).

v

(o4
-4 z
|
zr
3 ¢
dz J — O
— T r
r dr rz
eyt
\F
-~
P

Les eégquations d équilibre dans le cas bidimentionnel,
en coordonnées polaires sont données par les equations

suivantes:

21
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aar ar o - o

ar * TJ;_ 8ere + - = =0
' r (I1-10)
1 aae + aTre + 2Tr'e = 0
'S ae ar i

L 'équation de compatibilité en coordonnées polaires,
qui est équivalente a 1 "equation (I1-8) en coordonnées
cartesiennes est:

2
a + 1 &

1 8° '
. 5 ](or+ o )=0 (II-11)

as

a#’ r  ar

La solution du probléme est encore obtenue saous forme
d‘une fonction d Airy F(r.e), a partir de laquelle sont

dérivees les contraintes :

' _1 1
o = — + ——
r r ar rz 663
st
Yo P : (11-12)
4 ar :
1 af 1 at & _ a 1 af
re 2z B = ( ra- =) )
(e ae r ar do ar

On peut vérifier que la fonétion d‘Airy veérifie
identiquement les éqguations d équilibre, elle doit éqssi
vérifier 1 éguation de compatibilite, en remplacant dans
celle—ci les contraintes par leurs expressions enlfonction de

f on cbtient : (II-13)

22
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Ce qui peut s’ écrire sous la forme : 3 f = 0

La difficulté majeure dans la résolution des problemes
de 1l 'élasticite est 1 abscence d’indications sur la fonction
d' Airy., sauf gu'elle est biharmnnique.lLes fonctions d Alry
sont généralement déterminées a partirc d experimentation, les
plus spuvent util;sés sont SOUS forme polynomiale,

trigonometrigue, ou en série de Fourrier.

11-3 ANALYSE EN DEFORMATIONPLANE D°UN MILIEU SEMI-INFINI

II11I-3-1 CHARGEMENT LINEAIRE EN SURFACE

On cherche a détérminer les contraintes dans une
masse de sol semi— infinie ayant comme frontiere une
surface horizontale . soumise & charge 4lineaire unifarme

{fig 3 ).

0

s R

Ard Fig I1.3
' ©

Considérons un plan perpendiculaire a la droite sur

laquelle agit la charge, les forces de volume seront

négligées, on ne tiendra compte que de 1l effet du chargement

23
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a la surface pour la détermination des contraintes .
Sait la fonction d'Alry suivante : f =A.r.e sine (11-1i4)

an peut vearifier qu’en effet cecte fTonction est

biharmonique. les contraintes obtenues par deéerivation de °

sont 2R cose
O‘ = ———————————
r '
(I1I-15)
=0
06
T re =9

L etat de contrainte trouvée est un état radial simple:
tout point du sol fn'est soumis gu’a une contrainte radiale de
compression. Il reste a détérminer la constante A, poaur ce
faire considérons 1 égquilibre du demi cylindre d;axe passant

par 0 et de rayon r (fig 11-4}

Fig 114

La somme des composantes verticales de toutes les
forces {dp = ar.r.de ) agissant sur les portions
édléamentairesde la face du cylindre devrait Etre égale a la

charge linéaire par unite de longueur:
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4

2
- F = 2J ar .£LOos © r do

9)
kil
2 3
- P = 4.4 J Cos"e.deo
O

On aura donc : A = —-2— {I1I-16&6)

Et par conséquent, la fonction d Airy sera :

fir,o) = -—%—‘.r.e.sine (11-17)

L . . 2p cos e
et la contrainte radiale. : o = — B

r - p (II*%B)

‘les conditions aux limites sur la surface libre sont

verifides, on a bien pour & = :-%— une contrainte nulle a
l'exception du point O qui est un point de singularité.

En revenant aux coordonnées cartéesiennes, la fonction d Airy

devient : F = — £ . ¢g™" (=)  (11-19)
Sachant‘que ro= v+ 20 . les contraintes sont :
: |
r '? z
o = —.‘.:.E_, . -
= 4
n r
2 .
b . -
o = - =B _ & = {(I11-20)
* 4
4 T r
z
2
s = - 2P % Z
Hz 4
n r

23
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II-3-2 CHARGEMENT REPARTI SUR LA SURFACE D'UN MILIEU

SEMI-INFINI

Le but de ll'étude du chargement linéaire, faite
ci—dessus n'est principalement que theéorigque. En effet 1la
charge linéaire est ﬁaujnurs distribuée sur uné' iargeuf
:finie. Supposons que la semelle a travers laquelle la charge
est trahsmiﬁe au sol est parfaitement flexible, le chargement
réparti agissént sur un milieu éiastiqua semi— infini peut
gtre’ divisé en un nombre infini de charges lineaires
elémentaires - 4 partir désquelles et en utiiisant' le
principe de suberpnﬁition, on peut obtenir iés eipressions
des contraintes par intégration. Au dessous de la base d'une
semelle reéelle, les pressimns de &Dntact* peuvent €Etre
diSt}ibuées_ del différentes facons, la pluSl simple est la
distribution uniforme ; ce cas a étée traite par TIMGSHENKD
(1957).

'Spit la fonction d Airy suivante :
F(e0 ) = A 25 (1I-21)

"les contraintes obtenues par derivation de T sont :

( ) 2
r 's ar r ad ‘
FFf - (I11-22)
. O‘S = p = 248
' ar
n 3 1 af | _
T ST B lvT e’ TR

51 on appliqhe cet état de contraintes a un @milieu
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semi—fini lelrésultat a la surface serait celui montré sur la
figure {cf fig 1I1-5-—a) avec des contraintes normales
d’ intensite At , changeant de signe a 1l origine . des
coordonnées polaires, etdes contraintes de cisaillement
d intensité ~A. 51 on déplace l'originé 0 horizontalement &u
pbint Dl’ et on change le signe de la fonction d‘ﬁ;ry, on
obtient 1 &tat de chargement a la surface (cf fig 11-5-b), en
superposant ces deux chargemenits on aura une charge uniforme~

d intensité 2A8r agissant sur une bande de largeur 2b en

surface (cf Tigll—- 5-c)

b
[+
Fig II-5
Si 1 intensité de la charge par unité de surtace est
q, alorson doit avoir : 2A.7T = Qq et d'od : A = é%r

La fonction d‘ﬂify pour - la coﬁbinaisun des deux chargements

q
. - 2 _ 2 —o
est donc T(r,®%) = = (ro riﬁi) (11-23})
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Fig 1.6

En utilisant les notations de la figure (1I-6}), les

contiraintes seront données par les expressions sulvantes :

7]

[:sin { & - &% )Y cos (& + 9 ) + (&~ & {]
‘ 2 1 1 2 2 1

Ao =2} o

{E sin ( - & Y cos (& + & ) + ( &~ &) ] (I1I-24)
2 1 2 1 2 1

. 2 . 2
sin & - sin &
HZ T z 1

| &

I1 est & noter que pour une charge. uniforme les
contraintes principales sont données par les expressions

sulivantes :
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o = i I (2 = + san 2& )
i )
g (11-29)
= 3 (2 ¢ . sin 2g )
2 I

La signification de 'l'angle £ est montree sur la;
figufe (11“6).106 remardue que‘léﬁ contraintes principales
dépendeht Seﬁigment de e.

Les ‘isnbars de  contraintes principaleé sant"des.
;ef‘cle‘s péssant par les deux coins 1 ét 2. La contrainte

(&1+ 5z}
—

-

principale majeure fait un angle avec la verticale.

I1I-4 CALCUL DES TASSEMENTS

Daﬁé J‘analysé de la charge répartie sur une ;argeur
,finig, la distributinn de 1la pressioﬁ de - contéttr etait
supposée uniforme, Si‘Dn détermine le tassemént"yqd;un pbint
quelconque de la surféce- en intégrant la déformation
verticale de zéro a‘ ;’infini, on obtient wun résulta£
embarassant, est‘que-le tassement est infiniment grand,.par

exemple pour le centre de la semmelle :

j»—b-—+;—-h—*-

| Y

it 2

Fig IL7
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00
1 [ .
y = 5 J o dz ; pour ce cas ﬁlx 322 5 (cf.fig 7)
)
1 00
Y = g {sin 23 + 2R3)dz
o
2qb ' o f3=o
y = —E [ 3 ctg 7 - 2 In (sin ﬁ)] —To0

f3=rt/z

Le résultat est evidemment absurde, mais si on
suppose que ‘Ia cqmpressiun du milieu é5£ limité&e a uwune
cértaine profondewr, ou bien en calculant ‘le tassement
differentiel entre la surface et une profondeur donnee ;
celui-ci se trouve Etre une valeur finie. L’ expression de ce

tassement est donnée en utilisant les notations de la figure

{(11-7).
- qb o ®—b . _ ., x—hb L. b ‘ - R
Y E L_ & sin {3 > 2 g In {sin ﬁi) * o (ﬁz Bi

(I11-24)
Enfin, {1 est a noter que la supposition d'une
distribution uniforme de la charge n’'est admise gue s1 1la

structure qui la transmet au sol est suffisamment fTlexible.
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L8 Méthods deS Elémonts finiS
ITII1-1 INTRODUCTION

L' evolution 'actuelle de la technologie amé&ne
1‘ingénieut & réaliser des Projets de plus én Rlus caomplexes,
coldteux et spoumis & des contraintes de Sééurlté de plus an
Pius sévéres. Pour dominer ces projets, 1l ingénieur a besoin
de deEIESIQUi lui permettent de simuler le cnmportemeﬁt de
systémes physiques complexes. Les sciences de 1 ingénieur
permettent de décrire le compartement'de éystémes physiques
grdce & des équations aux derivees partielles. La methode des
elements finis (M.E.F) est 1'une des méthodes les plus
utiliséés aujourd  hui pour résoudre _léfficacement ces
equations. Elle nécessite 1'utilisation intensive de
1'ordinateur . C'est une méthade tres génerale qui s appllque.
& la majorité des problémes rencontrés dans la pratique :
probleémes stationnaires ocu non, problémes lindaires cu non .
Elle fait aﬁpel :

—Aux Sciences de 1'ingénieur pour construire les
equations aux deérivees partielles.

—. Aux Méthodes numeriques pour construire et reésoudre
lés equations algebriques.
= A la programmation et l17informatique pour exécuter

efficaceemnt les calculs .
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I11-2 HISTORIQUE

il es bases théor;ques de la M.E.F reposent d'une part
sur la formu;atioh enérgétiqueAde la mécanique des Structures
et d‘aufrg part sur les méthndes'd’approximation.

En ce qui concerng les théarémes énergetiqueé de:
l’élasticite, léur formulation a étée effectuese au siecle
dernier,-grﬁce aux travaux de NAVIER (1819)sur les structures
lhyperstatiqu&s; puis'ﬁAXNELL {18464) et CASTBLIAND (1878) qui
etablissent de fagnn complete les theorémes de 1 énergie.
Cepéndant, les applications de cette formulation au calcul
des structures complexes ont étée inexlstants a | cause de
1°’indisponibilité de moyens de calcul. Il faut noter gu’'en
1?32 ., l'établissement par H.CROSS d'une méthnde rendant,
possible 1 analyse de systemes de poutres avec 1E$ moyens‘de
calcul de 1 7époque tdistributian des mqmentS). Cependant; ces
technigues ne _permettent pas Jjusqu’ alors la résolution de

problémes de milieux continus, rendue possible uniquement par

1a:ﬂiscrétisatinn du probléme continu & 1% aide derméthédea
d';ppfﬂximatian édéqu;tes.

C'est au début du 20 éme siécle qu’ont été acquis les
resultats fandamentauk dans le damaine des méthé@es
d'-appraximation sous 1 impulsion de RITZ (1908) et GALERKIN
(1915), puis en 1243 COURANT établit les bases de la H.E.F.en:

montrant que la résolution de certains problemes de milieux

continus est possible, en effectuant une
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discrétisation spatiale du domaine, tout en utilisaﬁt les
méthodes d’ approximation variationnelles.

Avec le dévelnppemént de 1‘ordinateur, apreés la 2 eme
guerre @Dndiale, ia résolutiﬂn-des éguations ne posait piu%
de prDElémeg, cela a provogue un retour aux méthodes
classiques d analyse ,de 1la nait "la méthode matriqielle“,
permettant de traitef des problemes asser complexés. Parmis
lesicontributians les plus‘impnrtantes, citons celles de LEUY
(1747) et GARVEY (1951) pour la méthode des forces et LEQy
{1953) pour la méthnﬁe‘ des déplacements. En 1954,7 bENEE
systématise la meéthode des‘fqrces. En 1955, ARBYRIS presente
une approche unifiée des meéthodes des déplacements et des
farces, puis 1" annee suivante,'TUHNET et GLOUGH publient urne
présentation systématigque de la methode des déaplacements.

Dés 19460, la M.E.F. subit uh développement rapide dans
plusiéufs diréctions :
- Création d éléments de haute précisimn.
— Construction d’ une base mathé@atique de la M.E.F.
- Utilisation de la M.E.F. pour la reésolution de

problémes non lindaires, non stationnaires.

111I-3 CONCEPT D’'ELEMENTS FINIS POUR L°‘ELASTICITE PLANE
‘I£I—3—1 ;NTRDDUCTIDN
Daﬁs lde nombreux aspects de son fravéil, il est
souvent nécessaire a l‘ingénieur' de - connaitre ies

répartikFions des contraintes et des deformations dans des
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milieux continus e&lastiques. Les problémes qul se posent
alors, peuvent €tre caractérisés comme bidimensionnels.
C'est dans ces derniers que Tt appligquée avec succés la

methode des eélements Cfinis.

111-3-2 DIFFERENTES FORMULATIONS

I1 existe plusieurs sortes de formulations d'eléments

finis en mécanique des structures, parmi elles

1— Formulation contraintes au équilibre :

Dans laquelle on se donne une approximation solt sous
forme d‘un champ de contraintes.en équilibre ou sqit SOUS
forme d une Tfonction de contraintes. Elle se base sur lé
theéorie de I‘énergie complémentaire.

2 —- Foarmulation déplacements :

Dans laquelle on se donne une gpprnximation du champ
de déplacement, elle se base sur la stationnariteé de
1'eénergie potentielle.

=% — Formulation mixte :

telle—ci considére le champ de dépla;ement et de
contraintes comme inconnue primaire du probléme ; d’ou lg nom
mixte.

En M.E.F 1la formulafinn la plus utilisée et celle des

déplacements qu’on exposara ci—aprés.
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II11-3-3 LE MODELE DE DEPLACEMENT

La formulation déplacement gui est la plus utilisée en
H;E,F. est basee sur les étapes suivantes :

— Le milieu continu est divisé par deé lignes ou des
surfaces imaginaires en un certain nombres d'éléments finis.
- Les éléménts sOont supposes €tre relies entre eux par un
ﬁombre fini de points nodaux, les deplacemernts de ces points
sont les inconnus du probléme.

- On choisit wune fTonction permettant de detinir de
maniere unigue le champ de déplacement.

- Un deétermine un systeme de fTorces concentréees aux
noeuds qui eéquilibre les contraintes qui s’exercent aux
frontiéres.

- On évAdlue la matrice de rigidité élémentaire {Ke]

- {On assemble 1la matricé élementaire pour Tfarmer la
matrice globaie.

-~ 0On reésoud le systeme aprés avoir introduit les
conditicons aux iimites, pD;F obtenir les deplacements,

ensuite les contraintes.

111-3-3-1 DETERMINATION DE LA MATRICE DE RIGIDITE D’UN

ELEMENT TRIANGULAIRE.

1- Choix de la fonction deplacement

G vu du choix de la formulation en deplacement, an
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doit imposer un champ de déplacement qui satisfait certaines
conditions.

- Les fonctions choisies doivent Etre continues é
1'intérieur de 1 &lément ‘et a l'interface inter—élémenta.

- VLes équations forces—deéplacements découlant des
fonctions: cholsies doivent refléter' une @energie @ de
deformation nulle lorsque l‘élément subit wun déplacément
 d‘ensemb1e rigide.

- fLes Ifonctions‘ supposees doivent permettre la
repreﬁentétian' des valeurs uniformes pou toutes les
'contkaintes ou deformations.

- Le nombre de termes indépendants dans le polyndme doit
Ftre égal au nombre &es coﬁposanteg des déplacemeﬁts gui sont

A calculer.

2- Eva;uation de la matriﬁe de rigidité
On présente maintenant'lles. étapes de bDase pour le

calcul  des matrices de rigidite, pour 1 eéleéement qu’on a

choisi, qui est 1'élément triangulaire a trois noeuds et a

deug degrés de liherté par noeud.

ETAFE 1 = Cette étape consiste a choisir un systémg de

coardannées cunvenaﬁles'et nﬁmérotér les noeuds dans le sens

inverse des aiguilles 'd une montre.
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En wutilisant la notation wmatricielle, ie wvecteur

déplacement en un point de coordonneées (%,y) est noteée comme

- { U(x.v)
" . =
i alx 5&’) J Vi x ,3() :]

l.Le vecteur déplacement nodaux s écrira alors comme suit:

suit =

avec {a. y = : (ITI-1)
i v

LTI T 1]
[S R S ]

Lt B e o

ETAPE 2: On choisit la fonction de dép}aceﬁent [LFix.y)] qui
définit le déplacement { a(x,y) 7 en chaque puiht de
1l élément. Puisque on a six degrés de 1iberté, on a besoin de
six coefficients inconnus % dans le polyndme représeﬁtant ie

mode de deéplacement permis, on aura :

o<
= O
x O
< &

{ alx,y) 3 [3] = [ég ] ¢ o} (III-2)

-

T fix,y 3 { a7’

plus simplement { a({x,¥}Jr

ETAPE 3: On exprime maintenant les déplacements { a(x,y) J
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LA Méthode deS EldmeniS fimb

dans 1 elément en fonction des deéplacements nodaux (a4 j; on

obtient alors :

{ al(x=i,yi) ¥ [fixl,y1)]
a%y = { a(x2,y2) 1 = Lf(xZ,y2)]

{ a{x3I,¥y3) ¥ CF{xZ,y3)]

plus simplement a3 = [A)-{a} - {a}‘

{ al(x,y) 7 = [fi{x,y)] (o7 aGit

[fix,y)l {fay = [f(x,y}] [Al {a 7

it

£ alx,y) 7 = [f(x,y)1 LAl ta ’

{ o
e ! e
= [A] .ia 7

{11133

ETAPE 4:0n va relier les déformations {g{x,y}; en chaque

point de 1'é&lément aux deéplacements { ai{x,y)s

déplacements nodaux a3
. L - av ~
T x ax
‘ _ oV
On a {e(x¥)3 = 4 £yT oy ‘ ,
du av
\ y"‘y oy ax .

et donc aux

ou simplement

Etape & :  0On

{e(x,yl:

{e(x,¥)7

{e(h,y)J

Lcl.1ia}
[c1[Al-

(Rl {a°

1

Y
J

(I11-4)

o]
f
[

relie les contraintes internes {o(x.y)i- aux
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L& Méthode deS Eléments fimb

deformations {£(x,y}} et aux déplacements nodaux {ae T a

La loi de HOOKE généralisée nous permet de relier les

contraintes aux déformations comme suit @

{ olx,y} T = [Dlisl{x ¥}s

d O
11 12
avec [D1 = d
24 2z
O Q d
: a3
d _ E (1—v}
il (1+v)(1-2v}
d - wE
22 {1+v)(1—-2v)-
_ E
dx3 = 2 (1+0)
{o(#,¥)F = (DI{e(x,y)y (III-0)

==3> {o(x%,y)¥=[DI[B1{a"} (11I-6)

Etape &: Dans cette etape, Dn_relie ies charges nodales. aux
déplacements nodaux. On ufiliﬁe le principe des travaux
virtuels qui s’ énonce Comne suit: le travail extérieur total
produit par les charges nodales daoit €tre egal au travail

interne total des caontraintes
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On a Nint= {elsn,y) 3 ro{x.y)y
, p 3
== Jwi td{vnl) J {eix,y) }T{o(x,y)}d(val)
v v
. . X e
On a 1l equation {si{x,y} 7 = [BI {a 3

By ' X -
ijﬁjwintd(vul) = [EB1T¢a"%3 (D1 [B1 (a3 (a%;
. . v

ie e
et wext= ta J i1 F 3

T T
==>{a" "} (F¥3= [j [EITIDICRT d(vol) | (a*y (%
. A4

===y {FT} = [J[B}T[DJEB] d(vol) ] {ta ¥
Elle est de type
e

{FE} = [KE}{aE} LK™1 : est appelee matrice de rigidite

ou des raideurs elémentaires.

(k€1 = [ [BITCDICBY dival) | (II1-7)

v

11 -3-3-2 PROPRIETES DE LA MATRICE DE RIGIDITE

L.a matrice de rigidite [Ee} a trois propriétés

Esséntielles qui sont =

1- La symétrie en vertu du theoreme MAXWELL— BETTI

2~ Elle est singuliére avant l1'intraoduction des caonditions
aux limites, ce gui explique le mode de déplacement rigide. de

1 'alément.
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LA Méthode deS ElémentS finiS
2 — Definie positive, ce qui donne a 1l enérgie de

déformation sa propriété physique d &tre positive ou nulle.
I11-3-3-3 GENERALISATION AU DOMAINE ENTIER — ASSEMBLAGE

Dés qu'on a établi les matrices de rigidite [K%)
de tous les eléments, il est nécessaire de, les assembler dans
la matrice de rigidité de toutes 1la %trutture EKI- En
utilisant 1 approche eénergétique, on peut définir la méthode
d assemblage.

Soit 7 l'énergie potentielle totale de 1 é&leément e :

T T
7€ = 2y k%1 wi-0 w3 F%3 (rri-8)

Puisqu’on & une compatibiliteé des éléments, on peut Dbtenir

1" énergie potentieile totale de la structure par simple

sommation des énergies potentielles totales elementaires :

n=§ n®= g { LSy k®1 ®y - ¢ WSy (FS } (I11-9)

¥

Les deplacements nodaux ﬁnnt obtenus par une relation

matricielle de type : {u®3= [B%1{u3;

[EE] H matrice de localisation ou de connectivite

geométrique dont les eléments sont des O ou des 1. Des deus

equations on déduit 1°'équation (IT1XI-10):

1 T e T e e., . T e e, _
n = L {5 (ur [B°1 K10BS30us - Cuy [BS1 F5y |} =
i T o T
= fuy EK°1. {u} - {u'y { F3
T

Avec [KI =% (53 [(K®1 [B%] matrice de rigidité complete..
‘ el memtS
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~~

i

g
i

¥ {BE]{FE} vecteur des tores equivalentes.
III-3-3~4 CONVERGENCE DE LA M.E.F

Il y'a des proprigteés qui sont nécelsaires ou tout au
moins souhaitables au niveau de la structure complete . En
particulier les conditions de convergence de la M.E.F sont:

1- Complétude

Un elément fini est dit complet quand il permet la
définiéion d’un chémp-déplacement qui représentera
— Modes rigides : -~ Quand aon prescrit aux déplacements
nadaux des valeurs correspondant aux deplacements d’ ensemble,
on doit trouver un état de déformation nul dans 1 élément
et donc des forces nodales nullies.
- Etats de deformation constant s qQuand on precrit aux
deplacements ﬁndaux d'un 2lement des valeurs cntrespmhdant &
un etat de Béfurmation constante, on doit eftectivement

trouver cet état de déformation & 1 intérieur de l'gléement.

2- Compatibilité = Un elément fini est dit

compatible quand il permet la definition d°un .champ de
deplacement avec une continuité {déplacement S continu)  a
l'iﬁtérieur de 1'élément et aux interftaces intér—éléments‘.
Physiquemen£, la compatibilite assure gu il h'y aura
appar;tion de vides ou de recouvrements entre les &léments

qu'une fois gue 1'assemblage est Tait.
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. PRESENTATION DES PROGRAMMES
M.E.F |



PréSent@tion deb. progr@mme$ M. E.F
IV-1 INTRODUCTION

Nous avons déja &tablit qué le vecteur force {F} était

reliée au vecteur déplacement (U) pér I1'équation suivante :
{F¥= [k3}.{U} ;5 [K] matrice de rigidité.

Dans cette é&quatiaon, les gquantités inconnues sont les
deplacements, et 1"objiet de la résolution | est . la
détermination des "déplaceménts noadaux {U.Le travail
numérique cansiﬁtant en la mise en oceuvre de cette &tude pour
toute structure _réglle rend liutilisétion de 1 ordinateur
essentielle a l'application de 1a M.E.F.

Four notre etude, naus‘éypns elabore deux progra@mes
utilisanf leshéléments triangulaires. L 'un d’eux salutionne
les prnblémes d’ interaction sal-stiructure pour une fbndatian

flexible (M.E.F.F.F.), et 1’ autre, pour une fondation rigide

(M.E.F.F.R.).
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PréSentdtion deS5 progr&mmeS M. E. F

Iv—-2 PROGRAMME M.E.F.F.F

Le programme gue nous avons @laboré est construit en
" neuf grandes parties (sous-programmes), chacun o’ eux ayant

une fonction particuliére qui sera définie ultérieurement.

INPUT

PREP

MAT

l

ASSEMB

RESOL

CONT

l

OQuUTPUT
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PréSentdlion deS progr@mmeS M. E.F

Iv-2-1 SUBROUTINE INPUT

FPour bien poser le p}obléme, il est neécessaire

d' intraoduire des donnees dans- 1 ordinateur,qui dmivenf
spécifier s

- La geomeétrie dehla strQGturé mndéiisée, la longueur et
la profandeur'du s0l.

- les caractéristiques physiques du matériau,
coefficient de POISSON, et le module de YOUNG.

- Le némbﬁe de noeuds suivant la longueur et la
profondeur. |

— Les sollicitations, c¢'est a dire le nneud ol est

appliquée la charge ainsi que sa direction et son intensite.

Les variables dans ce sous—-programme sont :
E : Module de YOUNG.

NU : Coefficient de POISSON.

EP Epaisseut.

L : Longueur.

H : Profondeur.

=

Nombre d’éléments suivant la lougueur.
N : Nombre d’ éléments sulvant la hauteur.

F : Vecteur force.
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 PréSent8lion deS progrmmeS M. E.F
IV-2-2 SUBROUTINE FREP

Cette subroutine a pour réle de déterminer les
- coordonnées de chaque noeud,la creation de la table de
la connectivite, ainsi que 1" introduction des conditions aux

limites qui se fait auvtomatiquement.
IV—2-3 SUBROUTINE MAT -

L 'objectif de ce sous—programme est 1l extraction des
informations des deux . précédents A l1'aide de COMMON
étiquette, avec lesquellies il fait 1la construction de 1la

matrice et du vecteur élémentaire.

IVv-2—-4 SUBROUTINE ASSEMB
En utilisant la table de connectivite durﬁsous
programme PREF, cette subroutine fait 1 assemblage des
matfic95 et wvecteurs élémentaires [Ke] et [Fe] dans 1la
matrice et vecteur glbbaux [K]l et [Fj R
Vue ia nature du probléme, les noeuds doivent #tre
cnrrectemeht numerotés, et les termes non nuls de [K] sont
CQnéentrés dans une bande étroite et adjacente a ia

diagonale principale, ce qui nous amene 4 Tfaire des

stockages un peu spécifiques dont oan cite =

1- Matrice bande

Nous stockons la matrice ™ redressée " dans Qne table
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PréSentdlion de$S progrémmeS M. E.F

rectangulaire VK de dimensions n. (Zb + 1).

””” b b

\ Y 0

Y b
\. .

0 : 0

—1—= 21—

Four une matrice symetrique, on stocke nib + 1) mots réels

/s

r— b+] —=

2= Matrice & ligne de ciel

C'est la méthode adoptée qui est de ilein la plus
efficace. Elle consiste & stocker les termes de {KJ- par
lignes et colonnes de longueurs variables.

Nous choisissons d'utiliser trois tables de stockage :

VKGD : Contient les termes diagonaux .

VKBS : Contient 195 termes du triangle supérieur de [K],
organises par colonnes descendantes “"sans les termes
diagonaux".

VKGI : Contient les termes du triangle inférieur de [KI],

organiseés par lignes de'gauche a droite “"sans

les termes diagonaux".

&7



PréSontdtion deS progrmmeS M. E. F

Four 1 a matrice

K, 1
| ¥y t"12‘—19--[_"‘14 @
\ | Koy Kop Koz Kaa 0 2
£k]. = 0 Kgp Kzz Kzp Fas
r'-_ -
L531 Kaz Koz Faa o
© | K53 @ Fss
e - Ck ) . . N
VKBS LR Kea® Kier Kpa? Kayer Kas? o3
et = s , . . .
VKGI g0 Kagr i“41’#’4.2’ Kea? Kggr 9

VKGD = (K, K__ . K__, K 5 K__ 3
Pour notre cas [K] est symétrique , donc VKGL = VEGS

1v¥-2-5 SUBROUTINE RESOL

L Aprés aﬁsemblage, on aura le systeme algebrique
suivant = EKI{Uy = {FJ% -
Ce systéme doit €tre résolu en {U} apres modification ae la
matrice [K] et du vecteur {F}pour tenir compté des

conditions aux limites.

IV-2-5—1 INTRODUCTION DES CONDITIONS AUX LIMITES

a - Méthoade du terme diagonal dominant

La matrice [K] est assembles sans tenir compte des

conditions aux limites, puls chaque relation u, = . est

introduite en remplagant :

- Kii par Kii + o ; A etant un nombre trés grand par

rapport a tous les termes Kij'

— F.par a u..
1p i
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PréSentftion deS progrdmmeS M. E. F

L' equation générale s écrit alors :
T

o, + T K. . 4. = o u.
kN =4 1] 3 1

. L2l
Elle admet la solution apprnchée.ui uisi aui}> 2 K.

b - Méthode du terme unité sur la diagonale :

Elle consiste & modifier pour chaque relation ue ='Gi,

le vecteur {FJ¥, puis la matrice [K].

F. =F, —K.,. U jsl..n; j # i
3 -3 ij i .
F.= 4.

1 1

hijz K 0; = 1.y 3 # 1

ii~
Cette méthode ne pose pas les problémes numérigues de la

précedente, par contre, elle est plus complexe a programmer c

— Mé&thade deAsuppression des eéequations:

£ "est la methode gue nuué avons choisi, elle'cansiste
a supprimer les egquations correspondant aux degrés de liberte
impose u.. Elle a l'avantage de reduire le nombre d’incopnues
du systéme.

L algorithme que nous avons adopte pnurlla resolution
spécifique au stockage par ligne de ciels, est l'algorithme
de décomposition de lé matrice [KI en .deux matrices

triangulaires 1'une supérieuwr, 1 autre infeéerieure.

[K] = [L].[S]

K K u...iK 1 00 Gouoeeennon |[Paa--0- Senm
14 12 in o .
KK K L 01 OcecncaccaO

21 22 .... 2Zn | 24 o - O

: : : o o |19

» - (4] .

R k K L L A ifloooo s

Nt n2 nn ni nz nn- 4 L nn
L _ L _ _
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Dans le cas d'un systéme stockée en ligne de ciel, pour
gviter les opérations sur le triangle inferieur de (K] et le

stockage des termes correspondants , Dn.adnpte 1l algorithme

suivant

8 =2 . n

—1 = 105 + 1, anansse=y9 T 1
m = max [ 101,105]. ssanng I-1
l K. = K - K, K
is is im ms
c =0
m = 105’ ....... s I -1
c =c + Kz /K
ms min
Kk =K /K
| ms ms mm
K = K - C
S5 S5
1 . =1 — KLD (I+1) + KLD (I}
oi
I - 8§ — KLD ({5+1) + EKLD (5)
0s _

ol KLD est la table de localisation des débuts de colonnes.
Aprés décomposition, il faut résoudre les deux Systémés
triangulaires.

Etape 1 : Systeme triangulaire inférieur

I = 2, aeeay 0
i-1
F.= F. = F
1 1 =1 13 ]

Etape 2 : Systeme triangulaire supeérieur

=1
F = K F
n min n

"I = n-l, N—2, «ane-3 1
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PréSention deS progr@mmeS M. E.F

n
F.= K.* (F. - % = K..F.
X i1 1 I=v+1 13 1

}

{ F} contient alors la solution { U} du systéme .

IV-2-& SUBROUTINE COUNT
Elle utilise un programme powr le calcul de la matrice

[(H] qui est déja defini .

Une fois les deplacements sont détérminés en utilisant
la matrice [H]l. (e sous—programme permet de trouver les

contraintes pour chaque &lement.
Iv—-2-7 SUBROUTINE OUTPUT
Il imprime suivant une_bbnne préesentation:

— Les déplacements nodaux .

— Les contraintes de 1 élement
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Présentalion des programmes M. E. F

Iv-3 PROGRAMME M.E.F.F.R

Ce programme a une structure identique au premier, il

est donc caonstitué des mEmes

1éprogramme M.E.F.F.F, plus une autre qui

qui sera_ commentée ci-dessous.

4

INPUT

!

FREP

IR

subroutines wutilisees dans

lui est propgre et

MAT
(SOL)

ASS

(SOL)

MAT
{BETON)

ASS
(BRETON)

!

ASSEMBLAGBE

|

RESOL

l

CONT

!

auTrPUT




Presentaiion des progrommes M, E. F

IV-3-1 SUBROUTINE INPUT

lie fait entrer les caractéristigues des deux milisux

m

aver: un +ormat libre,

" IY~-3-2 SUBROUTINE MAT ET ASS

Identique & celle de M.E.F.F.F

IV-3-3 SUBROUTINE ASSEMBLAGE
c’est la spécifite de rce programme, elle tTorme ane

matrice globale qui tient compte des deus milieusn.

Iv-3-4 SUBROUTINE RESOL

Identique &4 celle de M.E.F.F.F.

IV-3-5 SUBROUTINE CONT

Identigue & celle de M.E.F.F.F,.
IV=-3-6 SUBROUTINE OUTPFUT

Elle affiche les deplacements et les contraintss pour

les deux milieuw avec un format lisible.
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CHAPITRE V

LA METHODE DES EQUATIONS
INTEGRALES AUX FRONTIERES



L8 mélhode deS équétionS intégrdleS Hux frontiéreS
V-1 INTRODUCTION

Les solutions analytiques sant tres delicates &
thenir; ﬁinsi les ingénieurs ont—ils chercheé des methodes
purement numériques :différences fTinies, puis élements Tinis.
Leur inconvénient est de devoir traiter dans de nombreux cas,
des problémes & trois diménsions, ce qui exige souvent de
grandes capacités de memoire des agrdinateurs.

La methode des équations intégrales aux .frohtiéres
.permet de rédulire ces prdblémes & deux dimensions. Son
principe consiste a transformer les équations aux derivees
partiellés dan=s le domaine et des conditions aux limites sur
la frontiére en eguations intégrales 1iant-des‘fonctions
connues et inconnues sSU ia frontiere du domaine
erxclusivement.

Ainsl dans ce chapitre. nous-auroﬁs 4 présenter cette

. méthode appliquee aux problémes bidimentionnels, en se basant
sur la méthode des résidus ponderes pour formuler les

équtions integrales.
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y-2 HISTORIQUE

La B.E.M a ete atudiee par beaucoup de mathématiciens:

FREDHOLM (1903), SMIRNOV (1729), VOLTERA (1939) et MIKHLIN
(1957 et 1967).
FREDHOLM (1903} a atudig 1 application des intégrales pour
la theorie des potentiels, il_a démontré gqu’ il peut y avoir
1 existence de solutions aud equations intégrales &0 5sSe
basant sur une procedure de diécrétisatioﬁ.

Eﬁ 1929, KOLLOGGE a exprimé les equations intégrales
pour un probléme de champ potentiel en termes d equations |
integrales aux frnﬁtiéres. Encuite BETTI et SOMIGLIANA, &n
se basant sur 1‘analogie qui existe entre les theéories de
potentiel et d'élasticité pour 1‘analyse des problemes
d ' élastostatique par le hiaié' d’ egquations integrales aux
frontiéres.

En 1963, JAWSON et SYMM ont presente une-£echnique
pumeriqgue pour 1a résolution d’ égquations intégraleé aux
frontieres. Ils ont pu déeterminer des solutions pour des

problémes bidimensionnels de type NEWMANN et DIRICHLET-

En ce gui concerne nptre proiet, c'est & dire les
praoblemes de sol, 1ils 0n£ éteé faits.par CRrOUCH (1976) en
atudiant 1les excavations sguterralnes. LACHAT et WATSON

(1977) ont traité les problemes de mines, et WARDLE {(1977) a

==



L3 méthode deS équilionS intégrdles Bux frontiéreS

appliqué la B.E.M pour les multicouches.

En 1975, WOOD a é&tabli une approche par élements de
frontiefe pour 1a prédiction des tassements de structures et
1'analyse de 1 interaction sol-structure.

RIZZO (19&67) a dé§elloppé'une aﬁprnche par equations
integrales aux frontiégres qui traiteA‘ des probleémes -
classiques d’'élastostatique-

CRUSE {19469) a é£endu cette approche pour la
resolution des problémes tridimensionnels, puis en 19%3, il
a applique la méthode pour 1 analyse de contraintes en
tridimensionnel.

Flusieurs algorithmes reécement développeées sur la

méthode des eléments de frontiere, sont décrits par CRUSE
(1975}, LACHAT (1975), RIZZIO0 (1979), SHAW (1946%), WATSON

(1976}, BREBEBIA (1978). et bien d’autres.

V-3 FORMULATION DE L‘EQUATION INTEGRALE

y-3—1 IDENTITE DE SOMIGLIANA

Soit un domaine {} ayant une fraontiere [T divisée en
" deux parties Flet F2t81195 qu'aon ait :
- des conditions sur les déplacements dites_essentielles H
u =} suir Fl

- des conditions sur les tractions dites naturelles :

-
I

-ESLH" f‘.j
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Fig. V-1

L équilibre de ce domaine est réalisé par une
distribution de contraintes gul satistait en tout point la

irelation suivante :

H
o

okj,j + fk (v-1)

La determination d’ une telle distributian =1 fait
généralement de facon approchée a 1 aide de techaigues
numériques, par conséquent le terme de gauche de 1 eéquation
{(V=1) n'est pas nul, mals eégal & un residus qQue nous
minimiserons en utilisant une technique de résidus pondéres.

L écriture de 1 équation (V-1) sous forme intégrale daonne :

E 3
= _
jﬂ( % T f_ ) Udn= o (Vv-2)

En utilisant 1 intégration par partie, 1°équation peut se

mettre sous la forme = {(V—3)

=l

+ f 0 da= [ (p-p)ldr + [ (U - U P ar
Jéakj.j R -—J!“ P Pty 'Ir ko kT k

2 i

Uzet F:50nt respectivement les déplacements et les tractions
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carrespondantg au champ de pondération.

En intégrant par partie le membre gauche de 1'équaticn (V—3)

on obtient =

e »* # - *
j o n..u dr —j o U . do + fu do = (P - P ) U dr+
r ki j k. Q_k,. k. j JQ k k Jrzk k k
j(.u -y ) P dr {(V—4)
k k k
r‘.l.

Sachant que Pk = ok, n ., on aura donc
3 i

E . - * —y e
JﬁqijkJ da - Jﬁfkuk = J}Pk u_ dr +erk o, dr -
1 ’ 2

- k3
j; u - u ) P odl {v~§)
1

La symétrie de tenseur akj nous permet d ecrire :

L éaquation (V-3) devient :

| a_s:, do - [t u: an = [P ut ar +| Fk u* dr -
o K o - K rk
i 2
. U - u ) P odr (V-7)
J" 'k " "

1

Grice &4 la symétrie du tenseur Cijkl liant les contraintes

et les deformations pour wun milieu élastique lingaire , nous

auronss:
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LA méthode deS équilionS intégrileS &ux frontiéreS

* * ) : L — *
o £, dQ —qu dQ=JF‘Udl"+JPUdF—
Q.k" kj Qk'k l_,1 k Kk I_.zk K

— W
Jr(" U - Uy F dr (v-8)

1

FPour éliminer toute dérivee de U ( 1ie skj)’ on integre par

partie le terme de gauche d#& l'équation (v—-8), et on

obtient:

E 3 ) e .* - *
qu dn+ja__u dQ=—JF’Udl"—jPUdl"f
Qk k Q ki.j k r1 kK k rzk K

S — * *
_[uk Poodr o« _[ u P dr (V—=9)
r'i l_‘2

D autre part la solution fondamentale de KELVIN verifie

L eéquation d équilibre suivante :

X i
o + A = 0
Lj.j i

au A{ est la fonction Delta de Dirac, elle représente une

impulsion unitaire appliquée au point 1 suivant la direction

“1". Les proprietés de la fonction de Dirac sant :

1 _'Ai (%) = { 0 si x # x,
DO Si X = H .
1
i' —_ A
2 _[Q fix) A dQ = f(x))

. X X
Si on suppose que les champs de pondération U et P

o9
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sant ceux correspondant a la solution fondamentale,
1’ &quation (V—2) deviendra pour une force unitaire

appliquée dans la direction 1 :(V-10)
* | i , * o ‘
f U da - [ U = [P, 4 dar - F U dl
lek .Q]‘k r.,lk k Jrk Lk

&t en utilisant une propriete de la foncfion de bDirac , nous

aurons

L L * ) #*
u o+ [P, U dr = 1| ?k U, dar -+ [ f u , da (v-1i)
4 * ]
od PLlc et Lhksnnt les tractions et déplacements suivant la

direction k die a une sDurce unitaire agissant suivant 1la

direction 1.

L’ équation (¥Y-11) est appelée identite de Somigliana .
v-3—-2 DETERMINATION DE LA SOLUTION FONDAMENTALE

Kelvin, en 1848 a mis au point 1a&a résolution des
equations d‘élésticité d un probleme tridimensionnel pour Qn
milieu in*ini sgumis & une force concentfée.appliquée en un
point de celui-ci. Cette solution est dite v fondamentale", et
représente  un des résultats imﬁmrtant de la theaorie de

1'élasticite.
Soit un milieu Q isotrope, élastique , linéaire, et de

dimensions infinies, cpllicité par une force unitaire dans la

direction 1 concentree en un paint 1 et produisant un champ

&0
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. ¥ . . . . ' S
de contraintes oLj qui doit satisfaire pour 1 éguilibre du

milieu 1 éguation suivante :

X i .
o .+ A =0 {Vv-12)
Lj.3 1

La relation contraintes déformations pour ce cas @ de

chargemgnt est :

¥ = a5+ 285 (v-13)
Lj pp U Lj
En dérivant les membres de cette eéquation, nous
obtenons :
¥ e N 262 (v

oo
L pp.l Ly

En utilisant 1 équation (V-12) et sachant que :

#* 1
é‘ = ——
1, 2

X ™
CU Y
Nous aboutissons & 1 équation de Navier :
v¥ v+ 8 +6U" + 2t =0 (veim)
1.4 L.i] L
Une méthode pratigue pour la résolution de 1’ équation

{V—-13), est 1'utilisation de ila représentation des

deplacements & 1 ' aide du vecteur de Galerkine ie :

En substituant l1"&quation {vV—14) dans (vV-13), naus

obtiendrons :

1 i - _
Fl,rrSS * {1—w) [sl = (V=15)

6l
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La résoclution de ]l equation (V-15) s'éffectue en deux étapes

La premiére est la résolution de 1 éqguation :

_ i i _
Slss™ T (T=07 4 (V-16)

et la seconde est la résoclution de 1°équation :

F__ =06 {V-17)

Determinons la solution homogéne de 1°équation (V-

utilisant les coordonnées polaifea H

2 1 a FG
Ve = = Cr &

La solution de 1 'equation {(V-18) sera sous la forme :

BL = C. 1In r

Four déterminer la constante c, nous intégrons les

16) en

"termes

d’'eéquations (V-14} sur tout le domaine Q, nous aurons d’une

part :

(1-v} "1 (1-v)

[ 8 d9a = J-h 1 ga= -1 (v-19)

o -

et d autre part, 1"integrale

dﬁﬂﬁsdo repreésente une

singularité au voisinage de +=0, pour palier 4 ce probleéme,

fnious procederons comme suit @

= i —2
JQEL‘SSdQ 1i$0 JGL,SSdQ + JGLSSdQ (V—20)
£ O—Qe Qe

e est un disque de ray9n £ qui tend vers O
: T

Nous avaons

&2
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et a partir du theoreéeme de Gauss nous aurons :

. aG
. _ , 1 o
lim JEL_SSdQ = 1i?0 J 55 dar  {(v-2z
-0 Qe €77
Fe
Mais pour 1e disque Q& , r = n, NOUS aurons donc :
c 2n
lim jGLBSdQ=11T- quFdr =1im J’c. do
£=>0 e—xQ le]
Et nous obtiendrons : lim [ B _d0 = "2 (V-2
£—uw( Qe .
Donc = jQELSSdnz zZnc (V—24)

Pe 1 équation (Vv—-192) et 1 'équation (V-24), nous pouvons

ecrire @ € 5 Sorrioy) et 5% sy (i-v) o

La deuxieme étape est de réescudre 1 équation (V—-17) 1e :

En utilisant 1 équation {v—17) en coordonnges poiaires s hous

aurons =

12 eF . _  —lnr .
—+ o Y- ! T ZIm (v=23)

La solutian de cette derniére est @
2

—1 . r® (ln o 1) (V-26)

F ) B (1—v)

: _ -1 2 _
Pasons F = 3n 1oy " r° {(ln r —1)

Four  une impulsion dans la direction 1, les composantes du

vecteur de Galerkine sont données par =

= . (V—27
Flk F 6I.k v 3
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et les composantes de déplacements sont :

¥ 1 -
. = =— 12 (1~ . -
13 26 [ (1=v} FJl,mm, le,mj ]

En utilisant 1 équation (V-27), nous obtiendraons :

uy, = é_ﬁ[ 2 (1) F s - F,U] (v-28)
Nous trouvons : F;mm :.E;{?TEGT_ (V=29
et F . = ——:3;——-—-(2 E - F & (2 1n f =1}) (V=30
» 13 8n (1-v) .1 o3 L ’ .
et nous aurons donc :
Y, = ﬁﬁj'_[”“‘”’ In 2 6+ F T ] (v=51)

Four la determination . des tractions, naus - utilisons

1'equation (V-1%) ie

i ' * ’ »*
o . = Ae & + 286 & (V-13)
kj pr ki &ka
Sachant que : of = & e (V=32)
cnan q H kJ ij . L iy
' E 3 E 3
Avec & =xs .U e (Ut +u ) (V=33)

ki kj Lm,m Lk,j - ik

fes tractions sont abtenues par la relation suivante. :

* E
F" = é =
1k Lkj J

Et nous trouverons :

&4
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T - ar

X ) '
£ T .
Pk 4n (1-v)r | an [‘(1~ 2v) ‘Su:+ 2 " ]+
(1—2v) {(nl.r —nk.r ) (V-34)

.k .1

V-4 ETABLISSEMENT DE L EQUATION INTEGRALE AUX FRONTIERES

. L éguation (V—ii) repréesente l'idenfité de‘SDmigliaha.
Flle relie le deéplacement d’un pcint interne aux
déplacements et tractions des points - 5itues sur la
frnntiére, et par conséquent nous aurons comne premiere
etape a déterminer les valeurs des déﬁlacements et tra;tions
sur la frontiére, pour pouvoir les determiner par la suite
aux points internes.

L'ideﬁtité del Somigliana sera écrite pour un point
source "i" pris Ssur lar frontiere, maisl cette deémarche
prnvnﬁuera une singularité au voisinage de ce point. PDQr
palliet’a ce probléme, nous supposerons ie domaine Q augmenta
d'un demi cercle de centre i1 =t de rayon £, que hous fairons

tendre vers (. Nous aurons :(V—33)

»* : - . * ‘ ] »* :
T e W T ;f';}o{ JUL B @r
r - < r—re g re '

&3
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Nous trouvons que : 1im J Ui:-k F’!c dr } = J ut P ar

. * ) - .
et lim {Ju F }cil" = O
e—>0Q . r tk K

Nous aurons aussi @ (V36

- * .. * ! i * '
J P, U, o = lim {_[ P Yy dr]_+ lim { I FL ukcsr}
I £—r0 -re- e

H
—

Nous trouvons que @ lim { J P* y drr }
: Lk k
e=30 e

Quand le point i se trouve sur une frontiere lisse, nous

: - 1
aurons = I = - = &
Lk 2 Lk

L équation intégrale aux frontieres est donc: (V—37)

L i * _ »* * ‘
C.-u JPHC u. drr = j U PK dar + J v, f, da
r r Q

-
ot les intégrales sont au sens des valeurs principales de

- t L = + .
Cauchy e CLk‘ .:S“c ILk'

MPA

. - , i
Nous aurons donc pour une frontiére lisse . =

Lk Lk

Nous aurons dans une seconde étape a déterminer les valeurs
des deéplacements et des contraintes aux points internes au
domaine; Pour ce faire, nous utiliserons 1 identite de
Somigliana pour obtenir les déplacements. Guant aux

contraintes nous utiliserons 1 équation suivante :

&b
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ij
F

¢ les composantes de tenseurs ij et Skﬂ.gont H
' v L

o= fpo P _dr - [S U ar +
ki) K ] ki) K
I

&7

j D T dn  (v-38)
ki} K
QO

J

1
Tk Gr(1-v) (V=373
+ v( & .1 + & .r y -
-1 ik P



LA méthode deS dquitionS intégrdleS dux frontiareS
V=3 FORMULATION DE L ELEMENT DE FRONTIERE

Dans le but d'une reésolution numérique ade 1" équation
intégrale obtenus précédemment; la frontiére sera discritisée
en -une série d'éléments sur lesquels les vériationg des
déplacements et -des tractions sont deéfinies en Tfonction de
léurs valeurs en un certain nombre de points nDdan.

-én appliguant la discrétisation de 1 equation (V-37)
pour tous les noeuds de la frontiére, nous obtenons un

systeme d’'equations lindaires, une fois les conditions ausx

limites introduites, celui-ci pourrait &tre résclu, et nous

S aurons ainsi une solution approchée des inconnues a la

fraontiére.
Il est donc pratigque d’'écrire l'equation (V-37) sous

forme matricielle ie : {(V~38)

[C1C U3 +f [PMIUy  ar =[u*1ePy ar + fU™1¢ f3 an
r r 19!

ou @ { Ut} est le vecteur deéeplacement au noeud 1i.

EP*], [U*} -ét tCE} soﬁtu des matrices 2x2 dans le cas
bidimensionnel.
{Uy et {P} peuvent @€tre approximés sur chague eleément en

terme de leur valeurs nodales :

Uy = [81{U'3

(P = [81{P}

{Uj} et {Pj} ;s sont les vecteurs déplacement et tractions des

. noeuds de 1 élément j .

&8
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[#]1 : est une matrice contenant les TfTonctions de formes,
ayant un ordre dependant du type d’élémenf utilisé.

y~5-1 ELEMENT CONSTANT

Four un tel &lément, le noeud se trouve en son miliew.
Les deéplacements et les tractions sont ‘supposées constants

sur toute sa longeur et égales a leurs valeurs au noeud.

Noeuds Element _
Fig. V-4
. P =F .
Nowus avons donc pour un élément J: !
‘ : U = u

V-5-2 ELEMENT LINEAIRE

lLes noeuds se situent aux extrémités de 1 'élément, les
variations de U et de P le long de celui—ci sont supposeées

liﬁéaires, et sont dnhnéés pour un element 3 ayant comme

Noeuds 4 Flement

Fig. V-5

&9
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noeuds "i" et "i+1" par :

LIi.
. , 1
u; fe, 00,0 Ut
Uj={_j}= - $% =21 ¢ Uy
u) o % 08 Ut |
' i
Ui.+1
L 2 -
¢ F.‘L -]
i
= & 0O O L
) 1 P .
F.J'_'_'{j:}= * ? 2 | =121 ¢P';
F’2 O @1 0 i’z 4 Pi.+1r
1
vl
PZ
1 . 3 wd
avec 3 @1 = ??-(1ff)
1
&, = z 1+
et f 172
1: longeur de 1 élément
\.&\
2
N4
=>X|
0 Fig. V-6

En suppbsant gue la frontiére est subdivisee en N eléments .
et en négligeant 1és forces de volumes , 1 éguation (V—38)

pourrait s‘écrire sous la forme suivante t (V-39)
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. . N i N
[C'3¢ U3 + 1 [ ftP*1ce3 dI“.’Uj}] - '[J[u Y21 ar. ¢F } ]
i =t =1
r )
j "

Les intégrations seront faites sur un  element de

reférence dans un repeére de Coordonnée unidimensionnelle £ .

- Le qui impliquera l'utilisation du jacobien de  la
transformation du systéme de coordonneés ie:dl = 7] d¢
7 dx dxz L

. : / _"*1 + =%
ot 3] => df df
Sachant que : {x} = [&] {x'}
o {x'} est le vecteur de coordonnées nodales dans le repére
(G,xi, xzj;
Nous aurons : J = 1/_ pour 1 élément lindaire.
En appliquant maihtenant l= quadrature‘de Bauss, 1'équation
(V—3%) deviendra :
N m

(€Y1 U3 +§ [ Pl oW cP*JSth]{uj} =
=1\ s ‘

N m ’ i .
+E[E Pl ow LU*JS[aéJS:]{Pj} (V-30)
J=i S=1

m etant le nombre de points d'intégrations

ws est le coefficient de pondeération carrespaondant au point
d'integration “gs"

[ijs,[é]s,[U*]Ssont les wvaleurs de ces fonctions aux points
d intégration.

L'éauation {(V=40) peut se mettre sous une forme plus compacte

comme suit (V—41) :
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[C'1¢ U3 +y¢ [H 3 tu3 =g £6,,1 {P3 (V-41)
=1 i=1

Soit la matrice [H .1 telle que :
i
IR 1 = {H 1 pour i#;j
LN L) .

[H 1= (H 31+ [C']I pour i=j
1) v}

L eéquation (V-41) devient alars :

N
H U3 = 6.1 {PF (v-
jEL L UJ i{ ;3 JE& £ U] e, (V—42)

En écrivant 1'équation (V-42) pour chaque noeud “i* de 1la
frontiere, nous obtenans un systéme d equations lindaires
d’ordre 2N »x 2N :
{H] -{U}‘= £G3 {P}

U} et (P} représentent les wvaleurs des deplacements et
tractions de tous les noeuds deAla frontiere. En introduisant
les conditions aux limites, et aprés un réarangement des
colonnes de [G] et [H] de facon & avoir toutes les inconnues
dans le ‘membre de gauche,‘ nous aboutirons & un systéme

d équations classique t fA1J1{ X 3 ={ 8B } (V—43)

Une fois ce systéme résolu, nous aurons ftoutes les
valeurs des déplacements et tractions aux noeuds de 1la
frantiere.

En ce qui concernea les points internes, les
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déplacements peuvent étre détormings & partir de  Pidentite

de Somigliana écrite =ous forme diocrétisée

i N - . Noo- .
U= T MG 1Py + T OIH 1 <UD
= v i PP i

Les contraintes  en un  point interne sont obltenues  en

discrétisant Péquation (V=38
V-6 DETERMINATION DES ELEMENTS DIAGONAUX DE LA MATRICE H

I est 4 noter gque des difficuiltes apparaissent  quand
nous ezsayons de caloculer les temes H'u, de maniére explicite,
a cause de la singularité de la solution fYondameéentale au
voisinage du point source.

' Supposons  un  omouvenient  de  corps  rigide, pour un tel
cas le vecteur traction devrait étre nul et nous aurons:’

[H]l Uy = 0 {V-44>
Ou U egt vecteur de déplacements unitaires
L’équation (V-44>, nous permet d’obtenir le:,-. HLL par

) aves 143

N
H = H

L E oLy

1=d

Ce qui nous permettra de calculer les eélements diagonaux de

H, sans avoir recours & wun calcul dlinteégrale, mals ceci ne

peut  étre fait  guluns  feiz  les  eléments extra-diagonaux

La relation précedente n’est valable guo pour un

domaine de dimensions finies, mais si le probleme concerne un
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milieu infini (cf fig V-7), celle—ci doit Etre modifige.
Appliquons encore une fois le mouvement de corps

rigide a un domaine infini, nous aurons a calculer :

er* U dar = { " -dl"- }u

o I

Fig. V-7

Nous trouvons gue : J P* Udrr = — I
' I

ol I est la matrice identite 2ZxZ.
Nous aurons donc les termes diagonaux dé la matrice H de 1la
relation suivante

H=1- 3. H avec(i#j)

il ’ L)

V-7 L'EQUATION INTEGRALE POUR UN MILIEU A PLUSIEURS REGIONS

Jusqu’ ' ici nous avons vu la Tormulation de 1 ' équation
intégrale pour un milieu hcmcgéne;- lingéaire elastique, et
isotrope. Dans beaucoup de problémes le milieu n'est pas
homogeéne en entier, mais constitue de plusieurs régions,
chacune d’'elles supposée homogeéene. Ces problémes peuvent €tre
&tudieés par la formulation précedente, en dicrétisantrtoutes
les frontieres mEme celles separant une region d'une autre.

Les éguations formulées pour chaque =zone homogéne ajoutées
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aux conditions de cmntinuité sur les Trontiéres internes
entre zones différente5, produit un systeme d’équations qui
peut Etre résolu une fois les conditions aux limites sur les
frontieres extérieures ﬁrises en compte.

Considérons le probléme de la figure (v—81),
représentant un - milien constitue de deux regions

0 et Q .
1 2

“Fig, V-8

Le systéme d’ équations cbtenu parfﬁ est

' i i
fH! W) {Uu } = 6" 6" 3 {Pzz } (V=45)
U F

et pour Qz H

2 2

. o _
(H? W3 { Y } = [ 6° 67 3{ 21} (V—46)
u?t P
L équilibre des tractions et la compatibilite des

déplacements sur la frontiere f}z entre les deux reégions,
impose les équations suilvantes :

12

u — u21

pt2 - _ p2

l." équation (VY—4&) devient :
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' 2 2 .
: ]
[HS H*Y3 { s } = [ 6~ 6°* 3 { F :} (V—47)
U p2t
Les eéquations (V—-45) et (V-47) peuvent Etre érrangées de la

maniére suivante :z

'Ui -
R* H'? -6'% o e & o i
o W' We |1 [T 0 &2 { o2 }
P12
. J

Ce systéme pourra €tre résolu, gquand nous introduirons les

conditions aux limites sur les frontieres Fiet s
V-8 PROBLEME DE COIN

Four les problémes d'eélasticité, U a une valeur unique
en un point quelcdnque, alors que la farce P qui est une
défivée par rapport a la normale dua point considéré peut
~avoir plusieurs valeurs .

L eqguation ;ntégrale pour un prnbléme d‘élasticité :

H .U =6.F avé; [HI = 2M x 2N (pour un probléme 2D}

2N x Z2(N+c) (c: nombre de coins}

[G]

Pour un probléme d'elasticite o les cohditians‘ aux
frohtieres sont de type NEWMANN (fig a) ou ROBIN (Tig b), la
résolution n‘est pas trég difficile. Tandis qﬁe les
conditions de DIRICHLET, 11 vy'a uhiquemeqt les déplacements

qui sont préscrits (fig c), 11 est impossible de résoudre
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1 équation 5 il existe plusieurs alternatives pour réesoudre

ce probleme.

Fig. V-9

PLES INDEPENDANTS
2D RECARDELLA a

v-8-1 NOEUDS MULTI
introguit ie

Pour les prpblémes en
concept de double noeud qui va engendrer 1‘écritufe
supplémentair95 pour les noeuds rigides (Tig

d’ équations

v-10)

Fig. V-1

- 0n aura une matrice (2N +2) (2N+2) pour un noeud ajoutg, pour R
noeuds ajoutes, on aura une matrice 2(N+n ) (NN} -
gs deux nouds par

A a suggere de relier 1

Ensuite EREEBBI
iter 1e probleme comme

un élément de faible longueur s et tra
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il n'y avait pas de probleme de coin.

v-8~2 ELLEMENT DISCONTINU

La procedure consiste A& déplacer a 1’ intérieur de
1" é&lément les noeuds se rencontrant a&aux coips oOu aux
bords (cf fig Vv—-10). Elle a 1'avantage d’'é&tre simple et de

représenter au mieux le probleme de hautes concentration de

contraintes.

y-8-3 APPROCHE DE MUSTOE

Elle consiste a interpoler leyanialement'le'champ de
deplacements a 1'intérieur d une régian triangulaire 2D,
contenant les deux alements de frontiére formant le coin pour
un peint & l1’interieur du triangle.

Le déplacement est U = M u”

M : foction de forme

u" : deéeplacements nodaux sur la frontiere
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PréSent@tion deS progr@mmeS B. E. M

VI-1 INTRODUCTION

Leé solutions analytiques des eéquations intégrales
relatives aux problémes de 1'ela5tici£é, 5Dht difficiles a
obtenir pour des géoﬁétries et des conditions aux limites
complexes. Pour traiter ces problemes, on a attendu 1le
développement de 1 informatique et 1'essor des techniques
aumariques.

Nous preésenterons dans ce chapitre un programmne
ELL INBE, gui traite les praoblemes d élasticité
bidimensionnelle qui utilise 1 '&lement lineéaire. Ce programme

va nous permettre d’établir un autre utilisant les subrégions

{deux milieux différents).
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LES GRANDES ETAPES POUR LA RESOLUTION D‘UNPROBLEME PAR LA

B.E.M SONT :

DEBUT
le

INTRODUCTION DES DDONNEES

— Nombre d'éléments; nombre de points internes
— Caractéristiques des matériausx

— Les coordonnées des noeuds

— Les conditions aux noeuds

- Coordonnées des points internes

J

— Formulation des matrices, en tenant compte des

conditions aux frontiéres.
- Obtention d'un systéme d égquations lindaires

sgus la forme AX = B

J

— Reésolution du systéme A.X = B pour 1 obtention

des deéeplacements et des contraintes sur la

J

- Calcul des déplacements et des contraintes a

frontiere

1'intérieur du domaine

— Impression des reésultats

J

FIN
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VI-2 STRUCTURE DU PROGRAMME ELL INBE

Sa structure est faite coome suit

» | GHMATEL |}«
SuB2? l SUB1

TEST
EXTINEL } ¢« l LOCINEL

SLNPP

|

INTEREL

J

SIGMATEL

!

auTPuT

J

FIN

VI-3 PRESENTATION DU PROGRAMME ELL INBE

Ce programme résoud les problemes de 1°élasticite
bidimensionnelle sans force de volume. 11 peut aussi resoudre
les problémes de contrainte plane cu de déformation plane.

11 est constituée de dix (10} subroutines avec des blocs
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"COMMON" blancs et etiquettes. Les sous programmes sonts

VI-3—-1 SUBROUTINE INPUT

Ce sous praogramme lit toutes les informations pour le
bnn.déruulement du programme:
— Titre du probléme
— Nombre d éléments , nombre de points intérieurs, le module
de glissement et le coefficient de POISSON.
- Coordonneées de points aux frontiéres.

— coardonnées des points internes.

VI-3—2 SUBROUTINE GHMATEL
Cette subroutine compte les systémes de matrices H et
6 en faisant appel aux sous programmes EXTINEL, LOCINEL,

SUB1,et SUBZ2.

VI-3-3 SUBROUTINE EXTINEL

Cette subroutine calcule les matrices élementaaires Bﬂ
Et-Hu pour {(i# ). En utilisant l1'intégration numeérique, on
montre quelBu est une matrice symétrique, mais HU est non

symétrique. tLes valeurs des coefficients sont calcules en

utilisant la quadrature de GAUSS.
vIi-3—-4 SUBROUTINE LOCINEL

Dans c& sous programme, il va y avoir le calcul de la

matrice é&lémentaire G, gquand le point o il y'a singularite
v
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appartient & 1’éléement ou 1'intégration est effectuee.

VvI-3-5 SUBROUTINE SUB1

Elle calcule analytiquement

diagonale de la matrice fH]
y-3—-4& SUBROUTINE SUB2
Elle calcule analytiguement

-
-

diagonale de la matrice [H]

V-3-7 SUBROUTINE SLNPD

Lz méthode de résolution ad

GAUSS avec interchange de-ligne lorsqu’on rencontre u

sur la diagonale.

Cette méthode est appliquée en deux étapes

-
-

-~ La trianqularisation

Selon 1°‘algorithme suivant

H (i,i—

termes de

H {(1,1+1).

les la bande
les termes de . la bande
1)

opte est la methode de

zero

ky (k=1 (k—1) (k™15 (k-1
a6 = a. . a, . / a a. .
L) 1} i) ' kk kj
(ky (k-1} (k— 1> k—1> (k—%)
= - ok 7/ b
b, b, [ i Ak ] k
Avec i = k+l, n
j = k+i, n
k = i,n+1
—~ Resolution

Elle s effectue pour le syste
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obtenu de la triangularisation -==lon 1"algorithme suivant :

L = {b_ - a X_] /S oa_ avec 1= n~1,.....1
i i ] ii

J=ivt

Aprés le résultat sera stocke dans le vecteur DFL

vIi-3-8 SUBRDUTINE INTEREL

Une fois les déplacements et les contraintes pour la
frontiere calculés, ce sous programme va rearranger les
déplacements dans un vecteur et les contraintes dans un autre
vecteur qu'elle va utiliser pour le calcul des deplacements

et contraintes & 1 intérieur du dnmaine.

VI~-3-9 SUBROUTINE SIGMAEL
Cette subroutine est similaire & celle d'EXTINEL sauf
X

quau lieu de calculer U et P*, nous calculerons D et § en

utilisant toujours la méthode de quadrature de BALSS.

VI-3-10 SUBROUTINE OUTPUT

| Elle va imprimer les résultats suivant un format bien
lisible

— Déplacements pour chaque noeud de la frontiere.

— Contraintes pour chaque noeud de la frontiere

— Déplacements pour les points inteérieurs.

~ Contraintes pour les points intérieurs.

84



PréSent@lion deS progr@mmeS B.E. M

VI-4 STRUCTURE DU PROGRAMME SUBREGION

Ce programme a une structure ideﬁfique au premier sauf
gqu'il utilise des elements constants, 11 est donc constitue
des mEmes subroutines utilisées dans le programme ELLINBE, en
plﬁs d autres qui sont propres a lui et qui ant Etre

commnentées ci—-dessous ¢

DEBUT

INFUT

COCINEL GHMAT BHHAT  ——{LDCINEC |
EXTINEL |- MILIEU 1 MILIEU 2| eevmee)

J
ASSEM

J

SLNFD

|

REAR

|

INTER

J

OuTPUT
J

FIN
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VI—-4-1 SUBROUTINE INPUT
C'est la méme avec le programme ELLINBE sauf que les

donnees sont entrées des deux milieux.

VI-4-2 SUBROUTINE GHMAT
Flle a la m@mne structure que le programme ELLINBE en

faisant appel aux subroutines EXTINEC et LOCINEC.

VI-4-3 SUBROUTINE ASSEMB
Elle fait 1 assemblage dse matirices [H) et [G] en

tenant compte des deux milieux.

VIi-4~-4 SUBROUTINE SLNFD

Sous praogramme de la résolution

VI-4-5 SUBROUTINE REAR
Elle fait le réarrangement des solutions en plagant
les résultats d'un milieu dans un vecteur, et les resultats

de 1 autre milieu dans un autre vecteur.

VI-4—6 SUBROUTINE INTER

Elle donne les résultats a 1 intérieur du milieu.
Vvi—-4-7 SUBROUTINE DUTPUT

Ella affiche les résultats ( les deéplacemets, les

contraintes) dans un fichier, avec un format lisible.
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comp@rdiSon entre M.E.F el B.E. M

VII-1 INTRODUCTION

Malgre sSa souplesse et sOon immense champ
d-application, la M.E.F peut preéesenter un grand nombre

d’inconvénients surtout :

Guand le domaine est infini.
- Quand apparaissent des singularités en des points OO
certaines derivées deviennent infinies.

Le développement d une autre méthode, doit donc €tre
justifie par les avantages qu'elle preésente par rapport a 1la
M.E.F. De la, les ingénieurs ont pensé A d’autres methodes,
parmi elles , 1la B.E.M qui repose sur les ggquations
intégrales aux frontieres, qui est une approche exacte de la.

solution.
Dans ce chapitre, nous allons montrer les avantages et

les inconveénients des deux méthodes, d'od la nécessite de

présenter une autre méthode qui combine les deux.
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VII-2 DIFFERENCE ENTRE M.E.F ET B.E.M

D aprés les étuﬁes gui ont ¢te faites dans les
chapitres précédents, nous pouvons tirer les conclusions
suivantes
1- L'une des grandes differences entre la M.E.F. et le B.E.M.
est que la M.E.F. discretise le domaine en un nombre
d ' élements pour déterminer les dép;a:em9nt5 dans tous le
domaine . Tandis que la E.E.M discrétise seulement la
frontiere, et naus aurons e n;imparte quel point de
1‘intérieur du demaine la sclution cﬁerchée.

Nous pouvons conclure que 1‘avantage de la E.E.M. par
rapport a la M.E.F. est qu’'elle engendre des matrices de

petites dimensions faciles & résoudre.

2.—
¥ — Un autre avantage de la B.E.M. par rapport a la M.E.F.
est qu elle s’ adapte mieux pour les domaines infinis, tandis

que la M.E.F. peut résoudre les problemes de materiaux

camplexes.

t‘ - La E.E-M. est ple efficace dans les domaines
lindaires.

x - La E.E.M. se préte misux pour .l'analyse des

structures de grandes dimensioans.
% - En utilisant dans la B.E.i.uniguement la discrisation

de la frontiére, nous aurons affaire a des matrices de

=1
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pet;tes dimensions, tres peuplées et non symétriques, leur
résolution est alors trés lente,

Cnntrairemtant, la HM.E.F., gui engendre des matrices
symetriques et non peuplées, que nous pouvons sauvegarder

par ligne de ciel, est de résolution s=st plus rapide.

4 - La B.E.M. analyse des problémes avec une trés grande

cancentration de contraintes par rappaort & la M.E.F.

9 — En H.E.M., la dimension du probeme etudié est reduite

d'une unité. Pour un probléme bidimensionnel, nous aurons
une équation intégrale de frontiere unidimentionnelle, ceci
vient du fait que les fonctions inconnues intervenant se

trouvent sur la frontiére et non & 1’ intérieur du domaine.

6 - L 'equation inteégrale de frontiére est en-elle mMEME W

exposé de la soclution exacte du hrobléme étudiea. Les erreurs
ne peuvent provenir que de la maniere %vec laquelle la
geométrie et les paramétres physiques sont approximes sur la
frontiere, .d’uﬁe part, ef des approximations numeériques
auxquels nous aurons recours, pour le calcul des intégrales,

d’autre part.
7 — La réduction de la dimension du probléme en B.E.M.,

engendre une réduction des données requises poaur derouler le

probléme. Par contre en M.E.F., nous avons une treés grande
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masse de données en entrée.

8 - L inconvénient rencontré en utilisant la B.E.M.est
la singularite au niveauldu calcul des integrales.

9 — l.a prise en compte des forces de volumes fait perdre a
la B.E.M. son avantage de discrétiser seulement la frontiere

du domaine.

10 - L'autre inconvénient de la B.E.M. concerne les
problemes de coins . Nous pouvons avoir plusieurs valeurs de
tractions en un seul point, alors que les déplacements U

n‘en ont gu'une seule.

0
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Coupldge enitre M.E.F oL B.E. M
VIII-1 INTRODUCTION

La M.E.F est 1 'une des méthodes les plus utilisdées en
Génie—civil, en particulier dans la résclution des problémes
de matériaux non linéaires. Tandis que la B.E.M est un
nouveau venu dans 1 analyse humérique, mais elle a deéja fait
pregve de resultats satisfaisant et promettants .- dans
plusieurs domaines. Il est montré que la EB.E.M est tres
avantageuse dans la resolution des problémes de matériaux
homogénes et lindaires dans un domaine infini. En plus de ca,
nous avons remarque la facilité de la B.E.IM A Etre associée
A d’autres methodes numerigues.

Ponc, 11 est logique de coupler la M.E.F et B.E.M pour
en sortir une seule qui puisse profiter des avantages et
remédier aux inconvénients de chacune et qu’elle puisse
analyser les problémes incluant les matériaux nan homogenes
dans un domaine infini.

Notre travail consiste & choisir deux régions, 1 une
element fini, 1'autre équation | integrale aux
frontiéres, et de creer une matrice de rigidite symetrique
correspondant a la région frontiere. Les éléments frontieres
‘utilisés sont linéaiées, alors gue ces eleéments fTinis aont

D € ea D N c"'k_ﬁf,g- TN SRR T
aussi lineaires,afin d’assurer la continuite et permettre de

modeéliser les differentes formes du corps.
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VIII-2 HISTORIQUE

L'idée de combiner 1la B.E.M avec la M.E.F est
attribuée a WEXLER et MCDONALD qui commenca a utiliser les
équations intégralés pour representer facilement les miliesux
infinis en (1970). Alors qu’en élasfoatatique c'est & 05IAS
(1977} que revient le mérite d'avoir utilise le couplage.
Dans la m&me année 0.C.ZIENKIEWICZ, D.W. KELLY, F.BETTESS ont
publié 1'un des premiers articles sur le couplage ( ils ont
étaﬁli la mafrice de rigidite de . 1'eélément frantiére

equivalente ).

D’ autres auteurs ont contribué au dévelloppement de la
meéthode, parmi eux H BREEEBIA et GEORGIOU (1979,
GEORGIOU(1981,1984), HARTMANN (1981), OTHSU (1985), KATMAND
et  BROWN (1985), VALLAEHAN (1984). Ils ont discute le

t

probleme de la matrice de rigiditeé frontiere.
VI1I1-3 COUPLAGE ENTRE M.E.F ET B.E.M

11 est souvent avantageux de combiner la EB,E.M et 1la
M.E.F pour 1 analyse de plusieurs problémes, surtout les

problémes a hautes concentrations de contraintes dans un

milieu i1nfini non bhomogene et non linéaire.

Cette combinaison se fTait selon plusieurs procedeés; les
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plus essentiels seront décrits ci—apres.

VIII-3-1 PRERMIERE METHODE

Cettelméthnde utilise les reésultats de la H.E.F pour
définir les conditions aux frontieres pour une region
localisee.

Cette approche est purement empirique,let ‘n'a pas

de justification mathématigue, mais elle est utilises

puisqu’elle donne des résultats satisfaisant (cf.fig VIIi-1)

VIII-3-2 SECONDE METHODE

Cette approche consiste & traiter la region éelément
frontiére en régions éléments finis equivalentes .

Considérons les deux régions comme le montre la figure

(VIII-2).
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Corps divise en une partie
element finis et unc “autre
clement frontiere.

ou la région o' est exprimée en éléments frontiére et la
région O° est dicrétisée en éléments finis. |
La matrice de 1la partie élément fronfiére ot peut etre
réduite comme suit
[H1. (U3 = {61 .{P; (VIII-1)
Tandis que la région 0° eléments finis a la forme suivante:

EKl {Uz: = {F3 . (VII1-2)

[K] La matrice de rigiditeé

~
N
b
11}

Equivalent force nodale

[ agia
-
[
L] )

Vecteur deéeplacement
{F} : Traction de surface
L équation (VIII-1) peut &tre transformée en la multipliant

des deux coteés par l'inverse de G :

i -4

(61 . [H] .{UY = [61 " .(61. {F3

—=> [617%. [H]. {U} = {P}  (VIII-3)
Apres cela, on convertit les valeurs de tractions aux
noeuds en équivalen?s force nodale.

{Fy = [M3 .{F} (VIII—4)
Remarquons que cette opeération est standard en éléments
finis .En transformant 1 éguation (VIII-3) en la multipliant
par la mafrice M1, on aura :

(MIEGY Y. [H1.{U} = [M] .{P} (VIII-5}

94



Coupligye entre M.E.F ot B.E. M

On pose [M].{P} = {FJ
(M1 (61 *.[H] = [K']
On aura la méme forme que la région élements finis
[K°1. (U = (F'3 (VIII-&)
La matrice [K’] obtenue est geénéralement non symétrigue. U0n
la symétrise en utilisant la formule suivante :
[K"] = éf( (K1 + CE'1T)  (VIII-7)
L-équivalent eleément finia obtenue dans lpéquation {(VII1-7)

peut Etre maintenant assemblee avec 1'équation'(VIII—2)

VITI-3-2-1 CONDITION DE COUPLAGE

En obtenant 1la matrice de rigidite de la région
éléement fini , ainsi  que celle de la régiaq aliement
frontiere, On fait 1’'assemblage commne S1i  on avait deux

lrégions ehmﬁents fnﬁg en respectant les deux conditions

suivantes :

X La compatibilité : - Les déplacements a 1 interface
sont egaux ot o= u2
I X
¥ L'eéquilibre : — Les tractions & 1 interface des deux
régions doivent ¥tre nulles P; + Pi= 0

VI11-3-2-2 SYMETRISATION

Dans 1 établissement de la matrice [K‘J, nous avons

remarqué que celle—ci etait non symetrique, contrairement aux
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éléments finis . Afin de rendre cette matrice symetrigue,

Aous avons utilisé le principe des moindres carres en

minimisant 1 erreur.

L ‘erreur dans les coefficients de la matrice [K']1 est

ecrite comme ditTférence entre Kijet Kii
3

£ = L ( K - K. } + { K - K
ij 2 ij ij ii i1 )
a 813 2 -
(5% ) =12K1—I{'i.-hl)"=0
ij J 3 3
=== K.. = -%— { K. . + K.
i3 2 ij 3ji
Donc la forme de la matrice symétrique est comme suit :
s i . I |
[kl = — I:[lk ]l + [K ]1

On aura donc 1l eéguatiion suivante :
-1 A e kY
(K} {ur = {Fj

que nous pouvons assembler avec la matrice éléments finis.

VIII-3-3 TROISIEME METHODE

C'est 1’'approche proposee par HREHBRIA et GEORGIOU en

(1979}, qui consiste a traiter la région élement Tini en

son équivalent élément frontieére.
Considérons les deux régions de la figure (VMIII-2}
Pour la region ot , on peut écrire les équations gouvernantes

de maniére similaire a la B.E.M.
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i } —‘ 1 -
[rﬂ H‘] { u } %]Gi ﬁ‘]{z } (VIII-9)
I U i -£ i
¥ I

Four la region éléments fTinis O, nous pouvons ecrire d’ une

maniere simiiaire 1 égquation {(VIII-4)
: 3 1
] P
[:K‘ K‘] { U } ;]ﬁ‘ it ]{i } (VIII-10)
I Ui 1 1
X ] I

En satisfaisant les conditions d equilibre et ' de

compatibilite A 1 interface, nous aurons :

P = FP.=-F
. (VITI-11).
{04 = u

X I

= (1
I

En réarangeant les eéquations (VIII-Z), (VITI-10)

{(VIII-1i1)}, on aura :

x ) {le} (VITI-12)
o M P

Remarque : Cette équation doit €tre réarangeée en respectant

[0

N
| sofin + B sl v
(™

N

les conditions aux limites.
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préSent &ion du progrimme co-.;pi.age
- IX—1 INTRODUCTION

Four le ‘traitement des corps infinis et des
concentrations de cantrainﬁeg, et atin de réduire le teﬁps
d esecution, nous avons &labaré un programme appele COUFLABE
qui résoud ces problémes . | |

Ce prngrémme utilise les mémes subroutines que celles
de la M.E.F et la B.E.-M avecC d’autres qui lui sont

spécifiquéa. En plus, nous satisfaits las conditimns de

compatibilite & 1'interface.
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I1X-2 ETAPES DE RESCLUTION AVEC UN PROGRAMME COUPLAGE

DEBUT

!

Introduction des données pour les deux

ré&gions

l

— Formation de la matrice de rigidité pour

la partie éléments finis

J

— Traitements de la région élément

— Assemblage

frontiere avec formation de la matrice

de rigidité équivalente.

J

~ Assemblage entre les deux régions en

satisfaisant les conditions aux limites

!

- Résolution du systeme AX = H

|

~— Impression des résultats
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IX—3'STRUCTURE DU PROGRAMME COUPLAGE

Ce programne est constitue de

sous—programmes avec des appalz argumenteés et

etiquetteés.

DEBUT
J

INPUT
!

PREF
!

MAT

J

plusieurs

des

ASSEMB £XTINEL

LOCINEL
J

GHHMAT

SURL J ' Subz

TNV
J
TRA
J
MULT
J
" SYH
J
ASEMBLAGE
J
CAL
J
SLNFD
J
CONT
J
auTRuT

J

FIin |
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IX-3—1 S0US PROGRAMME INPUT
Ce sous programme lit les informations sous un farmat

libre dans un fichier, et qui comporte :

- Titre du probléme

— Caractéristiques physiques des deux milieux

— Nombre d'éléments des deux milieux ainsi celui de

1 interface.

— Le chargement

— Condition aux limites

— Naombre de points internes

— Cgordonnéges des points internes

IX—-3-2 SOUS PROGRAMME PREP
Ce programme crée la table de connectivite entre les

gléments en utilisant la numérotation automatique des noeuwds.

IX-3-3 SOUS FROGRAMME MAT
Avant de faire 1'assemblage., nous devons calculer la
matrice de rigidité eélémentaire, qui est identique pour le

cCorps.

IX-3-4 50US PROGRAMME ASSEMB
Dans cette subroutine, nous faisons 1 assemblage de la
matrice de frigidité globale en utilisant 1la table de

cannectivite.
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IX-3~5 S0US PROGRAMME GHMAT
Cetfe subroutine forme les matrices [H] et (e en
faisant appel aux sSQus programmes EXTINEL, LOCINEL, SUR1, et

SUB2.

1X-3-6 SOUS PROBRAMME EXTINEL
11 calcul les matrices elémentaires B et H_ par la

guadrature de GAUSS -

IX—-3-7 S0US PROGRAMME LOCINEL
11 calcul énalytiquement G(i,i+t1) et G(i,i~1), et les
termes de la bande diagonale de [G] loréqu‘il y a une

singulariteé 1n’ ( é&).

1X-3-8 S0US PROGRAMME SuB1i
11 calcul analytiquement les termes de 1a bhande

diagonale de la matrice (Hl = H [i,i+1]-
IX~3—9 50US PROGRAMME SUBZ2

Il calcul analytiquement les termes de 1a bande
diagonale de 1la matrice [H1 = H [i,i—1].

I[X-3-10 SOUS PROGRAMME INV

_Dans cette subroutine., nous calculons 17 inverse de 1a

- matrice [G]1 selon 1 algorithme suivant =
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a = a a 1= 20y ennaan
ki kj kk 4 ? k
a = a — a _ .a . s P ]
%] ij Wk ki J R - k k= 1,0
i—= 1,&,---.,”
i # k

IX—-3-11 S0OUS PROGRAMME TRA
Ce sous programme forme la matrice (M] gqui transforme

les tractions nodales en fToarces nodales.

ta formule de passage est :

5% = iy

IX-3—-12 S0US PROGRAMME MULT
C'est une simple subroutine de multiplication de
-1

matrices [M1 [61 "[H] pour avoir 1la matrice de rigidite

éguivalente de la reégion &leéement frontiére.

IX-3-13 S0US PROGRAMME SYM
La matrice equivalente élément Tfrontiére n’est pas
symétirique. Nous la symétrisons & 1 aide de 1la formule

suivante :

[K°] = [[I{] + [1-:]"':] /2

IX-3—14 S0OUS PROGRAMME ASSEMBLAGE
C‘est la subroutine gui fait 1’ assemblage entre les
deux réglions en tenant caompte des conditions de

compatibilite.
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IX-3-15 S0US PROGRAMME CAL
C'est la subroutine gqui introduit les conditions &aux
limites par suppression des lignes, et qui fait la

restructuration de 1a nouvelle matrice.

IX-3—-146 SOUS PROGRAMME SLNPD
Dans cette subroutine, ADUS utilisons 1la méthode

d ' elimination de GAUSS pour 1a reésolution du systéeme AX = (u]

{X-3—17 SOUS PROGRAMME CONT
Ce sous programnme calcule les contraites dans 1la
partie M.E.F. en formant la matrice [H] déja définie dans’

cette partie.

1X-3—-18 SOUS PROGRAMME OUTPUT
Cette subroutine va imprimer les resultats suivants 3
— Deéplacements Et_contraintes dans la partie M.E.F-

- Deplacements et contraintes dans la partie B.E.M.
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X-1 APPLICATION NUMERD i

Analyse de 1 interaction sol-structure par

B.E.M et leur couplage.

X—-1-1 PRESENTATION DES PROGRAMMES

M.E.F,

M.E.F
Frogramme : M.E.F.F.F et M.E.F.F.R
Type d'élément: Elément trianguleaire & champ
de deformation cnn5£ant -

B.E.M
Frogramme : ELLINBE et SUBREGION
Type - d ' é&lément : Elément lingéaire pour
Eit INBE et constant pour SUBREGION .

COUPLAGE

Frogramme : Couplage

Type d'élément : Linéaire powur la partie B.E.M et

triangulaire pour la partie M.E.f .

X=1=2 HMODELIBATION DU SO0L

Four modéliser notre sol pour une fondation fixe de- im

‘de largeur avec un chargemet réparti g= iMpa., nous avons

choisi quatre modéles que noue présenterone ci-aprés avec

leurs caractérisitiques.
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H |H
[
1 T a0 A
: 2 & . "4 5L & & A
L = 10O m L = 1& i)
H= 10 m H = 10 m
g = 1 Mpa g = 1 Mp=
L = 1 m L= m
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X-12-1  Modélisation par MEF
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X-12-2  Modélisation par BEM
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Modélisation par Coupla'gei‘i
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X-l'—3 | Etude de la convergence,
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| X-1-32  Convergence des cornménimesll
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X-1-4 ETUDE DE LA RIGIDITE DE LA FONDATION

Mous fixons pour cette étude v = 0.3 pour le sol et ia
fondation, et nous étudions la distribution des contraintes et
la variation des déplacements sous la fondation du rapport des

i o
modules de Y0OUNG ¢ Ebeton/ EZSOL)
La modélisation du sol nous & renceigne sur  les

dimenseicns du sol gu’il favt prendre 1=i4 m et h = 1é i

{modé&le 4)

Modele 4 M.E.F q
H = 10 m
L =14 m v/ E
g = iMFa 4 7
Yeor” Ybeton ©°7 H : :
Ebf ES = variable 4 ¥
yy ! =
L
B.E.M : Couplage
q q
ﬂj:% IR
fr— . —xdy oy v
ab : - : <t ZL z
i 4t Hi 2 low
4ty o 7 4t 214
by Brdh By B B Gy By by S N o
L L ;
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X-14-1 Ewdedes déplacemem_s 4 1a surface |

-Par MEF
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- Par BEM |
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- Par Cbuplagf;i
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- X-14-2 Etude des contraintes sous la foﬁdation.!

_Par MEF]
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- Par B,E.Mi
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Ppat Couplage,
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X-1-5 Etude des contraintes sous l'axé de 1a fondation |
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~-Par Couplage'
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X-1-5 Comparaison des résultats pour I'application N°1

Tableau 1

On compate les contraintes obtenus sous l'axe de la fondation par les

meéthodes numériques et la théorie .

| Profondeur | Elasticité¢ | M.EF | BEM Couplage
0.5 0.818 0.707 | 0.792 0.81
1 0.55 0.511 0522 | 054
1.5 0.396 0.394 0.395 ) 0.395
2 1 0.306 0.315 0.310 0.307
2.5 0.248 10.259 0.250 0.251
3 0209 | 0219 | o212 | o210

CONTRAINTE EN (Mps)

000 0. .40 6 ! 1. '
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r
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COMFPARAISON DES CONTRAINTES SOQUS L'AXE ]}E
Lé FONDATION ENTREE LA THFEORIE
ET LES RESULTATS NUMERIQUES
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Tableau 2

EOni;iompare‘,l? pourcentage d'érreurs 4 la profondeur de 1m entre les méthodes

numériques et la théorie .

B.EM

M.EF Couplage
% d'érreurs a
la hauteurde [709 % | 5.09 % | 181 %
1m
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INTERPRETATION DES RESUL ATS

Le premier probléme rencontré quand nous avons analysé
l’interaction sol-structure est gue nous devions limiter
les dimensiohs du sol pour pouvoir le discretiser , celui-ci
étant supposé un domaine semi infini,nous avons procedé de
manigre & obtenir les dimensions jidéales pour 1 analyse de
1°interaction en testant les résultats obtenus éur des modeles
de dimensions differentes avec ceux obtenus par la théorie de
l’élasticité,le modele définitif trouvé était le méme par les

trois méthodes.

Nous avons constaté pour la MEF et le couplage une
meilleure convergence des contraintes dans les -parties
&loignées de la zone de leur concentration , le:socus la
fondation,par contre pour la BEM le taux de convergence est
presque le méme par tout, ceci est die & 1 epproximation du
chargement uniforme par des charges nodales egquivalentes,
1‘effet de ces deux chargements tend & é&tre le méme en
s eloignant de la zone d’application,ce qui est en accord avec
le principe de SAINT-VENANT, cé probléme ne se présentait plus
pour la BEM, parce que l’élément lineaire utilisé représentait

- / Vi
exactement le chargement reparti uniformement.

124



L allure des courbes de convergences des contraintes
et des déplaoements en fonction du nombre d'éléments sont
différentes parce les premiers s obtiennent par différentiation
des seconds, cette allure varie aussi d'une methode & 1 autre
a cause des différences d approximations faites dans Chaéune

d'elles.

L‘influence de la rigidité de la fondation etait
examinée en changeant ses propriétés élastiques,ce qui nous &
permis de constater que pour une fondation flexible 1 allure
des deplacements sous la fondation etait parsbolique avec
un extrémum au centre , la distribution des contraintes
&tait presque constante avec une legére concentration aux
coins,en augmentant le module de YOUNG de la fondation les
contraintes auront ﬁendance a4 se conceﬁtrer a4 ses bords,et les

. . . .
deplacements tendent & étre uniforme sur toute sa largeur.

La distribution des contraintes sur un axe vertical
montre leur tendance & s estomper en profondeur , leur
distribution sur un axe horizontal permet de voir leur
sugmentation ~gquand nous nous rapprochons- de 1 axe de la

fondation, et leur dJdissipation au fur et a4 mesure que nous

nous éloignons de lui.
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'CONCLUSION



L intéraction s=sol-structure est 1 un des ﬁroblémes
les moins résolus actuellement paf les ingénieurs A partir de
lé,on a éssayée de présepter des formulations nuﬁériques
adaptées & celle-ci , d'utilisation aisée , rapide et donnant

des résultas proche de la théorie

En premier lieu et aprés une étude théorique de
la méthode des elemente finis ,on a élaboré un  programme.
préliminaire (M_LE.F.F.F) aqui traite seulement les fondations
purement flexibles avec wun chargement appligqué directement
sur le sol .En développant ‘celui-ci , on a pu concevoir
un autre pregramme ( M.E.F.F.R ) gui tient compte de la
différence des caractéristiques physiques existant entre la

fondation et le sol

Vu que la méthode des éléments finis éxige de
vaste capacités de memoire au Hsein des ordinateurs pour
‘pouvoir stocker et traiter les matrices de trés gréndes
taille , on a eu recours a utiliser uwne autre méthode qui
solufionne ce probléme d une maniére plus rapide et plus
simpie ‘appellée Méthode des Equations Intégrales aux
frontiéres dont la speécifité est la discré@tisation uniquement

de la frontiére du domaine étudié
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Afin 'de . tenir compté de la différence des
caractéristiques rhysiques entre la fondation et le sol et pour
pouvoir conceveir le programme " SUB-REGION * qui utilise des
éléments constants prenant en considération ces deux milieux,
on a €laboré tout d abord un programme utilisant dee éléments

linéaires appellé "ELLINBE"

Toutefois pour pfofiter des avantages des deux
méthodes et de remédier a leurs inconvéniente , on a étudié le
couplage entre elles dans le but de représenter la différence
dez deux milieux ainsi que la dimension infinie du sol.
Pour celd on a concu le programme ~ COUPLAGE © utilisant des
&lémente linéaires pour la partie ‘éléments frontiére et des
élements & champs de déplacement l1linéaire pour la partie

éléments finis.

On en conclut a la fin que:

~ La méthode des élements finis s adapte mieux pour
les corps non homogénes &a comportement non linéaire que la
méthode des équations intégrales qui éxige la connaissance de

la selution fondamentsale pour chaaue type de problémes
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-~ La méthode des équations intégrales est trés
avantageuse pour les domaines & grandehdimension ;0n aura &
manipuler des matrices moins importantes que celles traitées
paf la méthode des éléments finis et le couplage.Elle est aussi

avantageuse pour le régiohs a haute concentration de

contraintes

- Le courplage entre les deux methodes s avére done
la meilleur approche rpour résoudre les problémes Présentant
une non homogéneitéi et une grande dimension du milieux,
puisque il utilise 1les avantages d une methode pour rémedieyr

auxX inconvénients de 1 autre

Pour pouvoir éxploiter les méthodes numériques 3
leur maximum d éfficacité, l7ingenieur devrait étre aigé par

son intuition et son sens rhysigue des realités.
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