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RESUME

Le présent travail consiste en une étude comparative entre I'approche déplacement et
l'approche mixte de la méthode des éléments finis appliquée aux problémes de I'¢lasticite
bidimentionnelle.

SUMMURY

This work ains at comparing between assumed displacement approch, and mixed approch, of
the finite element method applied to two dimentional elasticity problems.
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Introduction

L'apparition des ordinateurs, l'évolution de la technologie, la complexité des projets
réalisés par les ingénieurs et les besoins de lindustric aéronautique ont provoqueé un
développement rapide de la mécanique des structures donnant naissance 4 la méthode des
¢léments finis vers les années 60, ot V'élément triangulaire était utilisé pour l'analyse des
problémes d'élasticité plane; Depuis, elle subit des développements rapides et de nouveaux
¢léments sont développés (rectangulaires, isoparamétriques, €lément de coque, etc...)

La méthode des éléments finis, par ses multiples avantages, constitue une approche du
probiéme de l'analyse d'une trés grande varieté des structures dont la solution, bien que tfcs
rapide, est relativement précise. o

La méthode des éléments finis classique en déplacement, en raison de son fondement
sur une approximation en déplacement, d'une part assure seulement la continuité des
déplacements, et d'autre part nécessite une dérivation ultérieure pour l'obtention des
contraintes, circonstance peu favorable a un calcul précis de ces dernieres.

Par la méthode force (éléments finis contraintes) , la continuité du tenseur contrainte
est assurée et cela impose une continuité trés forte des contraintes; par contre la continuité
des déplacements n'est pas assuree.

Les éléments finis en variables mixtes ( déplacements et contraintes ) assurent la
continuité des deux types de variables, ce qui améliore sensiblement les résultats, surtout
ceux des contraintes.

La continuité des déplacements n'est pas assuree.

Les éléments finis en variables mixtes ( déplacements et contraintes ) assurent la continuté

des deux types de variables, ce qui améliore sensiblement des résultats, surtout ceux des

contraintes.

L'idée principale de notre travail consiste & faire une étude comparative entre l'approche

déplacement et l'approche mixte. On a décompose notre travail en cing partie.

La premiére partie est consacrée au rappel des notions générales de I'élasticité linéaire.

Dans la deuxiéme partie, on a présenté la méthode des éléments fins d'une fagon générale.

La treiziéme partic commence par la présentation du modéle compatible (approche
- déplacement) puis les programmes informatiques associes.

La quatriéme partie est consacrée pour le modele mixte et ses programmes informatiques.

La derniére partie concerne les différentes applications pour illustrer la comparaison.
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1-1- Introduction

Un modéle élastique est caractérisé par la correspondance bi-univoque entre les
déformations et les contraintes. Cette correspondance implique le caractére réversible de la
déformation, autrement dit , un corps élastique revient a son état iitial une fois déchargé.

La théorie de 1’élasticité est une méthode dir »cte de formulation des €quations forces-
déplacements.

Pour un solide soumis & un changement donné, cette theone a pour but I’étude des
contraintes et déformations qui en résultent avec des hypothéses

- les déformations sont supposées petites; )

- 1a toi de comportement retiant les contraintes et les déformations est linéaire; -

- le sohide est élastique, homogéne, istrope.
1-2- Equation gouvernantes
1-2-1- Faguations d’éguilibre : .
L’état de contrainte en un point du corps est défini par le tenseur de contrainte [o] tel

que
i‘ﬁn G2 c513-} y
G]Tclz G2z Oz _i 13 (-1
4
Oi3 O3z Os3 ‘
ou:
012 0n
G113 = Ty 6’55
— g,
On =0 1
23 32 3
4w/ .
1!6\3 _._.6,1' \
: J —> x,_
Sy
[
S

ﬁa(l-‘l) : tenseur de Conkeainte [U]

X4

Les composantes de ce tenseur doivent satsafire les équations d’équligre, qui
s’éxpriment comme suit :
Spxtbe =0 sur €2 k=13 (1-2)
j=13

Dans lesquelles
by : représente les composantes des forces volumiques suivant lesdirections k sur la
frontiére, les ¢quations d’équlibre sont satisfaites par les équations suivantes :
P', =0, 1= 1,3 (1-3)
=13



ou n : sont les cosinus directeurs de la normale n par rapport a la direction x.
P: les forces surfaciques prescrites sur la frontiére.
[-2-2- Equations déformation-déplacement
I’état de déformation est donné par le tenseur [€], tel que :

|'8}1 €12 &3 -
[el=|€1, €2 €3 J ' (I-4)
€13 €32 €33

ol
€127 €y
€137 €31
€23 T €32
Les relations déformation-déplacement pour la théorie linéaire sont au nombre de six :
Elj =1/2 (Ui.i'*”\lj_i) 1= 1,3 (I-S)

§=1.3
1-2-3- Equations de compatibilité
1 existe des relation qui expriment les restrictions sur la forme des déformations pour
que le systéme d’équation soit intégrable.
Ces conditions d’intégrabilité sont appelées conditions de compatibilité de déformation.
Elies sont exprimées par les relations suivantes :

' 62811 _ a _8Y12+8Y13_5Y23‘|
- aXan:; - ax]“ ax3 3)(2 axl _l

0%y O -5Y23 Y12 aY]ﬂ
2, Loy o % (-6)
5. 0°€33 .0 ,ra}’n_l_aYm_aYn}
&xlaxz 5x3|_ aXZ aX} 5x3
S PICAST N & e
5x15x2_ aX2 - 8x1
Py Py ey @)

Brylry | Oxs | Ox

vy Peyy N e
o, - On T o

{-2-4- Relation contraintes-déformations:
Les états de contraintes et de déformation sont reliés de la maniére suivante :
Oy = Gy * &) (I-8)




matériau isotrope

ol Ta+2u 4 A0 0 0]/€)

a A+20 4 0 0 o|le,
A+2u4 0 0 0])E

%= # g’(‘ | (1-29)

% Sym po00 4

o a0l

gl | #I\E)

[ #]
- 1+u 2v
Avec ( )I )
=G=

(1+U)

I-3-Elasticité plane: :
Les problémes de la théorie d’¢lasticité sont simplifiés dans une large mesure lorsque
les tensions ou les déformations sont toutes paraliéles & un plan. On a donc affaire a des
~ problémes bidimensionnels.

1-3-1- Etat de contraintes planes

Le modé¢le de contrainte plane convient bien aux plaques minces sollicitées dans leur
plan. Pourcecaslaona:

033 = 032 = 031=0
Pour un matériau isotrope on a les relations contraintes déformations suivantes

e P Il v 0 {fg
Opr= - o v 1 1—(*)0 En ' (I-lIO)

avec £33 = -v (09, ton)E
1-3-2- Etat de déformation plane :
C’est le cas d’un cylindre élancé, pourcecasldona: .
) €33 = €31 = €3 =0
de la méme maniére on a :

gy 5 (I-0) v 0 €1

Cpt=7————1| U (1~— U) 0 £y {I-11)
1-v)(1-2v

5| (-oMi-20) . o -2l

avec : o33 = v (G, +653)/E
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11 Introduction

La nécéssité de la realisation du projets d'envergure ¢t souvent complexe amene
I'ingenieur & rechercher des modéle adéquat lui permettant de simuler les comportements des
systémes physiques complexes imposés par I'évolution technologique.

La méthode des éléments finis constitue aujourd'hui un procédé géneral de
discrétisation des problémes continus;elle utilise pour cela une approximation simple des
variables inconnues pour transformer les relations mathématiques (équations aux derivées
partielles) décrivant le comportement des systémes physiques ou équations algebriques dont
1a résolution numérique se fait par ordinateurs. -

112 Historique . . -

Les techniques de calcul des tructures ont connu ces vingt derniére années, un
développement considérable motivés par les besoins des industries de pointe et soutenu par
les projets efféctués dons le domaine des ordinateurs.

Ainsi, la méthode des éléments finis (MLE.F) est-elle communément utiliséé
aujourd’hui pour l'analyse des structures dans de nombreux secteurs de l'industrie:
Aerospatial, Nucléaire, Génie-civil, Construction navale, mécanique, techniques off-shore,
etc...

Par ailleurs, il est interéssant de remarquer que la MLE.F appliquée au calcul des structures
est une technique récente, a caractere pluridisciplinaire, car elle met en oeuvre les
- connaissances de trois disciplines de base.

MECANIQUE DES
STRUCTURES
M.E.F
ANALYSE / \ INFORMATIQUE
NUMERIQUE APPLIQUEE

* [.a mécanique des structures: '
Elasticité, Resistance des materiaux, Dynamique, Plasticité, etc ...




* L'analyse numérique :
Mecthode de proximation, Résolution des systémes, Lénéaires des problémes aux
valeurs propres etc ...

*L'informatique appliquée :
Technique de développement et maintenance des g g,rands ]OglCIEIb

Les bases théoriques de la MLE.F reposent d'une part sur la formulation énergitique de
la mécanique des structures et d'antre part sur les méthodes d'approximation.
En ce qui concerne des théoremes énergitiques de 1'¢lasticité, leur formulation a été éffectuer
au siécle demier: en 1819, NAVIER définis une méthode d'étude des systéme hyperstatique
basés sur I'application des conditions d'équilibre et de compatibilité, puis MAXWELL, En
1864 et CASTIGLIANO en 1878 établissant de fagan complete les théoréme de 1'énergie.
Cependant, les applications de cette formulation au calcul des structures compléxes ont été
pratiqguement inéxistantes , a cause de I'indisponibilité de moyen de calcul.
11 faut noter en 1932, I'établissement par H-CROSS d'une méthode rendant possible 'analyse
des systemes de pointe avec les moyens de calcul a l'époque.
Cependant, ces technique ne permeitaient pas jusq'alrs la résolution des problémes de milieux
continus rendu possible uniquement par la déscritisation du probléme continu a aide des
meéthodes d'approximation adéquates.
Clest au début du 20°™ siecle qu'on é1é acquis des résultats fondamentaux dans le domaine
des méthodes d'approximation sous l'impulsion de PITZ en 1908 et de GALARKIN en 1915.
Puis en 1943, COURANT établit les bases de la M.E.F en montront que la résolution de
certaines problemes de milieux continus est possible en éffectuant une déscritisation spatiale
du domaine tout en utilisant les méthodes d'approximation variationnelles.
Aprés la 2™ puerre mondiale, on assite, dans l'industrie aeraunautique , au développement
de méthodes matricielles permettant de traiter des problémes de structuress assez complexes
avec les calculatrices de bureaux disponibles alors, parmi les contribution les plus
importantes citons celles de LEVY en 1947 et GARVEY en 1951 pour la méthode des forces
et LEVY en 1953 pour la méthode des déplacements.
1954 DENKE systématise la méthode des forces. En fin, en 1955 ARIYPIS présente une
approche unifiée des méthodes de déplacemdents et forces,puis 'année suivante, TURNER et
GLOUGH publient une présentation systématique de la méthode des déplacements, Ces deux
publications sont particuliérementimportantes et représentent véritablement le début de la
M.E.F comme technique de calcul des structures compléxes. En effet, ces publication grice a
I'introduction du concept d'élément fini,ont apporté une unification des méthodes matricielles
employées jusqu'alors pour les structures discrétes et des méthodes de résolution de
problémes de milieux continus.

Historique des méthodes modernes d'analyse des structures synoptique des principaux
développements jusqu'en 1956,
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1800
~fa—-——— Structure hyperstatique - NAVIER 1819
e————Théoréme de I'énergie -MAXWELL 1864
- CASTIGLIANO 1878
1900
a————M¢éthode d'approximation - RITZ 1908 -
- GALERKIN 1915
e ————— Approxima'tion par ¢élément fini - COURANT 1940
+———— Méthode matricielles développement
de 1a méthode des forces -LEVY
dans l'industrie aeroaunautique - GARNEY 1953

A partir de cette date , la M.E.F va connaitre un développement intense sous
Iimpulsion de Yindustrie aerospatiale et grice a la disponibilité des premiers ordinateurs, la
méthode des déplagements va étre choisi de fagon quasi universelle comme technique de
résolution matricielle de préference a la méthode des forces malgré la mise au point de
procédures de traitement automatique des inconnues hyperstatiques par ROBINSON et
DINKE dés lors, onassiste au developpement de nouveau éléments tels que les membranes,
plaques, coques, éléments de volume ety a I'établissement denouvelle formulation telles que
les formulations équilibré ou mixtes ( FRAESJS DE VEUBEKE, PIAN).

Par ailleurs, le domaine d'application de la M.E.F limité au début 4 la statique linéaire, s'étend
progressivement 4 la dynamique linéaire sous l'impulsion notmment de ARCHER et HURTY
au flambement lindarisé (stabilité initiale) et plus recement a l'analyse non-linéaire avec non
linéarité géométrique et constitutives sous 'impulssion de ODEN, MARCAL GALLAGHER.
Cet historique serait incomplet si 'on omettait de mentionner le développement de
programmes généraux d'analyse (encore appelés codes généraux) a partir des annces 60. Ce
Phénomeéne a été particuliérement important parsequ'if a veritablement 4 faire rentrer la
M.E.F dans la pratique industrielle. 11 certain que, d'une part, la MLE.F se préte biena la
programmation sur ordinateur( les procédures numériques peuvent étre rendues automatiques
et modulaires par son universalité et son adaptabilité au traitement des problémes les plus
divers. D'ou I'idée de developper ces codes généraux. Clest ainsi vers 1965, on assiste en
EUROPE et aux USA au developpemuent intenssif de tels programmes sous l'inpulssion
d'universités, d'agences gouvernementales, et de groupes industrielles. Parmi les codes
actuels les plus importants citons:

NASTRAN, ASKA, MARC, STARDYNE, ANSYS, SAMCEF, SESAM, ASAS,

SAP /NON SAP.
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-3 Méthodes de formation des éléments finiy

D'une maniére générale, il existe trois approches pour discrétiser les équations de la
MM.C.

11-3-1 La méthode directe: .
L'idée fondamentale est de combiner directement pour chaque élément, les trois
systémes d'équations élastiques:
équations de l'équilibre, équations déformations-deplacements, équations intrinséques du
matériaux.. -
La méthode directe est une application limitée. Elle est utilisée souvent pour formuler
des éléments simples, mais il est difficile de I'appliquer 4 la formulation des éléments
complexes (¢léments de plaque) ot a des phénomeénes spéciaux. Elle présente aussi plusieurs
mconvénients a 5avoir :
a- elle ne garantit pas toujours la symetrie de la matrice.
b-elle est limitée quant a la détermination du niveau de continuité inter-élément auquel
doivent satisfaire les fonctions d'interpolation chossies.
c-une troisieme limite concerne le traitement des charges réparties, les déformations
initiales,
et d'autres phénoménes comme les effets transitoires et I'instabilite élastique.

11-3-2 La méthode des résidus pondérés:

L'idée de base suppose que l'on choisit a priori une fonction d'approximation; cette
fonction ne sera généralement pas solution de l'équation différentielle du phénoméne, et la
substitution dans cette équations entrainera l'appantion d'un résidu afin de déterminer de
meilleures solutions oh essayera de minimiser 'intégrale du résidu portant sur le domaine.
Cette méthode est plus générale que la méthode précédente et son application peut s'étendre a
des domaines plus larges. En outres, certains former de cette méthode donnent des
formulations identiques & celles que l'on établit par application de principes variationnels.
Cette méthode présente elle aussi plusieurs inconvenients.

11-3-3 Les méthodes fondées sur les principes variationnels:

Dans chacune des approches précédentes, on peut formuler les éléments en dérivant les
modeles cherchés par rapport aux inconnues considérées aimsi on peut obtenir plusieurs types
de formulations d'é1éments finis en mécaniques des structures qui sont basés sur les principes
variationnels dans ceite approche, nous pouvons distinguer plusieurs modéles d'éléments finis
a partir des champs considérés comme inconnus;

A- Formulation a un sewl champ :

1- formulation en déplacements ou méthode de déplacements (modéle empatible) dans lequel
les variables figurant comme inconnues sont les champs de déplacements. La dénvation de
cette méthode est issue du principe de [nérgic potentielle totale. Ce modéle assure
généralement la continuité des déplacements partout mais les contraintes sont discontinués
aux frontiéres inter-éléments.  En conséquences, les conditions de continuité du vecteur
contrainte a linter face ne sont pas vérifiées et les conditions aux limites de bord libre ne
peuvent pas étre satistaites axactement.

2- formulation en contraintes ou méthode des forces (modéles quilibres) dans lequel on se
donne une approximation , soit sous forme d'un champ de contrainte, soit sous forme d'une
fonction de contraintes. Ce modéle est basé sur l¢ principe variationnel de l'énérpie
potenticlle complémentaire, il est rarement utilisé en pratique; son principal intérért réside
dans la possiblité d'encadrer la solution lors d'une utilisation conjointe avec des modeles ou




déplacements dans cette approche,étant donné que les inconnus qui interviennent dans la
formulation sont les contraintes. La continuité des déplacements n'est pas assurée au passage
inter-éléments. De plus, ce modéle impose une continuité forte sur toutes les contraintes aux
frontiéres des éléments alors que seules, certaines d'entre elles doivent y étre continues.

B- Formulation a plusieurs champ :

1- Les formulations hybrides

Le principe des modéles hybrides est dit a PIAN (1969). 11 est basé sur un principe
variationnel energétique modifié. Le modéle hybride repose sur une premicre approximation
de champ de contraintes ou de déplacement a l'interieur de I'élément et sur une seconde forme
indépendante de champ de contraintes et/ou de déplacements définis & la frontiere de
l'élément. Tous les champs sont exprimés en fonction de paramétres généralisés sauf un seul
champ, qui est donné en fonction de variables nodales (physiques). Les €équations finales de
I'éléments sont exprimées en fonction de ce seul champ. Ainsi, cette formulation se ramene
soit 4 une méthode déplacement soit 4 une méthode force, c'est-a-dire 4 la contrainte d'un seul
champ a l'interface.

2- les formulations mixtes (multi-champ) :

Elles sont basées sur les principes variationnels intrinséquement mixtes (fonctionnelle de
REISSNER)... Tous les champs sont exprimés de la méme maniére 4 l'intérieur de l'élément
et sur les frontieres, donc les variables statiques et cinématiques (contraintes et déplacements)
concernant J'élément dans son entier, et sont continues partout dans le domaine.

3- Les formulations mixtes-hybrides -

elles conduisent 4 un modéle d'élément finis basé sur un principe variationnel mixte avec
relaxation des conditions sur la frontiére de I'élément. Dans ce modéle, on représente
plusieurs champs & l'intérieur de I'élément des variables indépendants aux frontiéres.

Parmi les formulations citées ci-dessus, nous nous interressons aux modéles mixtes car ils
présentent de multiples avantages sur les autres modéles.

Il - 4- Principes variationnels : '

Les problémes de physique appliquée qui se posent pour un systeme continu, peuvent étre
formulés de deux maniéres différentes:

a- Sous forme locale : c'est-a-dire sous forme d'équations aux dérivés particlles avec des
conditions aux limites associées (équations différentieiles définissant le comportement du
domaines);

b-Sous forme globale, ou variationnelle (enerigitrique) c'est 4 dire sous forme de conditions
de stationarité de fonctionnelles valables sur tout le domaine étudi€.

Les cquauons des systémes continus ne peuvent en général pas €tre résolus dlrectement il est
donc nécéssaire de discrétiser ces équations, c'est a dire de les remplacer par les équations
algébriques. Les deux points de vue précédents sont mathematiquement équivalents; les
¢équations découlant de 1'vne ou de l'autre de ces deux methodes peuvent indifférement servir
a 'étude de base du probiéme considéré. 1 est possible aussi par simples manipulations
mathématiques de passer de 'une a t'autre des deux formulations.

Des différences interviennent dans les procédés de calcul de solutions approchées ©  tandis
que certaines méthodes comme les différences finies s'attaquent directement 4 la solutions par
discrétisation, d'autres comme la méthode de RITZ et la méthode des ¢léments finis préférent
effectuer directement une minimisation approchée d'une fonctionnelle, lIa solution correct
étant celle qui minimise une quantité définie par intégration convenable des inconnues sur
tout le domaine étudi¢. Cette quantité fonction de fonctions inconnues, porte le nom de
fonctionnelle.

Bien que la minimisation d'une fonctionneltle soit la technique la plus largement admise pour
arriver 4 un modéle d'élément fini, ce n'est pas l'unique méthode disponible. 1l est possible
darriver mathématiquement & Papproximité des ¢léments finis en portant des équations
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différentielles gouvernant de probléme par le biais de plusieurs approches comme la méthode
des residus pondérés et la méthode de GALERKIN (ZIENKIEWICZ, 1973), (GALLAGHER,
1976). Mais ces formulations présentent plusieurs inconvénients telles que la limite du choix
des fonctions qui décrivent les variables de I'€iément ou le probléme de continuité inter-
glément (ZIENKIEWICZ, 1973). Nous ne nous interresserons ici quaux formulations
variationnelles du fait de leur importance dans le fondement de formulations des €léments
finis. : o :
En mécanique des solides , la notion de fonctionnelle est souvent utilisée pour construire
direciement une formulation intégrale en utilisant le principe de stationnarité de la
fonctionnelle d’énergie. La recherche d’une solution approchée par la methpde des élements
finis se reduit ala minimisation de cette fonctionnelle deéfime comme fonction de parametres
nodeaux, en nombre fini et conduit & poser mathematiquement en termes de résolution d’un
systeme d’équations algebriques.
Les principes variationnels ont apporté plusicurs contributions au développement de I"analyse
des structures par la methode des élements finis: derivations de la formulation des élements,
proprietés de convergence et conditions sur la continuite.
Voici les principes les plus importants qui définissent les conditions d’équilibre:

-Principe du minimum de I’énergie potentielle totale.

-Principe du maximum de I”énergic complementaire.

Principes de stationnarit¢ d’une fonctionnelle & plusieurs champs (principes

variationnels mixtes).
Nous allons decrire rapidement chaque principe.
1-3-Principe de minimum de U'energie potenticlle totale :

1! s'agit du principe suivant :

Parmi tous les déplacements cinématiquement admissibles, ceux qui satisfont les conditions
d'équilibre rendent I'énergie potentielle totale stationnaire et réciproquement; de plus I'énergie
potenticlle totale est minimale pour un état d'équilibre stable.
L'énergie de déformation pour un corps solide déformable et en état d'équilibre stable peut
étre écrite

U=lwav=|Fuav+ Ty ds=w AL
v v s

L]

U : énergie de déformation interne

W : potentiel de déformation W==g; & (11-2)

¥

o | ==

o;; : composantes du tenseurs des contraintes.

g; . composantes du tenseur des déformations.

1; : forces de volume.

u; : composantes du vecteur des déplacements.

S, : partie de la surface extérieure o les efforts T; sont donnés.

T, : forces de surface imposées sur Sq.

W : travail des forces appliquées.

L'énérgie potenticlle totale est définie par ‘
prU—uW:JW dV—-Jﬁu,a’V—quidSa (11-3)

¥ i Ay

o

la premiére variation de [T, est:
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8T1, = 8U - 5W =0 (11-4)
oyt £=0 (II-5)
o;n = Ti (H-G)

Les conditions de stationnarité de la fontionnelle T, conduisent aux équations d'équilibre et
aux conditions aux limites sur S, ,avec des conditions aux limites de types cinématiques :

u; = 1 surS, (II-7) )
La valeur stationnaire de I'énérgie potentielle totale IT, est un minimum absolu pour un corps
en équilibre stable; on peut le démonirer en calculant la deuxiéme variation,
& I1, 20 (11-8)

Le processus des ¢léments finis dans cette approche cinématiques consiste 4 rechercher un tel
minimum tout en se limitant & un type imposé de champ de déplacements.

Le principe du minimum de I'énérgie potentielle totale est souvent utilisé, Cest le fondement
pour la formulation directe des équations de rigidité des éléments classiques (eléments de
déplacement).  Alors pour un domaine discrétisé par €lément finis, les équations des
éléments finis résultent de l'écriture de la variation de Tl par rapport a l'ensemble des
déplacements qui sont limités & un nombre fini de paramétres:

les’ déplacements nodaux. Donc si Tl, pourait &tre fixée a priori, on pourrait en déduire
diréctement les équations des éléments par des derivations de Il, par rapport aux
déplacements nodaux.

H-6- Principe du maximum de U'energie complementaire:
Le principe s'énonce comme suit
Parmi tous les états de contraintes qui satisfont aux conditions d'équilibre & l'interieur du
corps d'une part et aux conditions de contraintes aux frontiéres d'autre part, 'état de
contraintes qui satisfait également aux équations contraintes déplacements a Yintérieur et a
tous les déplacements imposées aux frontiéres, donne a I'énérgie complémentaire une valeur
stationnaire; de plus I'énérgie complémentaire est maximale pour un état d'équilibre stable
d'énérgie de déformation complémentaire s'écrit :

U,=\w, av (11-9)
14

Avec U, : énérgie complémentaire de déformation.
W, : potentie] complémentaire de déformation.
W, : fravail complémentaire des forces extérieures

L'énérgie potentielle complémentaire est donnée par =U,- W,
et sa variation pour un état d'équilibre, quand le corps subit un accroissement de contraintes
admissibles doij par : &I, = 8U, - 5W, (1I-10)

Y1, est stationnaire pour tout accroissement des contraintes admissibles.  Cette prionte de
stationnarité conduit aux conditions de compatibilité et Ja condition aux limites cinématiques

' - . 3 . i - -
Su; = 0 sur S,, en tenant compte des conditions subsidiaires de types statiques suivantes
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5()';Lj =0 dansV /1
W& -1

doym=0 surS,
Ce principe constitue la base variationnelle de la formulation directe des souplesses des
¢léments, c'est a dire de l'expression des déplacements des éléinents en fonction des forces.
Le processus des éléments finis dans cette approche ( statique) consiste a rechercher un
maximum de IT, tout en se limitant a un type impose de champs de contrainies.

11-7- Principes variationnels mixtes de formulation des elements finis :

L'analyse technique des problémes de mécanique des solides basée sur un principe
variationnel utilisant une fonctionnelle a un seu! champ (déplacement ou contrainte ),
rencontre plusieurs difficultés de calcul et conduit & des solutions qui ne sont pas tout 4 fait
exactes. Des comparaisons ont ¢té faites par rapports aux fonctionnelles multichamps et
montrent cet effet. Comme il est possible d'écrire les équations de la théorie de I'€lasticite de
plusieurs maniéres différentes, il existe plusieurs fonctionnelles a deux champs. '

1l s'agit des principes variationnels intrinséquement multichamps (mixtes) pour lesquels les
champs des déplacements et des contraintes concernent directement I'éiément dans son entier.
Le premier principe variationnel mixte & deux champs indépendants ( déplacement et
contraintes variant indépendamment) a été présenté par HELLINGER en 1914. PRANGE en
1958 a modifier ce principe par l'introduction des conditions aux limites pour les problemes
de I'élasticité linéarre.

REISSNER (1950) a établi le principe variationnel en prenant en compte les conditions aux
limites. Sa fonctionnelle contient toutes les prandeurs cinématiques et statiques. Dautres
principes (canoniques) plus généraux ont été établis, tel que le principe de ( HU - WASHIZU)
ou les fonctionnelles contiennent trois champs indépendants ( déplacements, contraintes et
déformations), ou des principes variationnels modifiés a deux ou trois champs.

Des principes & fonctionnelle mixte intermédiaire dans lesquels certaines grandeurs statiques
ef cinématiques interviennent simultanément ont été développés par (VERCHERY, 1973),
(VERCHERY, 1974).  L'application de ces principes est faite pour des modélisations
theonques.

Dans le présent travail, nous choisissons la fonctionnelle de REISSNER, celle qui a suscité le
plus d'intérét jusqua présent en analyse par élément finis. L'¢quation de REISSNER  peut
&tre utilisée sans que l'on ail & imposer aux fonctions de déplacements et de contraintes
aucune condition préalable; en particulier ces fonctions ne sont en aucune fagon dépendantes
les unes des autres, et ceci élargit les champs d'utilisation possible de la méthode.

Les principes variationnels mixtes présentent les avantages suivants :

a- ils sont plus fléxibles par rapport aux principes a un seul champ car on peut générer
plusieurs éléments finis & partir de ceux-ci ;

b- on peut faires des changements pour que le principe accepte une discontinuite de certains
champs:

c- ces principes ménent directement aux formes mixtes des équations force-déplacement des
¢léments.

Maltheureusement ces principes présentent certains inconvénient, comme par exemple le
nombre plus élevé des champs inconnus et par vonséquont un  ombre impeortant de degré de
libérté dans un élément fini mixte.

FONCTIONNELLE DE REISSNER ([2) :

Cette fonctionnelle est 4 deux champs . les dépla-ments et les contraintes, nous
pourrons l'obtemir en partant soit de I< rgie pot .elle tatale soif de l'éndrgie

complémentaire 4 Yaide des conditions subsic wex aous lor. I'éwslir & partir de I'énérgie
potentielle totale est passant par le principe de  $ncrgie pov otic.ie gt ralisé.
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'énérgic potentielle totale s'écrit :

i, = _[(W(ay) — Fu) av - {7 4 as (11-12)

¥

@

Compte tenu des conditions subsidiaires suivantes :

1
Z(u” + Uy ) , dans V ‘ . a13)
=1 sur S,
L'utilisation de la méthode des multiplicateurs de lagrange pour tenir compte des conditions
des contraintes dans V et sur S, revient a rendre stationnaire 1a fonctionnelle J suivante :

J= I{W(ay) 7 u+ﬂ,( ~u, +uy,)~ gg.)}dV—_[fuj dS-—_"y,-(u,-.—ﬁ,-) ds (11-14)
s, TS,

M
2

£, =

Avec: gy =

(11-15)
A et y; étant des multiplicateurs de Lagrange.

Nous allons chercher les conditions de statonnarité de J :

&= f{ St~ Jiu; — 5;,1( (s, +1,,) - )} d1/+j%j(-,})-(5ui’j+5zt ,,.)-&y.)dv
v poooT

--_"’fﬁc?u,-ais~~ _[{5,(1,-(1:,- - ?I,-) + ;.chfui} ds ' (11-16)

5 s,

-

En regroupant les termes en 8e;; o obtient A; = o symétrique.
D'ou :

/'l,j(-;-(u,-.j + uj,‘)) - %(4 Buy ,+ Ay, ) = Ay
Ensuite, nous avons :
Ifzy.(&;j, ) dv = !A,j P Gy dS - !(A,j, o, av (U-17)
En regroupant tous les termes :
&= j'ij_ ,qy} 52y~ 4, + 7)) ou +5/1,j(%(u,.‘_,+uj,_,) j v

am -7) 6 ds + [, - m) o a5 [ ~7) sw a5 @19)

S s, s,

4
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D'on les conditions de stationnarité :
o M \
M= 08 G

;
Aj;+ =0 -t dansV (11-19)

g =12 (u;+uy) J

?‘-ij‘nz‘j ﬁ-:I_‘i sur Sc -
A i = sur S, (11-20)
U =u . sur S,

si Fon tient compte des deux relations : (11-19), (11-20) on obtient la fonctionnelle ;

J(u,.,ey.,q,):f{W(g,.j)—f; ", +o~,,.(%(u,.‘j +ujj)-g,.j.)} dv - IT; u, dS - j'a,.j n,(u, -7) dS
. v s, S

]

(121)

A partir de cette fonctionnelle & trois champs s'énonce le principe mixte a trois champs
(principe canonique) (WASHIZU, 1955); u;, g, oj sont considérées comme variables
indépendantes compte tenu de la symétrie de oy,

Le principe de REISSNER se dédutt du principe généralisé (J) en supposant & priont que les
champs g, 6;; satisfont les relations de comportement (11-13)

En outre nous avons la relation :

W+W, = O € donc .
=22
Wc = Gij Egj - W(O‘;,j) (H 2-)

Compte tenu de ces relations la fonctionnelle (J) devient une fonctionnelle 4 deux champs :

, - _ 1
J(Uf,ﬁ,‘j,(fy) = ;E(O'ij,u;) = _[(—]’VC - f,u,) dav — GU[‘Q"(H,’J + uj,,-)) adv
14 I

- IT}u,- ds, - Ics,jn o +1) ds, (11-23)
Ss Sy

La fonctionnelle R ne dépend que de deux champs indépendants (o, u;); les contraintes sont
supposées a priori dépendantes des déformations par les relation: ‘e comportement.

Le principe de REISSNER s'énonce comme Suit

parmi tous les champs de déplacements u;; et de contraintes oy, I'état réel (o, w;) qui vérifie
les équations d'équilibre, les lois de comportement, et les conditions aux limites mixtes
rendent stationnaire la fonctionnelle & (o, u;).

En introduisant les relations d'élasticité linéawre . ‘écrit
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R(oy,ui)z .[(_fska OOk — fil; +0',-J-u,',JdV ~ V1 w; dS4
v S
~ Jc,j ni(w; — %) dS, (11-24)
avec ik =1273
Compie tenu de la relation suivante

j(cs,jzti,j)de Jcs,-jnju,- dS - J(G,“)u, dv -
, s v | '
= Jc,jn u; dS + Jcrun u ds - J( ,”)u, dv (1-25)
S S, v

La fonctionnelle (fig. 1I-1) devient :

"

I—Tﬁ .(ﬂ-’\) A
¥

. 1 _
2(0; ,u,-)su-'{{(j + 0y, J)u, + ZS”“ GUO‘“} dv + _[(cs,jnj - ﬂ)u,- dSy + J.cs,-jnjif,- ds,
v Sy S,
(11-26)
ou :
1; - déplacements tmposés sur S,
T, : forces de surface imposée sur S,
Sija : matrice de souplesse.

La premiére variation de R, aprés calcul, est donnée par la relation suivante :

5= |7+, Jou, dv + f(gu.—sgk, ck,)sc,.j v+ Yoym, - T)ow dSy+ fsoun (- m) as,
Vv v

Ses Sy

(1-27)

La condition de stationnarité de R s'écrit . dR =0 (I1-28)
d’ou I’on déduit les conditions de stationnarité . R :
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o+ £=0 dans V (11-29)
&j = Sju On dans V (11-30)
oin = T; sur Sq {1-31)
;=1 sur S, (I1-32)

Le calcul de la deuxleme variation de la fonctionnelle de REISSNER montre que le point
stationnaire de R n'est ni un minimum ni un maximum puisque &°R ne garde pas un signe
constant comme le montre la relation suivante :

i 1 |
8 R= "2]{ Uy‘l‘j)gu{' + ESU“ SUUSGM) av+2 IS(G{‘,'”J')SHI' : dSU (I1-33)

} o

Pour discrétiser la fonctionnelle de REISSNER en vue de analyse par ¢lément finis, nous
devons exprimer les champs de déplacement et de contraintes en fonction de dégrés de liberte
physigues. A présent nous allons essayer d'obtenir la relation (II-31) de R sous forme
matricielle dans le cas plan (i,j = 1,2) (fig. 1[-2). Pour cela, nous commengons par écrire les
conditions de stationnarité (11-29), (11-30) sous forme matricielle.

T

wd

[[21] fsﬂ {ﬁ}:{ﬁ} (11-34)

ou:



| dx |
[Qa] =[] = . 5 &l (11-35)
| o &)
[S] : matrice des souplesses
{_Sllll Sll22 281112-1
[S] = S 28w | (11-36) .
‘_ : 45'121'>J :
U
{0_} =<} W Oy Op O127 (H-S?)
{ff =<f f,>
Les conditions aus limites mixtes s’écrivent :
{uy) = {03 o surL, (11-38)

| ony 012} {”1}_ﬁ 4 L \ 1139
‘_012 opnl lm) ™ T, e ' -39

En reportant ces notations dans (1I-24), nous trouvons .

T g
-R({u},{c})=g4{1;} 19 gy aan fir - @) e

A L[l

7
~h I{T Vo{u) dl (11-40)
Iy
Avec
h ; I’épaisseur (constante)
A la surface totale _
L, : la partie du contour ot sont imposés les déplacements {u}
1, : la partie du contour ol sont imposes les efforts {T}.
La méthode variationnelle au sens du principe de REISSNER conduit a la décomposition du
* probléme en deux étapes :
- le choix des fonctions qui représentent les champs du déplacement (u;) et des contraintes
(o)
- la résolution du probléme 3R = 0
Résoudre cette équation revient a tirer les fonctions de u; et de o;; en ne retenant que celles
qui vérifient les équations d'équilibre, les relations de comportement ¢t les conditions aux
limites mixies.
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1H-1<Introduction :

Cette formulation est pratiquement la plus utilisée dans la résolution par la MEF, elle
suppose le champ de déplacement comme inconnu primaire du probléme, a partir duquel '
seront déterminées les contraintes et les déformations en tout point du mlheu en utilisant les
relations d'élasticité,

Elle se résume dans les étapes suivantes:

- Subdiviston du milieu a étudier par des lignes (cas plan) ou par des plans (cas
tridimensionnel), ce qui donne un certain nombre finis d'éléments. -
- Ces éléments sont supposés reliés entre eux par un nombre fim de points appelés "point
nodaux” ou " noeuds" dont les déplacements seront les inconnus du probléme.

- On choisit une fonction {ou plusieurs) appelée (s)" fonction () de forme", qui définira au
mieux possible le champ de déplacement de ces noeuds.

- On détermine le systéme de force concentrees aux noeuds, équivalent a I'ensemble des
charges appliquées aux milieux.

- On évalue la matrice de rigidité [K¢] de chaque élément fini, puis celle du milieu entier par
assemblage des matrices élémentaires.

- On résout le systéme d'équations pour déterminer les déplacements aux noeuds puis les
déformations et les contraintes.

H1-2- Formulation des elements types deplacement :
[11-2-1- Evaluation de lg matrice de rigidite :
[1-2-1-1- Cheix de la fonction deplacement :

Cette approche nous impose un champ de déplacement qui rempli les conditions
suivantes:
1- les fonctions choisies doivent étre continues au sein de I'élément, ainsi qu'au passage des
{rontiéres entre les éléments, lorsque les éléments adjacents sont de méme type ou possédant
les méme fonctions de déformation sur les frontiéres.
2- les équations force-déplacement découlant des fonctions choisies doivent refléter une
énergie de déformation nulle lorsque I'élément subit un déplacement de corps rigide.
3- les fonctions choisies doivent permettre la représentation des valeurs uniformes pour toutes
les contraintes ou déformations.
4- le nombre de termes indépendants dans le polyndme doit étre égale au nombre de
composantes des déplacements qui sont 4 calculer.

111-2-1-2- calewl de la rigidite de element quadrilateral :
A- Element rectangulaire © -

Le premier élément utilisé pour {'étude de 1'élasticité plane est I'élément rectangulaire a
quatre nocuds avec deux degrés de libertés pour chaque noeud a savoir deux translations U et
V.

L'élaboration de la matrice de rigidité passe par sept étapes de base :
Premiére Etape :

Cette étape consiste en un choix du systéme de coordonnées convenable et la numérotation de

I'¢lément de référence :




- g, u,
13‘5- Yy 3
1 VA V‘_
' u, d,
)
Fig. IHl-1 Elément rectangulaire
(a)- Elément rectangulaire
(b)- Forces nodales
{¢)- Déplacements nodaux
u(x,
On note par : {a(x,y)} r-{ ( y)} (111-1)
v{x,y)

Le vecteur déplacement en un point de coordonnées (x, y).
On note le vecteur déplacements nodaux comme suit

}
{at}= gi% avec {a,} = {“} (11-2)

Deuxieme etape :
Elle concerne le choix de la fonction de déplacement qui peut-étre représenté par deux
polynébmesenxety:

U(x, y) =0, +0,X+ 0,y + 0 Xy

U, ¥) =0 v x+ aqy +agxy

Le nombre de degré de liberté de 'élément rectangulaire étudic ici est égal a 8, c'est pour cela
qu'on a choisi deux polyndmes 4 quatre coefficients inconnus pour chacun.
ona:
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u_]xyxyOO()O{}
v—OOOleyxya

{ae, )} =[F .0 e} (11-4)

Troisiéme étape .
On substitue (x,y) par les coordonnées des quatre noeuds de I'¢lément de référence, on obticht
alors : : -

{a”} =[df{a} = {a} = [A‘[]_l {a“}
{ate, ) =[] [4] e} (UE-5)
{ae, )} =[N xp) e}

Quairieme parlie :
" On exprime les déformations en fonction des déplacements :

2
ik
u
fetem)=| 0 2 M
22
& &

={8)a*) (111-7)

[B] : est appelée matrice des déformations.

Cinguieme etupe
Apres avoir déterminer les déformations, on en déduit les contraintes par le biais de la lo1 de
HOOKE généralisé

[o(x.»)] = [D]{e(x, )} (111-8)

d“ dl: 0
(0] =]{dm dy 0} (i11-9)

0 0 dy



avec
et )
‘- (idc.;u) (m-10)
= 2[111)] '
Ona: | .
{otry)}=[D] [8)a’) (1-11)

{otx, )} = [H("'sy)]{ae } |

[H] : est appelée matrice des contraintes.

Sixiéme etape

Cette étape permet de trouver une relation entre les forces nodales et les déplacements.
En appliquant le théoréme des travaux virtuels, ona

travail des forces extérieurs = travail interne total.
d’ou :

[k°)=[[8] [D] [8] @v (I11-12)

I

[K] : est appelée matrice de rigidite.

Septiéme étape -
Dans cette étape, on doit exprimer le vecteur élémentaire des forces nodales et ceci & partir
des charges cohérentes qui s'appliquent a I'élément considére.
daprés le théoréme des travaux virtuels, on a

{F"} =¥ {0} v (111-13)

s

{Q} : chargement cohérent.

B- Element isoparametrigues :
Introduction:

Dans le cas pénéral, Ia forme de la structure est arbitraire, d'ot on ne peut pas la
modéliser par des éléments de formes réguli¢res, donc on a recours a d'autres éléments qui
peuvent mieux discrétiser le domaine, ces éléments sont appelés: élements isoparamétriques,
superparamétriques et subparamétriques. Les éléments isoparamétrique sont ceux pour
lesquels les fonctions de déplacement sont les mémes que les fonctions de forme. Ceci n'est
pas toujours nécessaire, il peut étre plus avantageux d'utiliser les fonctions de forme et
d'interpolation d'ordre différents.

Si la fonction de forme est d'ordre supérieur  la fonction d'interpolation (deplaccment)
J'élément est superparamétrique, dans le cas contraire, il est subparamétrique.

11 est visible que les autres structures, a géométrie complexes et chargement simple,
I'élément superparamétrique est plus avantageux. Le cas contraxre gst valable pour les
éléments subparamétriques.
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Les fonctions de déplacement sont :

u(X,y) = €1t CX + Cay + Caxy
V(X,¥} = €5+ CoX T C7y T CgXy

h 4
{~4,+4) (+4,+4)
Z 3
4 2
(-4,~1) (+4,-4) | i

F.% -2 Element i.SoPa.ra.me.\'r‘no\ur.

On doit définir une transformation de I'¢lément de référence vers I'élément isoparamétrique
vérifiant les conditions suivantes:

- la bijection

- les noeuds isoparamétriques coincident avec les nocuds géométriques.

- les fonctions d'interpolation sont équivalentes aux fonctions de transformation.

Les déplacements internes (u) en fonction des déplacements nodaux (u;):

4 :
u= ) N(x,y) u (111-14)
i=1

v SN v | (H-13)

i=l

Les fonctions de formes sont exprimées en coordonnées globales comme suit

Nip)=5(1-3) (1-))
Ny (o) ={1+3) (1-3)

| ([1-16)
N, (x,y)mz(l-f—x) (1+y) »

N,yx,y)= —;}—(1 - x) (1+y)

La transformation du systéme de coordonnées globales en coordonnées locales se fait comme
suit

U= Z-Nl(ésﬁ) u,
‘:‘ (111-17)
v=2 N(&m) v,

i=l



avec : N(&1) = Ni(xy) (T11-18)

La fonction N, prend la valeur (1) au point "1" et (0) ailleurs.
En utilisant le principe des travaux virtuels, on obtient la matrice de rigidité :

[K]:ij[B]T[D] (8] a0 | | . u-19)

la matrice [D] est la matrice des propri€tés physiques. .
la-matrice [B] est ta matrice reliant les déformations aux déplacements nodaux :

{e} =[B] {u} (II1-20)

puisque N; est définit en fonction de (£,, n) on doit changer les dérivées ;

~ ¢t ~— par —{j— gt —
¥ 124 an
on obtient :
N[
& Fria
|V &,
én &
avec :

zl[—(lw) (1-n) (t+n) —(1'+71)jl>< X, ¥
4{-(1-&) —(1+&) (+5) (-8 C

la matrice de rigidité {K] devient alors :

+| %]

[<1= | J181' 10} (5] [4] egin

(I1-21)

(111-22)

(111-23)

(I1-25)

27
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HI-2-1-3- Caleul de ta matrice de rigidite de Uelement trianvulaire ;

En suivant les mémes €tapes que précedamment, on obtient la matrice de rigdité de
Pélément triangulaire sous Ia forme suivante

jj 0] [8] ao

QF"%_]]I-'i)

T A

Hi-2-2- propriefes de la mairice de rigidite ;

La matrice de rigidité est :
1- symétrique en vertu du théoreme MAXWELL-BETTL
2- singuliere avant I'introduction des conditions au limites, ¢e qui explique de mode de
déplacement rigide de I'élément.
3- définie positive, ce qui donne a I'énergie de déformation sa propriété physique d'étre
positive ou nulle.

I1-3- Les critéres de convergence :

Le choix des fonctions de forme limite le nombre de degrés de liberté du systéme (qui
en réalité devrait étre infini) et donc le minimum réel de 1'énergie ne pourra jamais étre atteint
quelle que soit la finesse du maillage. Pour assurer la convergence de la solution approchée
vers la solution exacte, certaines conditions simples doivent étre vérifiées. Par exemple, il
faudra évidemment que les fonctions représentatives des déplacements puissent représenter
aussi précisément que possible le champ des déplacements réels.

CRITERE N°1 : '

La fonction représentative des déplacements doit étre telle qu'il soit impossible qu'un élément
se déforme quand les déplacements de ces noeuds sont causés par un mouvement de corps
solide.

CRITERE N°2 :

La fonction représentative des déplacements doit étre telle que, si les déplacement nodaux
correspondent & des déformations constantes, on obtient effectivement ces déformations
constatés.

CRITERE N°3 :

les fonctions représentatives des déplacement doivent étre choisies de telle sorte que les
déformations aux inter faces entre ¢léments restent bornées (bien qu'indéterminées).
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Hi-4- Avantages et inconvenients de Uapproche déplacement

La formulation des éléments Yinis par I’approche dépalcement présente des avantages
et des inconvenients que nous citons ci-dessous |

A~ Avanlages:

L.

2.

B- Inconvenients:
1.

5.;.) (S

Le mode de dépalcement dérive d’un principe variationnel primal avec seulement
les déplacements comme champ variable, ce qui fait que sa dérivation est la plus
simple. : :

Le modéle déplacement trouve son application pour les problemes avec une
continuite (C°).

dans le modéle déplacement le champ de containte est fonction de-la dénivee
premidre du champ de dépalcement, ce qui diminue sa précision

Les contraintes issues d’un modéle dépalcement sont discontinues.

Le phénoméne de blocage apparait lors de son application sur les matériaux
incompréssibles et quasi-incompréssibles.
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-1 Introduction :

La résolution d'un probléme par la méthode des éléments finis nécessite la
manipulation de matrices et vecteurs de tailles assez importantes et la résolution du
systeme d'équations d'ordre élevé. Le recoure a la programmation devient alors
indispensable. _

Du point de vue mathématique, la méthode des éléments finis revient poser le probléme
en terme de résolution d'un systéme d'équations simultanées, écrit sous forme :

[K] {U} = {F}

Pour cela, on a élaboré trois programmes en éléments finis pour 'approche
déplacement, le premuer est le programme MEFEP, qui utilise des élément
rectangulaires avec numérotation automatique, le deuxiéme est MEFISO, utilisant des
¢léments isoparamétriques et le dernier, c'est le programme TRI qui utilise des éléments
triangulatres.

1V-2 Structure du proeramme MEFEP ; ( DEBUT )

INPUT

DPHYS

CONNEC
[

KELEMENT

NE = I,NTE

ASSEMB

RESOL

HELEMENT

CONT

Fig [V-1 Structure globale du
programme MEFEP

OUTPUT

( FIN )




{V-2-1 La lecture des données !

La lecture des données se fait & partir d'un fichier d'entrée ou sont stockées les
différentes données du probléme, sous format libre. La lecture de ces données se fait par
appel de la subroutine IN PUT .

Les différentes données sont :

Informations eenerales : -

- ICODE : code d*étude :
0 pour le cas de contramte plane
1 pour le cas de déformation plane
- E : module de YOUNG
- NU : coefficient de POISSON
- L : longueur du corps
- H : hauteur du corps
-NEX : nombre d'élément suivant X
-NEY :nombre d'élément suivant y.

Conditions aux limites :

-NNR : nombre de noeuds restreints

- NNCH : nombre de noeuds chargés

-DPHYS : subroutine qui calcul la matrice d'élasticite [D]

- CONNEC : subroutine qui génére la connectivité des noeuds de chaque élément.

IV-2-2 Assemblage des matrices :
LEL}:MENT avant dc faire Iassemblabe on doit caICulcr Ia matrice de

.....

toutes la structure, on utilise pour cela la subroutme KELEMENT

b- ASSEMB : cette subroutine fait I'assemblage des matrices de rigidité
élémentaires, en les plagant dans la matrice de rigidité globale par le biais de
numérotation faite par la connexion.

11/-2-3 Prise en considération de C.A.L. :

La matrice de rigidité obtenue-est singuliére, pour remédier ce probléme, 11 faut
introduire les conditions aux limites ( C.A L), et cela se fait a I'aide de p]us:eurs
techniques:

a) La technique d'¢limination :

Cette technique élimine la ligne et Ja colonne correspondant au degré de liberte
restreint. On a utilisé cette technique dans les programmes de l'approche mixte
(voir chapitre VI)

b) La technique de terme unitaire sur la diagonale

Elle consiste & annuler toutes les lignes et les colonnes com,sp()ndants au degre de
liberté restreint sauf le terme diagonal, on le pose égal a 1, et la force
correspondante égale a 0. '

¢) La technique du terme diagonal dominant :




Cente technique a était utilisée dans le programme MEFEP, car elle est facile 2
programmer et permet de modéliser des appuis €lastiques.

Elle consiste 4 ajouter un terme trés grand ( o ) au terme diagonal de la matrice de
rigidité correspondant au degré de liberté restreint et remplacer la force
correspondante par le déplacement prescrit, multiplier par ce méme facteur ()

IV-2-4 Résolution :

K!l Ki2 KU

K2] K’.’2 KZE

KJ] Ki? KH +a
LKN] Ku2 Km

n

Ul A
U, | | B

U, - Fa
b—U"- I—I.:;l e

L'algorithme de résolution qu'on va adopter est l'algorithme L, U.

On va résoudre le systeme [K] {X} = {F}

On décompose la matrice [K] en deux matrices triangulaires, I'une supérieure, l'autre
inférieure tel que : [K] = {L] « [U}

(L, 0 - e 0
by
: , .0

LLnl e o Lmr..

avecL; = 1.

—

Ull U!Z
0 .

Uh: |

Kll Kll Kln T
2 - o
A21 A‘ZZ A‘Zn
|ia
_[\u] Kn?, Knl p

On détermine les termes de [L] et [U] par l'algorithme suivant :

pour j<i ona:

K"J' Llj l'jfj " .......
d'ou: _
K,.j -uLiq Uwr
i Uﬂ

pour }j>1 ,ona:

Kij = L“U:j'*""'*']-‘i,i-iUi——l.j + ]'UH

dou:

4 Ly Uy + Ly Uy
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._1-
Uy =Ky '2% Uy

§=1

Aprés avoir formé L et U, le systeme précédent devient
(L1-[U] {X} = {F} ou[L] {W} = {F}
avec  [U]-{X) ={W}

On résout le systéme [L] « {W} = {F} , ¢t on obtient les termes de {W} par substitution

directe, puis on résout le systéme {U] . {X} = {W}, et on obtient {X} par back-

substitution. '

IV-2-3- Calcul des contrainies :
a- Subroutine HELEMENT : ce sous programme est utilisé pour le calcul de la matrice de
contraintes élémentaires [H].
b- Subroutine CONT : une fois les démplacements sont déterminés, et la matrice [H] est
calculée, ce sous programme permet de trouver les contraintes pour chaque élément.

TV-3- Structure du programme MEFISO :




o)

INPUT

GEOMET

NE

ILNTE

STDM

QUADS

ASSEMB

A

RESOL

ILNTE

STDM

HELEMENT

CONT

A

OUTPUT

TN

FIN

Fig. IV-2 Structure du programme MEFISO
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V.l Introduction :

Un élément est dit mixte si les dergrés de libertés associés sont de type déplacements et
contraintes. Les premigres formulations d’¢éléments finis mixtes ont éte réalisées par Hermman,
1967 pour les plaques minces; depuis, plusieurs éléments mixtes furent formulés par différents
auteurs (Dunham & Pister, 1968), (Chatterja & Setlur, 1972), (Tseng & Olson, 1981), (Olson,
1983).

Pour | “étude des problémes délasticité plane, de palque en flexion et de contact dans le cas
bidimensionnel. ‘
V-2- Formulation des éléments de tvpe mixte : ,

Nous nous interressons sur la formulation basée sur le principe varialtionnel de Retssner cité

dans le chapitre 1L '

y-2-1- Approximation du champs de déplacement :
L’approximation du champs de déplacement s’écrit :

(e} =[ox, e} (V-1)
2x1 2xn nx1
avec:  {U*} =Wlxy) vz (V-2)

Tel que U(x,y), V(x,y) sont les deux composantes du déplacement suivant les axes des X et Y
respectivement.

[} : matrice des bases polynomiales avec

[(l(x,y)] :{ SPx. . <0> ill (V-3)
<0> < P(XV)
Pour le cas d’un triangle on a:
<P>=<i x y>» (V-4)
Et pour le cas d’un rectangle on a
<O>=<1 x y xy> (V-5)

pour une variation linéaire compléte.
n ' le nombre de variables généralisées de ’approximation
{a:} -vecteur des n variables généralisées de I’approximation du champs de déplaccmeﬁt.
On caleul les variables généraliseés en fonction des degrés de liberte nodaux, on aura :
o} =[orfas) (V-6)

{q) : vecteurs regroupant les déplacements nodaux dans I"¢lément.
[X°] : matrice reliant les variables généraliseés aux déplacement nodaux; elle est fonction des
coordonnées des noeuds.
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A partir de la relation (V-6) on poura €crire

e} =[x ) \ (V-7)
La relation (V-1) devient alors :
(U} = (@l ] o} = [V ella) (V-8

2x1 " 2xn nxn nxl 2xn nxl

[N] est la matrice des fonctions d’interpolation ou encore des fonctions de forme pour les
déplacements. ' '

V. 2-2- Approximation du champ de condraintes :
De la méme maniére le champ de contrainte est approxime comme suit :

{o} = [we,»){ 82} (V-9)

3x1  3xm . mxl

. a?
ob i {o*} =(on(xy) op(xy) oplxy) (V-10)
[¥]: matrice des bases polynomiales

oy © 1 ©

[%amht O ey i (O } (V-11)

........................................

@ 0y ey

avec
- pour le cas d’un tnangle

<p>=<] X y> (V-12)
- pour le cas d’un rectangle

<pr=<] X y xy> {(V-13)
pour une variation linéaire complete.

m ; le nombre de variables généralisées de I’approximation.
{ ﬂ,:} s vecteur des m variables généralisées de I’approximation du champ des contramtes.
Pour le calcul des variables généralisées on peut ecrire

{eey=Iy){s:} (V-14)

{T “} - est le vecteur regroupant toutes les variables nodales en contraintes.



{Y"] : mairice reliant les variables généralisées aux containtes nodales; elle est fonction des
coordonnées des noeuds.

A partir de la relation (V-14) on poura écrire

(pet=[v]{z°} | (v-15)
La relation (V-9) devient alors |
()= W) [Y] {reh= (M) (o) (v-16)

3%l 3xm mxm mxl] 3xm mx]

[M] : est la matrice des fonctions d’interpolation ou encore des fonctions de forme pour les
contraintes.

Enfin nous pouvons écrire les deux relations (V-8) et (V-16) sous la forme suivante :

fle) [ o]

{4} =<0,V Uy vy > (V-18)

{Td }T=<01110'1:20'1I2 s (V-19)

©VL2-3- Evaluation de la matrice rigidité ;

Ona:
{€%) =[L] {U") (V-20)
avece
[L] : matrice des opérateurs diftérentiels.
En substituant la relation (V-8) dans (V-20) on obtient la relation :

(€9 =L} N {q°}
=[B] {4’} (V-21)

La relation (V-17) devient :

e]_ [ﬁl.j..[.@.l.}{g_‘;}
{a} o A )

6«1 6x(n+m) (nt+m)x1



40

En substituant la relation (V-21) dans la formule ( 11-40 ) de la fonctionnelle de Reissner on aura

T
oo ntl e o me} ,
Rguy, = el ¢
(o o) 7'[{0'} [m 181 1o “

AT 3T .

- h I{f”}’{U”} dA—_hI{T“} {ue} ar, (V-23)
A L, :

ou: .

{1} matnice unitaire

[S] : matrice des souplesses.

En remplagant (V-22) dans (V-23), la fonctionnelle de Retssner :

e e

. 7
R= Fe V-24
. {r* }} {Fe) (V-24)
ol [K] : la matrice élémentaire de rigidité-souplesse :

S

(K% zh[o] [{{““ J (V-25)

Kcu] : ch
Avec :

Kod=-n JIMI7[S] (M) aA© (v-26)
[KGU]zh_f[M]T[B] dA* (V-27)
i _{Fé.}_}ﬂ{{ﬁz}} |
P

{Fce }= {0} en I’absence de contraintes initiales.

Pour ’ensemble de la structure, la fonctionnelle R s’éenit ¢
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esl) -

1.’introduction de la condition de stationnarité de la fonctionnelle R :  dR L.
conduit aux équation d’équilibre de la structure globale :

o sl ) () e

Le vecteur {F,j? } est fe méme que celui calculé par I’approche déplacement (voir ch.Il-2-2-2)

V.2-3-]1- Caleul de la matrice ripidité de I'élélment quadrilatéral a guatre noeuds :
A- Elément quadnlatérale a angle droit :

Cet élément est un rectangle 4 quatre cotés rectilignes, a 4 _
quatre noeuds et cing degrés de liberté par nocuds (tous ‘
les déplacements et toutes les contraintes). @ I@)
(Fig. V-1) b
La formulation de cet élément est basée sur le prncipe @ >
variationnelde Reissner cité auparavant. Soit . CP ’
I i

o {[?(w)lﬁ ______ o } {{ig '

ot} [0 i [¥ep)]

Sx1 5x20 20x 1
Avec @, ¥ sont données par (V-3), (V-11), pour une variation linéaire du champ de dépalcement et
de contrainte.
A P'aide des relations (V-8) et.(V-16) on peut ¢erire

ot

avee . {.qc}T=_<U{ V] VUg V, Us V3 Uy V4>

2

e T 1 1 1 2 3 4 4 4
{t'} =<0p;, O Op2 0%1 G On2 ‘5:1;1 0322 Ol Oy Oy O




1q:

X\
w{1-2)2
4 a’ b

A partir de la relation (V-21) nous obtenons la matrice (B}:

) .L[_yj'? s
a[] bj: 0 oa : bJ: 0 ab
- I x) Lx
1= 0 3_3(1—2]3 O i Tm 0
_J_[l EJE_J_(; z)i x 1(1 zJi x
LM\ a Loa _bg ab al b ah
(V-33)

D’autre part :

Ny, O 0 N, O 0 N; O

[M]

I

0O N, O O N, O 0 Ny
0 0 N, 0 0 N, 0

tes Ni sont données par (V-32).

(V-31)
(V-32)
.
Y
0 —';’; 0
X 1 X
@ 0 z(l"ﬂ
% 1 X Y
ab E{ ‘Z) H:;f;
0O N, 0 0
0 0 N, 0| (v34)

0 N, 0O 0 N,

Soit la matrice [D] reliant les déformations aux contraintes :

{c"} = (D] {e")

[D] : la matrice loi de comportement.

La relation (V-35) peut s’écrire de la maniére suivante : {€°} = [S] {c°}

{S] : 1a matrice de souplesse.

(V-35)

(V-36)
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Pour I”état de contrainte plane

| ( 1 -vu 0 |
[S] = —é;ru_ 1 0 (V-37)
0 0 2(1+v) '
l-v -v Oq
[S] =H~——E—l—) —u l-v 0] (V-38) )
0 -0 2] ‘ '

Maintenant la matrice [K®] donnée par :

(x] %.I_‘?], K
[KQR] [KGCT] J
est bien définie en prenant Iépaisseur h = 1 (€lasticité plane).
Les bloes élémentaires [K,o] et [Kq,] sont donnés dans I’annexe. A

B- Elément quadrilatéral isoparamétrique mxle :

A
-L 1 a1
4 ¥ 3
>
1 2
X (-1,-1) (1.-1)
Plan physique - Plan tsoparamétrique

De la méme maniére que pour 1'élément quadrilatéral isoparamétrique classique, on doit définir une
transformation vérifiant les propriétés donnés dans le chapitre 111

Cetie transformation géométrique qui permet le passage de I'élément de référence a 'élément réel
considéré est linéaire et s'écrit comme suit

( x(£.n)= 2 N (& m)x,

i=|
] (V-39) -
\y(&,)= ZN,-(«;’,n)y-i

i=1
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avec N, —l(l+§§) (]+r], ) 1= 1.4
E_,;=i1 ’I],'"—i] (V-40)

L'integration sur une région du plan (x, y) devient sur une région du p an (&€,m) et an élément d'aire
devient

dx dy = det [J] d& dn | (V-41)

on aura alors ;

[K*} = f [K¢(x, )] dndy = f J (Ke(&,m)] detl] aédn (V-42)
r e
ou bien ;
.
[Koo) =;J J [p(g,m) (8] [M(&,m)]ded S} dédn (V-43)
~l-1
,
Kol = hJ J[M(e;-',n)l [B(&,n)] detls] dédy (V-44)

—-1-1

[J]: étant la matrice jacobienne.

V-2-3-2- Calculd de lu matrice de rigidité de P'élément trianpulaire mixte lindauire & trois noeuds

. . . . e - ¥
Cet élément est un triangle & angle droit & trots cotés rectilignes,

A trois noeuds et cing degrés de liberté par noeud (tous les déplacements 3
et toutes les containtes).(fig. V-3) b
Cette formulation est basée aussi sur le principe de REISSNER.

En suivant les mémes ¢tapes que la formulation de 1'élément quadrilatéral

mixie a angle droit on obtient :

{.{l{.".}} :[W.’J._E...LQJ } {H} =t

avec: {qc}”[‘:(Ug Vi Uz Vo Us V>

(}'=<d o &y L & & & @ B>

-
]




[N, 0 N, 0 WN; 0]

(V)= Lo N, 0O N, 0 N, (V-45)
v, 0 0 N, 0 0 Ny 0 7!
(M= 0 N, O O N, O 0 Nq_ (V-46)
l_ 0 0 N 0 0 N J
avec
T4
Ni=l a b
Ny == V-47
== (V-47)
-2
Ns )
A partir de la relation (V-21) nous obtenons la matrice [B] :
_ | -
-—~ 0 — 0 0 0
¢ ] N I
= 0 -= — :
[ 5] 5 0 0 0 5 (V-48)
LI B
L b « a b

de la méme maniére que pour 'élément quadrilatéral mixte on obtient Ja matrice [K®] :

..............

est bien définie en prenant I’épaisseur h =1 (¢lasticité planc).
Les blocs élémentaires [Kqq] et [Kq,] sont donnés dans "annexe.B

17.2-4- Propriétés de la matrice de rigidité - souplesse issue de l'approche mixte :
La matrice de nigidité - souplesse est :
1.Symétrique.
2.Singuliére.
3.N'est pas définie positive
V-3- Critéres de convergence de {'approche mixte :
V-3-1- Etude de la convergence :

1 existe des critéres de convergences qui sont nécessaires ou tout au moins souhaitables au
niveau de I'élément afin d'obtenir de bonnes solutions au niveau de la structure compléte.

Ces critéres peuvent se présenfer comme suil

45
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1- représentation des modes rigides:

Quand on donne aux déplacements nodaux {q } des valeurs correspondant a un déplacement
d'ensemble, on doit trouver un état de déformation et de contraintes nul dans l'¢lément.

2- représentation des états de déformations et de contrainte constante :

Les deux fonctions de déplacement et de contraite choisies doivent étre telles que, si les
déplacements nodaux et les contraintes nodales sont compatibles avec des ¢tats de déformations et
de contraintes constantes, on puisse obtenir réellement ces états dans tout I'élément.

3- compatibilité en déplacement : ' :
un élément fini est compatible quand le champ de déplacement est continu 2 la fois a I'mtérieur et
aux frontiéres des éléments. N

4- compatibilité des interpolations : ' :

d'aprés MIRZA et ORSON, dans le cas ol les déplacements et contraintes sont approximées
indépendamment, les interpolations pour former 'énérgie de déformation de la fonctionnelle de
REISSNER doivent respecter le critére suivant .

- fes déformations obtenues 4 partir de l'approximation de contraintes doivent posseder au moins
tous les modes de déformations qui sont obtenus en dérivant le champ de déplacement.

La violation de ce critére conduit a Fapparition de mécanismes, c'est & dire de modes parasites de
déformation a énérgie nulle. 1

V-3-2- Ftude des valeurs propres et des vecteurs propres. :
L'énérgie de déformation dans la fonctionnelle de REISSNER s'écrit :

I "F[.f_)l__fs._w_l_Hsﬂl » |
{a} UI] sl 1) o (V-49)

ou bien sous la forme sutvante :

Un??“f

Tt

. l bl 7 e
Uy = J.(Gl (611 T Opabipy + 20’12312) dAa* - by .[(C’lzt + 03, = 2voy 0y + 21+ V)OTZ) da’* (V-50)
A ‘ A

Pour que I'énérgie de déformation soit nulle, il faut que les trois modes de déplacement d'ensemble
solent les suivants :
1- U = constante, V=0, 0, =012 =027 =03 = 0

2-U=0, V=constant ; ¢y) = G2 =021 =C22 =0 (V-51)
3-U =-~CY, YV =¢Xx ) 0’11:0’12:021&0'22:0

Pour que le premier critére de convergence ( représentation du mode rigide ) soit vérifié, tous les
éléments que nous avons développés doivent contemir les trois modes rigides représentés par (V-51)
pour la vérification, on calcul des valeurs propres ¢t les vecteurs propres correspondants de la
matrice élémentaire pour chaque élément.

Ce calcul a été réalisé 4 l'aide d'un logiciel qui utilise la transformation de HOUSEHOLDEL et
resout le systéme ci-dessous .

[K ]"{{(I} } *1{1]{{‘1} } =0 | {V-52)
{r} {r} :
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ou

[K]® : matrice élémentaure de 'élément.
[1] : Matrice unité
A : les valeurs propres de [K]°

le tableau (V-4) nous donne les valeurs propres et les vecteurs propres de différents éléments,

Les valeurs propres négatives dans le tableau (V-4) et leur nombre correspondent aux contrainfes, et
au nombre de degrés de libérté en contrainie.

Pour les valeurs propres nulles, dans le tableau (V-4) les variables representees dans la colonne "
composition du vecteur propre” sont les variables nodales pour chaque élément, il est évident que
d'autres variables sont également nulles: o;; dans le cas de I'éiément Q4.

Discussion et commentaire :

Le tableau (V-4) nous montre que tous nos éléments vérifient le premier critére de convegence
(représentations des modes rigides).

Le deuxiéme critére dans lequel les fonctions choisies pour les déplacements et les contraimtes
doivent permettre la représentation de valeurs uniformes pour toutes les contraintes et les
déformations, est satisfaisant puisque les bases polynomiales choisies ( bilinéaires) comportent tous
fes termes linéaires aussi bien pour les déplacements que pour les contrainies.

Le troiséme critére de convergence ( condition de continuité inter-éléments) est satisfait car les
fonctions choisies varient linéairement a la fois a I'imérieur de I'élément et sur la frontiere entre les
eléments.

TYPE DEGRES DE LIBERTE VALEURS PROPRES Composition
D'ELEMENT dépl Contraintes Total Signe Nombre des vecteurs -
porpres
O - —
Q4 8 0 8 (0) 3 £; =0
(+) 5 U,V bilinéaires
7 () 12 U,o bilinéaires
REISSNER g 12 20 ©0) 3 £i=01=0,
‘ ij=1,2
(+) > U, bilinéaires
8) - —
CS.T 6 0 6 (0) 3 g;=0,ij=1,2
(+) 3 —
(-) 9 U, V, o linéaires
REISSNER 6 9 15 ) 3 gi=ai=0,
ij=1,2
(+) 3 U, V, o linéaires

Tableau (V-4) : résultats des valeurs propres pour différents types d'¢léments

1.3-3- Critére théorigue et séléction des éléments mixtes

Afin de vérifier le respect du critére énoncé par MIRZA et OLSON, il fallait calculer les
valeurs propres et les vecteurs propres des matrices élémentaires des'éléments. 1) a paru désirable
4 certains auteurs de définir des régles ou des conditions & vérifier pour séléctionner les ¢léments
avant méme de proceder au calcul des valeurs propres.
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La condition 4 satisfaire est la suivante :
NgZNy-Ny, (V-53)
ou: N o : nombre de degrés de libérté en contraintes
n - nombre de dégrés de liberté en déplacements
N : nombre de mouvement de corps rigide

_ Sinon, il apparait des mécanismes excédentaires.
. Ce test est un test nécéssaire mais non suffisant, et il peut &tre apphqué au niveau de chaque .
élément mixte et au niveau de plusieurs éléments mixtes assemblés
V-4- Avantages et inconvenients de ['approche mixte '
La formulation des éléments finis par I’approche mixte prsente des avantages et des
inconvernients que nous citons ci-dessous:
A- gvantages :

1. Les conditions de continuité sur les fonctions de forme sont réduites (la réduction de la
continuité est d’une importance particuliére dans les problémes des palques et coques).

2. L’utilisation d’une approximation continue {C°) des contraintes améhore de fagon
considérable les résultats d’une analyse aux déplacements standard (pour les matériaux
homogeénes).

3. Les principes mixtes sont plus fléxibles par rapport aux principes a un seul champ car on

©_peut générer plusieurs éléments finis & partir de ceux-ci,

‘4, Elle donne directement les variables recherchées u et o et avec une précision uniforme
pour les différents champs.

5. Diversité d’applications : analyse des milieux avec des propriétés matériels discontinues
et des matériaux non homogénes, ainsi que les matériaux incompréssibles ou quasi
incompréssibles.

La formulation de Reissner par rapport 4 d’autres formulations mixtes ou hybrides est simple car
- Elle comporte 4 un ordre moins élevé de dérivées .

- Le developpement du modéle mixte exige moins de calculs apres résolution.

B- Inconvénients:

1. Le modéle mixte impose un nombre plus éleve des champs inconnus et par conséquent

un nombre plus élevé des champs inconnus et par conséquent un nombre important de
- degrés de libertés par éiément.
Les matrices de rigidité-souplesse obtenues a partir de la fonctionnelle de Reissner ne sont définies
positives, cela fait naitre une difficulté pour résoudre le systéme global des équations par des
méthodes de résolution classiques appliquées aux matrices définies positives (méthodes de
résolution de Gauss, sans recherche de pivot non nul).
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VI-1 [ntroduction:

La croigsance de plus en plus accrue des performances des micro-ordinateurs en
particulier du point de vue rapidité de calcul ¢t de capacité de mémoire, a stimulé le
développement des codes de calcul par éléments finis sur ces machines. On peut citer
CASMIC (Ramahéfarison, 1983). :

L'utilisation des méthodes mixtes en calcul de structures ne connait pas autant de succés
que les méthodes classiques, ceci malgré leur adaptation aux structures hétérogeénes.

Le taux de calcul dans les méthodes mlxtes est trés grand par rapport & celui des
méthodes classiques du fait que les méthodes mixtes prennent en considération le calcul
des déplacements et des contraintes de fagon mdepg,ndante ce qui n'est pas le cas pour
les modéles classiques.

La structure d'un programme de calcul en approche mixte est un peu différente a celle
en approche déplacement du fait qu'on a fait introduire deux types de variables, les
déplacements et les contraintes ce qui a donner une nouvelle forme a la matrice
¢lémentaire reliant les forces nodales aux variables généralisées.

Nous avons réalisé trois programmes en approche mixte: QMIXT, ISOMIXT,
TRIMIXT.

Le programme QMIXT utilise des éléments rectangulaires mixies avec numérotation
automnatique.

Le programme TRIMIXT utilise des elements triangulaires mixtes.

Le programme ISOMIXT utilise des éléments quadrilatéraux isoparamétriques a quatre
noeuds.

Les deux programmes QMIXT ET TRIMIXT ont la méme structure, par contre le
programme ISOMIXT posséde une structure un peu différente.

Vi-2 Structure du programme OMIXT et TRIMIXT




DEBUT

INPUT

DPHYS

CONNEC

|

KSIGSIG

KUSIGMA

:

ILNTE

KLOCS

ASSEMBS

KLOCU

KUSIGT

ASSEMBU

A

3
1

=y

CONSTRU

e

(Fig VI-1) Structure globale du programme QMIXT et TRIMIXT

RESOL

ouUTPUT

FIN
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VI-2-1 Entrée des données:

Les données de la structure aprés modélisation et la lecture de ces données se fait par
appel de la subroutine IN PUT.

Ces données consiste en °

1- Information 2énérale

ICODE : code d'étude : 0 pour I'état de contrainte plane
' 1 pour I'état de déformation plane.
E : modele de YOUNG
NU  :coefficient de Poisson
L.LH :dimension du corps
NEX : nombre d'élément suivant x
NEY :nombre d'élément suivant y

2- Conditions aux limites:

NNR : nombre de noeuds restreints

NNCH : nombre de noeuds chargés

DPHYS : subroutine qui calcul 1a matrice d'élasticité {D]

KCONNEC : subroutine génére la connectivité des noeuds de chaque ¢élément.

VI -2-2 Construction de la matrice globale;
_La construction de la matrice globale reliant le vecteur forces nodales aux vecteurs
variables nodales généralisées se fait en quatre étapes

1- Construction des blocs ¢lémentaires KUS, KSS: Elle se fait par l'appel des
subroutines KUSIGMA et KSIGSIG calculant respectivement les blocs {K] [K]

2- Assemblage des blocs élémentaires : pour cela quatre subroutines sont appelées, deux
G .
pour construire le bloc global [Km] ( Ies subroutings KLOCU, ASSEMBU) et deux

autres pour construire le bloc global [KW]G ( les subroutines KLOCS, ASSEMBS).

3- Calcul de la transposée du bloc [KW]G.

4- Arrangement des blocs globals : Cette étape con_siste a construire la matrice globale
constituée de blocs globals [Km]o , [KM]G, [K W]G (transposée de [K Cm]G } et un bloc
contenant des zéro. '

I71-2-3 Prise en considération des C.AL. :

La matrice déja calculée est singuliére, pour remédier 4 cela, on doit introduire les
conditions aux limites cinématique. 11 y'a plusieurs techniques qui traite ce probleme;
nous avons choisis pour notre programme la technique d'élimination. Pour cela on a fait
appel 2 la subroutine PCAL qui élimine les lignes et les colonnes correspondantes aux
degrés de liberté imposés en réarrangeant matrice, ce qui diminuera sa taille.
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VI-2-4 Résolution,

Les matrice {K} globales issues du principe variationnel de Reissner contrairement aux

-modeles classiques, ne sont pas définies positives. Cetle inconstance est peu favorable a

l'utilisation de Falgorithme de Gauss sans recherche de pivots non nuls qui, dans ce cas,

ne donne aucune garantie quant a la non singularité de celui ¢i lors des operanons
d'¢limination.

Cet inconvénient pénalise beaucoup l'emploi des méthodes mixtes et plus

particuliérement quand on travaille sur micro-ordinateur. Cependant cet inconvénient ,

peut €tre surmonté en utilisant 'algornithme de résolution de Gauss avec recherche de N

pivots. Cela suppose un support de calcul puissant si l'on veut avoir des temps de calcul

raisonnables.

Toute fois une méthode classique de résolution peut étre adaptee pour des modéles

mixtes , en réarrangeant les blocs de la matrice globale de maniére a éviter que les

premiers termes diagonaux de la matrice globale soient nuls et cela en classant les

variables de contraintes au début puis les variables de déplacement. Cette fagon de

procéder permet de placer & la fin du systéme global les termes 4 contribution nulle issu

des noeuds en déplacement; qui sont souvent i l'origine de l'arrét de 1a résolution.

Aprés tesolution du systéme, les inconnues calculées sont stockées dans un fichier de

sortie (tous les déplacement et toutes les contraintes en chaque noeud).

Remarque: le programme TRIMIXT posséde en plus la subroutine GEOMET,

VI-3 Structure du progranune ISOMIXT:




STpM

T

DPHYS

GECMET

NE = 1 NTE

(Fig VI-2) Structure globale du programme ISOMIXT

QGAUSS

KL.OCS

ASSEMBS

KLOCU

ASSEMBU

N

KUSIGT

CONSTRU

PCAL

RESOL

OUTPUT

FIN
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1l est & noter que la structure du programme ISOMIXT est pratiquement la méme que
celles des programmes AMIXT et TRIMIXT; toute fois il y'a des sous programme qui
sont propres a lui,

V1-3-1 GEOMET - Subroutine permettant de lire les cordonnées des noeuds et la table
de :
connectivités des éléments.

Vi-3-2 OGAUSS - Subroutine qui calcu! les blocs élémentaires [K], {K] grace a
I'intégration

numérique de GAUSS et utilise la subroutine ST DM.

V1-3-3 STDM : Subroutine qui calcul la matrice [B]
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ELEMENT QUADRILATERAL
APPLICATION : POUTRE EN FLEXION

Les inconnus du probléme sont ta fléche au point i et la contrainte axiale au point

2m E=1340;V =03 = 1MN -
i
- 12 -
* RESULTATS : Les résultats sont donnés sous forme de tableau,
La fleéche an point i 1 vi( m )
N | Approche Déplacement Approche Mixte Solution exacte
6 {-4.44x10-2 -5.89% 10-2 -6.448x 10-2
24 1-585x 102 -6.52x 10-2 -6.448x 10-2
96 1-637x 10-2 27.46x 10-2 -6.448x% 10-2

Tableau (VII-1 ) : Converge de la fléche, comparaison entre les deux approches

La contrainte axiale au point § :
N | Approche Déplacement Approche Mixte Solution exacte
6 124 2165 C18.00
24 -16.2 -17.9 | - -18.00
96 -183 -20.5 - -18.00

Tableau (VI1I-2) : Convergence de la contrainte axiale. Comparaison entre les deux
approches. '
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x(m}) i Approche Déplacement | Approche (m) Mixte | Solution (m) Exacte

0 0 0 0

2 - 0.0229 -0.0254 -0.0254
4 . -0.0873 -0.0968 -0.0955
6 -0.184 -0.204 -0.2015
8 -0.304 -0.338 -0.3343
10 | 0.440 -0.4%0 -0.4851
12 -0.585 -0.652 -0.6448

-

Tableau (VII-3 )} : La déformé de I'axe neutre. Comparaison entre les deux approches

COMMENTAIRE :

On voit que les résultats obtenus par Fapproche mixte sont plus précis que ceux obtenus par
l'approche déplacement, surtout ce qui concerne les déformée de 'axe neutre.
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APPLICATION: POUTRE ENCASTREE SOUMISE A UN CHARGEMENT A
LEXTREMITE.

A- UTILISATION DES ELEMENTS QUADRILATERALES A ANGLES DROITS :

<150
B
N _ : , .

(O]

CE=1500 ; Y=025
150

10

* RESULTAT :
Les tableaux suivant donnent les valeurs de la fléche au point i pour différents maillages.
La solution exacte est : vigx = 13 '

N Les valeurs de vj par N Les valeurs de v par

l'approche mixte l'approche déplacement
2x2 40.7 2x2 4.27
4x2 24.6 4x2 9.14
6x2 19.3 6x2 11.6
8x2 16.6 8x2 12.8
10x2 15 10x2 13.4
12x2 13.8
14x2 14.1
Tableau (VI1-4 ) . Convergence de la 16x2 14.2
fleche parl'approche mixte 18x2 14.3
20x2 14.4
22x2 14.5

Tableau (V115 ) : Convergence de la fleche
par l'approche déplacement
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B- UTILISATION DE ELEMENTS ISOPARAMETRIQUES :

y A
. 1000 l 150
-« |
, |
. E N
: 150
1000 I
—
. [
i
[]
]
CHAR(A) | CHAR(B)
I
|
1

*RESULTATS :
“Les inconnues du probleme sont la fléche et les contraintes axiales du point A. Les resultats
sont donnés sous d'un tableau :

V, CHAR (A)| &, CHAR(A) | Va CHAR(B)
APPROCHE 44.6 1080 49,8
DEPLACEMENT
APPROCHE MIXTE 68,6 ~1300 70,3
SOLUTION EXACTE 100 -3000 102,6

Tableau (V1I-6) : Utilisation des glements 1soparametriques. Comparaison entre les
deux approches. '

* COMMENTAIRE : On voit bien que nos resultats obtenus a partir de l'approche mixte sont
plus performants que ceux donnés par I'approche deplacement.




APPLICATION: POUTRE EN FLEXION TRAITEE EN CONTRAINTE PLANE

1000

e B —————
2 -
— 1 >
D MAILLAGE 1
' E = 1500
] V=03
1000
10
; {
' 1000
T @ %
‘..2 ?:
! 1000
<—1—ar MAILLAGE 2
- *RESULTATS :
e DEPLACEMENT EN i contrainte de flexion en j
: Q. MIXT. FOR | M.EFEP. FOR | Q. MIXTFOR | M.EFEP. FOR
MAILLAGE 1 032 67,4 2530 2220
MAILLAGE 2 100 89,2 3000 2810
SOLUTION 100 100 3000 3000
- EXACTE

Tableau (VII-7) : Performance comparée du programme Q. MIXT-FOR de Fapproche
mixie _

COMMENTAIRE :
D'aprés les resultats obtenus, on voit que notre programme a donné de trés bon resultats, en

‘deplacement et la contrainte, pour le maillage 1, on etait trés proche des solutios exactes,
mais pour le maillage 2, on a obtenu les solutions exactes,
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ELEMENT TRIANGULAIRE

APPLICATION : ' POUTRE ENCASTREE

Les inconnus du probléme sont la fleche au point 1 et la contrainte axiale au point ]

p= )
2m E=1340; V=03 1 MN
i
- 12 o
* RESULTATS : Les résultats sont donnés sous forme de tableau.
La fléche au pointi:vi(m)

N | Approche Déplacement Approche Mixte Solution exacte

g |-10,8x10-2 -14,4x 102 -6.448x 10-2

32 |-26,7x 102 556x10°2  |-6.448% 102
128 |-45.2x 10-2 -96,9x 1072 -6.448x 102

Tableau (V11-8 ) : Converge de la fléche, comparaison entre les deux approches

La contrainie axiale au point j .
N | Approche Déplacement Approche Mixte Solution exacte
8 - 3,19 -2,8 - 18.00
32 - 8,63 -12 - 18.00
128 - 14,75 -22,2 - 18.00

Tableau (VII-9) : Convergence de la contrainte axiale. Comparaison entre les deux
approches.
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COMMENTAIRE :

On voit que les résultats obtenus par le programme TRIMIXT sont plus précis que ceux
obtenus par le programme TRI.
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APPLICATION: POUTRE ENCASTREE SOUMISE A UN CHARGEMENT A

L'EXTREMITE.
- 150
e,

N

2 E=1500 ; y=0,25 .
' 150
Vv >
< 10 >
* RESULTAT :

Les tableaux suivant donnent les valeurs de la fléche au point i pour différents maillages.
La solution exacte est ! vjax = 15

La fléche au point i : vi(m)

N | Approche Déplacement Approche Mixte Solution exacte
3,1
8 2,88 15
9,93
32 6,85 15
15,1
128 11,125 15

Tableau (VI-10 ) : Convergence de la fléche, comparaison entre les deux approches

La contrainie axiale au point j :

N | Approche Déplacement Approche Mixte Solution exacte
8 102,41 97,5 450
32 239,74 391 450

128 377,67 483 450

Tableau (V1I-11) : Convergence de la contrainte axiale. Comparaison entre les deux

approche
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APPLICATION A UN BARRAGE

" Pour donner un aspect pratique a notre étude nous avons traité le cas d’un barrage plien
en négligeant les forces volumiques et en utilisant les éléments isoparamétriques mixtes,
“Caractéristiques du barrage -

- hauteur: 95 m
. - largeur : 65m
- largeur de la crétte : 8m , |
. - hauteur de crétte : Sm -
- hauteur de l’eau: 90m

- - poids volumique de ’eau : 1,1 tm’
.- module de Young : 24.10°
“- coefficient de poisson : 0,30

- Discrétisation :

- Nombre d’éléments : 56

- Nombre de noeuds : 72

~Nombre de degrés de libertés : 360

Solution de référence :

-Le déplacement vers ’aval de la crétte
Uex = 13,07 mm (RDM)
Uex = 14,30 mm (élasticité)

- - La contrainte de compréssion 4 la base:

- Oex =-189,8025 t/m* (RDM)

Oex=-189,805 t/m* (élasticité)

La solution éléments finis :

-Le déplacement vers ’aval de la crétte :
U=122mm

-La contrainte de compréssion a la base:

-0 =-129t/m?
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Literprétation des résulials
les applications que nous avons traités dans notre travail nous ont permis de voir le degré de puissance
du modele mixie en comparaison avec le modele déplacement.

* Pour les cas des poutres en flexion nous avons remarqué une convergence trés rapide de la fiéche ainsi
que pous les contraintes a partir des élements mixtes { avec un nombre faible de noeuds).

* Pour l'effet de la déformée des éléments dans le cas de la poutre en flexion, nous avons remarqué que
méme les deux approches divergent en augmentant la déformée, les résultats de ’approche mixte restent
plus acceptables que ceux de 'approche deplacement.

* Avec les matériaux incompréssibles ou quasi-incompréssibles fe modéle mixte s’adapte avec succés, ce
qui n'est pas le cas pour le modéle déplacement qui présente un phénoméne de blocage.

* Nous avons utilisé les ¢léments isoparamétriques pour le calul *un barrage plein. Nous avons constaté
qu’avec un nombre faible d’éléments les résultats sont satisfaisants ( contraintes et déplacements),

Duns toutes les apllicatioins les valeurs des comruintes calculées a partir du modéle mixie sont meilleures a celles
caleulées a partir du modéle déplacement du fait que les contrainfes sont approximées independemment des
déplacements. -
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Ce travail est consacré a une étude comparative entre deux approches de la methode
des élements finis:’approche déplacement et |’approche mixte.

L’approche déplacement est la plus utilisable & cause de sa simplicité de point de vue
formulation qui est basée sur te principe du minimum de I’énergie potentielle totale.Cette
approche assure seulement la continuité du champ deplacement ce qui donne de bon resultats
en deplacements, les contraintes sont calculées aprés dérivation des deplacements, ce qui
diminu leur ordre de precision. ‘ .

Par consequent nous avons €t¢ amené a developper un modele basé sur le principe *
variationnel mixte de REISSNER qui presente les avantages principaux suivants

- 1 satistait toutes les conditions de continuuité statique et cinématique.

- Il donne directement les contraintes.

- It converge trés rapidement.

Les inconvenients de ce modéle résident dans la difficulté de résoudre le systéme global des
équations par des méthodes de résolution classiques adaptésc aux matrices définies positives,
son nombre élevvé de degrés de libertés (mais cet inconvenient est compensé par sa
convergence trés rapide).

D’aprés les applications que nous avons traité, on remarque que le modéle mixte s’adapte
mieux pour les matériaux incompréssibles ou quast incompréssibles. Ce qui n’est pas le cas
pour le modéle compatible .

L’approche mixte posséde un large domaine d’application, citons quelques uns :

- Fléxion des plaques et cogques.

- Structures composites.

- assemblages collés.

- Le caleul des facteurs d’intensité de contrainte dans les fissures.

11 serait interessant d’étendre Vutilisation de Papproche mixte dans le cas dynamique, ainst
que dans le comportement plastique des sttructures et & 'optimisation du dimensionnement
des structures hétérogénes a 1’état limite.
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