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Suidet - Etude du comportement géometrique non-lineaire des

systémes 3 treillis.

Resumes = A partir du principe des travaux virtuels, et en

utilisant une amélioration de 1a formulation Lagrangienne
actualisée, permettant d’éliminer Jes rotations de corps
rigide, est développée 1’équation d’équilibre
incrémentale non-linéaire. _

Un programme mettant en oeuvre la méthode de rééo?ution
non linéaire, dite "Arclength’, est &élaborée pour résoudre
cette dquation.

Des comparaisons sont faites avec les résultats obtenus

par d’autres études.

Sub tect z. Study of the geometrically nonlinear behaviour

-

of trusses.

Abstract - From the principle of virtuel displacements, and

using an amelioration of the updated Lagrangian
formulation, wich eliminate the rigid body rotations

is developped the nonlinear incremental equation of
equilibirium,

To solve this equation, a programme based on the
nonlinear resolution "Arclength” method is evolved.
Compayr-Asons are made with_grauious results 1in pbe

numerical exemples.
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Introduction

L'analyse des structures a treillis présente un grand intérét pour différentes
branches d'ingénierie. ' i
Dans le passé , les méthodes d'analyse de ces structures , étaient principalement
des méthodes analytiques ou des procédures classiques , basées sur les
formules empiriques , données par des résultats expérimentaux. De telles
methodes sont nécessaires et désirables mais présentent tout de méme un
domaine d'application restreint, notamment lorsqu’il s'agit d'une analyse d'un
probléme non-linéaire.

En effet , un probléme est dit non-linéaire pour deux raisons :

1- La premiere , lorsque les paramétres physiques supposés indépendants
des deformations dans un probiéme linéaire, tel que les caractéristiquesmécaniques
du matériau ( £, G...) se trouvent étre fonction des déformations . Dans ce cas, on
parle de la non-linearité matérielle.

2- La seconde , lorsqu'un grand changement de confi Iguration a eu Ileu Hy
aura alors, des effets de second ordre a prendre en compte . Dans ce cas, on est
en preésence de la non-linéarité géométrique.

De nos jours , I'essor remarquable que connaissent les calculateurs

electroniques et I'apparition des ordinateurs de haute puissance, donne un outil
efficace pour une analyse non -linéaire compléte.
Il est devenu apparent , que la solution d'un probléme de stabilité des treillis,
necessite non seulement la détermination de la charge critique , mais aussi la
construction de la courbe chargement-déformation non-linéaire. Ceci permet a
lingénieur de mieux appréhender le comportement de la structure .

Il existe actuellement , un nombre important d'articles présentant des
procedures utilisant ia méthode des éléments finis, pour construire cette courbe .
Toutefois , vu la complexité relative de ces méthodes et I'existence des différences



(qu'elles solent majeurgsou mineures) entre les différentes procédures, il est
difficile de faire une synthése claire de ces publications.

Dans ce présent travail , nous nous intéressons au comportement
géometrique non-linéaire des treillis tridimensionnels.
Notre étude repose sur formulation par éléments finis de ces structures en se
basant sur la formulation Lagrangienne actualisée . Notre travail s'inscrit dans
une série d'études visant a généraliser I'utilisation d'une amélioration de cette
derniere qui permet d'éliminer les rotations des corps rigides . Il est question ici, de
présenter le comportement non-linéaire des structures élastiques, et ce par Ia
construction de la courbe chargement-déformation , en utilisant I'une des
methodes de résolution non-linéaire , en l'occurrence la méthode arclength. Cette
methode a ia faculté de suivre I'évolution de la courbe chargement-déformation
d'une fagon trés précise . Un programme mettant en oeuvre l'algorithme de cette
méthode est établi , ce qui nous a permis de faire I'expérimentation numérique sur
différents exemples.
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I- Une présentation de la MEF

-1 Introduction

L'apparition de [l'ordinateur, étend le domaine de conception de
lingenieur. Ainsi il pourra réaliser des projets, de plus en plus complexes, ou il
est souvent contraint a I'éternel compromis entre, la contrainte de sécurité et le
colt du projet.

Afin d'optimiser ce compromis, l'ingénieur a besoin de modéles qui lui
permettent de simuler le comportement des systémes physiques complexes. ||
peut ainsi prévoir l'influence de ces décisions au moment de la conception du
systéme.

Mathématiciens et ingénieurs ont développé, des équations aux dérivées
partielles, permettant de décrire le comportement des systémes physiques.

Les techniques mathématiques (analytiques) existantes limitent
habituellement les possibilités de résolution exacte de ces équations .

Pour surmonter l'impossibilité de résoudre ces equations , différentes
Methodes ont ete proposées a la fois par les ingénieurs et les mathématiciens.

Toutes ces Méthodes, impliquent une approximation dont on espere,
qu'elle approche aussi précisément que possible, la solution exacte .

La Méthode des éléments finis est I'une des Méthodes, les plus
frequemment utilisées pour résoudre effectivement ces équations. Elle
s'applique aux problémes stationnaires ou dépendant du temps , linéaires ou
non, a une , deux ou trois variables d'espace indépendantes.

Elle consiste a utiliser une approximation simple des variables inconnues,
pour transformer les équations aux dérivées partielles, en equations

algébriques. v



Elle fait appel, aux trois domaines suivants.

-Sciences de lingénieur, pour construire les équations aux dérivées
partielles.

-Méthodes numériques, pour constrdire et résoudre , les équétions
algébriques. ‘

-Programmation et informatique, pour exécuter efﬁéacement, les calculs
sur ordinateur

.2-Concept de la Méthode des éléments finis .

Le double processus, de subdivision de tous les systémes, en composants
élémentaires « éléments », dont le comportement peut étre facilement
appréhende, et la juxtaposition de ces éléments pour reconstituer le systéme
initial complet . Telle est I'idée mére de la Méthode des éléments finis; idée
simple et géniale. Ses avantages et sa puissance apparaissent trés clairement,
lors de son application. Elle a un trés vaste domaine d’application aux

problémes pratiques complexes.

1.3-Différentes formulations de la Méthode des éléments finis.,

Suivant la grandeur sur laquelle on fait le choix d'un champ, et suivant
les conditions que ce champ respecte, tant & lintérieur de I'élément ﬁni,‘ que
sur sa frontiére , ou peut créer divers types de formulations d’éléments finis .

Nous citerons ci-aprés les trois types de formulations connues.

-~ |.3-1Feemulation en déplacement.

Cette Formulation est la plus fréquemment utilisée .
Les éléments finis de cette catégorie sont basés, sur une approximation du
champ des déplacements . lis sont, en outre , qualifies de conforme, si Ia
continuité des déplacements est entiérement satisfaite le long des frontiéres
entre élements. Le champ des déplacements est déterminé de maniére unigue

et deétaillée dans la structure.
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I-3-2-Formulation en contrainte

A‘I’inverse des précédents, ces éléments sont construitsa partir d’une
approximation du champ des contraintes. lis sont en plus dits « Co-diffusifs »
si les tractions de surface aux frontiéres sont continues , d'un élément a l'autre.

- Une structure composée de tels éléments est systématiquement trop souple.

[-3-3- Formulations hybrides et mixtes

Lorsque, Papproximation porte simultanément sur les champst. des
déplacements et contraintes, on obtient, selon Ia Formulation, un choix
considérable de modeles qualifiés de mixtes pour certains et d’hybrides pour
d'autres .

Ces modeles peuvent fournir d'excellents résultats.

I- 3-4- Choix du type de Formulation
Pour notre cas, on a opté pour la Formulation en déplacements, car il est

plus facile d'approcher des déplacements que des contraintes.

Les déplacements sont donc les inconnus de base. On approchera le champ
de deplacement réel dans un élément, par des fonctions d'interpolation, ou
fonctions de forme ( généralement polynomiales), assurant la continuité des
deplacements a l'interface de i 'élément et aux noeuds. On choisira , donc une
fonction permettant de définir de maniére unique le champ de déplacement 3
lintérieur de chaque élément fini, en fonction des déplacements de ses noeuds.
Ces fonctions déplacements définissent l'état de déformation a lintérieur de
Felément, en fonction des déplacements de ses noeuds . Les déformations
jointes & d'éventuelles déformations initiales, et compte tenu des propriétés
€lastiques du matériau , définissent I'état de contrainte en tout point de

Félément et par conséquent sur ses frontiéres.



| -4- MEF considérée comme une minimisation de I’énerqgie potentielle.

La Methode des éléments finis telle que nous l'avons décrite , consiste a
minimiser 'énergie potentielle = pour un champ de deplacements imposé. On

constate alors qu'elle est équivalente 3 la Méthode d’approximation de
« Rayleigh- Ritz » . Cette Méthode consiste & exprimer I'énergie potentielle
totale. Le champ de déplacement est supposé fonction d’un ensemble fini de
parametres inconnus. On forme alors un systeme d'équations complet
représentant la minimisation de I'énergie potentieile totale par rapport a ces
paramétres.

Le principe de minimisation de Iénergie potentielie totale constitue un
fondement rationnel de la Formulation directe des équations .de rigidité des

éléments. | ;

Oha =w=p+ow (1-1)
T . L'énergie potentielle totale
1 L'énergie de déformation du systéme

® : L'énergie de déformation des charges extérieures
Parmi, tous les déplacements de forme admissible vérifiant les conditions de
comptabilités, ceux qui satisfont aux conditions d'équilibre donnent & = une
valeur stationnaire.
on = 3U + dw (1-2)
On note que dans le domaine eélastique T est non seulement stationnaire , mais

passe aussi par un minimum qui correspond a I'équilibre stable.

On note que dans le domaine élastique, n est non seulement stationnaire, mais

passe aussi par un minimum qui correspond & I'équilibre stable, car:

& = &U + o (1-3a)



d'ou : =0 (1-3b)

Remarque :
Comme la solution exacte correspond a un minimum de « © » donc la solution

approchee obtenue par la Méthode des éléments finis & partir de la Formulation
en deplacement fournira toujours une valeur approchée de = supérieure a la

valeur exacte. On parle alors de la convergence par le haut,

| -5- Critéres de convergence *

Pour assurer la convergence de la solution approchée vers la solution exacte,

certaines conditions devront étre vérifiées.

I -5-1- La compatibilité .

Les déplacements doivent étre ;

a/ Continus 3 travers les frontiéres

On a vu précédemment que le champ de déplacement s'exprime en fonction de
quelques déplacements nodaux typiques seulement, choisis en quelques points
isolés des frontiéres, il faut donc s'arranger pour garantir fa continuité des
deéplacements tout le long des frontieres en fonction seulement des
déplacements nodaux. C'est Ia une des exigences les plus difficiies & remplir
lors de la mise au point d'un modéle déplacement qui se veut conforme.

Enfin c’est la nature des déplacements qui décide des continuités a satisfaire. il
ne suffit pas que le champ des déplacements soit continu, parfois il faut
encore assurer la continuité de ces dérivées ( pente ,par exemple ). Cette
exigence de continuité assure qu'il ne se produit aucune discontinuité aux

frontieres (ou dislocations: sauts, fentes, trous....)



| 5-2- L.a compiétude .

Un éiément est dit complet | quant il permet la définition d’un champ de
déplacements complet au sens de RITZ. En d'autres termes, lorsque la taille
des elements finis tend vers 0, les déplacements et déformations exactes
tendent vers des constantes, dans chaque élément fini. Pour s’assurer de
leur présence, il faut qu'elles soient contenues dans I'approximation. Ainsi, le

champ de déplacements doit pouvoir représenter:

a/ Les modes rigides: c'est & dire, permettre & I'élément de se déplacer

en bloc; comme un solide rigide, sans déformation (e = 0 = sans contraintes,

o = 0) ; cette exigence est physiquement évidente : il ne doit naitre aucune

contrainte sous déplacement rigide (rotation, translation).

b/ Les états de déformation constante (g = cste )

Le champ doit contenir les termes tels que les déformations qu’on en déduit par

dérivation contiennent des constantes.

Remarque
Il faut comprendre déformation au sens large : &, (dilatation) pour la traction :

AT 4
wi

1 (courbure) en flexion , .... etc.

En résumé, pour la Formulation en depiacements conformes, la solution
approchée fournie par la fviéthode des éléments finis, tend vers la solution
exacte, lorsquon divise toujours plus finement la structure étudiée, si les
conditions suivantes sont remplies lors du choix du champ de déplacements.



a - Le champ est continu et dérivable (dans i'élément )

b - Le champ est cinématiquement admissible (appuis).

¢ - Les déplacements sont continus aux frontiéres (I'élément est
conforme).

d - Le champ contient les modes rigides.

e - Le champ contient les états de déformation constante.

[ -6- Détermination de la matrice de rigidité élastique d’un éiément treillis
par la MEF :

Soit I'element treillis soumis au forces constantes P, et P,, appliguées a ses

noeuds @ et @

U1 UZ
— e

@
ST u)

—

S SR

La fonction de déplacement satisfaisante est :

UX) = oy + o X

Uy =[1 [Zl}

2

Pour les points@ et @
{ul} 1 o} {al}
U, :l_l L] la,

10



Donc :

U =[1 E[_L] ﬂ {3}

_ x x U
UM = (1= ) {U}

Les déformations sont données par :

U
e=[L] {Upo}=[L] N {U;}
U
o=t |

ol : [L]est la matrice des opérateurs différentiels.

Dans notre cas : [1] -—[i]
T Lok

L it {g)
€=p ¢l =8|,

Les contraintes sont données par la relation -
G(x) =[D] €(x)

[D] = matrice d'élasticité

[O]=E

La matrice de rigidité est donnée par :

K= Ji57 (] (2] @

_ j{_

v

Donc :

1 1 1
E}E<‘E D&

™

1
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i-Formulation non-linéaire et developpement de la matrice de rigidité

élémentaire :

I1-1- Introduction

L'analyse nonlinéaire des structures tridimensionnelles nécessite une
formulation rigoureuse, claire et pratique. La formulation Lagrangienne se
présente comme l'une des formulations les mieux adaptees a ce type de
problemes. En effet, celle-ci permet de suivre I"évolution du corps (solide) dans
ses différentes configurations .

Dans ce chapitre, nous présenterons la formulation Lagréngienne actualisée.
Aussi, nous développerons I'équation d’équilibre incrémentale, établie & partir,
du principe des déplacements virtuels, tout en définissant les grandeurs ayant
été introduites dans cette équation, 3 savoir le tenseur des deformations de
Green-Lagrange et le second tenseur de contrainte de Piola - Kirchhoff.

En fin, nous terminerons par 'établissement des différentes matrices de
rigidité.

l1-2- Systémes de référence et notations
Comme le montre la figure (2-1), la déformation du corps solide, peut &tre

decrite par trois configurations.

* La configuration initiale & t = 0, notée Cgc'est I'état initial non déformé.

* La configuration & l'instant t, notée C, : c'est le premier état déformé, ou la
derniere position de déformation connue. —_—

* La configuration a linstant t+At notée, Cuate C'est le second état de

déformation, ou la position de déformation inconnue, adjacente a C,.

Par ailleurs, il est nécessaire, d'associer au corps deux systémes de

coordonnées ( fig 2-1).




r

-Un systéme de coordonnées globale's, noté (XY 2Z).

-Un systéme de coordonnées locales, continuellement attaché au corps,

noté (x y z).
OY’TZ Y’t.-}ADY
_ P t+At,x
tﬂmy
L+AL ty 3 tx

FIGURE. 2-4: Mouvemevement d'un éldment treillis

15



Notations

Les notations suivantes sont utilisées tout au long de notre étude .

* Lexposant et findice placés a gauche de la variable indiguent,
respectivement, la configuration dans laquelle se produit cette variable et celle
par rapport a laquelle elle est mesurée.

* L'absence de I'exposant signifie que la variable est un incrément entre les
configurations  C; et C pyat.

lI-3- Principe des déplacements virtuels et équatior.: d’équilibre.

Considérons|élément barre de la figure 2-1. Le but de l'analyse non linéaire est
de déterminer les différentes positions d'équilibre de cet élément pour tous les
instants O, At, 2At,... etc

En supposant que les solutions correspondant aux intervalles de temps entre
=0 et t sont connues, I'équation d'équilibre pour le prochain instant t+At est

obtenue en utilisant le principe des déplacements virtuels.

Ce principe stipule que si un corps auquel on impose un systéme de
déplacements virtuels compatibles (qui satisfait les conditions aux limites); est
en équilibre; alors le travail virtuel effectué par les forces internes est égal au

travail virtuel effectué par les forces externes, c’est a dire :

| teat t+at
J B dv=“‘“i (2-1)

1*NV

4T, - tenseur des contraintes de Cauchy.

trat € : tenseur des déformations infinitésimales par rapport a fa configuration

a l'instant t+At .

“‘“i . travail virtuel des forces extérieures.
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t+At&= j t+AtfiV8Ui t+Ath+ '[ t+Atfi88Ui t+AtdA (2_2)

t+at v t+AL A

t+At gV t+At ¢S . -
T fi , ﬂ sont les composantes des vecteurs forces extérieures de volume

et de surface, respectivement. ]

OU:: Laieme composante du vecteur desdéplacementsvirtuels

Comme, les composantes du tenseur de contrainte de Cauchy, et celles
du tenseur des déformations infinitesimales changent lors de la rotation du
corps rigide et induisent ainsi des efforts parasites pouvant conduire a des
résultats inattendus, ces tenseurs ne doivent pas étre utilisés directement.

Pour pallier & ce probiéme, d'autres grandeurs doivent étre utilisées, il
s'agit du second tenseur des contraintes de Piolla Krichhoff etdu tenseur des
déformationsde Green-Lagrange. Et ce pour différentes raisons: |

1-lls sont énergiquement conjugués : ceci implique que les équations
developpées pour les petits déplacements peuvent étre employées en grands
déplacements.

2- |ls sont univariants lors, d'une rotation de corps rigide . Ce qui veut dire
que seules les déformations pures du corps, produiront une variation dans les

composantes du tenseur des contraintes.

Il -4- Tenseur des déformations de Green Lagrange.
Par définition, le tenseur des déformations de Green-Lagrange est donné

comme suit;

1
t+At t+At t+At t+At t+At

08 =51 oYyt Ut U TR (2-3)
Tel que :
at+At U
t+AtL U I 0 ™i (2—33)
0™ aox‘

J
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Par ailleurs le tenseur des déformations de Green-Lagrange relatif a Ia

configuration C, s'écrit

ot (Ui U« “(UkiU)) @4

HWAE - € =€ + n, @9

ijtutljt

La relation (2-5) représente la décomposition du tenseur des déformations de
!
Green-Lagrange en deux tenseurs . L'un linéaire noté 1€jj et l'autre non-lin:{eaire

noteé M »
1
telque &= E(Ui‘j + Uj,i) (2-5a)
1
tMij= —( Uki X Ug; ) (2-5b)

2

lI-5- Le second tenseur des contraintes de Piolla-Kirchhoff :
Le second tenseur des contraintes de Piolla Kirchhoff est obtenu 2 partir du

tenseur de contrainte de Cauchy . En effet ils sont reliés par la relation suivante:

’O'_. Xik. Ty Xk (26)

JO Second tenseur des contraintes de piolla Krichhoff

%: rapport des densités au temps t=o et t

ij: tenseur de contrainte de Cauchy.

:X ‘Vecteur gradient des déformations a I'état C, relatif & la configuration C,.
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I1-6- Formulation Lagrangienne.

On distingue deux types de formulations Lagrangiennes.. .
-Formulation Lagrangienne totale.
~-Formulation Lagrangienne actualisée.

Dans notre étude, on utilisera la formulation Lagrangienne actualisée, car les
equations d'équilibres devront étre obtenues dans la configuration courante. Par
conseéquent une description détaillée de cette formulation est donnée dans ce

qui suit.

'_Formutation Lagrangrienne actualisée

Dans cette formulation, toutes les variables statistiques et cinématiques
sont repérées (mesurées) par rapport a a derniére configuration connue (C,).

En'rempfagant les tenseurs de Cauchy et de déformation infinitésimales,
respectivement, par le second tenseur des déformations de Green Lagrange

dans ['équation (2-1) ou aura:
t .

t+ Atv
tel que :

trat G:I O i+ Oj (2-7a)
Remarquons que fO?j n'est autre que "G‘j
Ay : Eij= Eij i (2-7b)

En considérant les lois constitutives entre l'incrément de contrainte et celui des
déformations.

:Oi=, Cijut, Ekt (2-8)

L o
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En substituant , (2-8) dans (2-7) on aura :

I Ci1 80 2, dV+ Itr 0 g tdV=trate (o)
tv

En remplagant la valeur de ‘*At’ ij donnee par I'équation (2-7b) dans (2-9) on

aura:

[ CpieideaV+ [ a3 oV
+J Cuklt kl§n4 dV+I Cukltnq Mt dV (2-10)

+ I t'c ‘3% tdV+ | tTij'-‘Stei}-t dV=t+atg
t |

V v

li-7- Formulation en éléments finis.
Considérons, un élément de treillis (élément barre) de longueur L (fig 2-2) . A et
B sont les noeuds de cet élément et ( Ux, Uy,Uz) sont les dépfacements

suivants les axes X,Y,Z, respectivement.
On adopte un champ de déplacement linéaire pour les déplacements Ux,Uy,Uz.

Uya Uys

figure®-2 Degrés de liberté d'un élément barre

En utilisant les notations < > pour le vecteur ligne et { } pour le vecteur colonne,

les déplacements peuvent étre exprimés sous cette forme.
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Ux=<n1> {Ux} ‘
Uy =<n1 > {Uy} (2-11)
Uz =<n1>{Uz}

Tel que <nt> =< (1-) i> (2-12)

avec i=x/L
Les degrés de liberté de I'élément sont indiqués dans la figure 2-2. Aussi on
aura :
<lJx>=<«< Uxa Uyg >
<Uy> =< Uy, Uyg >

<UZ>=<UZA Uz >

Comme le champ de déplacement adopté est linéaire suivant XYet Z, et
comme il est fonction seulement de Ia composahte X, alors les tenseurs des
deformations linéaire et non linéaire se réduisent, respectivement, & :

e = Uy, = olU, _ AUy 2140
L
2 1 1(00\*, [ AaU)® [ 0U,13 )

M = '1"2" (UZ,« +U vxt Ulz,x) - T{(TJ ¥ ('T’) +( -E—-) } (2 14b)
tel que :

[

AUy=U p-U,_,

AUy: B~ Uy4

AUZ :UZB“UzB
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Aussi , la déformation axiale £, est la seule composante non nulle, du tenseur

des déformations de Green Lagrange. Ainsi la loi constitutive du matériau -
donnée par I'équation (2-8) devient :

B = E & (2-15)

E, représente le module de Young.

Les vecteurs forces élémentaires dans les configuration Ct et Ct+At sont

t+ AL f { t+At Fr tHAL Fya tAL F, Fu t+At Fy tHAL sz} (2-16)

tf= {an tFg.ra tF tFxb tFyb thb }
En remplagant , toutes les grandeurs developpées ci-dessus par leurs valeurs
dans 'équation (2-10) on aura les relations suivantes :

@ - f Ee & emdv=<6U>[ke]{U] (2-17a)
(b)-vjE T Mox = <8 U'> [ ko] {U] (2-17b)
j'E Eyx Oy AV = /z<8U>[k2]{U} (2-17¢)
» B M Bl dv = 113 <8 U > [ kg {u (2-17d)
-VIE NSl dv =% <5 U > [ ki] iu | (2-17¢)
- [t Bexdv =<8 U >§tf} (@179
i
@- "g=<5Us } (2-17g)
Dans lesquelles les conditions équilibre suivantes sont utilisées.
‘Fx=AJt'cxdi = -'Fx, = ' Fxg (2-18)
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T

ol :
[ke] matrice de rigidité élastique
[kg] matrice de rigidité géométrique.

1
E[Kﬂ

-21~[K2] matrices de rigidité d'ordres supérieurs fonctions des déplacements

1
“3:[11’3]

7

Le developpement de ces matrices de rigidité' _est donné en annexe.
Une fois la matrice de rigidité locale calculée, on doit la transformer dans le
repére globale par ia relation suivante :
[K ges] = [T]' [K loc][T}
Tel que : [T] matrice de rotation

I-8- Matrice de rotation T pour un élément barre:

Le passage du systéme d'axes local X,y,Z au systéme d'axes global X Y, 2

nécessite [I'utilisation d'une matrice de transformation ~ (6x6)

't 0]

Lo ]
ou.
Q:_c ng_) gxé"
t=l0;z QW 8,z
Oz O5 Oz

0ij sont les cosinus directeurs .
Les trois termes de la premiére ligne de la matrice t sont définis en fonction des

coordonnées des noeuds par:
Xp — X
Oax = =e

L
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Q5= T =g

ou: L :J(\x& XY (Y - YD)+ (Z,-Z ) \

est la longueur de I'élément

Pour déterminer les six autres termes, considérons une situation
particuliére ol la barre est orientée de sorte que les axes principaux soient
portés par les plans vertical et horizontal ( c'est généralement le cas en
pratique).
Sur la figure (2-3), la barre AB est reperée dans les systémes d'axes global et
iocal. Les origines des deux systémes sont choisies de sorte qu'elles soient

confondues,cela ne changera en rien la matrice de rotation.

Figure (I1-3) Systémes de coordonnées pour un élément treillis

Les cosinus directeurs pour les axes y et z peuvent étre déterminés par

. / * - - i 3 [} .
des considerations géometriques directes, mais ils sont plus facilement
déterminés en considérant deux transformations ou rotations succéssives des

axes.
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A

Le but est de trouver la matrice de passage du repére giobal ou repére local.
Les deux rotations successives sont comme suit :
a) Entre le systéme d'axes x, y ,Z et un systéme intermédiaire x* y* z*. Ce

dernier est obtenu par une rotation d'un angle @, autour de I'axe y
( figure 2-4 (a)).
On obtient le systéme d’équation suivant:

Uf cos ¢, O sind, gx
{Ué‘ =1 0 10 Uyh.
el I b, 0 cos o, bt

b) Entre le systérﬁ'e d’axes intermediaire et le systéae d'axes local. Ce dernier

est obtenu par une rotation d’'un angle @, autour de I'axe z*( figure 2-4 (b)).

v = z¥, =z xX*
> >
d, D,
(D1 Wk (D2 X
- Y “
v i _ 4 Y
(@) (b)
Figure (11-4) Transformation d'axes:
(a) entre les systémes et x*y*z”
(b) entre les systémes x*y*z* et xyz
Uy cos ¢ sindy O (X
I . u*
On obtient le systéme d'equations: Upp=|—-sind, cosd, O35y
Uz § 0 1flYe
. U, cos ¢, Sing, 0 cos¢d, 0 sind, (0,
- Donc : Uyp = | —sin ¢, ¢os ¢» 0 (} ] (0 9,
U; 0 0 1L-sing, 0 cosd,dl%
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VUx. ' D"-

ou bien : Uy f[ E ] lﬂ‘é
U‘b U3
ol : sind)lzg/(ez*’gz)lli COS(b.:e/(ez-'rgz)”z
sin - =f cos by = (2 + g

La matrice t est donnee alors par :
- . f " -
—ef (e2+ g?)'"" ~ [

(62+gz)l/2 (82+g2)l/2
_18 e
= 0 U
(€_+g2)1/‘_ (€2+g2)”2J

Pour un &lément vertical, ¢ ‘est a dire un élément pour lequel I'axe x est
parallele a Faxe y, la matrice de rotation t prend les deux formes suivantes,

suivent que les deux axes X et y soient orientés dans le méme sens ou non :

O 1 0
t= —-1 0 0

0 0 1
Uu,b.A-GJ'L

aw
¥

O -1 0
{1 ; J
0 0 1
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11-9 Effet de la rotation de corps rigide sur I'énergie de déformgtion':

L'équation d'équilibre développée aux paragraphes précédents est établie
en fonction du tenseur de déformations de Green-Lagrange et du second
tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff. Ces tenseurs sont invariants lors
d'une rotdion de corps rigides. Ainsi une rotation rigide n'engendre aucune
variation dans les composantes de I'€quation d'équilibre. Ceci peut étre
facilement verifé par l'intermédiaire de I'énergie de déformation :

-1 - 1
V__z.fO"E.dV _?jEE.EdV. (2-20)
Y

\'
Pour un élément treillis a section constante, cette équation se reduit a :
¢

1 2
V:E— EA j £, dx . (2-21)
o

ol g est le tenseur de déformations de Green-Lagrange.

Ex= €xt My

ex= Uxx+ hs (U2xx y,x+ U2z,x) (2-22 a)
soit donc :

( .
V= % ‘ ( ezx"'zex Nxt lex)dx (2-22b)
z

Pour un mouvement planon a :

EAL 4 4
V=5 [ U (Ut Ut Uty 1 5 (U xUp)+ 1 (Ut U 0]
(2-23)

Sous un mouvement de relation de corps rigide de 90° dans le sens
trigonométrique, Figure (2-5), on aura :

Ugg — Uxa UyB - UYA

UX,X= T = -1 , Uy.x= n =1
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B’ -
P A
A B
e ol 35 SO SRR | - - i &
st
Usa Uve
Figure (2-5)

En remplagant ces térmes dans I'équation (2-23), nous obtenons une
valeur nulle de I'énergie de déformation (V=0).

-4
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I1-10- Effet de la_négligence des termes d’'ordres supérieurs sur I'énergie de
déformation:

Afin de faciliter l'analyse , plusieurs suppositions ont été faites par de
différents chercheurs. .
Par exemple , Mallet et Marcal [15] ont négligé le terme Ug/2 dans I'équation (2-2)

Sous cette hypothése |, I'énergie de déformation devient -
L X 4
V= -‘5_31— (Us,x + Uex Uga 4 zi: U, ) (2-24)

En utilisant une interprétation différente de la déformation , Hangai et Kawamata
[12] ont trouvé la valeur suivante de I'énergie de déformation: ‘*

2 z
V= '.5_2_.': ( U + Unx Uyx + ;;_ U;,n = U Ugn ) (2-25)
!

Pour '¢lément treillis de la figure (2-3) qui subit une rotation de corps rigide
de 90°, et en remplagant par les valeurs U, , et Uyx correspondantes dans les
equations (2-24) et (2-25) , on obtient des valeurs non nulles de ['énergie de
deformation | c'est & dire EAL/8 et -3 EAL/S.

De méme si on ne prend en considération que les termes de la matrice de rigidité
élastique k. et la matrice géométrique ky , c'est A dire que si on neglige le terme
nzx dans I'équation ( 2-22b), I'énergie de déformation sera donnée par :

3 2.
V= EAL [Ui.x + U 4 U Uy | (2-26)
et pour I'éiément treillis précédent
V=-EAL/2

On obtient des résultats équivalents pour une rotation d'un angle autre que
90°,
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On peut conclure alors, que les termes d'ordres supérieurs doivent étres
pris en compte dans la relation déplacement-déformation , quand il y a présence
de rotations en plus des grands déplacements.

2-11 Description mixte :

Dans une analyse du comportement géométrique des poutres spatiales |
Fétude [16] a montré que le négligence des termes de dé&formation d'ordres
superieurs , n'influe  pas sur la réponse de la structure si les rotations de corps
rigide sont éliminées . En s'inscrivant dans une série d'études visant a généraliser
cefte constatation pour d'autres éléments ,nous allons montrer dans cette section
que cette proposition reste valide pour les éléments treillis .

En effet , aprés avoir subit une rotation de corps rigide, I'élément treillis de la
figure (2-S) passe du dernier état déformé connu C¢, & état déformé actuel
Ctoat -
La longueur de la barre & C, est 'L et sa longueur a Gy, est*L avec :

bk :J(*L + AUQL+ Au;j 4 AU§ ) (2-27)
Par rapport a la configuration C,, le vecteur déplacement dQ a la rotation est :
U, ={000 -L'L 0}
Donc : L -=j(bL +(-L +°))2+(EL "°)z+0—‘ (2-28)

et "L ="

Le vecteur déplacement exprimé a la configuration C; ., est donc:
U ={000000}
Ce qui annule I'énergie de déformation.

Ce resultat, nous permettra d'enlever les difficultés trouvées en employant la

formulation Lagrangienne actualisée, ot toutes les variables sont mesurées par
rapport a la derniére confirmation connue C, .
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En effet en utilisant |a relation (2-28) , on obtient la longueur de la barre & la
configuration C, .., mesurée par rapport a C; .. .toujours. Cette valeur de |a
longueur est employée pour déterminer les déplacements et les forces mesurés
par rapport.a Gy, . ' '

Pour les problemes ou il y a présence de petites déformations avec rotation
et grands déplacements, négliger les matrices k; , ko et k; tout en employant fa
technique précédante appelée dans la référence [16] description mixte, a pour
effet de garder ['énergie de déformation toujours nulle. Les forces restent axiales a
chaque fois qu'on passe de C,a Cy.y . '

On peut conclure donc , que cette technique joue le méme réle que celui
des matrices ky , k, et k, , et cela est _d'un grand intérét dans les calculs
numériques .



Chapitre IXX




lli - Méthodes d’analyse non-linéaire

Hl -1- Introduction :

Actuellement, I'analyse non-linéaire est devenue une nécessité avec
I‘accrdissement du besoin de réaliser des constructions de plus en plus
complexes et sQres .

L'analyse non-linéaire par la méthode des éléments finis requiert le
développement d'un modéle numerique  performant, et [Putilisation d'un
algorithme s(r pour fa résolution des équations incrémentales du mouvement.
Cependant , étant donné le co“;gj considérablement élevé de ce dernier, et le fait
que fa solution des problémes‘ﬁinéaires n'est pat unique - contrairement a celle
des problémes linéaires- et n'est pas toujours la bonne, la sélection d'une
méthode de résolution non-linéaire efficace devient fondamentale. |
En effet, I'analyste doit, tout d’abord comprendre le probléme physigue et
connaitre toutes les stratégiesde résolution. Une strateégie unique ne donnera
pas toujours de bons résultats et peut étre inefficace pour certains problémes .
Nous proposons dans ce chapitre d’examiner brievement les méthodes
numeriques les plus utilisées afin de déterminer la plus performante.

Pour toutes ces méthode, résoudre le systéme {F} = [k] {U} revient & chercher
un vecteur {U} qui rend le résidu {r (U)} = {F} - [K] {F} aussi proche que
possible de zéro. La solution exacte {u} rend {r(U)} égal & zéro .

La recherche de la solution {U} se fait de maniére itérative, suivant

l'organigramme suivant :

-
e

Estimation Algorithme :

. ’ solution {U}
initiale : {Ug} " solution améliorée

Divergence := * Changer 1'algorithme.
* Changer la solution initiale.
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ii existe essentieliement trois ciasses de méthodes:
*Les méthodes basées sur le contréle en chargement .
* Les méthodes basées sur le contréle en deplacement.
*Les méthodes mixtes (arclength).

Parmi les méthodes de contréle en chargement, on distingue :
-La méthode directe
-La méthode incrémentale linéaire.

-La méthode incrémentale non-linéaire.

Dans la section prochaine de ce chapitre, nous allons voir brigvement les
différentes méthodes couramment utilisées, et dans la section qui suit nous
allons détailler la méthode qui nous intéresse, la méthode arclength.
l1-2- Les méthodes couramment utilisées.

{t-2-1- La méthode directe
Dans cette méthode, la déformation correspondant 3 un

chargement donné, le long de Ia courbe chargement déformation, est obtenueen
appliquant la charge entigre en un seul pas. |l est donc question de
déformations et chargements totaux et non incrementaux, comme ¢a sera le
cas dans les deux autres méthodes.

Cette méthode est généralement utilisée pour obtenir la déformation
correspondant @ une valeur donnée de la charge entiere, on répéte
continuellement la méthode en augmentant a chaque fois la valeur de la charge.
La matrice de rigidité totale est utilisée pour determiner le déplacement total
correspondant & l'application de la charge totale.

Vu que cette matrice de rigidité [K] est fonction des deplacements, qui sont eux

connus, une procédure itérative est nécessaire pour résoudre I'équation :

[K] {U}= {F}.

La procédure itérative est indiquée sur la figure (3-1) .
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- FIGURE 3-1 :Méthode directe

3.



On note ici que, vu que la charge totale est appliquée a la structure initiale
indéformée, pour chaque étape de la procedure itérative, la matrice de
transformation [T] reste inchahgée . Elle est toujours basée sur la géométrie
indéformée initiale.
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i-2-2 Méthode incrémentale linéaire.

Dans la méthode incrémentale linéaire, la courbe chargement
deformation non-lineaire est construite en employant la procédure linéaire en
plusieurs incréments. La charge est appliquée en une série de petits
increments, et pour chaque incrément, la variation de la déformation est

déterminée en utilisant une analyse linéaire,

Une matrice de rigidité [k] dite tangente, et deépendant seulement de Ia
geometrie et des forces internes existantsau début de chaque incrément, est
utilisée pour calculer la variation de la déformation dQe 2 lincrément de
chargement. Cette matrice [k] reste constante durant le calcul des incréments
de déplacements , et une solution unique de I'éguation suffit pour obtenir les
résultats deésirés.

Pour que le” résultat soit bon. , il faut choisir des pas de chargement trés

petits.
R

Approximation

Re |
courbe

Ra : exaKte
Rs
Ri | v

Figure 3-2 méthode incrémentale linéaire

37




La méthode incrémentale non-lineaire est similaire a4 la méthode
précédante dans le fait que pour les deux méthodes, la charge est app]iquée
sous la forme de plusieurs incréments et que sous chaque incrément, on
calcule fa variation du déplacement. La différence entre les deux méthodes
réside dans la fagon avec laquelle sont obtenues les variations de déplacement.

Par opposition & la méthode précédente, la méthode incrémentale non -
lineaire emploie une matrice de rigidité incrémentale qui dépend des forces
internes et des déplacements développés durant le pas de chargement. Cette
matrice ne peut, évidement pas étre évaluée au début duy pas de charge . Au
lieu de cela, on utilise des itérations pour adapter la matrice de rigidité aux
differentes approximations successives des incréments de chargement.

Quoigu'il existe plusieurs fagons d’effectuer les itérations, les méthodes
de Newton-Raphsen et de Newton-Raphson modifige (NR) et (mNR) sont les

plus utilisées.
Sur la figure (3-3) est indiquée la procédure itérative incrémentale a I’aide de

laquelle l'incrément de déplacement { U} , correspondant alincrément de

chargement {AR} , est déterminé.
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R
AR1 AR '/’ 1T
i //
A
AR
|
AU AU2 AU3Ag U
AU 1
— U —

FIGURE 3-3: Méthode incrémentale non-linéaire




l1-3 La méthode « arclength »:

Pour la pius grande partie de probléemes pratiques, il n'est pas nécessaire
de tracer une courbe chargement /déplacement telle que celle sur Ia figure(3-4).

Néanmoins, la prédiction de Ia réponse dans la partie post-critique est
essentielle pour déterminer la capacité de la structure a supporter des charges

pour de grandes valeurs de déplacements.

La méthode de NR, telle que conventionnellement utilisée peut avoir des
difficultés a dépasser le point limite sur la courbe 3 cause de la singularité de la
matrice de rigidité tangente dans cette région. I y aura, donc un échec de la
procedure au voisinage de ce point. Cela implique deux inconvénients:

a/ La charge de rupture déterminée peut sous estimer la capacité réelle
de chargement de fa structure. car la divergence peut étre dge al échec de la
methode numérique, piutét qu'a la rupture de la structure.

b/ La réponse post-critique de la structure ne peut pas étre définig et I'on
Ne pourra pas avoir un apergu sur la capacité de résistance de lg structure pour

de grands déplacements.

La méthode arclength &té développée a lorigine par RIKS [18] et
Wempner [6], qui a introduit la technique de I'équation de liaison incrémentale
necessitant une variation itérative de la charge.

BATOZ et DHATT [2] ont défini, ensuite une technique qui préserve la symétrie
de la matrice de rigidit¢ quand on utilise un algorithme de contréle de

déptacement. CRASFAELD (61 a utilise | alors, ces contributions ,
er 2 propose  'equation de Liavson arc- Rength cylindrique
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Charge Points limites

Déplacement
Figure 3-4 : courbe chargement déplacement non-linéaire.

A Chargement A Chargement
. Soiution $ Solution
;‘finale finale
f
: 5
AF A
<Al
A A
b —
Déplacement U Deplacement U
(a) (b)

Figure (3-5) Méthode arclength
(a) avec la technique de NR
(b) avec la technique de NR modifiée
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. . ' . . .
Constante ;  une modification de | equation de liaison plane

tangente de RIKS, avec une forme appropriée pour les solutions non-lineaires
en éléments finis . Plusieurs chercheurs ont accentué leurs recherches sur
cette équation de liaison et sur les entités qui sont reliées a elle; c’est a dire
lincrément arclength (longueur d'arc), et fa racine appropriée de fincrément de
chargement. Dans le but de rendre la méthode arclength plus stable, ces deux

derniers éléments doivent étre choisis judicieusement.

tH-3-1 Développement de la méthode:

La figure (3-5) iliustre I'application de la méthode arclength pour résoudre
un probleme unidimensionnel, en utilisant la technigue de NR
(figure 3-5 (a)), ou la technique de NR modifiée (figure 3-5 (b)).

Les equations d'équilibre en EF dans le cas non-lineaire sont
t+at R- t+at F=0 (3_1)

"4 R. vecteur chargement exterieur appliqué a l'instant t+At

" F _vecteur forces nodales (equivaientesaux contraintes élémentairess
internes ) a t+At.

En utilisant la procedure iterative de NR modifiée, et en supposant que le
chargement est independant du déplacement, l'equation ( 3 -1) estreécrite -
sous la forme incrémentale suivante : 3

!k AUi :t+ AtR R t+t F(i~1) (3_2)

'k = matrice de rigidite incrémentale formée au debut du pas de
chargement .

AU, = increment de déplacement & ['iteration (i), & ajouter au
déplacement calculé a l'iteration précédente pour avoir le
déplacement actuel (cumulé); c'est & dire :

Up="Up, + AU, (3-3)

Dans la résolution incrémentale, on suppose que la structure est soumise
a un chargement proportionnel. L'equation (3 -2) devient :
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I B Sl

R

“IKCAUL = AR LT &-W
Avec SN = fackeur de chargement a £ 4 Ak, 3 wulkiplice
par leveckeur chargement de fefévence R pour

obtenic le vecteur clhargement applique 2 E+ake.

En utilisant ta technique de Batoz et Dhatt, l'equation (3-4) est séparée en deux
equations :

'k ali =2, R-VOE (3-5) :
et 'kAQ;=R ' (3-6)
Avec: AU = Ali+ AL . AQq
et A+ AL LA (3-7)

ot : _

AUi= vécteur increment de déplécement d( aux forces résiduelies
pour la i'éme itération .

Al = vecteu’r'déplacement tangent , pour un niveau de chargement
arbitraire R. |

C'est le vecteur déplacement qui a été nécessaire pour la solfution
initiale.

Dong, le vecteur déplacement total & I'teration (i), de l'incrément appliqué a
t+ At est :

t+Bt U ?t+atui_ +aU+ A&::Aol

Puisque le développement se fait pour-un probléme a N variables de

déplacement, et vu que les équations (3-5), (3-6) et (3-7) contiennent (N+1)
inconnues , AU, et Al une equation scalaire, générale et additionnelle est
utilisée pour résoudre le probléme : C'est I'equation de liaison: .

o ("hia - W)+ AP+ UTXU = AR (3-8)
ol y,=tT Aty —ty pouri=123.,
Ui = vecteur incrément de déplacement.

Al = le rayon de I'arclength (ou bien rayon de la longueur d’arc)
o = parametre d'échelle
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S, est actualisé a la fin de chaque pas de chargement. Pour un probléme
bidimentionnel, 'equation (3-11) représente la surface d'un ellipsoide. D'ou le
nom « méthode arc length ellipsoidale ».

[[[-3-3 Etude du rayon Al :

Pour assurer I'efficacité de I'algorithme arclength, au début de chaque
pas de charge , le nouveau rayon de l'arciength (Al) doit &tre determiné.
Deux modifications du rayon (Al ) sont proposées:

a) Ahew = N, /N, Algg (3-12)
avec
Ny = Nombre optimal d'itérations désiré :
' N> = Nombre d'itérations utilisées dans le pas de chargement
précédant.
Apres plusieurs études, I'équation (3-12) est remplacéepar la relation suivante:
Alnew = “ YN 7N, Algg (3-13)
avec N, =2

Cette derniére relation tend a maintenir Al,.., proche de Alyyg . '
b) Alnew = N, 7N, Aly, (3-14)
avec :
N1 =5 pour les problémes dont le degré de liberté est inferieur a 25
N4 = 6 pour les problémes dont le degré de liberté est compris entre 25
et 250.

Cette derniére formule tend & accroitre Al dans le cas ol on utilise beaucoup

d'incréments,

Dans le cas de non-linéarité forte, Al décroit , en utilisant cette formule.
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111-3-4 Choix de la méthode 4 utiliser :

Les trois définitions du parameétre a, combinées avec les deux modifications du
rayon Al, définissent six cas (ou bien six méthodes). _

P. X. BELLINI @6°A. CHULYA [ 3] ont montré sur plusieurs exemples que fa
méthode -arclength cylindrique avec la condition de I'équation (3-14) est plus

pe'rformante que toutes les autres méthodes .

“En effet, dans tous les problemes qu'ils ont trait¢, la méthode arclength obtenue

par combinaison des équations (3-10) et (3-14) permet de tracer le chemin
d’équilibre (courbe chargement déplacement) le plus long, pour le méme
nombre d'incréments de chargement. . |
Pour bénéficier de cet avantage, nous avons préféré utiliser cette méthode dans

notre étude .

{i1-3-5 Calcul du facteur de chargement :

Comme indiqué auparavant , en plus des équations (3-5), (3-6)et (3-7),
on doit utiliser la relation de liaison (3-10) pour déterminer la variation AX; du
parametre de chargement pour l'itération actuelle (i) .

Pour [a premiére itération du jéme pas de chargement, ona :
H8Ue= AU, =0

Donc : “‘“UJ = AhqAQ,

En remplagant dans 'équation (3-10), on obtient :
(AN AQ)T X (A AQL) = AP
Donc :
Al

Ak = = = (3.15)
a0,y {a0,}

Cette équation détermine la variation du parametre de chargement ( 1) pour fa

premiere iteration du jeme pas de chargement , Pour la premiére itération du
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premier increment de chargement , une valeur initiale du parametre de
chargement , est choisie pour définir le rayon de la longueur d’arc initial.
Pour la secondeet les autres itérations, les équations (3-3) et (3-10) nous

donnent léquation quadratique  suivante, pour definir fa variation AX; , du
parametre de chargement de la i'eme ltératlon du j'eme pas de chargement
Ax(Ak,) +TBx AL+ C=0 (316)
ou

A=Al {ACJ %
2(< Ui >+ <ol >). [AU} (319
(< V> + <80 >). ({Ued] + {80:3) - ae*

C

La valeur appropriée de Al est celle |, des deux racines deféquation (3-16) , qui
maintient positif 'angle entre les vecteurs incréments déplacement original et
cumulé du jeme pas de chargement (c.a.d AU, et AU, ). Siles deux angles
sont positifs alors la racine la plus proche de [a solution linéaire
' - {AA= —C/B) est prise en compte .

Une fois AAdéterminé,l'incrément de déplacement de litération en cours est

calculé par équation (3-7):

AU;=AUi+Mix A

Le deplacement cumulé de ce pas de chargement est calcuié, alors, en utilisant

' équation (3-3):

S U= Ay, + AU,

Le nouveau paramétre de chargement est :
trAta . teAt
A= T At Ay




HHI-4 Criteres de convergence:

La définition d'un critére de convergence approprié est une condition
essentielie pour qu'une résolution incrémentale soit efficace.
A la fin de chaque itération, la solution obtenue doit vérifier une certaine
tolérance pour savoir si la convergence est atteinte.
Dans chaque itération, notre tache est de trouver une solution U qui nous
permet d’avoir I'équilibre défini parl’équation ( 3-1) . Dans ce but, on défini un

. ) ; t+At t
critére de convergence permettant d’annuler le résidu 'R - "2'F entres les

forces externes et les forces internes . Néanmoins, vu que dans une procedure
numerique il est pratiquement impossible d'annuler le residu, on introduit une

approximation de la forme suivante :

” t-f-AtR __t+AtFi ” < E_’ ” t+AtR "tF ”

ou: § = tolérance exigée sur les forces.
Ce critére est appelé critére de convergence en forces.
D'autres critéres peuvent &tre encore utilisés:

- Le critére de convergence en déplacement:
1 AUi | < &p || 40 -'U )|

-Le critere de convergence en énergie.

AO-({" R < 2ot (1%-1F)

48




IP= 4, NPAS

v

IPAS = TPAS +1

y

11

Tter = 4, Niter

Oul
/nyi\‘:-

\Uz/ il

Y

Caleul des J\-’Q\*CG_S ‘m‘\:ernes '
Ascemb\aga de la matrice de ripidite
Calewl deg Forces régdueVes .

l

kbt

Res = R — Fint

A-Di = t’I(_iae Res

how

Resolution de \'e:quaHnn quadr

ra
s

AN + BAY 4+C = o

v

Delta = Ro—AxAeC

FIGURE 3-6 .

akique

.\\Jﬁ. = AU»L

Y

PSCAL = U7 . 1

Organ]grammz de la metho de
AY‘C\ZY\Q“‘L\




L
%

cuwm cum

AUy = Al + A% AGA +A-l]; '

AC-}J.JT:\L = AUI—4 + AX/ A[L'*‘Aa.

Ll

Av=mnl  |Ay=m,

b
-

(ZUf = A G,L *Aﬁi

v
N

Y

Al = A FFx-.F:REID

non

y

AU.{ -"—'A)l ﬁi

v

b

4

t

Mﬁi ZHAUi—A"'A U; ]

FIBURE 3-6 . (suite)

Do -—-_----"——-—-——_-Q"—————..—' —

:
I




B Revenir a la Gy | WAt b

M= Aia + A%
Y

du pas pré cedank

Calew! de Yo norme ur
fes forces . XNORF

FRED = FRED /2
’c«\-AtU _ tu

' {*At] _ t>‘
et Fin{::. kFfm.‘t

&

FIGURE 3-6 . (suite)




Chapitre ) . *4




IV- Présentation du programme de résolution

IV -1 Introduction

Les programmes de résolution des problémes non linéaires consistent |
comme on l'a cité auparavant , a résoudre des systemes d'équations linéaires a
chagque itération.

En apportant plusieurs modifications, relatives a notre étude, au programme MEF
élaboré par G.DHATT et G. TOUZOT, nous avons développé le programme que
nous allons essayer de présenter dans ce chapitre .

Ce programme de complexité moyenne, est écrit en langage FORTRAN . ||
est constitué¢ de plusieurs Sous-programmes executés par des macro-
commandes, a ia demande de I'utilisateur.

['organisation générale de ce programme est représentée sur la figure (4-1) .
Cette organisation modulaire permet d'introduire . @ chaque fois qu'en en a
besoin ,de nouveaux sous programmes ce qui agrandit le rayon du programme .

Dans ce chapitre , nous n'allons décrire que le bloc NLIN réalisé pour traiter
le comportement géométrique non linéaire par la méthode arclentgh. Pour les
autres blocs, on peut consulter 'ouvrage [8].

Neéanmoins, avant d'entamer cette description, nous allons parler de ia fagon dont
sont rangés les différents vecteurs et matrices.




A

lire le nom du blec & executer

P I |
I Wi

BLCOOR BLNLIN | BLannn BL&TOP
| 1 |
' | [
b L |
b I I
kL I 1 R
t ] |
: |
EXCOOR | | EXNLIN f====== o EXnnnn @”
[ | |

FIGURE 4-1: Drganiga’ri@n (gfehfer‘aha du
programme. MEF
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-2- Allocation pseudo-dynamique des tables :

Pour éviter de changer les dimensions des tables, et pour qu'il n'y ait aucun
gaspillage au cours de la mémorisation des données, nous utilisons la technique
dite d'allocation de mémoire pseudo-dynamique.

-Dimensionner les tables volumineuses comme des vecteurs et non comme
des matrices.

-Placer les tables entiéres ou réelles séquentiellement dans un vecteur
unique VA,

-repérer chaque table 'tttt' par la position 'Ltttt' de son premier terme dans
VA.
-limiter par la dimension du vecteur VA définie dans le programme principal

sous la forme :

Common VA (2000)
NVA 2000

4-3 La méthode ligne de ciel (skyline) :

Les matrices de rigidité sont symétriques et faiblement peupleées (k. et k;).Il
y @ un grand intérét a tirer de ces deux propriétés dans leur mémorisation ou
stockage .

Ces matrices peuvent étre stockées en utilisant différentes méthodes:

-Méthode “frontale”

-Méthode de stockage par "bande”

-Méthode de stockage ligne de ciel (skyline).

La méthode de stockage la plus simple et la plus performante, qui est
d'ailleurs celle pour laquelle nous avons opté , est la troisiéme des méthodes
susmentionnées (ligne de ciel). C'est une amélioration de la mé&thode de stockage
par bande . Elle permet un gain important de place mémoire et peut réduire le
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volume des calculs jusqu'a 4 % de ce qu'il serait si la matrice était stockée telle
qu'elle est. .

Cette methode consiste & stocker seulement les termes d'une matrice K se
trouvant sous la ligne de ciel de cette matrice, dans un vecteur V. Du fait de
la symétrie de cette matrice , les termes de la partie supérieure de
cette matrice (diagonale inclue ) sont les seuls & étre stockés.

La ligne de ciel est I'enveloppe des sommets des colonnes de hauteurs
variables. Elle est définie par le vecteur des hauteurs de colonnes | h.
Nous définissons les vecteurs de stockages suivants:

VKGD : contient les termes diagonaux (n termes).

VKGS : contient les autres termes de la partie supérieure, orgamsés par
colonnes descendantes.

Pour definir la position d'un terme k; de la matrice k(nxn) dans les vecteurs
VKGD et VKGS, nous utilisons le vecteur de localisation des débuts de colonnes .
KLD, de dimension n+1, défini par :

KLD (1) =1 KLD (2)=1

KLD (l) = KLD (-1) + h (I-1) pour I= 3,n+1
Donc , un terme k; se trouve placé:

* si {= [=J en VKGD ()

* sil< Jen VKGS ()

ot I=KLD (j+1)- J+H

Les vecteurs VKGD et VKGS contiennent respectivement n et
KLD { n+1) -1 termes.

Exemple :

Pour la matrice de rigidité géométrique.

r:_/I'\(j 0:-1-‘:0 0 ligne de ciel 2
N 1~0'0 4 %._6_}
Fx Ntoe
Kg= —L— ~ \’I 0 o) '
Sﬂmﬂ.tﬂc{\?l \4 0 l
A




h={000333)

KLD={1114710}
VKGS= % {_1 00 -100 -1 00}

VKGD:%{414414}

44 Lecture des données:

L'entrée des données se fait au moyen d'un fichier de données FICH . DAT
il doit contenir .
(a) Les données relatives a la géométrie de la structure

- Le nombre de noeuds total NNT

- Le numéro et les coordonnées (X.Y et Z) de chaque noeud.

- Le nombre d'éiéments total (NELT)

- Le numéro des deux noeuds définissant chaque élément .

(b)- Les données relatives aux propriétés élémentaires - -
- Module de Young , E.
- la section de chaque élément, A.

(c)-Les données relatives au chargement appliqué:
- L'intensite.
- Le noeud d'application.
- La direction d'application (suivent X, Y ou Z).

(d)-Les données nécessaires pour la résoiution non-lindaire :

-Les nombre de pas de chargement maximai NPAS.

Le nombre d'itérations désiré par pas NITERD.

- Le nombre d'itérations maximum par pas NITER

-La tolérance exigée pour la convergence RKSIT

-La méthode & combiner avec la méthode arclength ( Newton- Raphson ,0ou
Newton-Raphson modifiée).
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4-5 Déscription du bloc non-linéaire

Ce bloc traite le comportement géométrique non_-linéaire des structures
spatiales par le biais de la technique arclength.
Dans le tableau suivant  est dressee la liste des variables principales de ce bloc.

Variable Description
NPAS Nombre de pas de chargement maximum.
FRED Facteur de réduction.
IMETH Méthode utilisée ( NR ou MNR).
NITER Nombre d'itération maximum.
ITTER Numéro de ['itération actuelle.
IPAS Numéro du pas actuel.
DELTA Déterminant de I'équation quadratique arclength: DELTA =B2 - 4 AC.
RKSIT Erreur admissible sur la norme des forces.
XNORF Norme des forces {R}.
XNORM Norme des déplacements {U}.
NITERD Nombre d'itérations désiré.
NITERP Nombre d'itérations durant l'incrément précédent.
NEQ Nombre d'équation.
VDLG (NEQ) | Vecteur total de déplacement global.
VDGT (NEQ) |Vecteur incrément de déplacement tangent.
VRES( NEQ) |Vecteur des résidus.
VFG {(NDLE) |Vecteur giobal des sollicitations.
VDLE(NDLE) |Vecteur de déplacement total élémentaire.
VFE(NDLE=* |Matrice de rigidité tangente.
(NDLE +1)/2)
PROT (6%6) |Matrice de rotation.
VDGI(NDLE) |Vecteur incrément de déplacement du aux forces résiduclies a
Fitération actuelle.
VIND(NDLE) |Vecteur incrément de déplacement élémentaire.
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DPASO | Facteur incrément de chargement initial.

DPAS Facteur incrément de chargement durant les itérations d'équilibre
( pouri>1).

XPAS .| Facteur chargement totai.

DET | Déterminant de la matrice de rigidité.

ARCLG Rayon de la longueur d'arc.

NELT Nombre total d'éléments.

NDLE - |Nombre de degrés de liberté.

Le bloc NLIN est constitué de plusieurs sous- programmes:

1- Le sous-programme BLNLIN :
Ce sous programme ouvre les différents fichiers de données et de résuitats

Il alloue un espace mémoire dans le vecteur VA aux différents vecteurset matrices.
I! appelle ensuite le sous-programme EXNLIN.

2-Le sous-programme_EXNLIN .
Il met en oeuvre l'algorithme non-linéaire. Il lit, d'abord, les variables XPASO,
NPAS, NITERD, NITER, IMETH. Il appelle ensuite pour chaque pas de

chargement et pour chaque itération, le sous-programme NEWTON pour la
résolution de I'équation d'équilibre incrementale.

3-Le sous-programme NEWTON : , : .

Il appelle le sous programme ASNEW pour assembler le vecteur forces
résiduelies ( le résidu) ainsi que la matrice de rigidité , dans le cas de la méthode
(NR), Il exécute ensuite la méthode de résolution arclength combinée a fune des
méthodes NR ou mNR . Il appelle alors le sous-programme PASING pour le calcul

du facteur incrément de chargement DPAS et du rayon de la longueur d'arc
ARCLG.

4- Le sous-programme ASNEWT : )

Ce programme appelle, au début, le sous-programme RDELEM pour lire les
données élémentaires. Puis, il appelle le sous-pragramme ELEMO6 pour calculer
les résidus élémentaires et la matrice de rigidité dans le repére globale . !l les
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Frogramme principal MEF

BLNLIN
EXNLIN
Newton

MROT

SOL PASING ASNEW
ELEMOS COROT

ASSEL

NORF MRTE

Figure 4: -2 Enchainement des différents sous programme du bloc NLIN.
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Chapitre VY




1

V-Applications numériques.

Ce chapitre a pour but d'évaluer la performance de la procédure et du
programme présentés dans les chapitres précédents. Programme qui permet
I'analyse en grands déplacements des systémes a treillis.

Application 1:

La premiére application est effectueée sur une structure a deux éléments.
Les deux éléments ont la méme section A, et le méme module de Young E

On remarque bien sur la figure (5-1) , qu'en utilisant la description mixte
définie au chapitre Il, on a obtenu des résultats qui sont en parfaite concordance
avec ceux trouveés par Yang et Leu dans leur étude [21]. Ces derniers ont employé
toutes les matrices de rigidité k., Kg,K1, k2 et ks.

Dans une méme application sur la méme structure , mais en nemployant
que les matrices k., k; et k;, ils ont trouvé des résultats trés différents des
précédents. La diminution de la valeur delincrément de chargement , c'est a dire ,
laugmentation du nombre de pas de chargement , leur a permis d'améliorer ces
résultats, mais sans pour autant atteindre la précision de la premiére application.

Dans notre cas, en utilisant la description mixte, la précision reste mchangée
quelque soit la grandeur delincrément de chargement.
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Application 2

Le deuxiéme exemple traité est celui de la coupole non-profonde a 24
éléments présentée sur la figure 5-2a.
Cette structure avait été étudiée par plusieurs chercheurs, et a 'aide de différentes
méthodes de resolution: Hangai et Kawamata en 1971 [12], Jagannathan en 1975
[13], Papadrakakis en 1981 [17] Yang et Leu en 1888 [21]
Cette coupole est constituee d'eélements ayant la méme section A et, le méme
module de Young E.
Etant donnée la symétrie du chargement et de la structure la courbe chargement -
déplacement pour le point 1 doit passer par fa valeur nulle du chargement ( P=0)
pour les déplacementsverticaux U, = 2 cm et U, =4 cm. Pour cette derniére valeur,
les déplacements vertical et horizontal du noeud 2 doivent étre nuls.
Dans le cas de notre étude , ces conditions sont satisfaites avec une grande
precision. C'est le cas aussi des études précédentes, sauf celle de Hangai et
Kawamata [12] car ces derniéres ont négligé certains termes de la matrice de
rigidité K . { voir 2-10 du chapitre |1}
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Application 3:

Dans cet exemple une autre coupole peu profonde , & 30 éléments treillis est
étudiee ( Figure 5-3) . Toutes les barres ont le méme module de Young , et Ila
meme section ( E=30.106 2109 Mpa, A =0,a m? = 0,645 cm?) .

Cette structure avait été étudiée par P.X. Bellini et A. Chulya [3].
La courbe chargement - déplacement passe par I'axe des x en trois points . Les
deux premieres points correspondent respectivement aux valeurs du déplacement
verticale du noeud 1:
U;=15in=381cm
U,=3in=7,62cm

Pour cette application, trois points limites ont été dépassés, et la courbe
chargement déplacement obtenue est la plus longue . Les résultats obtenus en
utilisant la description mixte sont tres proches de ceux obtenus par les auteurs
cités dessus. Ces auteurs ont utilisé toutes les matrices de rigidité k., Iy K4, ko et
k3. '
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Application 4

~ La figure ( 5-4 a ) représente une coupole profonde de plus de 4, 5 m de
hauteur et de plus de 14,6 m de diametre . Toutes les barres ont la méme section
et le méme module . de Young ( EA=10 4). :
Les mémesremarques de l'application 2 peuvent étre observées . En effet , en
appliguant les charges AP au noeud 1, il subit un déplacement vertical. Quand ce
dernier atteint les valeurs : U1 =22in=56,1 , et U2 = 44 in =12,2 cm, la charge
s'annule et, pour la deuxiéme valeur (c'est a dire U2), les déplacements vertical et
horizontal du noeud 2 s'annulent aussi . Les résultats obtenus verifient avec une
grande précision ces conditions .
Forde et Steimer [9] ainsi que Papadrakakis [17], ont obtenu les mémes résultats
en utilisant plusieurs procédures différentes, mais qui impliquaient toutes les
matrices ke, Kg,kq, Kz et Ka.

Dans les deux études déja citées , ainsi que dans la notre, le méme nombre de
pas éte necessaire pour arriver a la solution finale.

Pour notre étude, il y a avait une moyenne de sept itérations pour chaque
incrément de chargement.
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Conclusion:

Une bonne concordance entre les résultats. atteints en utilisants la
description mixte définie au chapitre |, et ceux auxquels sont parvenus les
différents chercheurs ayant utilisé des procédures de résolution impliquant toutes
les matrices de rigidité k., kg,ki, k» et k; est obtenue & travers les applications
précédentes.

La description mixte permet donc de tracer avec précision les
comportementsen grands déplacementsdes systémes a treillis.
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Conclusion généxrale



Conclusion. Générale

A partir du principe des travaux virtuels, et par le biais de la formulation
Langrangienne actualisée, qui permet de mesurer les différentes variables du
probléme par rapport a la derniére configuration déformée connue, nous avons
developpé I'équation d'équilibre incrémentale pour un élément treillis . En utilisant
la méthode des élements finis, cette équation est écrite sous la forme matricielle :
(K} {U}={F}, la matrice [K] étant la somme de cing matrices k., K, Ki, Ko et ki
définies a l'annexe.

En étudiant J'effet de la rotation rigide sur I'énergie de déformation,nous
avons élaboré une technique qui permet de repérer les variables , non pas par
rapport a la derniére configuration déformée connue , mais par rapport a ia
configuration déformee courante. Cette technique est ia description mixte .Elle a
pour réle d'éliminer la rotation rigide.

En utilisant cette description , seulesles matrices k. etk, sont employées.

Pour la résolution de I'équation d'équilibre incrementale , la méthode
arclength est utilisée.
A partir des applications effectuées sur de différentes structures a treillis , nous
avons constater l'efficacite de cette méthode & dépasser les points limites de la
courbe chargement-déplacement.

Les résultats obtenus en utilisant la description mixte sont trés satisfaisants.
Dans le cas des poutres cette description 3 donnée aussi, de bons résultats;[16].
Il serait alors , trés intéressant d'appliquer cette méthode sur d'autres éléments
plus complexes tels que les plaques et coques , ol I'utilisation de la description
mixte est d'un grand intérét, vu les grandes dimensions des matrices impliquées
dans les calculs .

Pour avoir une meilleure estimation de la capacité réelle de chargement , il
serait important de prendre en considération de l'effet elasto-plastique , ou de la
non linearite matérielle. en général.



Par ailleurs , l'extension de I'étude au chargement dynamique non-linéaire

serait intéressante, d'autant plus que la formulation employée dans cette étude est
tout a fait adaptée a fincorporation de cette analyse .
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