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Résumé
Nous traitons a travers ce mémoire le probleme axisymétrique de traction d’un milieu élastique le long
d’un orifice annulaire. Nous nous intéresseront a I’étude des déplacements et contraintes du milieu élastique
attaché a une base rigide et couvert par une plaque métallique ayant un trou annulaire sur la quelle est appliquée g
une force de traction. Ce probleme est modélisé par un systéme d’équations différentiels partiels appelés ;
« équation d’équilibre de Lamé » avec des conditions aux limites mixtes. En appliquant la transformation de
Hankel suivant la variable polaire r et moyennant les fonctions de contraintes de Boussinesq, le probléme se
réduit aux équations intégrales triples, lesquels seront réduites a la solution d’un systeme algébrique infini. Des

résultats numériques seront donnés pour illustré la distribution des déplacements et contraintes.

Mots clés : systtme de Lamé, fonctions de contraintes de Boussinesq, transformation de

Hankel, équations intégrales triples.

Abstract

We are interested in this study of displacements and stresses of an elastic medium attached to a rigid base
and covered by a metal plate with an annular hole to which one applies an absorption force. This problem is
modeled by a system of partial differential equations called equilibrium system « Lamé system » with mixed
boundary conditions. Applying the Hankel transformation following the polar variable r and with the Boussinesq
stress functions, the problem is reduced to a triple integral equations, which will be reduced to the solution of an
infinite system of algebraic equations. Numerical results are also given to illustrate the distribution of

displacements and stresses.

Key Words: Lamé system, Boussinesq stress functions, Hankel transformation, mixed boundary

conditions.
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Introduction générale

Introduction :

La mécanique de rupture et de contact est un domaine d’importance capitale intervenant dans
diverses applications pratiques. La détermination des champs de deplacements et de
contraintes autour d’une fissure ou d’un trou, se révéle nécessaire, pour prévenir le

comportement des matériaux.

Motivés par le role grandissant que jouent les problémes de contacts en élasticité, notamment
dans I’industrie, beaucoup de chercheurs se sont intéressés a ce type de problémes.

Williams [1], Cooke [2], Noble [3], Collins [4], et Jain et Kanwel [5], ont montré que ce type
de problémes peut étre réduit a la résolution d’une équation intégrale de Fredholm, la solution
du probleme a été donné par une méthode itérative. Gubenko et Mossakovski [6], ont réduit se

probléme en 1960 a une pair d’équation intégral de Fredholm dont la solution est complexe.

En 1974, Shibuya, Koizumi et Nakahara [7], ont étudié un probleme de contact élastique d’un
demi plan entaillé par un poincon rigide annulaire plat, et en 1975, puis en 1977,
respectivement références [8], [9], ils ont étudié le probleme de traction d’un milieu élastique
fissuré, pour lesquels ils ont proposé une méthode plus simple qui consiste a réduire ces types
de problemes a la résolution d’un systéme linéaire d’équation algébrique infini qui permet le

calcul des déplacements et contraintes des problemes proposés.
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Sakamoto, et Kobayashi [10], [11] se sont inspirés de la méthode de Shibuya, koizumi et

Nakahara pour étudier le probléeme de contact d’un corps élastique fixé a sa base rigide

(encastré) et couvert d’une plaque métallique ayant un trou circulaire, et ont donné la

distribution des contraintes et des déplacements relatifs au probléme.

En se basant sur la méthode de Sakamoto et Kobayashi, nous avons étudié un probléme de

contact d’un corps élastique attaché a une base rigide et couvert d’une plaque métallique

ayant un trou annulaire sur lequel on applique une force de traction. Ce probléme est modélisé

par un systeme d’équations différentiels partiels appelés équations d’équilibre de Lamé avec

conditions aux limites mixtes.

Appliquons la transformation de Hankel suivant la variable polaire r et moyennant les

fonctions de contraintes de Boussinesq, le probléme se réduit aux équations inteégrales triples,

contrairement a la méthode traditionnelle consistant a résoudre I’équation de Fredholm

correspondante, le systeme a été directement réduit a la solution d’un systéme algébrique

infini.

Les coefficients du systéeme algebrique ont été donnés sous forme de suites convergentes. Les

déplacements et les contraintes, ainsi que les facteurs d’intensités de contraintes ont étés

calculés et illustrés graphiquement.
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Organisation du mémoire :

Notre travail est partagé en trois chapitres, aprés une introduction générale, le premier
chapitre va porter sur des généralités sur les fonctions spéciales. Nous avons consacré le
second chapitre sur quelques définitions en élasticité linéaire, et dans le troisieme chapitre,
nous avons donné les solutions de notre probleme, et enfin nous avons terminé par une

conclusion générale et donné quelques perspectives de recherches.
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Etude Bibliographique

Williams [1], et Collins [4] ont montré que la solution de certains problemes axisymétriques,
moyennant les équations intégrales peut étre réduite a la résolution d’une eéquation intégrale
de Fredholm, la solution du probléme a été donné par une méthode itérative.

En effet en 1963 Williams [1], a réduit ce type de probléme a la résolution d’une équation
intégral de Fredholm.

Et a la méme annee (1963) Collins [4] a essayé de résoudre le méme type de probléme qui se

réduit a la résolution d’une équation intégrale de Fredholm.

Une autre solution au probleme de I'espace annulaire a éte développée par
Gubenko et Mossakovski [6]. lls ont considéré le probleme axisymétrique
et montré quiil peut étre réduit a la solution dune paire simultanée
d’équations intégrales de Fredholm. Ces équations ont [l'avantage qu'elles
peuvent étre résolues de maniére itérative. La méthode adoptée, est de diviser le probléme
original en deux cas séparés et ensuite utiliser des représentations intégrales adaptées pour
réduire ces probléemes pour aller au potentiel de la théorie a deux dimensions. Ces
derniers probléemes sont alors réduits de fagon ingénieuse a la solution d'une

paire d’équations intégrales couplées de Fredholm.
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Le probléeme de traction d’un milieu élastique fissuré [9], a été étudié par Shibuya, Koizumi et
Nakahara en 1977, pour lequel ils ont proposé une méthode plus simple qui consiste a réduire
ce type de probléme a la résolution d’un systeme linéaire d’équation algébrique infini qui

permet le calcul des déplacements et contraintes du probléme proposé.

En 2005 Sakamoto, et Kobayashi [11] se sont inspires de la méthode de Shibuya, koizumi et
Nakahara pour étudier le probléeme de contact d’un corps élastique fixé a sa base rigide
(encastré) et couvert d’un support métalliqgue ayant un trou circulaire, et ont donné la

distribution des contraintes et des déplacements relatifs au probleme.

Shibuya, Koizumi et Nakahara [7] ont étudié le cas de contact élastique entre un demi-espace

et un poingon annulaire, avec lequel est appliquée une force de poingonnement, qui est un

probleme aux limites triplement mixtes. La distribution de la pression sur la zone de contact

est supposee continue en tous points a I’exception des surfaces interne et externe du poincgon,

ainsi le probléeme de contact sera réduit a la résolution d’un systeme algébrique infini

d’équations simultanées, les résultats numériques des déplacements et de la distribution de

contraintes du demi-espace ont été illustrés.
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En 1975 Shibuya, Koizumi et Nakahara [8] ont étudié un probléeme axisymétrique de

distributions de contraintes d’un solide élastique infini contenant une fissure annulaire plate

sous pression interne, qui est un probléme aux limites triplement mixtes. En supposant que la

déformation a la surface de la fissure est continue, ils I’ont modélisé par les séries de Fourier,

ainsi le probléme a été réduit a la résolution d’un systéme infini d’équations algébriques.

Les déplacements et les composantes des contraintes obtenues sont donnés par séries

impliquant les intégrales infinies. En particulier ils ont exprimés les intégrales sur le plan de la

fissure en termes de fonctions hypergéométriques. La distribution radiale du déplacement et

les composantes des contraintes et les variations du facteur d'intensité de contraintes

aux extrémités de la fissure ont été représentés graphiquement.
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Chapitre I : Généralités sur les fonctions spéciales

I. INTRODUCTION :

L'analyse mathématique regroupe sous le terme de fonctions spéciales un ensemble de
fonctions analytiques non élémentaires, qui sont apparues au XI1Xe siecle comme solutions
d'équations de la physique mathématique, particulierement les équations aux dérivées

partielles d'ordre deux et quatre.

Parmi ces fonctions, on trouve un grand nombre de fonctions qui sont des solutions
d'équations différentielles du second ordre, sans que cette propriété soit exclusive. Ces
fonctions sont toutefois trés utiles, car elles apparaissent trés souvent, dés que I'on cherche a
résoudre des équations différentielles du second ordre dont les coefficients ne sont pas

constants.

Les fonctions spéciales sont disponibles en programmation sous la forme de bibliothéques.
Elles sont aussi définies pour un grand nombre d'entre elles dans les logiciels de calcul

symbolique (Maple, Mathématica, Matlab, etc).

Comme leurs propriétés était étudiées (et continuent d'étre étudiées) extensivement, on
dispose a leur sujet d'une multitude d'informations. Non seulement elles interviennent dans
I'expression des solutions exactes de certaines équations aux dérivées partielles pour des
conditions aux limites particulieres, mais elles fournissent, par le biais des méthodes
spectrales, les meilleures approximations numériques pour des conditions aux limites

quelconques.
I1. Equations intégrales :

Une équation inteégrale est une équation dont I'une des indéteterminées est une intégrale. Elles
sont importantes dans plusieurs domaines physiques. Les équations de Fredholm et Volterra,

sont plus connues d’entre elles. Elles apparaissent dans des problemes de transfert d'énergie et


http://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_analytique
http://fr.wikipedia.org/wiki/XIXe_si%C3%A8cle
http://fr.wikipedia.org/wiki/Physique_math%C3%A9matique
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ceux d'oscillations, d'une membrane ou d'un axe. Les problémes d'oscillations peuvent aussi
étre résolus a l'aide d'équations différentielles. Les équations intégrales sont a priori moins

simples a résoudre que les équations algébriques ou les équations différentielles.

I1. 1. Equation de Fredholm :

I1. 1. 1. Equation de Fredholm de premiere espece :

L’équation de Fredholm non homogene de premiére espece est donnée comme suit :
b

f K (t,s)f(s)ds =g (t) (.1)

a

ou f (s) est la fonction inconnue a déterminer, g(t) est le terme de source, et K(t,s) est le

noyau.

Par suite en notant g; = g (t;) etKy = (s;, t;), f; = f(t;) ol i et j sont des indices variants

respectivement de 1 anetde 1 a m ( m et n peuvent étre différents ).

L’équation (I. 1) devient alors :

m
—

)

ou encore sous forme matricielle :
Kf=g (L.3)

La solution de cette équations existe et est unique, si le noyau K n’est pas singulier, elle est

donnée par :

f=K1lg (1. 4)
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Il. 1. 2. Equation de Fredholm de seconde espéce :

L’équation de Fredholm non homogene de seconde espece est donnée comme suit :
b

(D) = fK(t,s)f(s) ds +g () (L5)

a

ou f (t) est une fonction inconnue a déterminer. Le terme de source est g (t) , K (t,s) est

appelé noyau et A est un scalaire introduit par commodité de calcul .

Suivant le méme principe de notation défini précédemment, une fois discrétisée, I’équation

(1.5) devient :

m
Af, = ZKi]-f]- +g (L.6)
=1

ou encore sous forme matricielle :
K- ADf =—g (1.7)

Le probléme se ramene a la détermination des valeurs propres de la matrice I, si la fonction g
est nulle, et on parle d’équation de Fredholm homogeéne, ou | est la matrice identité. Dans le
cas ou g est différent de zéro, la solution existe et est unique si A n’est pas 1’une des valeurs
propres du noyau, sinon la matrice a inverser (K — A1) devient singuliére .si cette derniere

est inversible, on a formellement la solution comme suite :
f= (A —-K) g™t (1.8)

La résolution numérique de ces équations homogene de premiére espece de Fredholm est

difficile car le noyau correspondant a souvent une matrice non inversible (avec un
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déterminant voisin de zéro). Corrélativement, si A est suffisamment différent de zéro, la

solution des équations de Fredholm de seconde espece est relativement simple a obtenir.
I1. 2. Equation de Voltera [14] :

Les équations de Voltera sont des cas particuliers de celles de Fredholm, telle que le noyau K

est :
K(t,s) =0 pours >t (L9
I1. 2. 1. Equation de Voltera de premiere espéece :

L’équation homogeéne de premiére espéce de Voltera est définit comme suite :

b

g(t) = f K (t, $)f (s) ds (1.10)

a

ou f (s) est la fonction inconnue a déterminer, g (t) est le terme de source, et K (t,s) est le

noyau.

La forme matricielle de I’équation de Voltera est identique a celle de Fredholm, avec la

particularité que la matrice associée au noyau K est une matrice triangulaire inférieure.

A la différence des équations de Fredholm qui sont mal conditionnées, celles de Voltera ne le

sont pas.
I1. 2. 2. Equation de Voltera de seconde espéce :

De la méme maniere, I’équation de Voltera de seconde espéce non homogeéne s’écrit comme

suite :

10
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t

AE(E) = ]K(t,s)f(s) ds +g () (L11)

a

De maniére similaire, la forme matricielle de I’équation de Voltera est identique a celle de
Fredholm, seule la structure du noyau différe car pour toutes les équations lineaires de

Voltera, la matrice K est triangulaire inférieure.

I11. Fonctions de Bessel :

Ces fonctions sont des solutions canoniques y(x) de I’équation différentielle de Bessel ci-

dessous :

d’y dy
X2@+X&+ x2—a¥)y=0 (1.12)

Pour tout nombre réel ou complexea, le plus souvent, o est un entier naturel (on dit alors que

c’est I’ordre de la fonction), ou un demi-entier.

Il existe deux sortes de fonctions de Bessel :
I11. a. Fonction de Bessel de premiere espéce :

] solutions de I’équation différentielle ci- dessus qui sont définies en 0.

Les fonctions de Bessel de premiére espece],, sont definies par la série entiere suivante :

Kl e (=1)P ,
Ja() = (5) Zzzp Y L (1.13)

p=0

11
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2 M 2
0.0 2.0 4.0 s.0 8.0

Figure I. 1: Représentation des quatre premieres fonctions de Bessel de premiere espéce
I11. b. Fonction de Bessel de seconde espece :
Y,., solutions qui ne sont pas définies en 0 (mais qui ont une limite infinie en 0).

Les fonctions de Bessel de seconde espéce ou fonctions de Neumann sont definies par :

J1(x) cos(Am) — ], (x)
sin(Ar)

Ya(0) = lim (1.14)

Figure I. 2: Représentation de quatre premiéres fonctions de Bessel de deuxiéme espece

Plus généralement, pour a non entier, on a le développement analogue :

2m+a

Jo(x) =

m=

S () (1.15)

Om! I'm+a+1) 2

12
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ou I'(z) est la fonction gamma, généralisant la fonction factorielle a des valeurs non entiéres.

Pour des valeurs entiéres de a = n, les fonctions de Bessel peuvent étre représentées par des
intégrales :
T

1
Jn(x) = Ef cos(nt—xsint)dr (1.16)

0

Ou encore

Vi

1 . .
]n(x) — fe—L(nr—x51nr)dT (1.17)
T

-7

IVV. Fonctions de Hankel :

Les fonctions de Hankel, du nom du mathématicien Hermann Hankel, notées H(Sl)(x) et

Héz)(x), sont des fonctions spéciales de la physique mathématique. Ce sont les solutions

linéairement indépendantes de I'équation de Bessel, elles sont données par :

d’y = dy
XZE-FX&-F x2—a?)y=0

ou a est un nombre arbitraire réel ou complexe. Dans le cas ou a est un entier, on le note alors

généralement par n dans I'équation de Bessel, et il est dénommeé ordre de la fonction.
V. a. Fonction de Hankel du premier type:
Elle est donnée par la fonction suivante :

HY®) = 1,0 +1Y,(%) (1.18)

13
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IV. b. Fonction de Hankel de second type :
Elle est donnée comme suite :
HP () = J,(0) +1 Y, () (1.19)

Les fonctions de Hankel sont des combinaisons linéaires des 2 autres solutions de I'équation
de Bessel que sont Jn(x) et Yn(x), dites fonctions de Bessel de premiére et deuxiéme espece.
Les fonctions de Hankel sont par conséquent aussi nommées Fonctions de Bessel de troisieme

espece.
V. Transformée de Hankel :

La transformeée de Hankel est une transformation intégrale, elle exprime une fonction donnée
f(z), comme la somme pondérée d'un nombre infini de fonctions de Bessel de premiére

espéce J, (kz). La transformation de Hankel d’ordre v de la fonction f(z) est donnée par :

e

Fy(K) = f i) J, (k)2 dz

0

ou J,, est la fonction de Bessel de premier ordre avecv > — 1/2.

L’inverse de la transformée de Hankel F, (K), s’écrit :

[oe)

f(2) = f F,(K)J,(kz) k dk

0
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Chapitre I : Généralités sur les fonctions spéciales

V1. Equations intégrales triples en Jg :

V1. 1. Rappel de quelques formules intégrales [7] et [8] :

Dans la résolution des systemes d’équations intégrales triples intervient I’intégrale I,

suivante

o cosn @ <}
I, = f&]o(ﬁr)]n(ﬁc)dlz ncdsimp'a r
0 0, r <ar >b

ou
a=c—d,b=c+d c'est-a-dire

(a+b) _ (b—a)

= d
2 2

alors que

c2+d*—r?

¢ =arccos|—————— | etr= /c2+d2—2cdcosq
2cd

Remarquons que

° 2sinn g <7 <bh

Jn = Ine1 = Ipyr = j]o(/lr)Gn(/l)d/1={ wed T3
0 0, r <a, r>hb

ou

Gn(/l) = A [Zn—l ) - Znt1 (A)]

tel que

Zn = ]n(lc) ]n(/ld)

15
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V1. 2. Applications :
VI. 2. 1 Problémes de conduction thermique triplement mixte:

a. 1. Température dans un demi-espace :

Demi -
espace

A 4
z

Figure 1. 3 :Demi-espace

L’équation différentielle partielle régissant le probleme est :

92 10T 0°T
AT(I‘,Z)Z ﬁ-}' ;E-F ﬁzo, I,z =0

alors que les conditions limites du probleme sont

oT

— =0, r <a, r>b
aZz=0

T|Z=O=Op a<T’<b

La solution de I’équation différentielle partielle est donnée comme suit

e

T (r,2) = f B(A) Jo (Ar) e~ *2 dA

0

ou B est une fonction auxiliaire qui s’obtient des conditions limites mixtes, c'est-a-dire des

équations intégrales triples suivantes

e

f ABQA) Jo(Ar)dA =0, r <a, r>bhb (1.20)

0
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e

f B(4) Jo(Ar) dA =0, a<r<b (1.21)

0

En tenant compte de la formule intégrale (1.20) I’équation intégrale (1.20) est satisfaite si I’on

choisit B comme suite

[oe)

BOD = ) anJa (i) Jn(Ad)

n=0
ou a,, sont des inconnues a déterminer
Ainsi, I’équation (1.21) donne
Do [ 1o (01200 1n 0D dr = 1 (122)
n=0 0
avec
a, = TO

Par suite en tenant compte de la formule de Gegenbauer suivante

Jo(Ar) = Jo(Ac) Jo(Ad) + 2 Z Jm(Ac) J;m(Ad) cos me, a <r <b (1.23)
m=1

En remplacant I’équation (1.23) dans (1.22), cette derniére devient

J.(A) J,(Ad) dA =1 (1.24)

> a | [Jom JoQd) + 2 ) Jm(A€) Jm(Ad) cosme
0 m=1

n=0
Or, le systéme trigonométrique {cosm¢e}, m =0, 1, 2, ... est linéairement indépendant.

par suite on trouve le systeme algébrique infini suivant

n=0

Z o f 1A T ) JosAS) o Ad)d A = Sgpym = 0,1, . (1.25)
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1, m=0

ol 8y, est le symbole de Kronecker tel que 8,,, = {0 "

a. 2. Température dans une plaque : 1°*" cas :

v

z

Figure 1.4 : Plaque dans la quelle on impose une température fixe entre a et b

Les conditions limites du probléme sont tel que :

oT

— =0, >b,r <
e r r<a

z=0

T|Z=0= To, a <r«<hb

oT

— =0
0z

z=h

Par I’application de la transformation de Hankel a I’équation de Laplace, on trouve

T — A>T, =0
ou T.(z) = f r Jo(Ar)T(r, z)dr
0
Ansi, T(r,z) = f AJo(Ar) T, dA (1.26)
0
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avec
T.=AchAz+ Bsh Az
Comme
T'.=AAshAz+ ABchAz
on aura

T'.l;=n =0 =B = —Athih

L’équation de la température devient alors

T(r,z) = f A AQ)[ch Az — th Ah sh Az]], (Ar)dA (1.27)
0

ou A est une fonction a déterminer

Les équations intégrales triples du probléme proposé s’obtiennent par :

[oe)

f 22A) thAh J(Ar)dA =0, r <a, r >b (1.28)
0

fAA(A)]O(Ar) di=T, a<r<b (1.29)
0

Posons

AA th Ah = C c'estadire A4 = cth Ah C

les deux équations intégrales deviennent

j ACA) Jo(Ar)dA=0, r <a, r >b (1.30)
0
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e

f C(A) cth Ah J,(Ar)dA = T,, a<r<b (1.31)

0

Pour satisfaire les deux équations homogenes (r < a, r > b) posons
CD) = ) anJnA) Jn()

n=0

L’équation (1.31), donne

R Z e f Jo ) Jo (A0) ], (Ad) cth Ah dA = 1
0

n=0

avec

ap, = an/TO

En utilisant la formule de Gegenbauer suivante

Jo@r) = Jo@e) JoAd) + 2 ) Jn(A6) Jn(d) cosmg, @ <1 <b
m=1

I’équation devient

Z a, j J.(Ac) I, Ad)cth AR {]O(Ac) JoQd) + 2 Z I A€) Jm(Ad) cos me b dA = 1
0

n=0 m=1

Le systéme trigonométrique {cosm¢e}, m=0,1, 2, ...... est linéairement indépendant, alors,

on trouve le systeme algébrique infini suivant

Z Op f Ja(A0) Jn(Ad) J;n(AC) Jm(Ad) cthAh dA = 8y, m =0,1,2, (1.32)
0

n=0

1, m=0

ou &8y, est le symbole de Kronecker tel que &y, = {O m =0
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a. 3 Température dans une plaque : 2éme cas :

Les conditions limites de ce probléme sont :
AT(r,z) =0
Tl,co=0;r<aetr>bhb

aT

— =-Tya<r<b
0z 0

z=0

aT

— =0
0z

z=h

Procedons comme précédemment on trouve

[oe)

T= fxlo(xr) T,dA
0

avec T.=AChAz+ B Sh Az

La condition limite

T'.|,=nh = 0 implique AAShAz+ BAChAz|,—-, = AAShAh + BAChAh = 0,

c'estadireB=— AthAh

Ainsi

[oe)

T(r,z) = f AAQ)) [Ch Az — th Ah Sh Az] J,(Ar)dA

0

Les équations intégrales triples correspondantes sont donc

[oe)

f?\AO\) Jo(Ar)dA = 0, 0 <r <a, r>b

0
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f NAD) Jo(A0) [thAhldA=T,, a <r <b

0

Pour satisfaire la premiére équation intégrale on pose

e

1A = T, Z an Gn(1)

n=1

tel que

Gr(D) = Aln-1(A6) Jno1(Ad) = Ji41(AC) Jip41(Ad)]

la deuxiéme équation donne

Zanf,wn(,l)jo(,lr) thih=1, a <r <b
0

n=1

Utilisons la formule de Gegenbauer suivante

JoOr) = JoG) [y(d) + 2 ) Jn(A0) () cosmgp, @ <7 <b
m=1

On obtient
n=1

Z a, f Ath Ah G, (1) []0(/10) Jo(Ad) + 2 z J(A6) J(Ad) cosmotda = 1
0 m=1

Sachant que le systeme trigonométrique {cosm¢}, m =0, 1, 2, ... est linéairement

indépendant, on obtient en fin le systeme algebrique infini suivant

Z a, f A th Ah Gy (A) Ju (AQ) [ (Ad) dA = Sgp,m = 0,1, 2,
0

n=1
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La matrice du systeme n’est pas symétrique, et ce dernier est lentement convergent, afin de le
résoudre numériquement effectuons la différence entre les deux équations d’ordre m et m+2,

ce qui donne

Z a f th AR Gy (A) Gpoy (1) dA = Sop, — Somag = Bgmumm = 0,1, 2,
0

n=1

Enfin on obtient le systeme algébrique infini suivant

Z a, f th Ah Gy(1) G (1) dA = Spypym = 1, 2,
0

n=1
La matrice du systeme est maintenant symétrique

on peut aussi écrire

zgzchlAnnl:: O1m

S
1l
Juy

avec

A, = f th Ah G,y (1) Gy (1) dA

0

Sachant que

G () Gn) = A* [Jin-1A0) Jm-1AD) = Jin+1 A Jms1 AD] [Jn-1 AC) Jn—1 (Ad)

= Jns1(A0) Jn41 (Ad)]

_ |2 m 4n?-1
Jn(x) = E[COS(X_(ZH-I_DZ)_ .

sin(x—(2n+1)g)+0(xiz)l,x — o0
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_ 2 5 1 /s
hGd 1) = {[eos (x-@n+Dny)

~ 4n;X— 1 sin(x_ (2n + 1)g)i lcos (y— (2n + 1)%)
4n%-1

% sin (y —(2n+1) %) +0 (xlz)}
Or,

2 cosxcosy = cos(x —y) + cos(x +y)

alors
2 cos(x— (2n + 1)%) cos(y— (2n + 1)%) = cos(y — x) +cos(x+y— (2n + 1);)

Sachant que
2sinxcosy = sin(x —y) + sin(x +y)

on trouve

251n(x—(2n+1)g) cos(y—(2n+1)%) = sin(x—y)+sin(x+y—(2n+1)g)

Par suite,
1 T
Jn() Jn(y) = e {cos(x —y) + cos (x +y—(02n+1) E)
2 _
_4Il8X 1 E[sin(x—y) +sin(x+y— (2n + 1);)]

+§[Sm(y— x) +sin(x+y - (2n+1) g)]

ro(@)|
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Remarquons aussi que

cos(x+y—(2m+1)g)—cos(x+y—(2m+3)g)=O

Tr Tr Tr
car (2m+3)§=(2m—1+4)§= (2m—1)§+2n
et que
Tr Tr Tr
sin(x+y—(2m—1)§)=sin(x+y—(2m+3)§)=sin(x+y+§—mn)
s
= (—=1)™sin (x+y+§) = (—1)™cos(x+y)

Ce qui implique
%[sin(x —y) + sin (x +y—-—02m-1) g)]
1 ) ) T

+ ; [—sm(x —vy) + sin (x +y—-02m-1) E)]

= sin(x —y) [1 — l] + (—=1)™cos(x+y) [l + l]
Y5 y Y5 y

1
= E{(}' —x) sin(x —y) + (=1)™(x + y) cos(x + y)}

De ce faiton a

]m—l(X) ]m—l(Y) - ]m+1(X) ]m+1(Y) =

1 {I4(m+1)2—1_4(m—1)2—1li[(  sinGe— )
_n\/x_y 8 8 Xy yox Y
1
+ (—1)™(x+y)cos(x+y)]+0 (X—2>}
2m

o [—(x—y) sin(x — y) + (=1)™(x +y) cos(x + y)] + O (Xiz)
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Posons maintenant : x = Ac, y = Ad, avec

c+d=b;c—d=a

=>X—y=Ax+y=2Ab

La derniére équation devient

Jn=1G) ITm=1¥) = Jm+1 () Jm+1 ()

2m 1
=———=[-ZAasinda+ (—=1)™ AbcosAb] + O (—2>
nA3(cd) /2 X
2m ] 1
= ————[—asinda + (=1)™ bcosAb] + 0 (—2>
nA2(cd) /2 X

Comme

[—asinAa + (—1)™ bcosAb][—asinAa + (—1)" bcosAb] =

= a? sin’Aa + (=1)™*" b2¢cos? Ab — [(—=1)™ + (—1)"]a bsin Aa cos Ab
on obtient

4mn 1

Gmn(G,(A) = 7 (cd)? 12

{a? sin?Aa + (—1)™*" bZcos? Ab

—[(=1)™ + (—=1)"]absindacos b} + O (%)

Ce qui permet de trouver I’approximation de I’intégrale

[ee)

A = j G (V)G (VA ~
Ao

4mn ‘ 1
~ () )\—z{a2 sinAa+(—1)™*"b2cos? Ab

Ao

— [(=D™ + (=1)" Jabsin Aa cos Ab} dA
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Dans ces transformations nous aurons calculé les trois intégrales comme suit:

r sin’\a
a) j 2 dA
Ao

comme 2 sin’Aa = 1 — cos 2 A a, alors

dA

1—cos2)a 1% cos2Aa 1 cos2Apa sin2}a
—=— - | ——dA=————7"——+2a
A2 Aly, A? Ao Ao A
Ao Ao Ao

Ainsi, a I’aide du changement de variable

cos2Aa —» —2asin2la

>

1
e
on aura

1—cos2la 2sin2 Apa
A2 B Ao

— 2aSi(224a)
Ao

ou Si et Ci sont les sinus et cosinus intégrales definies par

sint r cost
Si(x) = —j St Cit) = —f e
X X
Sachant
Oosin27\a oosinr dt
f dA = f dt; t=2Aa=>dA=—
A T 2a
}\0 2}\03
oo ‘ sin2a )
c'est a dire j X dA = —Si(22ya)
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cos’Ab
b) v
sachant que 2cos’Ab=1+cos21b
on trouve
jol +cos2Ab 1 N cosZAOb_I_ oh josinZAbd)\_ 2cos2 Aob 25 Si(2 Aob)
2 2 A ) TN Redo
}\0 }\0
r sinAa cos Ab
Ao
la relation 2 sin Aa cos Ab = sinA(a — b) + sinA(a + b)
r sinA\(a—Db) +sinA(a+b) 1 ] _
donne f 2 =sin Apacos Agb — c Ci(2 Ayc) + d Ci(2 Ayd)
a+by a+b b—ay\ b—a _ )
=—( )Cl 27\0( ) +( )Cl 2)\0( ) = —cCi(22,c) +dCi(22,d)
2 2 2 2
avec
_a+ b = b—a
‘T2 4T
car
r sin Ax _sin Aox fcos Ax _ sindyx ci (ZA x)
N e I e
AO AO
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Finalement on trouve

[o9)

Nm=f%m%mm=
Ao

4mn sin? Aya
— 2 _ :
= 2 (cd)? [a ( » aSi(2 AOa))

2

cos“ Agb
+ (=)™ p? (—0 + b Si(2 xob))

Ao

sin Aga cosAy b
Ao

—[(=D™ + (D" ]ab( —cCi(22c)+dCi(2 ?\Od)>]

V1. 2.2. Probléme de poinconnement dans un demi - space [7] :

Il s’agit d’un probleme de poingonnement d’un demi-espace par un poingon annulaire

z
Figure 1.6. Probleme de puingonnement dans un demi-espace

Les conditions limites de ce type de probléme sont

O_z|z=0=0: r <a, r >b

Uyl=o = — 6, a< r<b

Trglz=0=0,7 >0
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Par suite, les équations intégrales triples sont :

f ABA)]o(Ar)dA = 0, r <a, r >b
0

e

G&
-[B(}\) ]0(}\1')(:17\: m ’ a<r<hb
0

Les déplacements et contraintes sont donnés par

2GU, = foo[(1 — 2v) — Az] B)J; (Ar) e ** dA
0
2GUpl,—9= (1—2v) fooBO\) Ji(Ar)dA
0
2GU, = — fm[zm —v) +Az] BQ) Jo, (Ar) e7** dA
0
2G U l,=0 = —2(1—V) fooBO\) Jo(Ar) dA
0
0, = fm(1 +A2)ABQ) Jo (Ar) e7*2 dA
0

Gyly oo = fAB(A) Jo(Ar) dA
0

ou B(A) est la fonction auxiliaire qui doit satisfaire les équations intégrales triples
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Elle s’obtient par

8

G
B() = —

by Jn(Ac) Jn(Ad)

Identiqguement aux exemples précedents nous obtenons le systéme algebrique infini suivant

> by [ 1000 W ODIn A ADA = Sy, = 0,1,2,
0

n=0
ou &,,, est le delta de Kronecker, tel que

{1,m=0

Som = 0,m # 0

Les déplacements et les contraintes en surface sont :

Ulzeo 1-2v [ C1-w %
= iy Of Zob a0 Jn QD] ) dd = mZb L

—= - an Ton
n=0

_cosng

v " ncd sing sing

G5 [~
lemo = 1 [ D bu AR GO )L = 1
0

n=0 n=0

Z cos n(p <r <b
(1 — v)ncd sing ' asT

ou

e = j WOD 10O DA, k=0,1
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V1.2. 3. Poingonnement annulaire sur une couche :

-h

Figure 1.7. Poingconnement annulaire sur une couche

Les équations intégrales triples du probléme sont

e

f AC.(M)],(Ar)dA = 0, r <a, r>bhb

0

[oe)

f(:(x) 200 dn = —98 <r <b
‘N S Fshzan WA= gy A ST
0

On cherche la solution du probléme comme suit

CO= D anla (A OD)

n=0

Ainsi la premiere équation est satisfaite
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la deuxiéme donne

2

S sh? Ah
> bu [ JoG1) 11 Q) aG) g dA = 1
0

n=0

avec

2(1—-v)
n — o an
Posons maintenant
FQ) = sh? Ah
~ 2Ah + sh 2Ah
la derniere équation devient
Z 2(1_ V) f Gr) .00 Jad) =M
JolAr) Jn(A¢) Jn{Ad) 23— oo 94 =

n=0

Moyennant la formule de Gegenbauer suivante

Jo(Ar) = Jo(Ac) Jo(Ad) + 2 Z Jm(Ac) J;m(Ad) cos me, a<r<b

la derniere équation devient

2 K (A)Jnud)F(A){fow)/o(zd)+zmeuc)fmud) cosmejdi = 1

n=0

Sachant que le systéme trigonométrique {cosme} , m = 0, 1, 2,... est linéairement

indépendant, alors, on trouve le systeme algébrique infini suivant
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2

S sh? Ah
= _di=3 =0,1,2,
D by [ 1nG6) 1y ) Jn ) IO g = B
0

n:

Par suite

2 sh Ah G& sh Ah

C = o rshom ¢ =

1— v 2Ah + sh 2Ah Zb" Jn(A6) Jn(Ad)
n=

26U, |, = —2(1—v) f sh Ak CQA) Jo(Ar) dA

Ce qui donne

=" an ] T an o) Ja(e) 1 (3d)
0

n=0

e

== b, { [ 11 KGR 1o 1n20) 1) d2 - f JoOP) Ja(A0) Jy () d

n=0

avec

sh? Ah

K(h) = ——————
() 2Ah + sh 2Ah

L’intégrale du produit des fonctions de Bessel se calcule par

j Jn(6) o) Jn(A) Jm(Ad) dA.
0

4o

j J2 Q) JaOd) Jm(AS) J(Acd) dA + f Jn Q) JnQd) Jn(A) Jm(Ad) dA
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La premiere partie de cette intégrale se calcule par la méthode de Simpson et la deuxiéme se

calcule par son équivalent.

Sachant que

InA6) JnAd) ~ —2—= cos (e ~m 2~ D) cos (14 =L -T), 3 5 oo

Amed 2 2 4
Or
2 cosx cosy = cos(x —y) + cos(x + y)
comme
a=c—d,b=c+d
ce qui donne

2c=a+b,2d=b—a

Cette derniére équation devient

Jm(Ac) Jn(Ad) = [cos (?\(c +d)—-mm— g) + cos(?\(c — d))]

2
AmVed
avec

cos (A(c +d)—mm— E) = sinAb sin (nn + E) = (—=1)™sinAb
2 2

Ainsi on obtient

Jm(A0) Jn(Ad) = : : [(—1)™sinAb + cos Aa]

nVed
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Par conséquent nous avons :

JmAC) ] Ad)],(Ac) J,(Ad) = ﬁ [cosAa + (—1)™sinAb] [cosAa + (—1)" sin Ab]

4 2
=z od wCos”Aa

+ [(=1)™ + (=1)" ] cosAasinAb + (—1)™*" sin? Ab }

Utilisons les équivalents suivants

¢ cos? Aa D= cos? Apa + asizAm)
2 = T aSi(22ya
Ao
[ sin?b sin? A,b _
f v dr = » — b Si(2 Ayb)
Ao
r cosAasinAb
Bt
Ao
cosAgasinAgh 1
= OA - > [ +2) Ci(Ao(b +2)) + (b~ a)Ci(Ao(b — )]
0
‘ cosAasinAb cos Ayasin Agb _ ]
— 2 dA = X — ¢ Ci(224c) —d Ci(2A,d)
0

Ao

Enfin on obtient I’équivalent suivant

[o9)

4
Ay = f T cq {cos?Aa+ [(—=1)™ + (—1)" ] cosAasinAb + (—1)™*" sin? Ab }dA
Ao

sin? Ayb

A,mn = 7\
0

1 {cos2 Aoa

R — bSi(2 ;\Ob)l

+ aSi(2Aya) + (—1)m+n [

cos Aya sin Agb
Ao

+ (=)™ + (=1)"] — CCi(2A0) —d Ci(zxod)] }
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Chapitre II : Théorie de I’élasticité linéaire

I. Introduction :

Les physiciens et les ingénieurs ont tenté de mettre en évidence le comportement de la
matiere, a tel ou tel sollicitation pour ce faire ils ont établi des lois régissant ce

comportement.

La théorie de I’élasticité concerne les déformations « élastique » du solide, c'est-a-dire les
déformations réversibles faibles, elle étudie les déplacements, les déformations et les

contraintes dans un solide soumis a des forces extérieures.
I1. Quelques hypothéses fondamentales :

Comme la théorie de [I’élasticité, la mécanique des materiaux est baseée sur plusieurs

hypothéses fondamentales qui sont énumérés ci-dessous :
11.1. Hypothése de continuite [18] :

Les atomes sont les constituants principaux des solides dans lesquels la masse est répartie de
facon uniforme. En effet, elle est presque entiérement concentrée dans les noyaux qui ne
représentent qu’une proportion infime du volume total. De plus, les noyaux eux-mémes sont

de nature complexe.

La théorie de I’élasticité et de la mécanique des structures se basent sur I’hypothese d’un
milieu continu, constitué de matiere répartie uniformément en tous points, et cela pour des

raisons suivantes :

a) si on tient compte de la vraie constitution de la matiere, on aboutit a des lois totalement

inutilisables a I’échelle macroscopique.
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b) les résultats obtenus a partir de I’hypothese de continuité sont plus précis que ceux réalisés
avec des mesures plus fines, bien évidement cela est possible si la solution mathématique du

probléme existe.
11.2. Hypothése d’homogénéite [18] :

Dans cette hypothése nous admettrons que la matiére est homogéne, c'est-a-dire que ses
propriétés mécaniques sont les mémes en tous points du solide considéré. Cette hypothése est
généralement tout a fait suffisante. Dans le cas contraire, on peut découper le solide en
plusieurs parties considérées comme homogeénes et étudier l'interaction de ces parties entre

elles. Par exemple, les matériaux composites (matrices/fibres/stratifiés).

Cependant, il arrive exceptionnellement que I'on soit obligé de prendre en considération une

variation continue des propriétés mécaniques et abandonner ainsi I'nypothése d'homogénéité.

On peut considérer I’exemple d'une piece métallique dont il existe un gradient de température
en son sein, ce qui entraine des modifications importantes de certaines propriétés (tel que le

module d'élasticite).
11.3. Hypothése d’isotropie :

Un matériau est dit isotrope, si en un point il posséde les mémes propriétés mecaniques dans
toutes les directions.
Mis a part certains produits laminés, pour les métaux cette condition est satisfaite. Par contre,

pour les matériaux composites stratifiés, I'nypothese d'isotropie s'écarte trop de la réalité.

11.4. Hypothése de proportionnalité :

La mécanique des structures est basée sur la loi énoncée par Hooke découverte en 1960 qui ne

fut publiée qu'en 1978. Elle traduit la proportionnalité qui existe entre les contraintes et les
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déformations. C'est la base de toute la théorie de I'élasticité, et dont on peut donner

I'expression générale suivante :

Dans un solide continu, les déformations sont liées en tous points aux contraintes par des

relations linéaires et homogenes.

11.5. Hypothése des petites déformations :

L'expérience montre que dans les limites normales d'utilisation, les matériaux subissent des
déformations relativement faibles par rapport aux dimensions du solide. En conséquence, les
conditions d'équilibre établies par la statique pour les corps parfaits indéformables sont
applicables. Cela revient a dire que les déformations ont une influence négligeable sur la

position des points d'application ou sur la direction des forces extérieures.

Les matériaux isotropes sont caractérisés par deux modules élastiques indépendants.
I11.1. Elasticite classique :

L’élasticité classique est I’étude du comportement des solides déformables élastiques

isotropes, en petites déformations, avec une loi de comportement linéaire.

On y ajoute une hypothése simplificatrice supplémentaire : les déplacements sont petits. Le
couple d’hypotheses petits déplacements et petites déformations est souvent appelé :
Hypothése des petites perturbations. Ces hypotheses ont pour conséquence de rendre linéaire

les équations différentielles de I’élasticité.
111.2. Elasticité axisymétrique :

On dit qu’un probléeme est axisymétrique si la forme du corps élastique est symétrique de
révolution autour d’un axe, et si le chargement et les conditions aux limites sont aussi de

révolution autour de cet axe.
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Dans ce cas, la solution est aussi axisymetrique. Si on utilise un systéme de coordonnees
cylindriques ou sphérique autour de I’axe d’axisymetrie, les dérivées des composantes sur la

base naturelle par rapport a 6 sont nulles. On est donc ramené a un probléme a deux variables

(r,z).

Il convient de bien noter que bien que le probléme soit a deux variables, ce n’est pas un
probleme d’élasticité plane, car ni le tenseur des contraintes, ni le tenseur des déformations ne

sont des plans en général.

111.3 Les modules élastiques :

111.3.1 Module d"Young et coefficient de Poisson :

Vers 1800 Young, s'intéresse a I'élasticité linéaire. En procédant a des essais de traction
uniaxiale (Figure 1I. 1), il constate que la déformation £;; mesurée selon l'axe de traction est

proportionnelle a la contrainte o appliquée [12], il definit le coefficient de proportionnalité

o
E=—
&n

Poisson compléte I'analyse en constatant que l'allongement dans la direction de l'axe de
traction s'accompagne d'un raccourcissement plus faible proportionnel dans les directions

perpendiculaires, il définit le coefficient de proportionnalité.

Le module d"Young E a la dimension d'une contrainte et se mesure généralement en GPa . Il
représente la contrainte qu'il faudrait appliquer pour obtenir une déformation unité soit

doubler la longueur initiale. Aucun matériau ne correspond linéairement a une telle contrainte.

Le coefficient de Poisson v est un nombre adimensionnelle sa valeur est comprise entre 0 et

1/2, a I’exception des élastomeres comme le caoutchouc dont le coefficient de Poisson
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avoisine 1/2, la plupart des matériaux isotropes ont un coefficient de Poisson compris entre

0,25 et 0,35.

Cependant il y a des matériaux dont le coefficient de Poisson est supérieur a 0,5, ce sont les
matériaux structurellement complexes. C'est le cas des granulaires, des poreux, des textiles et
de nombreux tissus biologiques comme les muscles qui gonflent fortement lorsqu'on les
contracte avec un coefficient de Poisson v = 1. A I'opposé le coefficient de Poisson du liege v

= 0. Un bouchon ne s'allonge pas quand on I'étreint dans un bouche bouteille.

Figure 11 .1: Modules de Young et de Poisson
111.3.1.1 Unité du Module d*Young et de coefficient de Poisson :

Le module de Young est homogene a une contrainte. L’unité internationale est le Pascal (Pa),

il peut aussi étre exprimé en méga pascal (Mpa) , ou en newton par millimétre carré

(N/mmz),l’orsque ce module prend des valeurs élevées

Un matériau dont le module de Young est tres élevé est dit rigide. L'acier, l'iridium, le

diamant, sont des matériaux tres rigides, I'aluminium et le plomb le sont moins, les matieres
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plastiques et organiques sont genéralement peu rigides. Il ne faut cependant pas confondre
élasticité et rigidite puisque la rigidité d'une poutre par exemple dépend de son module de

Young mais aussi du moment d'inertie de sa section
111.3.1.2 Mesure du module de Young :

Le plus simple reste biensdr de réaliser un essai de traction, et connaissant les dimensions de
I'éprouvette, d'en déduire le module de Young E. Cependant, il est difficile de réaliser cette

mesure avec une bonne preécision.

C'est pourquoi, on préfére, lorsque cela est possible, de déduire le module de Young de la
fréquence propre de vibration d'une tige de matériau maintenue a ses extrémités et chargée en

son milieu.

On peut aussi mesurer la vitesse du son dans le matériau de masse volumique p dont on désire

en déduire le module de Young sachant quon a la relation suivante:
Vson = |=

Cependant, cette loi est approchée, la vitesse du son dépend aussi du coefficient de Poisson.

Le module de Young augmente avec la vitesse de déformation.

111.3.2 Module de coulomb :

Coulomb a procédé a des essais de torsions (cisaillement pur) et constate que le glissement y

est proportionnel au cisaillement = appliqué (Figure 1I. 2). Il définit le coefficient de

proportionnalitéG = % le module de Coulomb G a la dimension d'une contrainte et se

mesure généralement en GPa.
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Figure 11 .2: Module de coulomb

111.3.3 Module de Lamé :

Le physicien Lamé a introduit le couple de modules (4,u) ( voir figure 1I- 3) dans une
formule tels que I’énergie libre F en fonction des invariants du tenseur de déformation est

donnée sous forme :
A _ _
F= 5 Tr? (8) + pTr (%) (2.1)

Avec A et u : modules de Lamé ayant une dimension d’une contrainte

- _}_J
-

0.8

0.6

0.4

0.2

Figure 11 .3: Evolution de A et p lorsque v varie entre 0 et 0.5, pour un E donné (210 GPa)
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111.3.4 Module de compressibilité et de cisaillement :

La déformation se décomposant en un changement de volume a forme constante et un
changement de forme a volume constant, ces deux opeérations seront caractérisées

respectivement par les modules K et G.

Le changement de volume a forme constante est une deformation isotrope, le module K établit
la relation entre la contrainte moyenne o, et la variation relative de volume résultante, elle est

donnée par :
om =K =3Kg,
avec

dv
0= 7=38m

Dans le cas d'une compression hydrostatique dP laquelle lui est associée la valeur moyenne
o, = —dP, larelation 6, = K0 s’écritK = —Vj—: Le module de compressibilité K, dont la

dimension est celle d'une contrainte, n'est autre que l'inverse du coefficient de compressibilite

thermodynamique.
K=YV

Le changement de forme a volume constant est une déformation qui ne fait intervenir que les
déviateurs des contraintes et des déformations caractérises par les: contrainte o4 et

déformation ¢4 déviatoriqgue moyenne.

On définit le module de cisaillement G (en fonction des deux grandeurs précédentes), dont la

dimension est celle d'une contrainte, par la relation suivante :
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V. Equations de I’élasticiteé :

V.1 Loi de Hooke [13] :

Le physicien britannique Thomas Young (1773-1829) avait remarqué que le rapport entre la
contrainte de traction appliquée a un matériau et la déformation qui en résulte (un
allongement relatif) est constant (figure 11.4), tant que cette déformation reste petite et que la

limite d'élasticité du matériau n'est pas atteinte.
La loi d'élasticité est la loi de Hooke qui est donnée par :
c=Ece (2.2)

ol o ; est la contrainte ( N/mZ)'

E : est le module de Young (N/mz),

e . est I'allongement relatif (adimensionnel).

Point de limite elastique

! Point de rupture

\Llene de decharge
post-elastique

s Ligne de charge/decharge
/- pre-elastique

Nouvel etat mmitial

Figure 11 .4: Diagramme contrainte-déformation
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Cette loi se géneralise a I’€tude des structures élastiques. Si 0j; sont les six composantes du

tenseur des contraintes et si €;; sont les six composantes du tenseur des déformations, la loi de

Hooke se donne ici en notation indicielle par:

1+ v v
Eij=TUij—E

Avec : §;; : Indice de Kronecker.

Avec le module de Young et le coefficient de Poisson, il existe une autre forme inverse de la

loi faisant apparaitre les deux coefficients de Lamé A et L.
Par la loi de Hooke on aura

Ojj = 2 1 gjj + A g G (2.4)
avec

u, premier coefficient de Lamé ou module de rigidité, il est donné par

B E
S (1+v(1=-2v)

u

Le deuxiéme coefficient de Lamé A, est égale a

= vVE
(1 +v(1-=2v)

alors que le module de Young E, est donne par

v(3A+ 2p)
E=—
A+v
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Le coefficient de poisson v, s’exprime en fonction de A par

A

VE200+ v

La loi de Hooke générale pour les matériaux anisotropes est une relation linéaire entre la

matrice des contraintes et la matrice des déformations faisant intervenir 21 coefficients.

Note: Il ne faut pas confondre rigidité et raideur. La rigidité caractérise les matériaux, la

raideur concerne les produits et les constructions. Une piece mécanique massive en matiere

plastique peut étre beaucoup plus raide qu'un ressort en acier.
Pour un milieu isotrope, la loi de Hooke nous permit d’obtenir les relations suivantes :

a) Les relations contrainte-déformation :

E
Oy = (V + 1)(2\} _ 1) [(V - 1)8r - V(Se + 8Z)] (25)
_ E
Og = (V + 1)(2\} _ 1) [(V - 1)89 - V(Er + 8Z)] (26)
E
[(v = De; — v(er + o) (2.7)

T vrDv-1

b) Les relations deformation-déplacement :

oU, ou,
]
10Uy U,
Se_r 00 r
_OUG 10U,

%2 = T3, T T 00
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_dU, aU,
R

10U, aUg U,

&6 = 150 or r

c) Les contraintes tangentielles :

_ (6 Ue + 1 aUr Ue)
tro = or rado r

_G<6U9+16UZ)
t20 =Y\ "5, T T a6

—c (6 U, N 0 UZ>
trz = 0z or

En effectuant les remplacements des relations déformations-déplacement dans celles des

contrainte-deformation, on obtient les expressions des contraintes.

e Contrainte normale :

La contrainte normale est :

2G ou, (aUr 16U9+U)]

= a-nlV V3 V% tram

_26(-w)0U, 26v 93U, 2Gv U,
1-2v) 90z (@A—-2v) or (1-2v) r

e Contrainte radiale :

2G dU, (AU, 19Uy U,
r = v —1)(_1) (62 NPTy )]
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2G(1—-v)a U, 2Gv 4 U, U,
= + + 2Gv—
(1-2v) or (@2v-—-1) 0z r
e Contrainte orthogonale :
2G 10Uy U, au, au,
= — -1 - — | —
O6 (2\)—1)[(V )(r 66+r> V(@r + az)]

_26(1-v) U, 2Gv aUr+ 2Gv dU,
 (1-2v) r (1-=2v) or (1-2v) 0z

V. Equations fondamentales de la théorie d’élasticité :

L’équation de Navier régit les problemes de la théorie de [I’élasticité classique. En
coordonnées cylindriques(r, 6,z), I’équation de Navier en petites déformations, et dans les

directions r, 6, et z , a pour déplacement U(r, 6,z), V(r, 0, z), et W(r, 6, z).

1 de 1( 6U9
1—2vor r?

V2U, + 2 50+ Ur) =0 (2.8)

V2, + 228 1( AL U)—o 2.9
®T1-2vrar rz2\" 9o )~ (2.9)
5 1 oe
VAU, + oo = (2.10)

L’expression de e est donnée par :

oU, U, 19Uy U,

ar 7T T8 Tz

e= (2.11)

et V2, est le Laplacien qui s’exprime par :

Vz_az+1a+1 82+82
T 0r2  ror 120602 0z2
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La résolution de ces équations d’équilibre est faite généralement par la transformée de
Hankel, mais peuvent aussi étre resolus par d’autre méthodes a savoir les fonctions de

contraintes de Love, de Boussinesq, ou de Neuber-Papkovich.

V. 1. Fonction de contrainte de Love :

La fonction de contrainte de Love vérifie I’équation :

Vip(r,z) =0

ou V, est le Laplacien

Les déplacements sont donnés par la résolution du systeme d’équilibre, ainsi nous aurons :

2

@
26U, = ~or oz
%@
ZGUZ = _W + 2(1 - V)A(p

Ainsi en effectuant un remplacement de ces déplacements dans les expressions des contraintes

données par la loi de Hooke, on aura :

= I 2 A ’e

Or = a[( V)A@] W
0 %@

Tz = E [(1 - V)A(p] - ﬁ

V. 2. Les fonctions de contrainte de Boussinesq :

En absence des forces volumiques, la résolution du systeme d’équilibre s’obtient a I’aide de

deux fonctions harmoniques.
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oOF aG
26U, = (1= 2v) === 2(1 = V) -

oF 19 (2.12)
2GU, =—(1-2v)—+2(1 —v)——(rG)
0z ror
ou Fet G sont des fonctions auxiliaires.
En substituant ces expressions dans le systeme d’équilibre en déplacements, on trouve :
(A 1)<6F 6G> 0 213
or 0z (2.13)
A[aF 16(G)]—O 2.14
oz roz- T (2.14)
Choisissons maintenant les fonctions F et G tel que, I’équation suivante soit satisfaite :
aF G o
& E (2.15)
Posons
zqf—aF 16((3)— 2.16
9z rozo YT (2.16)

Cette fonction est alors harmonique en tenant compte des deux équations (2.15) et (2.16), on

trouve :

Y (2.17)

26‘P 0°F ( GG) 0°F 6( OF) AF
0z2 ro

0=—=—=+-
0z + 0z
La solution générale de I’équation (2.17) est donnée par :
F=z¥+o

ou ¢, est harmonique.
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Puisque :
v aw) v

A(z¥) =zA‘P+‘PAz+Ztcgradzgrad‘{’<aE =25

Par suite, ona:
J0F OF

oF
2GU, = —(1—2\))5—2(1—\))5 i

0F oF
26U, =—(1-2v)—+2(1—-v)|——-41 -v)¥
0z 0z

Ainsi I’expression des contraintes nous donne :

~ ach+ 2y oy
O =9z T 12 9z

%6 ror ror 0z
0% 2y 0¥
O'Z_ﬁ-FZaZ—Z(l—V)E
0?2 2%y ovY
P —(1-2v) &
or

Uz = 5092 T 2oraz

V1. Concentration de contrainte :

V1. 1. Différents modes de sollicitations :
Les travaux d’lrwin sur la mécanique de la rupture ont permis de définir les trois modes de

chargement ou de déformation d’une fissure, ils sont illustrés sur la figure I1. 5.
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(((

| P
y *

a. Mode I : ouverture b. Mode II : glissement dans le plan c. Mode ITI : glissement antiplan

Figure 11 .5: Différents modes de chargement d’une fissure

Mode | : Mode d’ouverture ou les lévres de la fissure s’écartent I’une de I’autre selon la
direction y, qui apparait lors d’un chargement de tension o,.Le facteur d’intensité de

contrainte du mode | est défini par :
K; = lirr(1)v21'[ roy (r,0,0) (2.18)
Vi

Dans le cas d’une compression, ce facteur ne peut étre negatif car cela signifierait que les

levres ce pénétrent et il faut alors tenir compte du contact entre les levres.

Mode Il : Mode de glissement ou les lévres glissent I’une sur I’autre selon la direction
perpendiculaire au front de fissure X, qui apparait lors d’un cisaillement t,, .Le facteur

d’intensité de contrainte du mode Il défini par :

Ky = lim V271 1,4, (1, 0,0) (2.19)
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Mode I11 : Mode de déchirement ou les levres se déplacent I’une par rapport a I’autre selon la

direction parallele au front de fissure z, qui apparait lors d’un cisaillement 7,,. Le facteur

d’intensité de contrainte du mode I11 est défini par :

KIII = 111_1)1%) V2Tr Tyz(r, 0,0) (220)
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Chapitre III : Résultats et discussions

| - INTRODUCTION :

Dans ce chapitre nous allons definir le probléme, et nous allons donner la méthode de

résolution et discussion.
Il . Formulation du probleme :

On étudie le probléme de déformation axisymétrique d’un milieu élastique attaché a
une base rigide (encastree) et couvert par une plaque de métal ayant un trou annulaire sur
lequel on applique une force de traction.

Le probleme est modélisé par le systéeme d’équations aux derives partiels appelé systeme
d’équilibre « systeme de Lamé », avec conditions aux limites mixtes.

Par la méthode de la transformation intégrale de Hankel et a I’aide des fonctions de
contraintes de Boussinesq, ce probléeme se raméne a un systeme d’équations intégrales triple.
Par I’introduction d’une fonction auxiliaire on obtient un systéme couplé d’équations
intégrales duales. En tenant compte de la formule de décomposition de Gegenbaeur, on
transforme ces dernieres équations a un systeme algébrique infini dont la solution s’obtient
par la methode de réduction. Ce qui permet la détermination des contraintes et des
déplacements ainsi que les facteurs d’intensité de contraintes du probleme proposé.
Il1.1.Formules principales :

Dans notre étude, on utilise un systeme de coordonnés cylindriques (r, 6, z).

Et on note par: U, et U, les déplacements suivant r et z respectivement, étant donné le
probleme est axisymétrique le déplacement suivant 6 , Uy est supposé nul .

A I’aide des fonctions de contraintes de Boussinesq, les déplacements d’un milieu élastique

sont donnés en fonctions de ¢, et ¢ par :

a(PO_I_ 0 @3

2GU, = i zZ Fp
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9] 9]
(P0+ Q3 (3 — 4v) @

2GU, = 37 Z 32

avec v est le coefficient de poisson et, G le module de cisaillement du milieu élastique.

En utilisant la loi de Hooke en coordonnés cylindrique nous avons :

26 /10 au,
S <v—— (U + (1)

0- =
z rdr

)

_G <6UZ+6UZ>
=5\ T ar

par le remplacement des expressions de U, et U, de (2.1) dans (2.2) nous aurons :

0% @ 0% @3 0¢3
%z = 542 Tz d z? _2(1_\))5
0% ¢y 0% @3 d @3
= —(1-2
Y = ar oz “or oz ( V) or

Il. 2. Formulation du probléme et sa solution :

2.1)

(2.2)

(2.3)

On considere un espace élastique infini homogene et isotrope d’épaisseur h, fixé a une base

rigide (encastré). Sa surface supérieure est couverte d’une plaque métallique ayant un trou

annulaire de rayons intérieur et extérieur a et b respectivement, sur lequel est appliquée une

contrainte de traction axisymétrique P, (a <r < b)

On prendra dans ce qui suit, un acier non allié de construction usuel dont les caractéristiques

mécaniques sont les suivantes :

E=210GPa ; v=03 ; Re =235 MPa
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A
Z
Trou annulaire
A \ Po
A Support
1\ a, ,I\/l\ métallique
h |
bV
0 >
/\ r
Appui rigide

Figure 1 : Plaque élastique ayant un trou annulaire sur le quel est appliqué une force de

traction.

En négligeant le frottement avec la plaque métallique, les conditions aux limites du probleme
sont :
Urlz=0 = Uzlz=0 =0
U,l,=<h =0,r <aour >b
Tyrlz=n = 0, r >0
Ogly=n= Py, a <r <b
Le probleme est modélisé par le systeme d’équations différentiels partiels appelé systeme de

Lamé qui est donné par les deux équations suivantes :

(1 0 / 0V, 1-2v 9°U, U, 1 9% U,

|——<r )+ - —+ =0

4r or or 2(1-v) 0z2 12 21— v)oroz 2.4)
10 < auz) 2(1—v) GZUZ_I_ 1 1 6( aUr>_ '
Lrar or (1-2v) 0z%2 21 -=v)r or "oz ) T
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Les fonctions appelées fonctions de contraintes de Boussinesq sont les solutions de ce
systeme d’équations :

62
+ — (2.5)

0
A(Po—A(P3—0, A _+ ﬂ azz

B 2 1
o2 r
Le systeme (2.4) est satisfait par ces fonctions harmoniques. En appliquant la transformation

de Hankel d’ordre zéro et sa transformation inverse, la solution du systeme (2.5) est donnee

par

@ = f (A()ChAz + B(A)ShAz )], (Ar)dA
0

0, = j (C(A)Ch Az + D(A)ShAz)jo (Ar)dA
0

avec J, est la fonction de Bessel de premiere espece d’ordre zéro, et A, B, C et D sont des
fonctions de A a détermines avec les conditions limites .

De I’équation (2.1) on obtient les déplacements comme suit

1

U, = —
T 26

f A[(A()ChAz + B(A)ShAZ) + z(C(A)ChAz + D(A)ShAz)]J, (Ar)dA
0

U, = % f [A(A(Q)ShAz + B(A)ChAz) + zA(C(A)ShAz + D(A)ChAz)
0

— (3 —4v)(C(A)ChAz + D(A) Sh Az)]]o(Ar)dA

les contraintes se calculent par

[ee)

o, = j [A2((A()ChAz + B(A)ShAz) + z(C(A)ChAz + D(A)ShAz))
0

— 2(1 = v)A(C()ShAz + D(A)ChAz)]Jo (Ar)dA
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Ty = j [-22((A()Sh Az + B(A)ChAz) + z(C(A)ShAz + D(A)ChAz))
0

+ (1= 2v)A(C (O ChAz + D) ShAz)]]; (Ar)dA
Les coefficients A,B ,Cet D se calculent avec les conditions aux limites :
Urlzz0= 0 = AQ) =0

I’autre condition

Uzlz=0 =0
donne
ABQ) = 3—-4v)C(V)
et
Tarlz=n = 0
Cela implique

—22((B(D)CR) + h(C(W)Sh + D(A)ChAR)) + (1 — 2v)A(C(A)ChAh + D(A)Sh) = 0
ce qui donne

2(v — 1)Ch Ah — Ah Sh Ah
Ah Ch Ah — (1 — 2v)Sh Ah

D) = c)

Ainsi

1 (o]
Uslon = 5 j{[(:s _ 4v) Ch Ah + Ah Sh Ah — (3 — 4v)Ch Ah] C()
0

+ [Ah Ch Ah — (3 — 4v)Sh ARID (D)} Jo(Ar)dA

alors

F 2Ah—(3—4v)Sh2Ah
(1—2v) ShAh — Ah Ch Ah
0

CADJoAr)dr=0; r<aour>hb (2.6)
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Ogly—n = jx[(@ — 4v)Sh A h + Ah Ch Ah — 2(1 — v)Sh Ah)
0

AhShah 4+ 2(v — 1)Ch Ah

+(hShah =2 (1 -v)ChA2z) G S S —Ah ch

x C(V)],(Ar)dA

< - — 2 _ _ 2 _ 122 K2
_ j7\ (1-2v) (3—4v)ch“Ah —A*h ) J, r)dA
0

(1 — 2v) sh Ah — Ah ch Ah

Par suit nous avons

C)Jo(Ar)dA = Py; a<r<b (2.7)

f}\—u — 2v)2 — (3 — 4v)Ch? Ah — A2h?
(1—2v) Sh Ah — Ah Ch Ah
0

La substitution de ces expressions dans : U, U,, o, et 7, , nous donne les équations intégrales

triples suivantes :

o)

jC*O\)]o (Ar)dA=0 ; r<aetr>b (2.8)
0
et
f A0 ) C.() Jo(r)dA= Py a <r<b (2.9)
0
avec
_ (1 —v)(Ah — (3 — 4v)Ch Ah Sh Ah)
o= (1-2v)ShiAh—2AhCh Ah CA)
alors que

(1 — 2v)? Sh2 Ah — 4(1 — v)2 Ch2 Ah — A2 h?
21 h — (3 — 4v)Sh2 Ah

Q@) =
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Prenons
r=c2+d?—2cdcosg
_ a+b
)
et
d= b—a
2

Nous avons les trois formules intégrales suivantes : [3]

e

00 r<a,r>»
f/Uo (Ar) Jn (Ad)dA = { OSR®_ a<r <b (2.10)
0 7 cd sin @
avec
B c>+d*—r?
@ = arc cos e d

Posons Z, (1) = J, (Ac) J, (Ad) et G, (1) = A (Zp—y A) — Zyy1 (1)) , 0N Obtient :

0, r<a,r>b

= {2si _
[ 100 6, a2 {smw’ o (21)
0 mcd
Posons maintenant
C.() = —P, z a, G, (V) (2.12)
n=1
Aprés remplacement dans (2.9), on obtient
a, j Al () Gy ) Q) dA=1; a <r <b (2.13)
n=1 0
Utilisons la formule suivante de Gegenbauer
Jo Ar) = Jo (Ac) Jo (Ad) + 2 Z Jm (Ac) Jn(Ad) cosme; a <r <b (2.14)

m=1
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ainsi (2.13) devient

Z an j A {]0 (Ac) Jo (Ad) + 2 Z Jm (AC) J;m(Ad) cos me G, (A) Q(A) dA =1
n=1 0 m=1
Or, le systeme trigonométrique {cosme}, m=0, 1, 2, ...est linéairement indépendant

par suite on trouve le systeme algebrique infini suivant

o)

a, j A2 ) Gy ) Jor AE) Joy Od) dA = Spr s m = 0,1,2, ..
=1 0

n

1, m=0

ou 8y, est le delta de Kronecker tel que 8y, = {O m o0

La matrice associée a ce systéme algébrique n’est pas symétrique, afin de réduire le calcul a
une solution numerique, on calcul la différence de deux équations d’ordre m et m+2 on

trouve enfin le systeme algébrique suivant

[o9)

an Apn = O1m m=123,.. (2.15)
=1

n

ou
[o.0)

A = f 2(1) Gy (D) G (1) dA
0

En substituant I’équation (2.12) dans (2.9), nous aurons

[ee)

v
Uzlz=n = —c C. (M) Jo (Ar) dA
0

Po(1-v) = [
SOV Zlanfcn )y () dd

0; r<a r>b
) P1-v) ©

a,sinngp; a<r <b»b
mcd G n ¢

n=1
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Oulien = =Py D an | A0 )Gy () Jo Go)dh
n=1 0
= P, Zan U A(1=Q Q) Gy Q) Jo Ar)dA— fon M) Jp () d)\]
n=1 0 0

—p, ) a, fx(1— QM) Gy WMo Ar) dA — Py Zan fxcn M) J, DA

n

Utilisons les propriétés des fonctions J,, , on aura

0 0 0
A 77 Jo (Ar) = Ar ETPRL (Ar) =r ;o (Ar) (2.16)
Mo Z, Mg =0 ; Jo(0)=1 (2.17)
et
d d d
T I W =cla Ad) 5= o Q) + dJo (A0) 7= T (D)
_ cd o O
- Z n( )
Ainsi
2n d
G )= —7 7 Zn (V) (2.18)

En intégrant par parties, avec u = A1 J, (Ar) et dv = G,, (1) dA, et en utilisant les formules

(2.16) et (2.17), on obtient

Oox 00 G, dr = — 2 [I“+ g In]
] Jo (Ar) Gy = Tl rar 0
0

ou

I3 = j Ao Q) Jn (AQ) J (Ad)dA
0
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Ainsi on trouve

Oulimo = Po . an [ (1= Q) Gy @) ]o () d2
n=1 0

2P, O o
+ aZnan [IO+ ralo]
n=

Pour calculer I’intégrale (2.19) on utilise la formule intégrale suivante [3]

(2.19)

f Je (A0 I, () Jy (Ay)dA
0

2

yELT (§ 4 DI+ DF (LS5 EEY)

ExHT <E+ u+ v+1)

<E+u—v+1 E+u+v+1 t? x?
XF4 )

, e+ Lu+1,—;— 2.20

OU[R, (§+ pu+v) >—-1,t,x >0, y >t+ x]telle que

Fuo (B, Y 5%y) = Z Z(oc)(r;)*;((?i” % (Vx| + || <1] @21

Utilisons ensuite la relation
F4 (O(,Y + Y’ - 0= 1,Y,Y’;X (1 - Y);y (1 - X))

=F(,y+ vy —a—-1yv;x) XFla,y+Y —a—1,y;y)
ou

o N (@ (B x T (a+n)
F ((X, B' Yi X) - s (Y)n ’ (a)n = T (0() (222)

Calculons ensuite F, en terme de F

procédons par les changements de variables suivants

E+ p+v+1
o=

+p—v+1 +pu+v+1
v=E+1 :>~y+y’—oc—1=§+u+1—E llz =E HZ
p+1
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et

2
— = Qo (11— Bo)
2
\y?

Calculons ensuite a, et Sy, posons t = y sin® cos¥, x = y cos® sin¥,

= Bo (1 —ayp)

T
0< (p'l.p<§

on aura alors

i sin? @ cos? ¥ = sin? ®(1 — sin?¥)

2

X
— = sin? Y(1 — sin?®)
\ y?
c'est-a-dire
ay = sin?®d, B, = sin*¥Y
Remarquons
x+t x—t
=sin(¥ + @) ,T = sin(¥ — @)
Ce qui donne

X+t

x—t
),l}’—fb:arcsin( )
y

Y4+ @ = arcsin(

Par ailleurs nous aurons

17 1 o (x+t o (x—t
[ ] = — [arcsm( ) + arcsm( )]
(o) 2 y y

Posons maintenant ¢ = ¢ + y, la relation (2.20) devient
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fk@omO@hxwmx
0

1+ o0+v

) 6

[‘(E_}_l)[‘(u_}_l)[‘(W) y yoy

1+0—-v 1+oc+v
><F< , ; €+ 1; SiIlzCD)

2 2

1+0—v 1+o+v 5

><F< > , > ; W+ 1; sin ‘P) (2.23)

Remarquons aussi que

I'(a+1) = al'(a)

d

3% sin®™ @ = 2ncos @ sin®" 1 @ = n sin2® sin**"? @

on trouve

0 e win2 _ I'(y) ) = I'(a+n)I'(B +n) (sin?d)n-1
3 F(a,B; v; sin“®) = NORO) sm2<1>nz:1 CEERCET

Ty S T(a+ 1+ )P+ 1+n) (sin2d)?
‘rmww)“Q¢2; [Gy+m) ()

[0
= 76 sin2®F(a+ 1,8 + 1;y + 1; sin?®) (2.24)
Distinguons les différents cas suivants

a.casoul0 <r <a:onpose:§{=0,p=v=nt=ry=cetx=d

alors on trouve

[ggg = % [arcsin (r -IC_ d) + arcsin (r — d)]

C

v

or

U —
aﬁ S 2 \/(c—r—d)(c+r+d)_\/(c—r+d)(c+r—d)
dar
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B = f Jo O)]a (A (Ad)dA
0

2
T(D)T(n + DT (%

F(l + Zn)

)E(E) %

F(l 1+2n1 '2¢>F(1 1+ 2n +1 _2¢> 5 9E
x — — . —_— . . .
2) 2 ; 1, SIn 2; 2 ;N ; SIn ( )
1+ 2n
o T(55) 1(d)"x
c

o r()r(n+ Dr (%) ¢

14+ 2n

3 3
Sin2®F (E' n+ > 2; sinzcb)

11+2n _ 1
xF(—, in+1; SanlP)
2" 2 Je—-r—d)(c+r+d)

1
_\/(c—r+d)(c+r—d)l

14+ 2n

4 1 1+2n
8(n+1)

2" 2

_ 3 3 , .
Sin2¥F (E,n +§;n + 2;SLn2W)F< 01 smsz)

1 1
d : |
\/(c—r—d)(c+r+d) \/(c—r+d)(c+r—d)
b.casour >b:onpose:v=0, u=§&é=n, t=c, y = r, etx =d, alors on trouve

5] 2o rsn )

d(r) r r
oW
- e e
92| 2 | /r-b)(+b) Jr—a) (r+a)
ar
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Iz
- f Jo D] AO)]a (Ad) dA

F(1-|—22n) 1 e i
T =t () (?) %
n+ DI+ DT (T)

F(1+2n 1+2n_ 41 '2¢)F<1+2n 1+2n_
5 > 1 ; SIn 5 ) 1
+1; sinZ‘P> (2.26)
14+2n
6161 _ F( 2 ) 1 (C)n (d)n
or I’(n+1)1’(n+1)l"(#) v/ Ar
(+2n)° 2<DF< +3 +3 + 2; si 2@)
x e — —_— .
80T 1) sin n 2,n 2,n ;sin
1+2n 1+ 2n ) a b
X F( , in+1; SanlP) -
2 2 \/(r—a)(r+a) \/(r—b)(r+b)
+(1+2n)2 _Zw( L33 _2W>F(1+2n 1+2n
8T 1) sin ntg,ntoin+ 2 sin T N
a b 1
+ 1; sin2¢>>>< - l + (cd)™ =
\/(r—a)(r+a) \/(r—b)(r+b) 2nr
1+2n 1+ 2n ) 1+2n 1+ 2n .
xF( R n+1; sm2CD>F( R n+1; smzll’)

Par suite on peut calculer les facteurs d’intensité de contraintes en tenant compte des formules

précédentes

K, = limva—r o,|,-, et Ky = lirr%Vr—b Ozlz=n
r—

r—-a
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on trouve
_ 2Py 9 1 2Py N\ _ 917
K, = ll_rg\/a—rC—Znan [IO + rglo] =74 Znan ll_rf(ll\/a—rW
n=1 n=1
nes K 2po a i {A I1+2n 'Z(D()F(3
insi, = — na sin a =, n
T Ja+b cd - i 8 2
3 1 1+2n 1
+ —; 2; sin? fb(a)) F<—, in+1; sin? lz"(a)> —_—
2 2" 2 Veta+d
+1+2n _ 2‘!’()F3 +3_
8(n+1)sm a S ntoin
2 sinw( ))F(l 1+2n1 in? )) 1 l}
; sin“¥(a —,———;1; sin a) | ——
2" 2 Veta+d
avec
1+ 2n
r(57) 11 1
An = mc (o) 3(+3)
F(n+1)F(§) cic
La formule du second coefficient est aussi donné par
oo 3+ 2n 2
Kl — ZpOb,/b/zz F(T) 1 1 (cd)"
b= cd - 1t tn 'n+1) | n+1b2% \b2
. 3 3 .
X |—sin2® (b) F n+§,n+§;n+2;sm2¢ (b)
1+2n 1+2n ) a
X F , in+1; sin?¥ (b)
2 2 J(b—a)(b+a)
] 3 3 ] 1+2n 1+ 2n
+ sin2¥ (b) F n+§,n+§;n+2; sin®¥ (b) |F T

; sin*@ (b 2 l
+ 1; sin“® ( )>XL/(b—a)(b+a)
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Il . 3 Calcul numérique :

A fin de calculer les différentes valeurs des contraintes et déplacements, on doit résoudre le

systeme algébrique (3.12) pour trouver a,, . Pour ce faire il est nécessaire de déterminer les

coefficients A,,,,, du systeme, ainsi nous avons :

. f(1 — 2v)? Sh? Ah — 4(1 = ) Ch? Ah = 22 B2 6. ()
mn 24 h — (3 —4v)Sh2 Ah n m
0

~ f l(l — 2v)2 Sh? Ah — 4(1 — v)2 Ch? Ah — A2 h?
0

21 h — (3 — 4v)Sh2 Ah —1{G, (D) Gy (1) dA
Ao o
+ f Gn (M) Gy ) dA + j Gn (1) Gy (A) d2 (2.27)
0 o

ou

G (D) Gn (D) = 22 [J;m-1 (A0) Jim-1 (Ad) = Jin+1 (A€) Jin+1(Ad) ]
X Un—l (AC) ]n—l (Ad) _]n+1 (/1C) ]n+1(ﬂ-d)]

En tenant compte du développement a I’infini de la fonction de Bessel suivant

_ |2 T\ 4n® -1
Jn () = — lcos (x - (2n+1) Z) -

ainsi nous aurons A’,,,, tel que

sin (x —(2n+1) %) +o0 (%)l

e

Am=f%w@mﬂ

Ao
4mn , [ sin? Aya Si2Ag@) | + (—1)mHn b2 cos? Aya bSi(2ob)
TGy |\ T a, 7o Heto
sin Aya cos A¢b
—[(-D™ + (-D)"]ab ( 4 - O ¢ Ci(2240) +dCi(ZAOd))]
0
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En utilisant I’expression approximative de A',,,, et en intégrant numériquement des deux
intégrales (2.27) par la méthode de Simpson, la valeur de A, qui assure une convergence
stable correspond & 1500 . Les valeurs des coefficients a, correspondant a la solution
algébrique approximative du systeme (2.15) sont données par le tableau suivant pour

différentes valeurs du rapport a/b.

n a/b =0.25 a/b=0.5 a/b =0.75

1 0.1307098938 0.09340763759 0.03679930550

2 0.01955262661 0.009546554763 0.001879761186
3 0.01140490213 0.002855184289 -0.00001835160213
4 0.005725746550 0.0008945619114 0.00002674431474
5 0.002299701316 -0.00009542229681 -0.0002125758761
6 0.001332158276 0.00007954483505 0.00003648950242
7 0.0003439462745 -0.0002877469247 -0.0002171837669
8 0.0004203680366 0.00003675547388 0.00004721176634
9 -0.00009021950011 -0.0002895606801 -0.0002201819113
10 0.0002459725307 0.00008485631887 0.00002383582406

Table des valeurs de a,
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Le graphe ci-dessous montre la variation du déplacement radial au niveau de z = h/2 avec

différentes valeurs de a/b

0.06

a/b =0.25
a/b=0.5
a/b =0.75

0.05

0.04

0.03

0.02

2G Ur

0.01

-0.01

-0.02

_0 03 1 1 1 1 1 1 1

Figure 2 : Déplacements U, pour z = 0.5 h avec différentes valeurs de a/b

Sur la figure ci-dessous on trace la variation du déplacement radial sur la surface z = h

0.08

a/b =0.25
a/b = 0.5

%0 alb = 0.75

0.04

0.02

2G Ur

-0.02

-0.04

‘0-06 1 1 1 1 1 1 1

Figure 3 : Déplacements U, pour z = h avec différentes valeurs de a/b
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Le déplacement axial U,, au niveau z = h ('sur le trou annulaire ) est tracé sur la figure ci-

dessous

-0.02 T

-0.04F -

-0.06 .

2GUz

-0.08 .

-0.12 .

_0-14 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2

R=r/a

Figure 4 : Déplacement axiale sur la surface z=h
La figure ci-dessous montre la représentation du déplacement axial U, sur différents niveaux

de hauteur h.

0.09 T T T T T T T

0.25h
0.5h
0.75h

0.08

0.07

0.06

0.05

0.04

2GUz

0.03

0.02

0.01

Figure 5 : Déplacement axiale sur différents niveaux de hauteur
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Les contraintes tangentielles a différents niveaux de hauteur h sont représentées sur la figure
ci-dessous

Tau rz
004 T T T T T T T
——H=h/a=05
H=hla=1
0.03F H=hla=0 [

0.02

to

Figure 6 : Représentation des contraintes tangentielles sur différents niveaux de hauteur
Sur la figure suivante est représentée la variation de la contrainte normale sur la surface z = h,

lorsque r est supérieur a b

sigma z (r superieur a b )

segma z
.
©
a
T
1

2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4 3.6 3.8 4 4.2]
R=r/a

Figure 7 : Contrainte normale o,sur la surface z = h (rayon extérieur)
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Sur la figure suivante est représentée la variation de la contrainte normale sur la surface z = h,

lorsque r est inférieur & a

-0.08
-0.085
-0.09

-0.095

SIGMA Z
o)
'_\

-0.105

-0.11

-0.115

-0.12

-0.125
0

Contrainte normale a,sur la surface z = h (rayon intérieur)

La contrainte normale sur différents niveaux de hauteur h est représenté sur la figure ci-

dessous.

0.2 T T
z=0.25h
s z=0.5h 1
. z=0.75h
0.1 1
~ 0.05 —
<
5
=y
1%} 0 -1
-0.05 4
-0.1 -
-0.15 L L
o] 0.5 L5 2 29 3 33 4
R=r/a

Figure 8 : Contrainte normale o ,sur différents niveaux de hauteur h
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Les contraintes normales g, sur la base rigide z = 0 sont représentées sur la figure ci-dessous

H=hla=0

0.6 T T T T T T T
—ab=025
0.5 a/lb=0.5

sigma z

01 I I I I I I I
0

Figure 9 : Contrainte normal &, sur la base rigide pour différentes valeurs de a/b

La figure ci-dessous donne la variation du facteur d’intensité de contrainte K, au voisinage du

rayon intérieur du trou annulaire en fonction du rapport a/b

-0.012
-0.014
-0.016

-0.018

Kla

-0.02

-0.022

-0.024

-0.026
0

Figure 10 : Facteur d’intensité de contrainte Kl,
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La figure ci-dessous nous montre la variation du facteur d’intensité de contraintes Kl,, en

faisant varier la hauteur h.

h/a=0.25
h/a=0.5
h/a=0.75 []

-0.022

-0.024

-0.026

-0.028

alb

Figure 11 : Facteur d’intensité de contrainte Kl, sur différents niveaux de hauteurs

Le facteur d’intensité de contraintes Kl au voisinage du rayon extérieur du trou annulaire en

fonction du rapport a/b, est représente sur la figure ci dessous

q

-0.2F b

0.4 .

Klib
o
()]

I

-0.8 1

1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8
b/a I

Figure 12 : Facteur d’intensité de contraintes Kl
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Sur la figure ci-dessous est représenté la variation du facteur d’intensité de contrainte Kl en

faisant varier la hauteur h.

h/a=0.25
hia=0.5
h/a =0.75
0.2 -

Figure 13 : Facteur d’intensité de contraintes Kl sur différents niveaux de hauteurs

111 . Conclusion :

La convergence des coefficients est obtenus au bout des 6 premiéres itérations et que la
convergence est meilleurs lorsque le rapport a/b augmente.

Les déplacements radiale U, et axial U, ont été calculés et représentés graphiquement, sur
différents niveaux de hauteur h, ainsi que les contraintes normal et tangentielle, et les facteurs
d’intensité de contraintes.

Le déplacement axial U, ainsi que la contrainte o,sont importants lorsque on s’approche de
la surface de la plaque.

La concentration de contrainte est maximale au voisinage des deux rayons intérieur et
extérieur du trou annulaire. Le facteur KI, augmente au fur et a mesure qu’on augmente le

rapport a/b. Le facteur Kl diminue lorsqu’on augmente le rapport a/b.

78



Chapitre III : Résultats et discussions

On remarque aussi que les facteurs d’intensité de contrainte Kl,, et Kl, augmentent avec la

diminution de la hauteur h de la plagque, par conséquent la plaque est fragilisée si on diminue

sa hauteur.

Les résultats obtenus lors de cette étude sont encourageants et reflétent les problémes réels de

traction.
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IV . Perspectives :
La méthode analytique proposée dans ce mémoire de recherche peut étre aussi utilisée dans la
résolution de divers problemes de conduction thermique et de déformation élastostatique.

Les problémes a étudier sont :
A — Conductions thermiques : propagations de la température dans un milieu conducteur

comportant une fissure annulaire de rayons a, b dans le plan z = h. Ce milieu subit un flux

uniforme le long d’un domaine circulaire.

Flux
uniform
—/
r
h b
a [~
——>

=

Isolant thermique (fissure) Z

v

Figure 14 : Probleme de conduction thermique
La formulation du probleme est :
AU(r,z) =0

9°U 10U 0d%U

R
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les conditions limites correspondantes sont :

au

— =0, a<r<hb

0z z=h

ou _ U <
azl,., ¥ r=e
Ul,=0 =0, r>c

B — Probleme élastostatique :

Le probleme étudié par Sakamoto a savoir I’application d’un poingon infini sur un milieu
reposant sur une fondation rigide ayant un orifice circulaire, peut étre traité par notre méthode
dans le cas d’un orifice annulaire.

Les conditions limites de ce type de probléme sont :

Pourz=0:0,=1,,=0; a <r <b

U,=1,=0; r<a;r >b

etpourz=h:U,= =6, 1, =0; r =20

Poincon
infini

AN

Orifice annulaire Support rigide

Figure 15 : probleme élastostatique
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Conclusion générale :

Nous avons étudié le probleme axisymétrique de traction d’un milieu élastique le long d’un
orifice annulaire. La solution analytique, basée sur la transformation intégrale de Hankel a éeté
obtenue a I’aide d’un développement en série de fonctions de Bessel dont les coefficients sont
calculés a partir d’un systéeme algébrique infini. La convergence de ce dernier systéme a éeté

obtenue a partir des 8 premiers termes de la série.

Les déplacements radial et axial ont été calculés analytiquement et représentés
graphiquement, ainsi que les contraintes normale et tangentielle. Cette étude nous a permis de
constater que le déplacement axial ainsi que les contraintes normales, sont importantes au fur

et a mesure qu’on approche de la surface de la plaque métallique.

Nous avons également calculé les facteurs d’intensité de contraintes le long des deux rayons
intérieur et extérieur du trou annulaire. Nous avons constaté que Kl, augmente lorsque le
rapport a/b augmente, par contre Kl, diminue lorsque le rapport b/a augmente. Nous avons
également tracé Kl, et Kly, en faisant varier la hauteur h, et nous avons constaté que les deux
facteurs d’intensité de contraintes augmentent lorsque la hauteur diminue, ainsi la plaque est
fragilisée.

Les résultats obtenus dans cette étude sont d’une importance capitale. De part ce travail, nous
ouvrons des perspectives intéressantes de recherche. Cette méthode de calcul peut étre aussi

appliquee a la résolution des problémes de conduction thermique et d’élastostatique.
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