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Dans les années passédes,les méthodes d’'analyse et de conception
des structures en béton armé étaient principalement basées sur une
anal yse élastique combinéa avec des procédures classiques varidges
aussi bien que sur des formules empiriques développées sur la base
d'une grande quantité de donnédes expérimentales.De telles approches
sont encore nécessaires et désirables et continuent d'étre les
méthodes les plus pratiques et les plus efficaces pour la conception
ordinaire

Cependant.le rapide dével oppemant de techniques d’'"anal yse
numerique modernes et l’augmentation extraordinaire de la capacité
des ordinateurs ont fournit aux ingénieurs structuralistes un outil
puissant pour une compléte analyse non-linédaire des structures,et
ce@ avec des colts relativement modérés compte—-tenu des progreés
informatiques.

Par 1l’utilisation de la méthode des éléments finis avec une
ana.j. yse inélastique incrémentale,les caractéristiques de
déformation et de rupture des structures en béton peuvent atre
évaludes avec un haut degré‘ d’exactitude. Par exempl e, qual ques
comportements complexes du béton armé tels que les prbpriétés
. multiaxiales contrainte~déformation non-linéaire, la fissuration,

l’ancrage.le glissement et d’autres effets antérieurement ignorés
ou traités d’'une manieére trés approximative peuvent atre modél i sés
et &tudiés plus rationnellement.De plus,autant les informations
nombreuses sur le compor tement charge—-déformation se sont
dével oppées, autant les capacités de calcul se sont étondues et la
capacité des analyses non-linéaires peut étre élargie pour inclure
lexs structures en béton chargees triaxialement,tels que les
réacteurs nuclédaires ,les plateformes offshore,...pour qui ce type
d’analyse. est d'une valeur particuliére,les études expérimentales A
grande échelle de ces Lypes de structure étant souvent trés chéres.

La premi¢re tentative pour appliquer la méthode des é&léments
finis pour des structures en béton armé a 6té réalisde par NGO et



SCORDELIS en 19687.Depuis un rapide développement a pris place.Il a
é6té bien reconnu que 1l'incomplétude des modéles analytiques des
matériaux pour le béton armé est le facteur majeur limitant la
capacité A analyser les structures en béton.Cependant, la plupart
des efforts dans le passé ont été dirigé vers l'amélioration de la
description mathématique des relations constitutives des matériaux
de béton aussi bien que la modélisation des intéractions entre les
armatures et le béton.Une variété d’approches de modéles ont @té
proposés incluant 1l’élasticité non-linéaire ,la plasticite ,le
fluage,...

Dans cette présente étude,nous intéresserons au comportement
non-lindaire des structures en béton armé incluant la non—linéarité
physique due aux relations non-linédaires contrainte-déformation du
béton et de l'acier ,et la non-lindarité géométirique due aux
déformations des structures qui donnent lieu aux effets du second
ordre .Notre analyse reposera sur une discrétisation par &léments
finis multicouche en utilisant des procédures numériques élaborees
d'anal yse non-lingéaire .L’objectif étant de pouvoir suivre
1*'évolution du comportement. des structures en béton armé dans des
hypothéses qui représentent bien la réalité physique.

Notre investigation a aboutit a l’élaboration d’un logiciel de
zsimulation du comportement flexionnel non-lindaire des poutres et
portiques en béton armé.Ce qui nous a permis d'étudier numériquement
certains aspects trés Iintéressants du comportement du beéton
armé tels que l’effet de l’effort normal et surtout 1'effet du

confinement sur l'amélioration de sa résistance et de sa ductilité.
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LOIS DE COMPORTEMENT DU BETON ET DE L’ACIER

1 Béton:

Le béton est un matériau composite .Il consiste en un mél ange
d’aggrégats grossiers et d’une matrice continue de mortier gui est
el le-méne compqsée de pite de ciment et de sable. Son compor tement
physique est treés complexe,étant largement déterminé par la structure
du matériau composite,tel que le rapport eau-ciment.,le rapport ciment-
aggrégat,.la forme et la dimension des aggrégats et le type de ciment.
Dans ce chapitre nous restreindrons notre é&tude au compor tement
contrainte—-déformation d’un bé&éton moyen ordinaire.

Le béton est une sorte de matériau fragile.Son comportement
contrainte-déformation est affecté par le développement de micro et
macro fissures dans le corps du matériau. Particulierement,le béton
contient un grand nombre de microfissures spécialement a 1’inter-
~face graviers-mortiers, méme avant application du chargement exté-—
—rieur.Ces microfissures initiales sont causdes par la sé&grégation,
le retrait,ou l’'expansion thermique dans la pate de ciment. Sous 1°
application d’un chargement plusieurs autres micro-fissures
se produisent a l’interface graviers—-pate de ciment qui est le lien
plus fragile dans . ce systeme composite. La progression
de ces fissures,qui sont initialement invisibles » pour devenir des
des fissures visibles se produit avec l*application des charges
extérieures et contribue au comportement non-lindaire contrainte—

~déformation génédralement obtenu.
1.1 Comportement du béton sous contrainte uniaxiale

Comportement sous contrainte de compression:
La résistance a la compression du béton est géndralement obtenue a
partir de cylindres standards testés en compression.La figure 1 las

courbes contrainte-déformation typique obtenues.
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Figurel:

Q. 002 déformation

En grandes déformartions,aprés que la contraintes maximale

ait &té atteinte , des contraintes peuvent étre encore reprises
méme si des fissures paralélles A la direction du chargement
deviennent visibles

Le module d’élasticité du béton peut étre pris comme &gal A

E_ = c“o"’.ascr;?°" PSIC4PSI = o.cocee N-Mn?) (1)

oQ W est la densité du béton en lb ft Cllb ft =16.02 kg-m D
et fc' est la résistance a la compression du cylindre de béton en
Pour un poids normal de béton ,Ec peut étre considéréd &gal a
4730cre’>° % NomnZ

Une large approximation utiliseée pour la forme de la
courbe contrainte-déformation avant la contrainte max est une
parabole du sacond degré. Par exemple,la courbe ‘contrainte
déformation, souvent reprise,due a4 Hognestad est montré en figure 2
¢i-dessous oud fc" est la contrainte maximale atteinte dans le
béton.Le prolongement de la branche descendante du compor tement.
adoptée dépend de la limite de déformation du béton. Cette
idéalisation de la courbe contrainte-déformation pour le béton non
compression uniaxiale est utilisée dans notre étude. Il est a noter
cependant que la contrainte de compression maximale fc* atteinte
dans le béton d’'une poutre en flexion peut différer de la
résistance masurée sur cylindre fc'A cause de la différence dans
les dimensions et la forme du béton comprimée.la résistance du
béton comprimée en flexion est prise alors comme é¢tant égale a la

’

réesistance 4 la compression fc mesurée sur cylindre multipliée par

un facteur k qui dépendra du confinement du bé&ton Cvoire plus loind



Figg;e 2:courbe contrainte-déformation de HOGNESTAD
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comportement sous contrainte de traction
La forme du diagramme contrainte-déformation du béton en traction
dépend beaucoup de la procédure d’essai utilisée. Le terme résistance
4 la traction et la relation contrainte-déformation en traction n'a
aucun sens absolu,mais doit ;tre exprimé en terme de procédure
d’eesai spégifique utilisée. Trols sortes de test sont utilisés
pour tester le béton simple:le test de traction direct,le’baeam
tast',et l’essail brésilien
Les résultats du beam test et de l’essai brésilisien sont. basés sur
la. théorie de l’'élasticité.Seul Jl'essai de traction direct peut
fournir le diagramme contrainte-déformation complet ad-dela de 1la
limite élastique Cependant,la plupart des machines de test ne
peuvent absorber 1l'énergie rel;ché lorsque le chargement sur le
Spécimen commence A diminuer.Il a &té ainsi conclue que le béton en
traction se comporte presque linéairement Jusqu’d sa contrainte
limite de traction sans avoir de branche descendante
signifiante. Néanmoins le comportement non linéaire du béton simple
en traction a 6té observé expérimentalement;HUGHES et CHAPMAN, ainsi
que EVANS et MARATHE ont utlisé des machines de test modifiés
pour obtenir un diagramme contrainte-déformation en traction avec
branche descendante et ascendante similaires A celles obtenues en

compression,



Relation contrainte-déformation du béton en traction utilisée dans
1 'analyse par é&léments finis:

Des diagrammes contrainte-déformation pour le béton en traction
incluant une branche descendante ont été utilises pour 1'analyse
par élément multicouche discret.lls ont donné de résultats proches
des résultats expérimentaux. Ceci parce que les diagrammes avec une
branche descendante raisonable améliorent significativement la
precision des déflections calculees en comparaison aux diagrammes
dans lesquels la contribution du béton en traction est negligee
ou se réduit A4 une ligne droite jusqu’a la limite de reésistance en
traction.

Dans notre étude nous utliserans de mgme un modeéle trilineaire
pour décrire le comportement du béton en traction.Ce modéle est
illustré en figure 3 gi—dessaus:

figure 3:relation contrainte-déformation pour le beton en

traction.
-~ Contraintes(f )
t _ \
\ £ =3 &
ft L - a t
: £ =10 &°
b L
|
R Ry A R
1 [
|
|
) ] > Déformations(cﬂ
~
gl cb “y

La courbe est définie de la maniére suivante:

pour & = & f =E ¢
L v 1 t Tt
\ N \
pour £ < & = =& f = f |26 +(ec —& )|/ ]|3{e —€ )
t L a i t t 0t a t a
pour £ e = £ f = f\(s -£ Y/ |3{e ~& )
a ~ Tt = b t t t b a b

. \ \
On utilisera les valeurs suivantes pour ft et £ ¢

\ w 273
ft = Q.63 (fc) et e = 0.1 &



Ces valeurs ont été proposees par CARREIRA et CHU pour les calculs

de flexion.

1.2.Comportement sous contraintes combindes
Dans plusieurs situations de structure,le béton est soumis a des
contraintes directes et de cisaillement agissantes dans plusieurs

directions.

-Comportement sous contrainles bilaxiales:

Un état de contrainte biaxiale se produit,si les contraintes
principales agissent uniquement en deux directions:les contraintes
agissent en un seul plan et la troisiéme contrainte principale est
nulle.RUSCH, KUPFER,HILSDORF en é&tudiant le béton sous contrainte
biaxiale,ont conclu que la résistance du béton soumis & une
contrainte biaxiale de compression peut gtre de 274 plus grande que
la résistance de compression uniaxiale. Des résultats sur des
éléments avec une contrainte normale dans une direction,combinge
avec une contrainte de cisaillement ,obtenue par BRESLER et PISTER,
a indiquée par ailleurs que la résistance a la compression du beton
est réduite en présence de contraintes de cisaillement.Ainsi, guand
le cisaillement est présent cela peut donc influencer la résistance

du béton dans les zones de compression des poutres ou des colonnes.

Comportement sous contraintes de compression triaxtale
Des essais réalisés sur des cylindres de béton confiné par pression
de fluide par RICHART,BROWN,ont montr éque la résistance et la
ductilité du béton sont sensiblement augmentée sous des conditions

de compression triaxiale.

Confinement du béton par des armatures
En pratique 1le beéton peut ;tre confiné par des armatures
transversales communément en forme de cergaux ou de cadres d’acier
fermés et espacés.lLorsque le niveau de contraintes dans le beéeton
est bas,les armatures transversales sont a peine contraint;par
concéquent le béton est non confiné.Le béton devient confine

larsque,pour des contraintes approchant la résistance a la



compression uniaxiale,les déformations transversales deviennent si
grandes que le béton tendra a sortir contere les armatures
transversales qui appliqueront ainsi au béton une réaction de
confinement.Ainsi les armatures transversales fourniront un
confinement passif.Des tests par plusieurs chercheurs ont montré
que le béton confiné par des armatures transversales peut
considérablement améliorer les caractéristiques caontraintes—
déformation du béton pour dés déformations élevées.Il a été prouve
d’autre part que les armatures circulaires confinent le beéton
beaucoup plus efficacement que les cadres carrés ou rectangulaires.
La cause de la différence entre ces deux types de confinement est

illustré en fiqure 4 ci-dessous:

(a) | (b)

confinement par cadre et cercau(circulairéﬁa)cadre,(b)cercau

Les cercaux circulaires & cause de leur forme sont en tension axial
et produise une pression de confinement continue 1le long de la
circonférence qui pour de grandes déformations transversales
approxime le cqnfinement d‘un fluide.Par contre les armatures
carrées ne peuvebt appliquer une réaction de confinement seulement
au niveau des coins de 1l armature,en effet la pression du béton
contre les cotés des cadres tend a les faire fléchir vers
1 ‘extérieur.finsi une portion considérable du beton de: la section
efficace peut ;tre inconfiné.Ainsi A cause d‘'un fléchissement
interne entre les coins le béton est confine effectivement
seulement dans les coins et la région centrale de ia
section.Néanmoins le confinement par des armatures carrées produit
une signifiante augmentation de la ductilité et un gain de

résistance assez appréciable.la forme de la courbe



contrainte-déformation en grande déformation pour le béton confiné

va dépendre de plusieurs variables dont les plus impurﬁantes sont:
L
1)Le rapport du volume des armatures transversales sur

le volume du béton couvert parce que une grande quantiteé
d’armatures transversales signifiera une grande pressiaon de
i

confinement _
2)La limite élastique des armatures tranvarsales car
elle donne une limite supérieure a4 la pression de confiLement
3llLe rapport de 1l ‘espacement des armatures
transversales sur la dimension du béton couvert,eh effet un
espacement petit conduit a plus de confinement effectif comme
illustré en figure S ci-dessous:
i
figure S-!'effet de 1 'espacement des aciers transversaux

sur l'efficacité du confinement:

v

I

'\l

?

4)L.e rapport du diamétre des armatures transversales

g

sur la longueur ou le périmétre de ces cadres.En effet une barre
possédant un grand diamétre conduit A plus de confinement car
possé&dant une rigidité flexionelle . :
9)l.a guantité et les dimensions des armatures
longitudunales car ces armatures confineront eux aussi le béton.
édl)La résistance du béton,parce que un bétoA de basse
résistance est mieux ductile qu’un béton de haute résistance. -
7)Le taux de chargement parce que les écantraintes

déformations sont dépendantes du temps.

En dehors des aciers transversaux,le béton n‘est pas écnnfiné et
cette coque ou couverture de béton devrait Eavoir des

caractéristiques contraintes—déformations différentes de celles du




beton situé a 1l intérieur des armatures transversales.La couverture
de béton commence généralement a s ‘arracher lorsque la résistance
du beton non confiné est atteinte particulierement si la quantiteé
d‘armatures transversales est éleveée, la présence d’un grand nombre
de barres transversales créant un plan ou une surface de moindre
résistance et précipitant ainsi 1° effondrement de la couverture de
béton.Ainsi pour de grandes quantités d armatures transversales, la
contribution du béton de couverture en grande déformation devra
;tre ignarée.La couverture de béton pourra gtre considéree comme
ayant les cractéristiques du béton non confiné Jjusqu’a une
défarmation d’arrachage considéree at ne donner aucune contribution
en grande déformation.Si la quantité d’armatures traﬁsversales
est faible, la couverture de béton tendra & s’arracher moins
facilement et & agir plus avec la zone confiné.Dans | ce cas oOn
pourra prendre en compte la couverture de béton lorsqu’on| arrive en
grande défarmation.Une proposition pour la résistance, et 1la

ductilité du béton confiné par des armatures est exposée gi—dessous

Béton confiné par des cadres rec tangulaires

De nombreux chercheurs ont propose des relations
contraintes—déformations pour le béton confiné par des armatures
rectangulaires.
Sur la base de 1l existence de données expérimentales,KENT et PARK ont
proposé la courbe illustrée en figure 16 pour le béton confiné par
des cadres rectangulaires.
La courbe de KENT et PARK se compose de deux parties:

région AB : € < 0.002 i

) 27 (a
fc = fc | 26_/0.002 — (e /0.002) |

La partie ascendante de la courbe est représentee par une parabole
du second degré et nous sSupposons que le confinement de 1l acier n’a
pas d 'effet sur la forme de cette partie de la courbe ou Ssur la
déformation & la contrainte maximale.Il est aussi suppogé que la
contrainte maximale atteinte par le béton confineé est la resistance

de cylindre fc".La contrainte maximale fc" sera donc supposée

conservative bien qu’'il existe des preuves expérimentales que le
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confinement par des cadres rectangulaires cret une augmentation de

la résistance. '

région BC:O.OOZ(;CS €50c

fc=fc” |: 1-2Z (&‘C—O. 002)]

7
0.5
Avec - £50u*cs0n 0" 092 @
I+0.291fc’ (9) i 0.9
“soU™ oo e £con=0-75p_(b"/S,) (10

|

fc‘est la résistance & la compression du béton mesuree s#r cylindre
standard en mpa.

P est le rapport du volume des armatures transversal?s sur le
volume du béton couvert mesuré hors cadre .

Le paramétre Z définie la forme de la supposce linéaife branche
descendante du diagramme contrainte deéformation pour le béton en
compression.La forme de la branche descendante est définie par la
deformation lorsque la contrainte est tombée de 0.5fc’ ,résultats
obtenus a partir de preuves expétimentales.L ‘équation 9 pour 50U
prend en compte les effets de la résistance du béton sur la forme
de la branche descendante,les bétons de haute résistance étant plus
fragiles que les bétons de basse résistance.l "équation 10 pour €s0h
donne la ductilité additionnelle due aux cadres rectangulaires et a
été obtenue A partir de résultats expérimentaux Une réalisée par
SOLIMAN et YU a donnée des résultats incluant 1l’eefet du gradiant
de déformation A travers la section mais puisqu’aucun effet n‘a éeteé
remarqué,il n’apparait pas dans 1 'éguation.En analysant les
résultats de trois recherches différentes on a pu suppngé que le
béton de couverture s’'est arraché pendant que la contrainte est
tombé de 0.5 fois la contrainte maximale.lLe beton conﬂiné a eéete

supposé etre au centre des cotés du cadre.
|
|

. . =
région CD.sc_ €050c

fc=0.2fc’ an
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Cette équation prend en compte 1°abilité du béton a reprendre
quelques con aintes & de trés grandes deformations.
lLa figure 7 wmontre l’influence des cadres d’acier rectangulaires

sur la courbe contrainte déformation donnée par les eéequations

précédentes. ‘
fea Figure 7:
4 0
2000 . ‘ i
o/ o5/ ©0:5/ L:{- ‘
0 0.004 0.008 0.012 0101; ‘e

11 v a clairement une amélioration dans le comportement de la
branche descendante pour de petites quantiteés de cadres
rectangulaires,mais 1 ‘amélioration devient pragressivement moins

signifiante lorsqu’on ajoute de plus en plus de cadres.

Le modéle de comportement adopté par KENT et PARK | peut gtre
caonsidéré uniquement comme une approximation,mais ili est admis
qu’il donne des résultats raisonnables.lLe modele de KENT et PARK ne
tient cependant pas compte de 1‘augmentation de résistance due au
confinement.Car,en réalité les cadres rectangulaires produlsent une
augmentation de la résistance,celle-gi étant malgre tout moins
signifiante que 1l augmentation de ductilite.

Le modéle de comportement que nous adopterons dans notre etude
tiendra compte de ce phénoméne,une forme modifiée du modele de KENT
et PARK sera utilisé.Elle améliore le modéle original de KENT et
PARK en tenant compte de 1'augmentation due au confinement.La
figure (8 montre le modéle contrainte—-déformation modifié de KENT
et PARK .La contrainte maximale atteinte est supposée gtre de

Kfc'pour une déformation de so=0.092K dans laquelle:

K= 1 +(p5 fyh)/fc" (12)

L’équation 8 suppose que les cadres rectangulaires causent une

augmentation de la résistance du beton de psfyh comme il a été
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ochserveé dans des tests récents &4 1'université de Canterbury.lLa
déformation du béton correspondant &4 la contrainte maximale est
prise comme étant 0.002K dans quoi 0.002 est la valeur supposee de
la déformation en contrainte maximale pour le bétnn non
confiné.Cette supposée valeur pour la déformation a 1la Luntrainte
maximale permet & la parabole définie dans la région AB de la
figure 13 d avoir la mgme pente & 1l'origine que celle du beton non
confiné,sans pr;ter attention a4 la quantité d’'acier de confinement.
Cette suposition résulte en fait de la valeur de la déeformation en
contrainte max gqui n‘est pas aussi élevée que celle e| realite
abservée dans les tests.Alnsi la courbe contrainte-déformation

modifiée de KENT et PARK peut etre définie comme suit en reference

a la figure .

contraintes .
figure :

el \

»

déformations

£ &
e ilax
région AB: £<0.002K
.3
fc= K fc'[ Zsc/(0.00Zk)—(sc/(0.002K)) ‘ ]
région BC: £>0.002K l

fc= K fc‘[ 1-2 (& ~0.002K)]
m C

Et : fc» 0.2Kfc’ , fc’ (Mpa)

0.5 i

3+0.29fc’ 3 he 1°-%°
v —p_| = ~ 0.002K

145fc " -100 4

Avec : I =

13



145

sn1d uoTqaESucTe eun 1sEshEe 4US BSJUBLASTSSJ S4NTY op SJatse say qaed
euqne ,J 8jue1s1sel asseq ep sJatoe say enb a1ied snid eqtoryserd
ap neveqeid un “juswaelsusb quo esueqsTSe2 8qheYy Op SJ8TdE ST
PUU/N 0T 2 ¥ eTeby jueije suwod esyad
jTuawe esousb qse JnaTeA S5 eqJunos e7 esp anbyqsere eareuTT STJEd
e ep aqued e7 Jed suuop %58 JBTDE,T Op 21 TDOT1SET9.p eTnpocu a7
‘auues TAJNS e.nidnJg e
snb &3 ¢ nbsni{ QuenuToTp Sa8juTEJIlUOD sSaf sT1enber suep at1qyred sun
JUaB TeUT] (18°' UOTHPWIOJOp ¥ D8A® 8I02Uus equsubne equTeljuod eT
eTT1eonbe 1 sSuep abessESTNOJD9 P BUCZ BUN‘* (2(1UTEIUOD op uoTaequaubne,p
sed no ned sear quequaubne suoTjTwIOJap sSeT1l8112TiseTd ep neeqed

un‘enbrqaseTe 32 sJiTFBUT] BTETITUT 813sed aun JueqTUYXe S8qinod sSa7]

sintjewae . p Jetoe,1 Inod

SUC T1PW IO J@P-5S81juUTEIjuoD sanbi1dLq sequinon g 8inbridg

f\ SUO TR IO I8

o2'0 _81'o 2T°0 80°0 Y00 0

o2

/
,L_-/;/

pd

00T

o 0271

C NW/ND Ss2juteaquad
2 .

"UOTADR I} SUN ¢ SaSTWNOS JaTtde . p saldleq ap
J11ded ¢ ssnusqqo qUOS Sule UOCQSM 8P UCTAONJIGSUOD U8 SaasSTITIN J8T

~2e,p sadleq so1 Inod sSuoTyrPwio Jep-sajuiraquod senb1dfq seqanoo sen

SINITWID P 18170 ,7°2



petite avant la rupture que les aciers de basse résistance.

Généralement la courbe contraintes~défcrﬁ§tions de l'acier en
traction et compression sont supposé ;tfe identique.Das tests ont
montré que cette supposition est raisonable.

Pour les calculs de conception il est nécessaire d’idéaliser la
courbe contrainte-déformation.Généralement la courbe est idéalisée
par deux lignes droites(figure aden ignorant 1’augmentation de
contrainte due a l'écrouissage.C’est ce type d’idéalisation qui est
repris par les BAEL83.Si la déformation plastique qui se produit
pour une quasi constante contrainte aprés la limite elastique est
beaucoup plus grande que l'extension a la limite &élastique ,ce type
de courbe donnera de trés bons résultats.Cette simplification est
particuliérement adaptée pour 1l’acier ayant une basse limite
d*’élasticité.. Si l’écrouissage se prodult rapidement apres le
début de plasticité ,cette supposée courbe sous-estimera la
contrainte de l’acier pour de grandes déformations .Dans certains
cas il peut ;tre nécessaire d'évaluer la contrainte de 1l’acier pour
des déformations plus grandes que la plasticité ,pour évaluer plus
sarement la résistance des membres lorsqu’on atteint de grandes
déformations. Ceci est particuliérement vrai pour la conception
antisismique.

Une idéalisati on plus prégises de la cour be
contraintes—déformations est représentée en figure 10.b .Les
valeurs pour les contraintes et les déformations au commencement de
la plasticité,la déformation d’écrouissage et la résistance a la
traction sont nécessaires pour de une idéalisation .Ces points
peuvent ;Lra localisés A partir de courbes contraintes-déformations
cbtenues A partir de tests.

Ce modéle qui représente avec une quasi-exactitude le comportement
des armatures d'acier a &té proposé PARK et PAULAY .Sa courbe est
représentée en figurelO.a;il peut gtre décrit mathématiquement par

les équations suivantes:
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* pour E = £

] Yy
o =& E
] -] a2
* ur £E T & = €
po \'4 8 ah
o =0
a b 4
our £ & £
* P ah € s 2 “au

2
o = ay { [ Cm k‘ + 2>/C(60 k‘+2) ] + [ ktCBO-m3/2C30r+1) ] }

2
avec m = { [ ¢f s f > C30r + 1> ] - 80r - 1 } s C 15r%)

C’est ce modéle que l’on utilsera dans notre étude. On tiendra ainsi

compte de la plasticiteé et de l’écrouissage non—-linéaire de l’acier.

Figure 10:

Figure 10, a: Figure 10.b:

— - e

b —— — ———

-
L
[ 2
o
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CHAPITRE I1

PRESENTATION DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

1 - Introduction:

L’évolution actuelle de la technologie améne 1'ingénieur
A réaliser des projets de plus en plus complexes , couteux , et

sounmis A4 des contraintes de sécurité de plus en plus séveéres

Pour dominer ces projets,l’ingénieur a besoin de modéles qui
lui permettent de simuler le comportement de systémes physiques
complexaes . Il peut ainsi prévoir l’'influence de ses ' décisions au

moment de la conception du systéeme

les sciences de l’'ingenieur permettent de décrire le compor tem—

ent de systémes physiques grage a des équations aux dérivass
partielles .
La methode des élémentis finis est l’une des méthodes les plus

utilise¢s pour résoudre effectivement ces équations .

C’est une méthode trés génédrale qui s’'applique a la majorité
des problames rencontrés dans la pratique : problémes
stationnaires ou non stationnaires , linédaires cu non linédaires ,
définis dans un domaine géométrique quelconque a une , deux ou
trois dimensions .

La méthode des éléments finis consiste a utiliser une approxim—
ation simple des variables inconnues pour tfansfcrmer les équati-—
ons aus dérivées partielles en équations algébriques .

Elle fait appel aux trois domaines suivantx
-~ Sciences de l’ingénieur pour construire les dquations
aux dérivées partielles.
-~ Méthodes numériques pour construire et reésoudre les
équations algebriques .
- Programmation et informatique pour exscuter

efficacement les calculs sur ordinateur .



Dés 1960 la méthode des éléments finis subit un dével oppement
. rapide dans plusieurs directions a savoir

- La méthode est reformulée ,a partir de considérations éner-
~gitiques et variationnelles , sous 1la forme générale
de résidus pondéreés ‘

~ Une base mathématique de la méthode des éléments finis
finis est construite a partir d’analyse fonctionnelle ,

- De nombreux auteurs créent des éléments de haute
précision et des éléments isoparamétirques.

2 Le concept d’élément fint

La méthode des éléments finis permet d'étudier le compor tement
approché d'un systéme original en le reconstruisant 4 partir de
ses constituants . Dans beaucoup de cas , on pout batir un modéle
satisfaisant en utilisant un nombre finis de constituants bien
définis , de tels problemes sont appeldés discrets
Dans d’autres cas ,on continue la subdivision indéfiniment et seul
1’emploi de notion mathématique d’'infiniment petit permet de carac-
-tériser 1le problame .

Cela conduit A des équations différentielles ou A& des relations
équivalentes, ce qui signifie qu’'il ya un nombre infini d’éléments
De tels systémes sont appelés continus

Avec l'apparition d'ordinateurs , les problémes discrets peuvent
en général étres résolus facilement , et comme aucun ordinateur n’a
une puissance infini,les problémes continus »8@UX, n’ont de solution

exacte que par traitement mathématique .

Pour surmonter cette diffficulté 3 traiter les vrais problémes
continus , aussi bien que les ingénieurs que les mathématiciens ont
periodiquement proposé diverses méthodes de discrétisations , qui
heureusement sont telles que l1'on peut approcher la vraie solution
d’aussi prés que 1l’cn veut , A mesure que l’on augmente le nombre

de variables discrétes
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3-Différentes formulations de la méthode des éléments finis

Pour traiter un probléme par éléments finis , il existe en tout
trois formulations possibles ., a savoir :

— Formulation en deplacemant C(methode des deplacemsents).

- Formulation en centrainte

- Formulaticon mixte .

Pour la premiére formulation , l’ingénieur é&tablit d’abord les
raelations forces—déplacements pour chaque élément de la structure,
puis il assemble le tout selon une procédure bien définie , od l’on
écrit 1l’équilibre local en chaque noeud , ou point de connection
de la structure .

C’est 4 partir de telles équations que l'on peut trouver les
déplacements inconnus . Cette formulation suppose que le champ
de déplacement deja défini , satisfait la compatibilité des déplac-
~ements 4 l'interieur de l1’élément,ceci en choisissant une fonction
dépl acement permettant de définir l’état de déplacement d’une fagon

unique .

La deuxiéme formulation consiste & définir un champ de contrainte
de fagon A assurer l'équilibre de l’élément,puis poser les équations
de compatibilité des déplacements et les résoudre pour obtenir les
forces (solutions en contraintes).

Les formulations envizagdes antérieurement , sont des cas
particuliers de la formulation mixte , celle-ci a donné naissance

au concept d’'élément fini hybride .

Pour notre cas on a opté pour la premiére formulation ,car il est
plus facile d’approcher des déplacements que des contraintes . Les
dépl acements sont donc les inconnus de base ,on approchera'}ﬂféhaﬁb
le champ de déplacement réel , dans un élément , par des fonctions
d’interpolations ou fonctions de forme (géndralement polynomialesd,
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assurant la continuité des déplacements 3 l'interface de

l'élément et aux noeuds.On choisira donc une fonction permettant de
définir de maniére unique le champ des déplacements & 1’intérieur
de chaque élément fini en fonction des déplacements de ses noeuds .
Ces fonctions de déplacements définissent maintenant l’état des
déformations 4 l'intérieur d’un élément en fonction des déplacemen—
-ts de ces noeuds . Ces déplacements Jointes a4 d'éventuslles
déformations initales,et compte tenu des propriétés élastiques
du matériau définissent 1'état des contraintes en tout point

de l'élément et par conséquent sur ses frontiéres .

Il n’est pas toujours facile de faire en sorte que les fonctions
de déplacements choisies satisfassent aux conditions de continuité
des déplacements entre éléments adjacents bien qu’a l’intérieur de
l'élément ces conditions doivent étre satisfaites en raison de 1
‘unicité des déplacements qui découle de leur représentation par

une fonction.

Il faut noter également que la concentration des forces écqui -
valentes aux noeuds , fait que les conditions d’équilibre ne sont

4

satisfaites que glcobalement

Il se présentera des vioclations locales des conditions
d’équilibre A l'intérieur de chaque élément et A ses frontidres
Pour chaque systéme donné , le choix de telle ou de telle forme
d’élément et de telle ou de telle fonction de déplacement est laissé
a l’intuition et a4 1'habilité de l’ingénieur .

Nous verrons que la méthode proposée revient 'd minimiser l'énergie
potentielle totale du systéeme par rapport A4 un champ de déplacement
de forme donnée '

Si un tel champ est défini d’une manidére convenable , alors 1la
convergence vers la solution exacte est réaliser .On constate donc
une certaine équivalence avec la méthode variaticnnelle de -

” RAYLEIGH-RITZ " .

Un tel élargissement ., des bases sur lesquelles repose la méthode
des éléments finis , permet d'étendre son domaine d’application a
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d’autres problémes de milieux continus dés qu’il est possible de

les formuler de maniére variationnelle ,

4 Méthode des éléments finis considérde commse une mintmisation

de l'énergie potentielle totale

Le principe de minimisation de 1l"édnergie potentielle totale cons-
—titue un fondement variationnel de la formulation directe des

équations de rigidité des éléements .

on a T = u + o

avec n : L’énergie potentielle totale .
: L’énergie de déformation du systéeme .

w : L'énergie qE_EE£2£E§E£gg_des charges extérieures

Alnsi , parmi tous les déplacements de forme admissible qui wvérif-
-ient les conditions de compatibilité , ceux qui satisfont aux
conditions d'équilibre donnent &4 " m * une valeur statiocnnaire

c’est-a-dire qu’on a :
én = Su + Sw

Il faut noter que dans le domaine édlasticque " n “ n’est pas seul-
—ement stationnaire mais passe par un minimum qui correspond a

un équilibre stable , puisque :

n = Su + Ew

2
Done : &n =0

Démonstration :

Utilisant le principe des travaux virtuels .

on a H

6u=-[ 6 & .o dv Jé."aCx.y) Fu av
L' 4

A4

2,0



variation de l'énergie de déformation :

T
sw = s {o fo}
1 r 1 T T
U B —— I . odV - — . J a . NCx,y> . Fv av
2 2 *
v v

1
W E - — .E 4 a:. q.)
2

Les équationzs d’dquilibre seront satisfaites en chaque noeud y de

maniére globale si

T T
q-BIB. OdV—J.N(x,y).FVW

v v

Donc SCu + w2 = &y o= 0

{%} est donc stationnaire .

Sachant que n " est non seulement stationnaire mais aussi mini-
-“male dans le cas ol 1l'on travaille dans le domaine délastique , on
peut dire que le processus des @léments finis consiste A chercher
un tel minimum , pour un champ de déplacement bien défini

Ceci fait intervenir la notion de convergence vers la solution
exacte qui est celle qui réalise 1’déquilibre complet Cminimum de m
a condition que les déplacements tendent 4 la limite vers les
valeurs réelles .

- Et comme la solution exacte correspond &4 un minimum de “ 1 * , on
peut dire que toute solution approchée , obtenue par la méthode
des éléments finis,a partir de la formulation déplacement ,fournira

toujours une valeur approchée de n ; supérieure A la valeur exacte,

On parle alors de convergence par le haut

a1



Puisque la fonctionnelle " n * est minimale pour un certain nombre
de paramétres CUD des déplacements ,alors on peut traduire ce mini-

~-mum par les équations suivantes

'r am 7
s
on :
—_—= 4 . } =0
aqﬂ :
an
[ our |

& - Conditions de convergence

Précisons maintenant les conditions de caonvergences de la méthode
de  RITZ " quant au choix des fonctions de base , dans le cas de
1’approche déplacement ., les conditions nécessaires de convergence
de la méthode sont les suivantes :

- Compl étude
- L’admissibilite ¢ ou compatibilité D

B 1-complétude

Un élément fini est dit complet quant il permet la définition d’un
champ de déplacements complet au sens de RITZ , c’est-a-dire quant
l1*approximation de la soclution dans 1'él ément permet de représenter
32 1la limite n'importe qu’elle valeur des déformations Cou des cour-—
-bures dans le problémes de flexion ) quand on diminue la taille de
l1'élément .

Ce critére s’applique d’une part aux états de déformation nulle .,
c’ast’A dire aux modes rigides , et d’autre part aux états de dé-

-formation élastique.
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& .1.1 - représentation des modes rigides

Quand on prescrit aux déplacements nodaux des valeurs correspondant
4 un déplacement d'ensemble ,on doit trouver un état de déformation

nulle dans l'élément et donc des forces nodales nulles .

B .1.2 - représentation des états de déformation constantes

Quant on prescrit aux déplacements nodaux d’un élément des valeurs
crrespondantes A& un état de déformation constante , on doit effec—

-tivement trouver cet état de déformation 4 l’intérieur de 1'élément

5.2 — compatibilité

Un élément fini est dit compatible quant il permet la définition
d’un champ compatible au sens de " RITZ " , c’est-a-dire avec une
continuité C*C(déplacements continus , pour les problémes i compor-
—tements membranaires) .

Cl1 C déplacemants et leur dérivées premiéres continus , pour les
problémes de fléxion D

De par le principe méme de la méthode des éléments finis , cette
condition de continuité s'applique A 1l'intérieur des éléments et
aux interfaces dCinter-élémentd
La continuité des déplacements 4 1l’intérieur des éléments ne pose
pas de probléemes particuliers sauf pour des corps non homogénes
od des hypothéses doivent étre prises notament sur la parfaite

adhérence des constituants .

Il n’en est pas de moeme pour la compatibilité inter-élément
gui requiert une attention particuliere pour ie choix de 1'appro-
-ximation et des déplacement nodaux .Par ailleurs ,la compatibilité
inter—$éléments s'explique tres simplement par le caractére physique

des modéles de deéplacement .
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En effet en élasticité plane par exemple ,la viclation de ce crite-
re entrainerait des modeles de déplacement inadmissibles d’un point
de vue physique,a cause de l'apparition d’ouvertures entre éléments

au cours du chargement

Dans le cas des poutres en flexion , ce critere se traduit par la
la continuité du déplacement transverse "V" et de la pente “dV. dx"
le long des interfaces .lLe non respect de cette condition par
exemple par des discontinuités de pente correspond a des modéles de

dépl acements non satisfaisants d'un point de vue physique

Remarques

Les éléments finis de type déplacement convergent s’'ils satisfont
les conditions de complétude et de compatibilite présentées
précedemment De tels éldments sont appelés éléments conformes .

Pour des éléments conformes , la suite de solutions définie a
partir d’une suite de maillage C(chaque maillage est obtenu
par subdivision du maillage précadent) convergent vers la solution

de facon monoctone .

8 - Traitement des charges réparties

Dans la méthodes des eéléments on considére toujours que les
charges sont appliquées au%nooud.f

En pratique il existe plusieurs cas o0 les structures sont
sounises a des charges reéparties . Pour pouvoir appliquer dans ce
cas la methode des éléments finis . on doit remplacer ces charges
réparties par des charges ponctuelles appliquédes aux noeuds .

Pour cela il faut que ies travaux virtuels des charges

réeparties et des charges ponctuelles soient égaux .

Soit une charge q(x,y¥,z) répartie sur le volume ayant commne

composantes X , Y et 2 .
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le travail virtuel de la charge réapartie est :

w:rs CdU.X + dV.Y + dW. 2D dv
“v

. r (au "

H’cr= dv qCx,y,zd .dv
J | aw

v

»* T

Wcrn I {dfo.y,z)} {qu.y.z)} dv
v

o) - o] 4 o - 1)
{er.y.z)} = [qux.y.z)] [A]—‘.{é}
D*ou : W = I { [#x.y.z)] [A]_t.{dé} }f. {QCX.y.z)} dv

v

* T 17 T
Wcr= {d&} . [A ] J. [zp(x.y.z)] .{q(x.y.z)} dv
v
Le travail virtuel des forces ponctuelles équivalentes { fp a} est:

Yep = {dé}?'{ fP-'?}

En égalisant les deux travaux obtenus on aura :

{to.} = [T [peer-m] faoxro} av
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CHAPITRE 1XIT
THEORIE DES STRATIFIES

1- Deéfinttion

On entend par le terme stratification , la superposition de plus-
~ieurs couches elémentaires de matériaux composites , appelédées ,

plies

é—- Théorie élastigue du pli

On a l'habitude , pour les matériaux homogénes isotropes,de
déterminer le module d'élasticité : "E” ,le module de ciszsaillement:
* 6", et le coefficient de poisson " u " , afin de définir les
caractéristiques élastiques du matériaux .Il est aisé d obtenir ces
caractéristiques en réalisant des essais relativement simples sur
sur des &gprouvettes de matériaux lsotropes.

Soient quatre éprouvettes isotropesA,.B,C,D saumissas a un

essai de traction dans deux directions différentesCvoire fiéure).Las

quatre courbes contraintes-déformations sont confondues.

L -+ ] &

r T =7 T

N &
Essar de traction A, B, C,.D

L J

Ces 4 éprouvettes sont tirdes d'un matérlau isotrope.

Figure 1 - CAS ISOTROFPE -
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On suppose qu’une ligne perpendiculaire au Plan mocyen avant
déformation , demeure perpendiculaire 4 la surface moyenne ,

transformée du plan moyen dans la configuration fléchie .

o'x —_— —— — £x
c11 ¢z c1a
ay = Czz cz2a * €y
rxy Sym - rxy
couche k ) caa . k
b B
T
|
I I A :
h, - | .
arl- L4
: ! "
1 < '
\ |

z 3

Bl : Pian moyen

APRES DEFORMATION

AVANT DEFORMATION

On rappelle que le Plan moyen est par définition le plan qui
séparre en deux nombreas égaux les plis situés de part et d’autre

de ce plan et a pour cite * 2 =0 + par convention

Le champ de déplacement est représaenté par UO,V0, les dépla-—

cements dans le plan moyen et WO,le déplacement dans la direction Z

Ecrivons les équations du champ de déplacement pour un polint
quelconque du statifié& , apres déformation .

?

U
Uu=u - u et sinCad a = —
Avec : U= 20 x a 20
ow
o
tglad a =
ax
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En procédant de la méme maniére sur une poutre en matériau compos-
-ite ., on réalise d’une part , que les courbes des éprouvettes A et
B sont confondues , ce qui nous permet de considérer le matériay
comme homogéne , et d’autres part , la non concordance des courbes
relatives aux éprouvettes C et D avec les éprouvettes A et B , bien
qu’elles soient confondues entres elles ,nous suggeére de considérer
le matériau comme anisotrope .Ainsi le matériau composite est dit :

Elastique Homogéne Anisotrope

s
T
1
//\

l + »
A B c D Essal de c,o *

traction P Bl

Coupe d'un matériau composite ’

Figure 2 - CAS ANISOTROPE -

3 ~-Théorie élastigue du stratifié

On appelle stratifié ce qui résulte de la sSuperposition de plusi-

—eurs couches unidirectionnelles Cou plis)

3.1 —-Hypothéses

~ Empilement de couches orthotropes .
— Couches parfaitement “soudées” 1'une Par rapport a 1l'autre

ni glissement , ni séparation

3.2 —Relations contraintes-déformations:

9.8 2



Et soit la figure

Bl* o ’ /B' X
O 4/ >
WO
A
Zo ax i
WO
c
D

Et ainsi le champ de déplacement en tout point de cote * Z
dans le statifié s’écrit

g

U = Uo - 2. Wordx

V = Vo _ 2. oworay 1

W = WO

On déduit de C1),les déformations non nulles correspondantes,

ceci pour les petites déformations C(linéaires)

~ U WO U0 a*wo
& = — = — CU-Z.—> = — -2z —
Ix o & ax Ix
& o awo Mo awo
£y = — = — CVO-Z.— > = — - 2. —
3y ay ay ay oy
4 N 2O  avo a*wo
YRY B — + — = e+ — - 2. 2.
ay ax ay ax ' Ixdy




Les relations déformations-déplacements ci-dessus peuvent étre
écrites en fonction des déformations du plan moyen C&°x ,&°y ,T°xyd

ot des courbures du plan moyen Ckx .ky,kxy) .On a :

B duo B *wo
c* = s Et - X = - =
* Ox x © Ox
o *wo
=" B a— K = - 2
¥ oy b4 Sy
. i allo . MNo OzWo
¥ xy Y P K = -2
*y ax dy
- — — - -
D’oux : r& &° K
* x *
& = £* +. 2. K
b 4 b 4 b 4
ny Y'xy VXY
— -JCO‘UCh.G-CK) — - L -

Enfin la relation contraintes—-déformations s'écrit

— — -— h
- - - — - -
- e z z T.. Tk
x 114 12 10 . o n®
o = c c ) c° + 2| K
¥ z2 20 ) v
Ty SYM C""_J 7y K,
L dx | X | ~ i L _ )

d-LEquations fondamentales d'un stratifié

4.1- Efforts normmuox.
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- Effort résultant dans la direction "“x" : Nx = I o dz

- Effort résultant dans la direction "y" : N = I o dz

- Effort résultant dans la direction "x,y" : ny= I axy dz

4.2- Moments fléchissants

- Moment fléchissant d’axe “y" , dd aux contraintes S ¢
hoz |
M = Ia.z dz
x ¢
~-hs2

- Moment fléchissant d’axe “x" , dd aux contraintes sy :

hr2

M ‘[ o .x dz
y y
~ho2

— Momsnt de torsion dans le plan (x,yD , du a txy :

Etant donné pour chaque pli d’épaisseur Chk—hk_ib'.on a les méme

contraintes ,et d’autant plus que les contraintes sont discontinue

le long de l'axe =z.
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L .
T k=1 I R —; 4
IE—4
p ” St [ >—>
k=2 h h : I
1 o H —
h . | ———
» [ » H
. Y . —
. h i -
n > .
k=n I >
_—a P 1 '!
|
on a
N hr2 o k=n hk o
o x b »
N = b o dz = J- o dz
Y b 4 h b4
N -hs2 T k-1 T
xy xy k=1 Xy 1%
Et — _—
. h h
Nx k=1 - k . k
ey - . - + : -
N, =§b.[c:| e Idz K, L 2z dz|C2)
y. 3 r* h K k-1
k_ .
ny X=n xy 1 xy
| —

Remargues :

(=}

i- &, [E:l » Dépendent du numéro du pli uniquement , non de

k ,
de la cote &

a2~ [s"] et [K] . sont des caractéristiques du stratifié,donc
indépendantes

D'oQ , l'équation finale des efforts résultants

— — ~ -
N &£* Kx
x o
K
N = A £"* 8
17 | {} i >t 17
K
N [ ]
Xy rxy L xy-J
bt i b —
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En procédant de la méme maniére les moments s'écrivent

M hrz o k=n hk o
x x b X
M = b, I o .2 d=z = E 'J o .2 d=a 3
Y b 4 h b4
-hr2 T k- 1 T
Xy Xy k=1 Xy K
Ainsi 1’équation finale des moments devient :
pr— —| pra— —— [ ]
M £° Kx
A x
M = {:B e* + D 4 Ky }
{7y R ¢
o K
ny Yy xy
| | L | _ -
k=n

Avec:

k-1 4

On peut écrire les efforts et les moments résultants sous une forme

condensée,enfin nous avons 1'équation fondamentale d’un stratifié:
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Avec

T T EYEMAD
En substituant dans 1’équation de {s} ;
[+}- [E--} FE -}"‘{c--}"} DIn

N

3 B FYET ET
S

SEYET [} B
SO NEERE DIt
S0
RURDIDED

o

2]
~

S Myt M

34



CHAPITRE IV

PRESENTATION DE L’ELEMENT POUTRE

1- Définition

Une poutre est wun solide élastique dont l’une des dimensions
est importante par rapport aux deux autres et qui comporte un axe

de symétrie appellé axe neutre .

2= Hyopothase de la theorie des poutres

La théorie des poutres repose sur deux théories , les plus
importantes dans l’analise lindaire des structures

- La théorie de BERNOUILLI : théorie lindaire des poutres ﬁans
cisaillement transverse.

- La théorie de TIMOSHENKO : théorie lindaire des .pout.res avec
cisaillement transverse .

Dans l'étude des poutres minces a petites fléches , l’effet
du ciszaillement peut étre négligé , c@ qui nous permet d’'opter
pour la théorie de BERNOUILLI définie par les hypothéses suivantes:

-les contraintes ay et o, sont néglieables pae rapport a la
composante normale o, -

-l1'axe neutre ne subit aucune contraction ni extension lors de
la flexion de la poutre .

-Lex points situés sur une normale a la l’axe neutre avant
déformation restent sur cette normale aprés déformation Ceffet du

cisaillement tranzverse négligeabled .

3- Domaine de validité des hypothéses de la théorie des poutres

on a : 17218 £ h £ 110

1 at 0.3.h =b = 0.7.h
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at rh > 8
c

Le rayon de courbure re de la fibre moyenne de la poutre doit étre
relativement grand par rapport a la dimension transversale h de la

poutre.

4—- Eléments finis pour la flexion des poutres

Nous avons développé dans le chapitre précédent une
description générale de la méthode des éléments finis .
Dans ce préesent chapitre nous allons appliquer la méthode aux

problémes de flexion des poutres .

On présentera trés briévement les étapes de base utilisdes
pour le calcul de la rigidité d'un élément fini et pPlus
pParticuliagrement pour 1’élément poutre . '

Etape 1 : ~ Identification du type de probléeme .
= Cheoisir un systeme de coordonnées convenable .

— Numérotation des noeuds .

Soient { F'} le vecteur contenant les forces nodales appliquées

{ 6.} le vacteur des déplacements nodaux.

Entre ces deux vecteurs on a la relation:

CREIC

Etape 2 : - Choisir une fonction de déplacement (d'interpolationd .
convenable telle que:

{ m.w} - | sexnys { - } .
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Etape 3 :- Obtenir l’'état de déplacement en chaque point en fonction

des déplacements nodaux &°
-1

{6Cx.y)} = | fCx,yD A { 6'}

t— On relie maintenant les déformations £(x,y) , de 1’élé-

18

Etape
‘ ment , aux déplacements &(x,y) et donc aussi aux dépla-

ments nodaux.

~-
{ sCx.y)} Différentielle de &Cx.y>

{ scx.w} is { 3'}.

Etape § := Les contraintes internes a 1'élément &Cx,y) , sont

maintenant relidées aux déformations sCx,yd

—

{{oexwn} - io_ { cex)
(on} (11

Etaped: ~-Rempl acer { a(x,y)} par des forces nodales équivalentes,

en applicant le principe des travaux virtuels:

{r'} . reliant ainsi {;} a {6'} :

T

{r‘}= sl |o|]|s dv{é-}.

v
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En comparaison avec l’équation de l’étape 1 , on voit que

F 4 = B . D B dv

v

4.1- Comportement membranaire

Ce probléame est la traction ou la compression de barres H
chaque noeud posséde un degré de libérté , soit un déplacement
nodal u; o et donc une force nodale P, - '

e T

amsmly x
o, 4.

On a finalement , & la 7°™ gtape :

EA

X =

4.2- Comportement flextionnel

Ce probléme est la flexion des poutres , chague noeud posséde deux
degreées de libertée C v , & 2 .
De la méme fagon , a la 7éma étape nous aurons la matrice de

rigidité d’une poutre en flexion

12 61 -12 . 61 |
EI &1 a1? -81 21%
K =
1? -12 -61 12 -651
61 21% -61 41*
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Vu que l’axe neutre n’est pas toujours au centre géométrique
de la section transversale » donc sa position doit étre
définie par rappo.ri a un axe fixe Caxe de référaence) . Cependant
la symétrie des couches de part et d’autre de l’axe neutre n’est
plus vérifige , et un terme non diagonal apparait , dit terme de

coupl age.

5 Formation de la matrice de rigidite d'un element poutre

avec introduction d'un terme de couplage .

v

8.1 Relations sollicitations—-deformal ions dans une section

transversale d’'une poutre mutlticouche

On suppose la conservation des sections planes et l’abscence

de glissement entre béton et acier . Les déformations d’'une section

transversale sont définies par deux parambtires

& .

~ La déformation au niveau du centre géométrique r

- la courbure “¢}“ .

Sous des sollicitations CN , M), ces paramétres auront des valeurs

bien définies soit : €. at ¢r .

Ai'

[t——

T - 3.,
L1 T ooy
Mo T EF:T_J " Axe neutre

—— e s " — - — . o —

Dans chaque fibre d'aire “Al“ , située i 1'ordonnce y, par rapport
A 1'axe de référence , subit une déformation £, telque :
du dzv
£, = -y.
i dx dx”
_ du du
Avec : Déformation du plan moyen , ====> £, = —
dx dx
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dzv dzv

-y. La courbure , mamm) ¢r = ~y, =
dxz ‘ dx
Do :la formation de contraintes "ai “ . Le module é&lastique est
defini par _
Ei oi./‘i
L'équilibre de la section élastique non homogeéne est exprimé par la
relation :
N Ky Kz “r “r
= = k
M Ka KS ¢r~ ¢r
Avec
n
K, = ZAi.Ei = EA
=1
n
K, = EAL.Ei.yi = EM
i=1
n
= e .
Ky =) A E.y; =EI
i=1
DEMOSTRATION:
n
a2 Démontrons gue : Nx = Ex.cr + EH.¢r et EA= 2 A1'E1
M = EM.c_+ RI.¢ 1=
r r n
| du El= EAL.Ei.yi
Sachant qgue : €. = — i=
dx de n
v _ 2
P = -y E”'E A-EBpyy
r F=4
dx i=1
du duo d'?v
£ = —— e b y
x e dx ax®
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h-d h-d
Nx = b. o dy at Mx = b, o'x.Y dy
-d -d
T I T T T T ITTITTITIIIITITIT] --::_ | |1 —
1 _ Y
I’ i h=d| h hk—1I k s
Couche "K” -
dl fixe
b
1- Sous “N* —
h-d n Pk n Dk
Nx =b'J ax.Ydy=E Jb.ax dy _2 Jb.Ekc dy
~d k =1 k=1
1 h, -1
h
n by n ) hy 2
d v y dy
N_ =b2;x EKIdy -b.ZEk . Idy -
dx
k=1 k=1 N -1
h, -1 B h, -1 K
n n
1 2.2
N_ = 2 b.E .e Ch ~h _ > =+ 2-;_ b.E,.¢ Cho-hZ_ >
k= k=1
n n
Nx=€r zEk'Ak + ¢r zEk'Ak'yk
k= k=1
====> | N_ = & .EA + ¢_.EM ot EA= 3“1‘51
i=1

4-0




2- Sous “M"
h-d n Dk
Mx=bIa Ydy=2]b.ox.ydy=EIbE . Y dy
k=1
“d
h, -1
Et
B h
n hk e K
d v yady
M_ = b.ZEk e, Iydy - .
dx
k=1 N
5 h, -1 K
1 2 2 _ @ 1 3,3
M =__a zb.Ek.srChk-hk 1)+z — b.E,.¢ Cho-h® O
k=1 k=1
n n 1
M, =E E -6 ALY, + @& Z? -B.E, . Ch +h, _ +h .h _ Ch ~h O
k=1 k=1
n
=y E y+¢2—£ ch ZenZ_s2.n _ no-h .h_>
My k'rA}:k kA Py ¥@: My g By-hy.by
k=1 k=1
n
“x = E 'sr'Ak'yk
k=1
Chy+hy 42 >

nos
?r E?Aksk
k=%

r

Or on néglige le moment d’inertie d’'une

noa
-y — EeA- by by
k=1

=

couche par rapport a 1l'axe

qui passe par son centre de symétrie , on aura
G’ . G b.Chk— 1)3
—_ - I/ = = 0
Tyk Thk_’l. k Axe GG* i2
fixe
Car hlc ~ hk Ly XY
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D’ou :

n
EI=zAi.Ei.yi
M_ = EM + ¢ .EI et 1=1

>x r r

o 2
EM= 5 Ai'Ei'yi
i=1
B.2 Formulation de la matrice de rigidité avec terme de cquplage: -

Les étapes de calcul présentées au chapitre III , restent valident,
sauf que pour ce geure de probléme , le comportement , membranaire

et flexionnel ne sont plus découpl és

w7
ETAPE 1 "
v
{Fe} - [ke] {5e} { e} L
*1°t =
u
2
17 v
{écx.y)}= FCx. v .{a}= v 2
& &
h— z—
V=a +oa.x +a xa + o x3 1
1 2 3 4 Ts
du Ma
& =e— = o, + 2.a0..% + 3. a xa — Fe =
2 3 -9 N
dX 2
T2
U = GB + ae.x
M
- |z
l_a‘
Sailt )
O O ©o o 1 X 2,
ot
{Mx.y)}= 1 x x¢ x® o o 3
2 (s}
0O 1 2X 3x° o0 o a‘
-
ETAPE 11: | %s)

Relier les dépl acements genéraux de 1’ é&l ément. a ses

{<}-[~11(}

déplacements nodaux :
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et donc:

[_u: e 0 0 0 1 o7 9
v 1 0 (8] (8] o o]
& - 0 1 (8] o o o
Y2 o} o o o 1 L
Y2 1 L 2 1® o o
| % o L a2 3% o o] [ %]
a& = v, 3 1
- o a3 = —L‘—éc_Vl"'Va) - -:C&B +8a)
%2 1
o 2 1
= u1 a4 = -—éc—v2+vi) - ——2C81+Oa)
L L
o = 2 _ 4
& L L
ETAFE 111:
Relation entre déplacements et déformations
{Mx.y)'} = [B:I {69}
du./dx
%
{ ECx, yo } = 2 =
d-v -2 -6.a,.x
_ 5 - Oy e,
dx
Finalement
[ 1 1
- (0] e} —_ O
L L
{‘5("’3’) }= & 12x 4 e -6 12X 2 X
0 - - —_——— — o+ -
La L3 L La l..a L3 L L.2
L—
ETAPE 1V :

Relation entre déplacements et contraintes

{a(x.y) } = I:D:I {s(x.y) } = [D:l [B] {6"}
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%
|

Aveac

(] - |
(<} |

Aussi nous avons : k

L¢]

a

I I
11, o

c

d

0

8 12X & 12X
az — - — = —— +
L2 L3 L2 L3
48X 2 ex
b= — ds — -
L LB L LB

Aprés avoir effectué le produit des matrices "B'" avec “D*

“B"™ , et aprés intégration entre [0 L] , on déduit enfin la matrice
de rigidité d’'une poutre multicouche
EA EM —EA EM -
——— O " am— — o] —
L \ L L L
12EI 6EI 12E1 6EI
T ——— O -
L L L3 La
\
4EI EM _ BEI Z2EI
L L La L
[x]- \
EA EM
— O - —
L \ L
12E1 6EIX
SYMETRI QUE - —
L \ L
4AEI
— L -~
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TRANSFORMATION DE LA MATRICE DE RIGIDITE

La matrice de rigidité cbtenue a &été déterminée en fonctian
des coordonnégs locales de l1'élément . Pour une structure donnée ,
on doit déterminer la matrice de rigidité en fonction des
coordonnées globales (systéme de coordonnées pour toute la
structurg 2

D’ou la nécessité de transformer la matrice de rigidité "K" du
systéme de coordonnées locales au systéme de coordonnées globales.

Scit l’élément "ij"” incliné d’un angle y par rapport a 1l’axe

“X" Caxe globald , ayant comme systéme de coordonnées locales
Cx*,¥*2
XI
Y
Y.
4
! X
Soit A = cosC®
H# = sinddd
Soit Mt » la matrice de transformation définie telque
RN - o o 0 0]
A O O O O
(o] o] 1 0 o] o]
Mt =
o) o o) by - o
0] o 0 H A o)
| © [8) 8] 0 O 1|

La matrice "K™ dans un repére global vaut

(<] [ [I [




Les éléments de la matrice “"K" , dans le repere global valents

2 EA 12 EI
kC1,1> = A", + u. =
L L
EA 12.EI
KCi,2) = xu. - A
L L
EM e.EI
KC1,3) = -A. - u. <
L L.
KC1,4) = ~K(C1,1)
EM o.EX
KC1,8) = A. -~ pi. =
L L
2 EA 12. EXI
Kcz,2> = u2. + A2 -
L L
EM a.E1
KC2,3) =—u. + A. =
L L
KC2,4D> =-K(1,2D
KCa, 8 = -K{2,2)
EM a. EI
Kcz,80 = u. + A.
L L2
4. EI
KC3,3) =
L
KC3,40 = ~KC1,3)
KC3,8) = -KC2,3)

KC3,8) = KC3,3>2

z EA 2 12. EI1
KC4,4> = N7,
L L

KC4,8) = K(C1 =b)

K(4,8) = -K(1,8>
K(8.,5 = K(2,2

K(9,8) = KC1,3) Et : K(6,8) = K(3,3
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CHAFPITRE V

METHODES D® ANALYSE NON-LINEAIRE

1 Introduction:

Dans tous les problemes classiques en aléments finis les équations

différentielles gouvernant 1'évolution du systéme sont
linéaires.Dans la mécanique du solide é¢lastique,ceci résultait de:

-une forme lindaire pour los relations déformations
déplcemants

-une forme linéaire pour les relations contraintes déformations
Il existe cependant beaucoup de problémes: pratiques pour lesquels
il n’est pas possible de conserver une telle linéarit.é.l
En mécanique des structures,un probléme est non-linédaire si la
matrice de rigiditée ou le- wvecleur char gement dépend  des -

dépl acements.La non-linéarité dans les structures peut etre classde

COmme:

-non-linéarité matérielle,associde avec des changements dans les
propriétés du matériau;les paramétres physiques supposdés indépen-—
—dant des dépl acements Un dans un modéle linéaire,tels que le
module de YOUNG deviennent des fonctions de Un.C'est. par exsmple le
cas dans la plasticite.

—-non-linéarité géomsirique,associée au changement de configuration -

comme dans le cas de large déflection des poutres minces él astiques
ol des termes non lineaires par rappert aux inconnues du probléne
apparaissent dans les équations aux dérives partielles.méne lorzque
les propriétés physiques sont indépendantes de Un.On a alors:

du 1 _b6v
“x T Fx T T E

Caes classes de problémes peuvent,dans la plupart des cas ;t.re
traités sans pour cela que 1l'on soit conduit a en reprendre
completement la formulation.La méthode des éléments finis conduit a
une formulation discrétisée des problemes non-lindaires. Résoudre le

systéme non-linéaire sui vant:
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a savolir que :

(1 [0 ] v oo} - [ ] -0
C'est chercher un vecteur {F} qgi rende le rédidu_ {#Cu)} ausst

proche que possible de zéro . La solution exact rend {%Cu)} nul

Ainsl , la recherche de la solution {u} se fait de maniére

itérative

Di vergence:
-changer l’algorithme

-changer la solution

initiale
ESTIMATION ALGORI THME
INITIALE
. SOLUTION | —
{ Ua} AMEL I OREE

v

Solupion {P}

43



Il est cependant important de mentionner un point
capitale:alors que dans les problémes linéaires la solution &tait
toujours unique,il n'en est plus de m;me dans la ' plupart des
problémes non-linéaires. Ainsi si l'on obtient une solution ce n’est
pas nécessairement la bonne.Un analyste doit comprendre avant tout
le prebléme physique et se mettre au courant des diverses
stratégies de ré¢solution.Une stratégie unique ne donnera pas
toujours de bons résultats et peut ;tre inefficace pour certains
problémes. Plusieurs tentatives sont quelquefois nécessaires pour
obtenir des résultats =xzatisfaisant.Il sera de cette maniére-
impératif de faire appel au raisonnement physique pour trouver la
solution d'un probléme particulier.

La majorité des algorithmes conduisent a résoudre un systéme
d’équations linéairezs A chaque itération . Le choix - d’un
algorithme de résolution doit tenir compte de plusieurs facteurs .

- Le type de non-lindariteé :
- localisde ou non localjisde .
- prépondérante ou non prépondérante .
= L’existence de une ou plusieurs solutions .
- La disponibilité d’une méthode de construction d’une solution
approchéde
- La précision et la rapidité de convergence désirée
= Le risque de divergence
En pratique in n'existe pas de méthode générale valable pour
tous les cas ; la stratégie de résclution doit s’adapter par
expérience i une classe de problémes donnés , en faisant appel i

une des 3 méthodes suivantes:
- Méthode iLtérative

= Méthode incrémentale
- Méthode mixte:itédérative et incrémentale .
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ae-Méthodes titératives:

Le chargement est appliqué en un seul incrément avec une matrice
initiale et on calcule les déplacements;les contraintes sont
calculées selon les loies constitutives et on déduit les forces
nodales internes équivalentes qui n’équilibrent par forcément les
forces eaextérieuwres.lLes forces résiduelles sont appliquées a leur
tour et on déduit de nouveaux déplacements qu’'on doit cumuler aux
précédents. Cas déplacements cumulés donnent de nouvelles contraint-
es ot de nouvelles forces résiduclles. Le procédé est répété jusqu’
a élimination des forces résiduelles & une certaine tolérance. Plu-
-sieurs techniques itératives de calcul de la matrice rigidité et
des forces résiduelles existent:

-méthode de substitution
-méthode de Newton-Raphson modifié
-méthode de Newton-Raphson

(s de b Héthode de substitution:

Cet.te méthode consiste A construire une suite de salutions

{uo} . {u‘} . {ua} C e e e e {ui} étant calculé i partir
a {u.)-

Le vécteur { ui_‘} étant connu ., nous pouvons construire les

matrices élémentaires kCut_‘i] puis les assembler pour obtenir
[%Cu_ i] '
i-1

On détermine alors le résidu {#Cui_‘)} .

{Rl } = {RCu_L-‘)} - {F} -E:Cut_‘)] {ui__‘}
Et on résout ensuite le systéme en { Aui }

ool {2 = (=)
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On déduit alors

{w )= (o} {0}

On détermine ensuite de méme { ui_‘} A partir de { u, } Jusqu'a
obtenir la solution la plus proche de la solution exacte , qui doit

verifier un test de convergence .

ALGORITHME DE SUBSTITUTION
calculer une solution approchée { Uo} éventuellement nulle
construire { F } par assemblage des vecteurs élémentaires { T }

i=1t., 2. . . . C peour chaque itératio.?

Pour chaque élément:

Extraire les valeurs { ui—l} de { Ui—l}

Calculer E:Cu,‘_‘)]

Calculer le résidu élémentaire { r } ={ f } —[k :l{ Ui—l}

Assembler' comme dans un probléme lindaire

[+] e [e]
(r} wne ()

Résoudre comme dans un probleme llnéaire[ic:l {Aui } = { Ri }

Construire la nouvelle estimation de la soclution

{u} - {ua) o {e)
Caleuler 1a norme |[|P}] ae {m1 }

Test de convergence utilisant “n” :
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Cet algorithme nécéssite d’assembler et décomposer [:K] A chaque

itédration ce qui est trés couteux .

Dans le cas de non-linéarité faible on emploie alors souvent
un algorithme simplifié appeléd : * algorithme de NEWTON-RAPHSON
modifiée * .

Le principe est de decomposor[l(] en une somme d’une mat.rico[l(l]

constante et d’une matrice [K :] fonction de U .
nl

On a alors :

(] Drwese 1] {0 ) (=)
en nastigesnt [k, ] nous obtencns -
] (o}~ (%)
(4} (4} ()

~

La matrice E(l] peul etre décomposée une seule fois , dans chaque

itération 11 suffit de calculer {Ri }puis d'éval uer {Aui } a
partir de E(l:l déja décomposée . l’algorithme correspondant est le

sui vant

ALGORITHME DE NEWION-RAPHSON MODIFIlE

Calculer une solution approchéde {uo}. 4éventuellement nuille et
construire {F } par assemblage des vecteurs délémentaires { f} -

Construire EC :I par assemblage des matrices élémentaires linéaires
1

] oo ]
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i=1,2. . . . C pour chaque itération .)>
pour chague élément

Extrére les valeurs u de u .
i=-1 1-1
Calcul er E:Cu_t_‘):l

Calculer le résidu { RL} par assemblage des résudus

élémentaires
{r }={f} —[kCu)] {u }
Ly 1~
Résoudre [Kl:I {Aui } = {R.i. } A partir de [Kl:l décomposée

Calculer {U.l } = {U.t-:} + {AUi } C on supposant w =1 )

Calculer H m ”

Test de convergence en utilisant II n ”

METHODE DE NEWTON-RAPHSON
Pour les problémes fortement non linéaires ., 1la methode de
NEWTON-RAPHSON est le plus souvent utilisée car elle converge plus
rapidement
Principe de la méthode :
Supposons qu’a 1l’itération ¢ i-1 D nous ayons obtenu une

approximation U_‘._1 de la soclution telle que le résidu ne soit pas
nul '

{RCUt_‘)} - {F‘} —E:cut_‘n:l {Ui_l}_ = 0

A l'itération "i" nous cherchons une approximation U.t de la solu-

tion telque :
{RCUi)} - {R(Ui_l+AU1)} ~ 0
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Lralgorithme est obtenu en developpant ce résidu en série de TAYLOR

au volsinage de Ui-i

{Rcui_‘mu;)} - {rup) - [:_}ULA% oo =

ol
D’ou en négliguant les termes d'ordre supérieur a 1 .

(& ] (o} - o)

=Ui
Et

oo} { o} - o)
(4} (ud e (=)

L’expression de la matrice tangente {ktCUi_‘)} ='obtient en dérivant
en dérivant ]l'expression du résidu :

(e« ) o] ()
e e - [ ] - - [ 5 JBes] o[ 57 ()]

Dans le cas oQ F est indépendant de U

e [a2 ()]

Ou encore , si CK) et (k, O sont les composantes des matrices

<10

a Kil

)

(K | =<K+ 2
1
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-1a technique de prédiction utilisée au début de chaque
accroissement de sollicitation.

-le coefficient de sur-relaxation
ALGORI THME GENERALE DE RESOLUTION DE PROBLENES NON-LINEAIRES

choix de w, AN\, METH
A=0

Pas de sollicitations j :A = A + &A

Prédiction: { e } = { U } ou extrapolation de {P_ }={P, }
J -1 j—1 j~2

1=0
itération: i=1+1
éléments

L-1
calcul et assemblage du résidu { RCA.FO.U J }

+—4
calcul et assemblage de [ KGCU )] selon la valeur de METH

L-1
L — décomposition de [ KGCU )]

cersnion s [, ] {0} - )
coreerion e {0} < {67} o )

calcul des normes relatives II n || de { AU } ou de { R }

impression éventuelle de l'itératio
stratégie: choix de METH, w. &N,

- Test de convergence

L Impressin éventuelle du niveau j de sollicitation
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U u Uu u U U u U
o 1 2 3 axact o 1 2 exact
METHODE DE NEWTON RAPHSON METHODE DE NEWTON-RAFPHSON
MODIFIEE
4;
u u Uy uu
o 1 2 a exact

METHODE DE SUBSTITUTION

REPRESENTATION GRAPHIQUE DES ALGORITHMES DANS LE CAS D'UNE VARIABLE



METHODE QUASI~NEWION

Dans la figure gi-desous , les déplacements U‘at Uz sont calculés
par deux itérations succeessives de la méthode de NEWION-RAPHSON
Puis une secante i la courbe est etablie A travers les points 1 et
€ ,» qui constitue une étape du processus . L'étape suivante est
établiele long des points 2 et 3 . Avec plus d'itérations ,

amenant la convergence du systéme , la matrice secante approche la
matrice tangente exacte au point "A" . Les itérations dans des
directions sécantes ne sont pas aussi efficace que les itdrations

dans les diréctions tangentes . comme dans la méthode
NEWITON~RAPHSON , mais les itérations de la matrice sécante”song

Plus courtes et plus stable que les itérations de la matrice

tangente .
P o
Y. b ¢ d
‘PA
| ol |
» I I
z! ' ! !
| I | |
) | i | 1
| ! '
i |
I t |
1 1 1 l ' >
u u, u, U‘ u, v
Remarque :

Une expression du concept de quasi~NEWTON est 1la méthode . de
l*’inverse de BROYDEN . Si la matrice tangente Kt ost symétrique et
définie positive , on peut appliquer la méthode * B.F.G.S * qui est
une méthode puissante du type quasi-NEWTON en relation avec la
méthode de l’'inverse de BROYDEN .

Une explication de celte méthode dépasse le cadre de notre thése .
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Tout.es les méthodes précédentexs peuvent se ramener a un seul
algorithme qui est schématisé ainsi:

PREDICTION

choix de la solution approchée

CORRECTION
amélicration de la solution
initiale

i
-calcul du résidu { R }
-résolution de [KC:I {AU‘} ={ Ri'}

TEST DE

CONVERGENCE
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Quelquesoit la méthode wutilisde, l’expression du résidu { R }

reste la meme car elle est caractéristique de 1'équation a

. résoudre.Par contre l'expression de la matrice [:K{] varie d'une

méthode a 1l’autre et influence la vitesse de convergence.

[~ — =
_Kc] = L* ] pour 1a méthode de substitution

B ~
Kc:] = K pour la méthode de Newton-Raphson modifié

—K :l - ] pour la méthode de Newton-Raphson

Les méthodes iltératives sont généralement plus rapides et 1la
procédure d’itération est facile 4 incorporer dans un programme
linéaire,l’inconvénient majeur est que les déplacements ne sont
déterminés que pour un seul incrément..,et si le probléme réside dans
l'étude d’un chargement variable avec le temps ou si le chargesment
total est inconnu (recherche de la charge d’instabilité ou de
rup*ture) ou encore si lexs loies constitutives dépendent du chemin:
parcouru: plasticité,viscoplasticité,.fluage alors la méthode est
inutilisable.

X Méthodes incrémentales:

Le chargement est subdivisé en plusieurs incréments pas forcément
égaux. Durant chaque incrément la relation F = K U est supposé
;tra lindéaire avec une valeur constante de K déduite des résultats
de l'incrément précédent.Des déplacements nodaux sont obtenus pour
chaque incrément et sont ajoutés aux déplacements accumul és
précedemment le procédéd ast répété jusqu'au chargement final.Il
n'y a pas dritérations dans 1l*incrément pour restaurer
l1"équilibre et la précision dépend de la taille de l'incrément.
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La plus simple méthode incrémentale est la métode D’EULER pour 1la

resolution des équations différentidlles du premier ordre . Pour
expliquer la méthode D'ELULER , on écrit 1’équation :
P=K.U , comma P = (D

et on définie Kt = dP-dU et on considére les incréments de charge

" AP [ 1]
Commangant a partir de P=0 et U=0 nous calulons successivement

-1
0 + CKtbo.

c
L]

AP‘ ou CKL)O = Kt au=20

-1
U‘+ CKt)‘ .

C
]

APz ou CKL)g = Kt au= U‘

-1
U = q:+ Cﬁﬁ% .AF; ou Cﬁﬁ% = i. auys= g et en général :

i-s i L 2 S 141

] tk > , |

&

] Solution purement
incrementale de
I AP3 l'équation : P=fClD

B

L 4

¢
}
|
]
}
|
i
V)

L’inconv;ient de cette solution est apparent :l'approximation de la
solution s'éloigne davantage de la solution exact i chaque etape.
Une variante de cette méthode est la méthode médiane de

RUNGE-KUTTA.On applique la moitié de l’incrément de charge,la
matrice K est calculde 4 ce niveau et appliquée pour tout
1’incréement.

L'avantage des méthodes incrémentales est la meilleure description

du comportement force-déplacement.L’'inconvénient majeure est la
difficulté prédétermination des incréments nécessaires pour assurer

un@ bonne précision.
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4 Méthodes mixtes:

Les méthodes mixtes sont une combinaison des 2 méthodes
précddemment citées.Plusieurs itérations sont réalisédes a chaque
incrément pour assurer l’équilibre.La méthode mixte combine les
avantages des deux méthodes et sont les plus utilisées.Mais leur

utilisation revient plus cher.Elle consiste en la résolution

[ kews] { uj} -, { }

n

successive de:

QU A FA LA ,...,.A
i a'Tz

La solution initiale utilisédée pour calculer Uj est la solution Uj_‘
obtenue a 1'étape précédente.Chaque étape constitue un probl emes
non-linéaire qui se résout avec une ou plusieurs itérations de la
méthode de Newton-Raphson ou de Newton-Raphson modifiée.

La meéthode incrémentale utilisant plusieurs itérations de

Newton—-Raphson s'écrit pour un niveau donné de sollicitation J\j.

-4 [ | L—1
RCU D = A F - [KCU_ )] U
J 3 o J J
L1 i i-1 ‘
[Kt cu. > ] AU | = RCU D + CA-N. D F
i J J J j~1 Q

Convergence:

critere de convergence:

~
Ces critéres peuvent etre formulés directement en termes de forces
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résiduelles ou indirectement a travers les incréments de
déplacement ou de variations de contraintes.Il est difficile et
trés cher de vérifier l’élimination de toutes les composantes des
déplacements ou contraintes ou forces résiduelles pour chaque degré
de liberté.l1l est nécessaire d'utiliser une forme d’estimation

globale en utilisant des normes telles que:

1.Convergence en force:

| v |
— s C
| 7 |

1'% est la norme des forces résiduelles

T .93
v = Cy, x w2

F est la norme des forces résiduelles

T 0.3
= CF x F )
% 1 8

Cr : tolérance exigée

2. Convergence en dépl acement.:

2-a)

| au |
— =,
| v |

' AU I st la norme des déplacements
produits , durant l'intéraction

| au | = CAUI x Auig's
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I U I est la norme des déplacements

totaux depuis début du chargement

T 0.3
v = U x p)
| vl . * Y

Cr:toléranca axi gée

| au |
— s C
| vl

I AU | est la norme des déplacements produits,durant
l1’intéraction
T o.3

n x AUS

{ aul =ca

I U., est la norme des déplacements totaux durant 1*in-

-crément étudié

lul= c xy3”

Crmoléranca

3. Convergence en énergie:
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Le critére de convergence s’écrit

| s |

— s C_
| e |

AE | est la norme de 1l'énerglie résiduelle

se | = | vt x| avf

E ] est 1l'énergie totale durant l’incrément

C.::tol érance exigée

D.accélération de la convergence:

Différentes techniques d’'accélération de la convergence viennent

s'ajouter aux processus humérique précédemment décrits.On peut

utiliser un processus de “surelaxation™:la correction AU’; de Ui.-n

peut etre affectée d'un coefficient appelé facteur de

surelaxation” noté « tel que:

(o} toed o)

Il permet souvent d'amélicrer la vitesse de convergence.Sa valeur
optimale dépend du probléme ;elle est déterminé par expérimentation
numér i que.

© Termination :

L'efficacité d'une méthode de résolution de problémes non-li

-néaires peut étre mesuréde par son " ordre de termination " . Soit

® itération . Si e, est suffisamment petit

e, l’erreur aprés la i°" i

i

il est possible que e soit majoreé

i+s
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Les possibilités pratiques incluent les indégalités suivantes , ill-
~ustrées ici pour un degré de liberte

. <
lindaire : e vl = c‘ .Iei|
1.0
. <
. superlinéaire : e .| =<, '|°1| Iei_‘ = <y .|e1
2
v <
quadratic : © vl =S -9

La méthode de N-R exhibe une quadratique termination , alors que la
méthode de l'inverse de BROYDEN exhibe une superlinédaire termination

} Conclusion:

le grand nombre de possibilités qui s'offrent pour obtenir
numéricquement la solution d’un systéeme d'équations non-linédaires
discrétisées pose le probléeme de savolir laquelle est la
meilleure.On ne peut donner de réponse de fagon systématique;en
effet un procédé qui se révele ;tra le plus éconocmique dans un
certain contexe peut ;tre divergent dans un autre cas.ll est
cependant recommandé d’utiliser la méthode mixte:en effet la
convergence peut toujours s'obtenir en utilisant des incréments
suffisamment petits.De plus on remarquera que,dans beaucoup . de
cas,il n’est pas possible d’obtenir la forme explicite de
l'équation K U = F pour certains problémes(plasticitéd:seule
une matriéo incréementale est alors définie de fagon satisfaisante.
Dans 1’algorithme ¢i-dessous commun aux différentes methodes i1
faut choisir :

-le@ nombre et la grandeur de chaque accroissement C(ou pas) de
sollicitation A\,

-le nombre maximum d’itérations par pas de sollicitations,ainsi que
le critéere de convergence.

-le type de matrice utilisdée 4 chaque itération péur calculer
la correction AU :selon la valeur METH on peut utiliser soit

[Kt] ,soit I:Kcu"‘)] .soit [Ktcu"")]
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CHAPITRE VI

PROBLEME A LOﬂ@S DE COMPORTEMENT NON-LINEAIRE

1- Introduction :

Il existe beaucoup de problémes pratiques pour lesquelles il n'est
pas possible de conserver une linédarité pour les relations
contraintes-déformations. Dans ce contexte,nous avons tout un
éventail de problémes de mécaniques des solides dans lesquels des
phénoménes tels que la plasticité,le fluage ou d’'autres relations
constitutives complexes remplacent les hypothéses simples de
l’élasticité lindaire.

On procéde alors par approximations successives de telle manidre a
ce que les constantes des matériaux soient ajustées de fagon a ce
gqu’elles satisfassent les nouvelles loies constitutives.L’une des
techniques les plus utilisdées est de calculer les contraintes a
partir du champ de déformation et des loies constitutives.Ces
contraintes seront statiquement équivalentes a un systéme de forces
nodales internes qui doivent déquilibrer les forces nodales
externes. Génaralement. ces deux systémes de forces ne sont pas é&gaux
et la différence entre eux est appelée “force résiduelle” qui
doivent étre annulées pour assurer l1’équilibre.

La relation relation contrainte-déformation d’un probléme linéaire
peut. s'écrire:

o =D Cs*soD + % C1)

D est. la matrice élastique
o, st la ceontrainte initiale

so est la déformation initiale

Un probléme de non-lingéarité materielle est résolu par
lindarisation successive grace a l'équation (1) ,en introduisant des
corrections successives de D ou o, ©u so.Selon le type de

correction utilisée on aura trois méthodes différentes :
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Dans la méthode de rigidité variable,une analyse lindaire est
réalisée avec une matrice de - rigidité actualisée
ériodiquement. En général la méthode de rigidité variable nécessite
noins d’iiérations que celle de la rigidité constante mais 1la
solution revient plus souvent chére i cause des calculs de rigidite

répétés.

Cependant d’une manieére générale,quelquesoit la méthode de rigidi-
Lté utilisée,les étapes d’une analyse non-lineaire mi xt.e pour des
problémes a loies de compor taement non-linéaire » sont les
)

memes. Celles—-ci sont au nombre de 8.

1.Appliquer le nlémeincrément de force AFn et calculer la g tére

estimation de l’incrément (n=1Jde déplacement par résolution du
systéme K. U=F avec " K matrice initiale . sécante ou

tangente basée sur les conditions initiales de l’'incrémentation.

2.Déduire l’incrément de déformation Azn A partir de 1l’incrément

des déplacements.

3. Calculer les déplacements et déformations totales:

n n—1 n
E = £ + Ae
n n-—s n

4.Calculer les contraintes totales an en utilisant la loi
constitutive fCo,&)=0 ou (A, D=0 at
o =g + Ao
n n-1

5. Déterminer les forces nodales interneséquivalentes dues a

“h et déduire les forces résiduelles vy
y o= I\B‘ Ao dv - F
o n

Forces extorieures totales

= F + AF
n n-1 n
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—carrection de ob-—a méthode des contraintes initiales
-correction de so-—+ méthode des déformations initiales

-correction de D — méthode de rigidité variable

l.es trois méthodes sont plus ou moins équilvalentes et aboutissent a

un systéme de forces résiduelles qu’on doit &liminer par

redistribution répétées.Dans les deux pPremiéres méthodes,la

rigidité est constante,dans la troisiéme elle est actualiseé

périodiquement.

2. Méthode des contraintes initiales:

On réalise une analyse d¢lastique et l'écart entre la contrainte

calculée élastiquement et la contrainte réelle déduite de la loie
constitutive est traité comme une contrainte initiale qui est tran-
sférée en charges nodales internes (résiduelles) qu'on doit élimin-

er par des redistributions.

Ao = D Ae + Aao d’'ocu Aob = Ao — D Ag = FCAgd) — D Ae C3)

lLes forces résiduelles qu'on doit éliminer

i
W=JB Ao dv D

v

3. Méthods des déformalions initiales:

Le principe est lo méme.On réalise une analyse élastique,on a:
o =D & solt Ao = D CA&—Aﬁ,)

As°= Ae - D-‘Aa
As = £C40D-D” Ao .. 5
De Asoon tire Aabat les forces résiduelles a éliminer s'édcrivent de

meme : y = I B Ao dv
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Cependant cette méthode peut poser des probléemes car la fonction
Aso = fCA0) est souvent non univoque alors que Aob = fCAe) est dans
la plupart des cas univoque.Ainsi on préférera la methode des

contraintes initiales a la mdthode des déformations lnitiales.

4. Méthode de rigidité variable :

Dans la méthode de rigidité wvariable une analyse linédaire est
réalisé avec une matrice D actualisée périodiquement.Cela peut se
faire par des techniques de module zécant ou tangent:

41lRigidité sécante:

le probléme est lindarisé par rapport a la configuration
initiale.On change le module de YOUNG dans la matrice de rigidité D
a chaque itération.Le module de YOUNG Ei A4 l'itération i est
calculé 4 partir des contraintes o et des déformations £ a

i
1’itération i par la relation:

E =076 s

42Rjigidité tangente:

Le probleme est linéarisé par rapport 4 la configuration actuelle
Le module de YOUNG Eié.l'itération i1 s’écrit:

E =Co=-o 2 - Ce—-&. D cad
19 19 14 L | St §

g.conclusion:

Dans les trois méthodes,il s'agit d’'éliminer les forces résiduel -

les soit avec rigidité constante(méthode des déformations initiales
et méthode des contraintes initiales J),soit avec rigidité variable
Dans la méthode de rigidité constante la matrice de rigidite
initiale est utilisée a chaque incrément et itération.L’avantage
est que la matrice est calculée qu’une seule fois.L’inconvénient
est qu’elle est plus lente et nécessite un nombre élevé
d’itérations.Des algorithmes d’accélération peuvent &tre utilisés
mais pas toujours avec succésCnotamment aprés fissuration ou

plastification)
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B8-.Vérifier les critéres de convergence (en force ou déplacement
ou en énergie D) , s'ils sont vérifiés,répéter a partir de 1l’étape
c1d> .

7.5i ces critéres de convergence ne sont pas vérifiés , appliquer
les forces résiduelles et calculer le nouvel incrément correctif de
dépl acement AUni en résolvant :

K . Ui = AUt C a l’itération i de l’incrément n D

K : Matrice de rigidité initiale sécante ou tangente .,

selon les conditions initiales de l'itération .

8. Repéter a partir de l’étape (2) jusqu'a convergence
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CHAPITRE VII

NON LINEARITE GEOMETRI QUE

1 - Introduction

Nous avons présenté dans les chapitres précédents les diffe-
~-rentes méthodes d'analyse non-linéaires et leur application aux
problémes A loies de comportement non-linéaire. Dans ce chapitre ,
nous utiliserons une voie analogue pour traiter le comportement

géométrique non-linéaire des structures .

Dans tous les problémes abordés jusqu'ici , déplacements et
déformations de la structure ont &té supposés implicitement
petits. D’un point de vue pratique , ceci veut dire que la
géométrie des éléments reste quasiment inchangée lorsque ceux-ci
sont soumis 4 des sollicitations . On peut par conséquent .,
utiliser au premier ordre les approximations de déformations

lindaires infinitésimales

En pratique . de telles hypothéses sont fréquemmant mises en
défaut ., méme lorsque les déformations restent petites et que la
limite élastique des matériaux ordinaires n’est pas dépassée . Si
l1’on veut connaitre avec précision les déplacements pour certaines
structures , il est nécessaire de tenir campte des non-linéarités

géomairiques.

Ainsi , par exemple , dans l’étude des structures élancees .,
les déplacement obtenus par un calcul linéaire peuvent dimi nuer
considérablement . Réciproquement , on peut se trouver dans le cas
. o0 , au dela d'un certain chargement , les déplacements aughantent
beaucoup plus rapidement que ne le prévoit la solution linéaire .
" En fait , on peut aboutir a un état dans lequel la possibiliteé qu’a

le matériau de supporter les charges extérieurs deécroit continuement
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avec la déformation . Ce probléme classiqué est celui de la
stabilité des structures , et bien évidemment a beaucoup
d'implications pratiques .

Il est clair que la considération de tels effets a wune
.importance considérable dans le domaine adro-spacial , dans la
conception de tours de refroidissement , de caissons de ponts ou

d’'autres structures relativements élancées .

Dans beaucoup de cas . on peut constater de trés grands
déplacemants sans pour autant qu’apparaissent de grandes
déformations.C 'est ce type de non-linédarité géométrique que nous
dtudierons.

Un aspect complexe du comportement géométrique non~-lindaire
n’est pas du tout abordé dans notre étude :c’est celui des grandes
déformations ou les hypotheses de * BERNOULLI " ne seront plus
valables . '

Il east souvent possible de combiner les non-linearités
géométriques avec les non-linéarités matérielles du type de celles
que nous venons d’étudier dans les chapitres précédents , comme
par exemple la plasticitée ou la fissuration en petites déformations

, @tc

En théorie ceci n'introduit pas de difficultes
supplémentaires , donc les méthodes de la présente étude peuvent
dans ce cas étre facilement généralisées .

Pour traiter de tels problemes , il est possible d’utiliser
ntimporte quelle relation non-lindaire contraintes—-déformations
,car le processus global de résolution se raméne une fois de plus ,
A la résolution d'un systéme d’équations non-linéaires. Bien
évidemment , la recherche de la solution se fait d'une maniere
itérative , ot les méthodes générales qui ont été décrites dans les
chapitres précédents peuvent s'appliquer

Une fois de plus 1l’algorithme conduit a résoudre un

systéme d’équations linéaires a chaque itération .
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2- Changement de géometrie:

En régle générale , pour les structures usuelles , hormis des
phénoménes de flambement ou d’instabilités analogue , auquels on
doit prendre garde tant en délasticité qu’on élatoplasticité , on
peut admettre que les changements de géométrie sont négligeables :

# En phase élastique .

# En phase élasto-plastique . tout au long de celle-ci
lorsque la structure comporte un nombre assez faible d’éléments ,
et que la charge limite peut étre atteinte .

Par contre , lorsque l’on a affaire a une structure complexe
, Oou & un milieu continu , et que 1l'étude dans 1’hypothése des
changements de géométrie négligeables montre que la charge limite
ost atteinte aprés une déformation relativement importante de la
structure ou bien apparait comme une valeur asymptotique, il
convient d’abondonner 1’'hypothése des changements de géométrie
négligeable . '

3 - Etablissement de la matrice de rigidité d'un élément poutre

en tenant compte dela non-linearité

Scit 1'élément poutre de la figure (1) caractérise par

o
|
., A.E.I 2
——pe ——p
Y, I Y,
1 ]
V‘ + - vz
Figure 1

» Sa longeur “ 1

# Module de young " E ™
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¥ Section efficace "™ A

#* Les six composantes de déplacements

Soit ™ £, " la déformation obtenue au début de chaque
incrément , et * £, “ la déformation finale additionnelle qui se
dévellope durant 1'’approche de la solution .

Durant cette approche , l'énergie de déformation s'écrit comme
suite :
& +&
~ O a
P = I J J o.de dA dx 1>
1 A £
— O
£ +g
o  a
B 2
P=IJ E.e.d dAdx=E.JJ € dA dx
1°A | 17A L *
£
o
Cso-u:a)z- £
P =E J. J. dA dx
1 A 2
E 2
P=EcIIa dA dx <+ zJJs dA dx 2>

La relation déformation-déplacement pour un élément poutre est :

du 1 dv 2 dzv
dx 2 dx dx '

Substituant l’équation (3 dans (2) et intégrant par rapport a la

surface , nous aurons @
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— - 2
pe N,I du . 1 [ dv ) e
1 dx 2 dx
) d 2 2 2 d d 2 d 4
B N P il NP iy NNl [Pl sl N
2 4 dx dx dx dx 4 dx

Notant que le moment statique par rapport a un axe qui passe par le

centre géométrique d’une section est nul

Soit : N = € .EA est la force axiale qui existe dans 1'élément
: ° 7

au début d’un incrément de charﬁe donné .

»* Fonction de déplacement:
Pour un élément de poutre , 1la fonction de dépl acement

de n’importe quel point est donnéde par

u, = a + a.Xx v u
[« 1

i 4

v, =b + b.x + Db .xz+ b .xn = v
[ 1 2 ?

J

# Conditions aux limites :

Les conditions aux limites donnent :
u = Ci—x/lbu‘ + Cx/'l)uz

v=¢C -3.x1% + 2. x‘/ln)v‘ + C3.%x22 - 2. x‘/l‘)vz 5

+ C- 2.3/ + x + x'/lz)é‘ - C- X2/ + x'/l’)az

3.1 - Matrice de rigidité secante

La matrice de rigidité sécante manie des termes en
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déplacemant total et des termes en force totale , par concédgquent la
valeur initiale de la déformation * £, " sera édgale A zero

La relation d’énergie de l’équation (2) sera remplacée par

E
P = "_fj I £® dA dx 6
2 a
17A _

Yci & est une déformation totale .

L énergie de déformation totale se réduit a :

2 2 2 2 4
E du d” v du dv A dv
pe—f ) ) e (A e
2 1 dx dx dx dx 4 dx '
La force axiale ™ N = so.EA " existera , mais n’aura pas

a’influence lors de Ll'utilisation d'une mairice de rigiditeé

sécante..
" Soit P = F; + Pé telque :
2z

] dx ===> Enédrgie de déformation
linéaire .

~ _ du * a*
pfij a ) (2
= 1 dx dx

e

E 2 4
P = ___I du [ dv ] N A ( av ] dx ===> Composantes noh 1li-
2 2 A. +
1 dx dx 4 dx néaires de 1l'’énergie de

déformation totale .

Il est maintenant possible de substituer lféquation C8) dans (7
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ast appiiquant le principe de stationarité de 1l’énergie potentielle

totale pour l'expression de : [ Ks] CMR sécantel.

La matrice de rigidité [ Ks] sera constitude de sous-matrices

telleaesque:
EA EA
[«] =[x - = [x] - 5[+
s s - 3 2
Avec : [‘Ko] . Matrice de rigidité d'un élément poutre en flexion
composae .
EA .
———.[ K;] : Représente la matrice dont les termes sont. en fonc—
2 ‘
tion lindaire des déplacements généralisés.
EA _
_— Kz] : Représente la matrice dont les termes sont en fonc—
3

tion quadratiques des déplacements généralisés.

Determination des termes : (K D et CK D
2 1] 2 1]

»% calculer et donc : du av 2z
durdx [ ]
dvdx dx  dx
. 2
aZvrdx® ( du ) ced
dx
[ dv ]4
dx
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Remplagant 1’équation {8) dans (7) et intégrant par rapport a la
longueure de 1'’'élément . L'expression finale de 1l’énergie
potentielle totale sera uniquement fonction des six composantes de
déplacements , telque :

P=fCu ,v , & ,u , v. , & D
1 1 1 2 2 2

Appliquant mai ntenant le £¥ théoréme de CASTIGLIANO , pour trouver
les termes correspondant a chaque déplacement

apP

F T ——
i

Finalement les termes non nuls de [K‘] . [Kz] sont

B8 1
~ K‘Ct.z)= K‘C4.5)= -K1Cz.4)=~K‘C1.s)= —_— V. - VI-e—— (P + 8D
5.1% 2 * 501 2
1 1
KIC1.a)= K‘Cn.4)= — Cvz*— V‘J + —(F - 4.8 D
10.1 so * 1
1 1
K‘Cs.d)= -K‘C4.d)=—--——- Cvz- VD) + e—— CG‘ - 4.0 D
10.1 * 30 2
6
KC2,22= K (3,50 <K C2,80% —00 Cuy - u )
1 1 Py 1
5.1
a2
K‘Ca,sba K‘Cd.a)= —_—Cu - u?d
15 :
1
K Ca,50= K (5,0)= ~K (2,80 ~K C2,80% mu Cu -~ u D
i s 4 1 1
10.1
1
K‘Ca.aDB - —_— Cuz— u‘)
30
-
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3.9 .— Algorithme de la méthode de substitution

¢ Matrice de rigidité sécanted

1= Former la matrice de rigidité classique [ ko] élémentaire .

2- Utiliser la géométrie initiale non déformée pour former la

matrice de rotation [T]

o roser aue <[] = [x]

4~ Ecrire les matrices élémentaires ks dans le repére global pour

et assembler pour former la matrice de rigidité globale [ K ]
S- Spécifier le chargement [ F ] s
6~ Initialiser i=0
7— Incrémenter 1 : i=i+l
B- Résoudre le systeéme [ K ] [ U ] = [ F ] . -

s
i=1 i

9- Utiliser [ U ]i , pour générer les sous-matrices [ kx] et [%z]

10- Former les matrices de rigidités élémentaires on utilisant

emsasien [1] = [s][ 5] [*]

11 =-Transformerles matrices de rigiditeé " @élémentaires du repére
local au repere global et assembler pour former la matrice de

rigidité globale [ Ks]i

12-Résoudre le systéme [ F ] = [ K ] ['U ]
i s1y i

13-Répéter les étapes 7 a 12 jusqu’a convergence .

jd-Retourner a l'étape B pour le prochain chargement
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3.3 - Etablissemsent de lqg matrice de rigidité dans le cas Jd'une

poutre multicouche

L'expression génerale de 1’énergie de de déformation s "écrit:

1 duy 1 dv . * d%v
P = ——jI.I E. *o— [ : ] =Y. A dx
2 © odx 2
1 A

a2 dx dx

d
p=.i_”E. =) 2y, ;_’_+_.;_ ™)

e dx dx dx dx dx
1 A
z 2 2
d v dv dv
2 f dA dx
-y z .( ) + y .( <
dx dx dx
Soit : p = P, * P,* P,* P,
Avec : P, et P, sont connus
1 . [ du d*v
P = ——ﬁI E. |-2.y. . dA
8 - J i dx dx®
1 A

Contrairement . ay premiaer cas , les valeurs pn et p‘ ne sont
Plus nulles. P, et P, sont des multiples du moment statique ,
qui n'est pas nul , car 1’axe neutre ne passe plus par le

centre géométrique de la section .
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Appliquons le 1°° thécreme de CASTIGLIANO

aPs
i = au
i
OP’ a8 6 1 1
» =N‘ === N‘ s EM CO.u + .V - .V B+ =)
o,u‘ 1 1§ 1+ ;2 2z + 2
==y K3C1.1) = KsCI y42 = O
EM
K (1,8) 2-K €1,3) = e
8 ]
1
8. EM
KSCI..E) =-K3C1 s 8D = 3
: 1l
oP, - 6 6 1 1
»* = Nz =) Nz = - EHCO.U“" z.v‘-— z'vz . &+ . O
ou_ 1 Y | S U
=== I(’C4.1) = K.C4.4) = 0O
EM
KC4,3) =-K (4,8) = ——
9 )
)
. &. EM
K(C4,2) ==K (4,8 = -~
) 8 2
1
aPs 8. EM
» mT‘ --'=t=---->'I;=—z Cu-’u)
aov 1
4
=) Kc2,28) = K(2,3) =2 K(2,8 = K(2,8=0
a 8 £ )
6. EM
K{2,1) =K (2,4 =
e 8 12
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ar . B.EM

< C uz— ui)
v _ 1

=== K (2,2 = K (2,3 =K (2,85 =K €2,8)=0
] -] 8 3

6. EM

-K (2,10 = K (2,43 =
] ] 12

P EM
[V ) M‘ =) M‘ = Cu — u‘)
ae 1l
1 )
=== K (3,8 =K (3,2 =K (3,3 = K (3,8)=0
-] ) s 3
EM
~K €3,1) = K (3,4) =
a ]
1
a}”a EM
% - = Mz === Mz = - cuz- u’.)
a0 1
z .
=m=) K (6,89 =K (6,2 = K (6,3) = K (6,8)=0
a2 ] ] :
EM
-K C6,1) = K (6,4) == o
9 a
1
Finalement
0 8.1 -1 0 -6-1 1
o) O -B1 o o]
[ ] - EM o 1 0o o
ICa =
1 \
0 81 -1
Syméirique \
= o o
0
. o
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De la méme maniére , on détermine les termes de la sous-matrice [ K4]

I11.4 - CONCLUSION , DIFFICULTE v ORIENTATION

La difficulté essentiélle concernant cette quetion des
changements de géomstries est qu’en fait seul le calcul exact
effectué en tenant compte des changements de géométrieg permettrait
de décider rigouresement dans chaque cas s’il ya lieu ou non de
tenir compte des dits changements de gémétries

Il va de soit gue ceci ne présenterait alors aucun intéret
materiel Céconomied . C’est pourquoi on procéde de fagon assez
heuristique en effectuant d’abord le calcul simplifié¢ sans tenir
complte des changements de géometrie , et en tentant de décider
d’aprés ses résultats s’il ya lieu de passer au calcul exact en

suivant la géométrie déformée ou non



CHAPITRE VIll

PRESENTATION DE NOTRE ANALYSE NON-LINEAIRE DU- BETON  ARME
CAS DE LA FLEXION DES POUTRES ET PORTIQUES

1 Hypotheéses de base:

La formulation mathématique de la méthode d’analyse proposée est
baséde sur les suppositions suivantes:

-Les sections efficaces restent planes apros déformation.Ce
qﬁi implique une distribution 1linéaire des déformations.Cette
hypothése ou princip& de BERNOUILLI,impligque 'que la déformation

longitudinale dans le béton et l’acier a divers points a travers la
section est proporticnnelle a la distance a partir de 1l’'axe
neuire.Un gfand nombre de tests sur des membres en béton armé ont -
montré que cette supposition est presque correcte a tous les
niveaux de chargemanﬂ T Jjusqu’a la rupturé par flexion, proﬁvant
qu’une bonne adhérance existe entfe le béton et l'acier.leci est
assurément exact dans la zone compriméa du béton;cependant dans 1la
zone de traction les fissures impliquent qu'un glissement east
sur venu enﬁre ;?’acier d'armﬁture et le bétoﬁ 1’entourant, ce qui
signifie donc quer cette supposition n‘est pas compl étement
applicable au béton dans le voisinage d’une fissure.Cependant des
ossais rdalisés par HOGNESTAD ont montré que les profils de 1la
déformation mesurée sont raisonablement linédaires .L’hypothése de
la conservation de la planéité des sections ne iient pas dans les
régions d’effort tranchant éleve .

-La section efficace de chaque élément  est symétrique par
rapport a4 un axe coingidant avoczlo-plan-de charge.

-Les propriétés mecaniques du béton et de Jlacier d’armature

sant bien définies.Ce qui implique que l’on utilisera des loies de
compor tement aussi prégises que possible. -
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2 Modeles de comportement:

Dans les modéles ( que nous - propoaoroni seule la contrainte .
uniaxiale du béton sera considérée.Il est admis que cette
supposition peut étre Jjustifiée dans la plupart des. situations: .
structurelles. | , ' '

Les modéles mathématiques - du comportement - utilisés seront -
suffisemment &laboré pour dtudier: A

-1a plasticité du béton en compression -

-la ductilité de confinement -

~la fissuration du béton tendu - .

-le raidissement en traction-

-la non-lindarité de l’acier Cmodéle élasto-plastique avec

décrouissage non-linéaired-

2.1 Béton en compression: -

Dans cette présente étude,le moddle idéalisé dn ‘HOGNESTADR' pour.-les
bétons non confinés el le modéle de KENT: et PARK modifidé pour le
béton confiné par dezs cadres rectangulaires seront utilizeés.
Ces mxidles ont été explicité -au premier chapitre. -

2.2 Béton en- traction : -
Une idéalisation trilinéaire pour le béton ren traction- est
utilisé.Ce modéle a $té lul aussi explicité au premier chapitre.

2.3 Armatures d’acier :
Le modéle de PARK et PAULAY précédemment défini est utiliseé. -

3 Critéres de rupture:

Deux modes de rupture sont considérés dans cette étude:la rupture.
du béton par compression et la rupture de l'acier d'armature.

La rupture par compression du béton se produ.i.t- lorsque celui-gi’
atteint sa déformation maximale.Pour le bdton non confiné la défor-
mation maximale est prise égale 2 O0.004.BLUME NEWMARK et CORNING

89 - o



ont recommandé cette valeur pour les calculs de courbure ultime sur

béton non confiné.Pour le béton confiné la valeur de la déformation
maximale sera fontion du taux de confinement.

La rupture des armatures d'acier est atteinte lorsque 1la
contrainte ultime de traction,de l’acier des armatures est
atteinte,

La rupture par effort tranchant n’est pas considérée dans cette
étude, Seule le comportement flexionnel des poutres et portiques en

béton armé& nous intéresse dans notre aq%yse.
ra

4 Modéle analytigue et définitions géométrigues:

Les poutres en béton armé sont divisées en une série d'éléments de
poutre unidimensionel.Chaque élément est supposé avoir une secﬁion
efficace prismatique.les propriétés du béton et de l'acier
d'armature,l’arrangement des armatures et Jla géométrie de la
section efficace sont supposés étre constant le long de chaque
élémant. mais peut changer d'un élément A un autre.

Chaque élément et ses axes locaux sont définis par les deux noeuds
finaux 1 et j.L'axe des X ,appelé¢ aussi awxe de référence de 1°élé-
-ment , est celui qui joint les deux noeuds i et J

L'axe y céincide avec l'axe de symétrie de la section efficace et
est perpendiculaire avec l'axe des x dans le plan de la
structure. La posltion de 1l'axe de référence a l'intérieur de 1la
hauteur de chaque &8lédment peut ;tre choisie -arbitrairement et doit
étre définie. ‘

Chaque noeud posséde trois degrés de libertée U, 'V et ¢ comme:
illustré en figureCl).

La figure 1 montre aussi l’idéalisation géométrique multicouche-d’
un élément poutre-en-béton armé .Chaque élément - est subdtvisé en un
certain nombre de couches de béton et d'acier - .dans-la - direction,
perpendiculaire & l’axe de symétirie.Les  couches d'acier seront.

caractérisées par lewr  position par rapport i 1’awe de référence et .

par leur aire;elles réprésenteront un - 1it d"armatures d'acter’
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dans la section. Pour le béton , la géomdtrie de chagque  couche

est définie par sa hauteur ,sa largeur et la distance entre sa
mi ~hauteur et  l'axe de reéférence yk.L-s contraintes et les
déformations sont supposées otre contantes & travers chaque -couche.
et égales A la valeur correspondante A mi-hauteur- de chaque couche. -

Un exemple de systéme multicouche avec la - distribution moyenne
des contraintes et. des déformations sur la hauteur de la section
efficace est montré en figure2) ..

y
—_— T axe de
Y référence:
\ ]

i i "

v, l v,

i b |

u. o u,

hd : |

Figure 1: Fiqure 2 :

B8 Procédure analviigues :

Une procédure d’analyse non-linéaire itérative et incrémentale est
utilisée dans notre analyse. )

La procédure emploie l’approche en rigidité sécante et ne demande
pas de contrgle de l'équilibre.Chaque cycle dans le processus
itératif péut étre divisé en deux principales étapes qul sont

deécrits dans les paragraphes suivants:

-l.a premiore étape concerne la détermination des forces et des

déplacements en se basant sur les coefficients corrigés de la ma-
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—trice de rigidité sécante déterminé dans le cycle précédent.

Ces coef f icients sont:la rigidité axiale EA,la rigidité
flexionnelle EI,la rigidité de couplage EM.

La matrics_sr de rigidité sécante d’'un élément est déterminée par
la méthode des éléments finis appliquée a4 1’élément poutre avec
effort normal.lLes équations d’ équilibre sécant de 15 structure sont
assemblées et résolues en utilisant les techni ques classiques de
calcul mat.ric.i. @lle des structures.lLes forces et les dépl acements
aux noeuds sont ainsi déterminés l.tnéairament. .

-La seconde étape concerne la détermination des coefficients
corrigés de la rigidité sécante pour chaque é¢ldément c’est-a-dire
EA,EI,EM ,a partir des déplacements et des efforts cal culés dans
l'étape précédente.

L’introduction de la notion de rigidité de couplage a été rendue
nécessaire & cause du déplacement da 1’axe neutre du a
1’hétérogénéité du béton armé.Deux méthodes ont éte établies pour
résoudre le probléme de la position de 1'axe neutre:.

Méthode de stabilisation de 1l'axe neutre :

Cette méthode consiste A repositioner l’axe neutre aprées chaque

itération et chaque incrémentation de maniére a assurer 1’équilibre
dans la section.

L’ax® neutre sera pésitionn‘- initialement - au centre géométrique:

comme premiére approximation.Pour. une -itération donnde,l’erreur:

sur cette position initiale est donnde par * EM‘EA * avec :

n - - ns
EM = z EAY + ZHB{A_ Y
1 1
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y,‘:la distance entre la mi-hauteur de 1a 1—"" couche ot l1l'axe
neutre supposé '

Ei:le module de YOUNG de la couche considérée
A,‘: aire de la couche de béton

A.taurn de la couche d’acier

Démonstration: +Y Yy

Figure 3: —— - -
F

Y

i

Soit A la section droite de la multicouche représentéde sur la
figure

Soit C l’origina arbitraire définissant les ordonndes Y{.

SPit O l’origine des Y. appelé centre élastique défini tel que:

I Et Y, dA = 0

et le point O est tel que : J'EtCYt-aJ ds = O
=

donc J'E. Y dA = I E a dA
i L it
-

Le cantré é¢lastique ost‘donc tel que: -
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Solt a = EM ~ EA

Les positions des couches doivent étre ainsi repositiondes Apréas

chaque itération en posant:

Y =Y + EM/EA
i i

On détermine ensuite dans chaque couche les déformations & a
partir des efforts et des déplacements aux noeuds.A partir des
loiéh de comportemaent on déduit les contraintes ok.On.obtiont'alors

des nouveaux modules pour chaque couche en faisant le rapport:

E =o¢o /&«
i | S i

Les valeurs corrigées de Yj et E  permettent la détermina-:
-tion des nouvelles valeur des coefficients de rigidité conme suit; .

1
n ns
“‘
EN = EAY, 2‘_ B ALY
1 ‘
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n ns
TS Y
' 1 1

Le processus itératif est initié avec des coefficiens de rigidité -
initiaux estimés pour donner une premiere estimation des forces et
dex déplécomnnt: aux noeuds. Les cycles itératifs sont répités jus-
qu'd convergence de la courbure sur chaque- élément et stabilisation
de la position de 1’axe neutre c'est~A-dire lorsque la distance:
EM/EA qui détermine la nouvelle position de 1'axe neutre tend- vers:

O Cavec une certaine tolérance).Lla courbure ¢ pour un élément donné

sera défini comme suit:

¢ =CpC§d-pCidd ~ L L est la longueur de l'élément - -
€Jo la rotation au noeud-j
¢Cid la rotation au noeud %

Résumé du processus itératif:
Pour une itération donnder

~-On détermine les déplacements et les efforts aux noeuds

-A partir des déplacenents et des efforts on- déternmine
les déformations au niveau de chaque couche de chaque:élément. -

~Les contraintes sont ensuite calculdées a4 partir des
loies de comportement.

-On déttrwdné ensul te comme précédemment les nouveaux
modules pour chagque couche et on déduit les termes EA,EI.EM qui
interviennent dans la matrice de rigidlté

Lorsque la convergence est wvérifide on incrémente le chargement
initial et on recommence le méme processus itdératif.Si le nombre
d’itérations pour un méme chargement dépasse une valeur que l’on se
fixe,sans qu’il y’ait convergence ,on incrémentera aussi .le

chargement.
Description du processus incrémentale:

La structure est chargée initialement par un systéme de charge F

Co systeme de charge est incrémentée de la maniére suivante:
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F=F+MF‘°

F est le systéme de charge obtenue aprés incrémentation.
AN est un coefficient d’incrémentation que l'on choisie.

Certaines charges pourront étre maintenues constante dans le

systéme de charge initiale Fo tout en incrémentant les autres.
L’analyse est terminée lorsqu’un des critére de rupture que

1'on se définie est vérifié avec une certaine précision que l’on se
£1ixe.

Méthode avec matrice de rigidité mul t tcouche:

La matrice de rigidité sécante incluera un terme de couplage dQ
aux déplacements et aux forces axtaux créant-'des moments et des
rotations aux extrémités.Ce type de matrice de rigidité est celui
que nous avons établi pour une poutre multicouche .Elle a éte
précédemment démontrée 'plus haut.. Utiliser une telle matrice |
présente un avantage certain par rapport a 1’utilisation d’une
matrice de poutre classique.En effet le repositicnement.  de 1*axe
neutre n'est plus nécessaire ,le déplacement de celul—¢i étant pris .
en compte par l'introduction du terme de couplage dans ' la  matrice-
de rigidité.On évite -ainsi - d*avoir & redéfinir ‘la -position de .

chaque couche qui reste ainsi fixe par-rapport A uyn axe  de .

référencovque~l’on-fixn-unt~ﬁot9“pour~toube;Cst~haxa~-de- référence. .
sera 1’axe des X. '

Le principe de la procédure utilisé reste  le  mIme Que - pour: la

méthode de stabilisation de 1’'axe neutre.

Les cycles itératifs sont - répétés  jJusqu'a- convergence - des

parambtres définissant  1la distribution - des - déformations

cl'est-a—dire la déformation axiale A l'axe de référence sivot 1a’
courbure ¢ .Cette convergence devant étre satisfalte pour chaque
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élément. @ est défini comme précédomment-;sr est défini comme suit.
€ = Cdu 7 dxO= NNEA N est l’effort normal dans - -
1'élément -

Une fois 1la convergence réalisée on  incrémente les charges - &
dtudier de la médme fagon que la méthode précédente. -

6 Détermination du chargement maximale Cpoint d'instabil(tdd S

la forme générale de -la courbe chargement ~déformation
attendue est montré en figure ¢i-dessous : -

L J

chargement masx -

chargoement .
branche
ascendante

branche
descendante -

4

déformation

La procédufo proposée peut étre utilisée pour déterminer avec une
grande précision la valeur de 1la charge maximale.

Lors du processus itératif si la charge maximale est dépassée ,les
résultats des itérations montreront des déformations croissantes
Jusqu’a ce que une rupture soit détectée.C’est pourquol on établira
un test de rupture a la fin de chaque itération et a chaque fois
qu'une rupture sera détectée on reviendra au chargement
précédent et on réincrémentera ' en diml nuant le pas
d’incrémentation. Lorsque apreés des détections de ruptures
successives le rapport de la charge incrémentée sur le chargement
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est Iinférieure A une certaine ;aleur que l’on se fixe ,on aura

déterminé la charge maximale. C'est-A-dire on doit avoir:
CaA Fo) » F £ précision
Cette charge maximale correspondra & un point d’instabilite.

Les données concernant ce point seront nécessaires pour 1'analyse

de la partie descendante de la courbe.

7 _Aralyse de la partie descendante:

Une fols le point d’instabilite déterminé,on procéde a un
changement de repére pour pouvolir analyser la partie descendante de
la courbe chargement-déformation.Le changement de repére établie

est lllustré dans la figure ¢i-dessous:

F T )

\.r
c

Le nouveau repére CF*;U’)a~pour“crigtno~io»potnt*d*instah&litérnansﬂw
ce repére la courbe descendante dans le repére- (F,UD devient  une .

courbe ascendante que l1l'on étudie de-la méme maniére que-la partie:
ascendante dans le repére (F,WD.Dans -tous: :les cas il est possible

d’anal yser cette courbe numériquement.la convergence est toujours

. assuréde;elle se fait soit monotonement soit par -alternancevoire-
figure ¢i-dessous ). Quatre cas sont A envisager: -
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"Il y a convergence,mais par alternence ,dans ce cas ,il faut
prévoir le critére de rupture qu’aprés convergence.En effet’ les
itérations dans la direction sécante peuvent dépasser la charge de

rupture sans qu’il y'ait pour autant rupture ou divergence,

L*incrémentation de c‘harge dans le repére CF’,U’) correspondra a une
dimiution du chargement maximal dans le repére (F,WD. '

Soient ssiet. %4 les déformations et les contraintes pour le
point d’instabilité la déformation ctcalculée avec le repire

CF’,U") devra étre cumulée a L L.a déformation totale s'écrit:
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Dela les contraintes o, sont calculées a partie des l;oi-é‘s -de

compor tement..

Les calculs des modules E; pour chaque -couche et chaque élément
seront, calculés de la maniére suivantes:
1 - 081 -

E.I.-

i gt

Catle fois—¢i les détections de rupture successives correspondront
A la rupture et non pas ‘4 la charge maximaxle,
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CHAPITRE IX% -

PRESENTATION DU PROGRAMME-MIS AU POINT

1 - Introduction

Hous avons dﬁjﬁ dit plus haut que les problémes non-linéaires
sont. toujours solutionéds par la résolution de plusieurs praoblémes
lindaires ol les conditions non linédaires sont vérifides i une
cartaihe tolérance . Dans les programmes de calcul non-linéaires
la principe est le méne : on réalise un- programme de résolution
lindaire qu’on prolonge par de nouvelles - subroutines Csi
néceszaired) ., &t sur lequel on é&tablie des itérations: . Le
programme de résolution lindaire constitue ainsi toujours
le noyau du programme non-lindaire . Le programme que nous avons
réalisé suit le méme schéma : Dans un premier temps nous avons mis
au point un programme de résolution linsaire classique des
portiques par la MEF , puis par 1’incorporation de nouvelles
subroutines de tests et de branchements étudiés , on a obtenu le
programme d’analyse non linéajre * FRAME-NL.FLEX *

2 - Présentation du programme lindéaire " SKY-FLEX L "

Avant d’entamer la description du programme , il convient de
préciser la maniére dont sont rangés les coefficients de la matrice

du systéme lindaire

2.1 - Méthode de mémorisation des grandes matrices

Il est évident qu’il ya intérét A tirer profit des propriétes
et de la structure des matrices deo rigidité
En effet , ces matrices symétriques sont en génédral faiblement

peuplées , avec de nombreux termes au voisinage immédiat de la
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diagonale et avec quelques termes additionnels hors diagonale

On remarque aussi , que la décomposition (GAUSS ou CHOLESKYD
de cette matrice fait apparaitre quelques termes non nuls
additionnels mais n'en change pas fondamentalement 1la structure
1niti#le . Pour mémoriser ces matrices , les principales méthodes
sont les suivantes

- Mémorisation par “BANDE"

- Mémorisation par “LIGNE-DE-CIEL” (dite SKY-LINED

-~ Méthode "“FRONTALE"™ .

Nous avons opté pour la méthode dite "ligne de ciel™ qui
présente l'améliocration de la mémorisation "bande"

La ligne de ciel présente des avantages certains par rapport a 1la
méthode bande mais au détriment de la simplicité de mise en
CeUVT @.

Dans cette méthode la matrice est méncrisde colonne par
colonne en faisant varier la demi-largeur de bande de fagon : a.
limiter la mémorisation au profil de la matrice . On notera que 1la
partie de la matrice qui est mémorisée , correspond aux termes  non
nuls de la triangulaire supérieure , aprés décomposition .

Cette méthode consiste A ranger dans' un tablsau a un seul

indice les coefficients situés au-dessus de la diagonale , et en
tenant pas compte des tcrn-sfnu15vsrtuis-au—d-ssus~du‘pr-mi-r't.rme;,
non nul d'une colonne Cce qui définit une ligne de ciel O

On définie les matrices et vecteurs suivants:

= 7

K : Tableau complet & deux indices ,correspondant & la matrice
B de rigidité A stocker
]

A : Tableau &4 un indice ou sont rangés les coefficients situés

au dessus de la diagonale .

MAXA:] ! Vecteur des adresses des termes diagonaux .
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Les coefficients seront ranges dans le tableau “A" et les
adresses des termes diagonaux dans le tableau "MAXA"™ .

Pour définir ce tableau d’adresses, on effectue un premier
balayage des éléments au cours duquel on détermine les hauteurs de
colonnes , par cumul des hauteurs de colonnes , on obtient les

adresses des termes diagonaux .

-
kyy kyp| O Ky, o 0 0 o
\
ks ks o o o o o
Kgg k34 o kyg | © o
\
[K] i Ky ke | %6 | © o
\ 56/
kgs| ke o Keg
\ B / r
"e,ex/ks? o
symétrigue \
K K
-7 78
\ K
b %—
-
-
AC1D AC3D ; ACOD ]
AC2D  ACSY A8 . ) ) )
ACL AT .
[x] = ACBY AC12) ACLIS)
-+
AC11D ACLEd . ca21)d
SYmétrique AC13) ACL7D AC20)
ACLEB) AC1OD
i Acie) |
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Nous expliciterons ¢i-dessous les principales étapes du programme

2.2 -~ Lecture des donndes

L’entrée des donndédes se fera au moyen de la subroutine
LECTDON ., les données A introduire sont de 4 sortes :

» Les données relatives aux propriétés des matériaux béton
et acier

Ces donndes sont introduites successivement dans un vecteur . soit:

- le module de young de l’acier
- Le module d’élasticité du béton .
- Densité du béton armé .

»# les données relatives i la géométrie de la structure .
Les noeuds de la structure doivent étre numéroter , on donne :

-~ Le nombre de noeuds NN et pour chaque noeud lex
coordonndées (i) et y(iD dans le repére global de la
structure .

- Le nombre d'éléments poutres Nbarres

- Pour chaque élément poutres le numéro du noeud début

et le numéro du noeud fin , ces donnédes sont intro-

~duite dans une matrice dite matrice de connectivité
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» Les données relatives au chargement:
lLes charges appliquées a4 la structure devront étre numérotée® on
donne :
- Le nombre de charges é<¢lémentaires appliquées a la
structure NC
-~ Pour chaque charge élémentaire on doit définir
«La valeur de la charge
.Le nunéro de l’élément ou du noeuds chargés
.Le type de la charge par son code :

CODE
—— ¢ X
selon X ,'%l;
charge concentrée
au noeud . selon Y ﬁ} f 2
moment D 3
charge | selon X —_—— —) 4
répartie
sur charge :[I 6
triangulaire
1’él ément
charge IH 7
triangulaire

I1 faut de plus entrer le nombre de charges i incrémenter et donner
le numéro de chacune de ces charges parmi les charges é¢lémentaires
appliquées a la srtucture.

A ce stade 1la , nous avons introduit toutes les donnédes
indépendantes du probléme . Il s'agira ensuite de géndarer les
donndes pour toutes la structure .

2.3 - Génération des données ( Subroutine GENERDON D
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Cette génération concerne les conditions aux limites et dex
caracteristiques des trongons .
.Conditions aux limites :

A partir de NSA , des codes de chaque noeud appui et de
leur numéro on génére les codes appuls de chaque noeud.

Caractéristiques dexs trongons @

Chaque trongon é¢tant affectéd d’un numéro correspondant
2 un type de section on pourra alors genérer les carac-

—-téristiques de chaquee trongon de la structure .

La procédure de génération des donndes constitue un aspect important-
du programme “FRAME-FLEX NL™ ., car le nombre de trongon étant géné-
~-ralement élevé.,car elle permet de simplifier considérablement 1’in-
~troduction des donnédes permettant ainsi d’éviter de nombreuses.
erreurs tout en donnant au programme une trés grande - souplesse,

d’utilisation .

"\

.4 - Impression des résultatls ¢ subroutine IMPRIM Lt O

Cette subroutine servira a imprimer les données de la
structure pour corriger les éventuelles erreurs de données avant

d*entamer les calculs

9.8 - _Geénération des caractéristigues multicouches
¢ subroutine COUCNE 1 2

Cette subroutine permet de générer les caractéristiques de
chaque couche de béton de la section C’est-a-dire son aire Ai et la
distance par rapport a l’'axa de réference yi.l’épaisseur des couches

étant. supposée identique

2.6 - Géendération des coefficients de rigiditéds
¢ subroutine COUCHE 2 O
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Elle concerne le calcul des coefficients de rigidités EA , EI
et EM .

2 -6 - Calcul des indices des degrés de lLibarté blogués

Il est nécessaire de savoir , pour la suite des calculs, si
un degré de liberté est libre ou bloqué. Cela est effectué par le
sous-programme “"CIDLB" a4 partir des codes appuis

Pour chaque barre ou trongon on calculera ensuite les termes non

nuls de sa matrice de rigidité et les hauteurs de colonnes de cette

matrice .

R-7 - Calcul des hauteurs de colonne Csubroutine HCOLD

On détermine les hauteurs de colonne A partir de la définition des
eléments , ainsi pour chaque élément :
- On détermine le plus petit des noeuds définissant 1'élément
= Pour chaque noceud de 1l’élément :

. On détermine la hauteur de colonne du 1% degré de
liberté.

« 5i cette hauteur est inférieur a4 la hauteur déja
déterminée pour ce degré de liberté ,on passe au noeud
sul vant.

« Sinon , pour chaque degré de liberté du noeud ,
on reactualise les hauteurs de colonne correspondantes .

- Passeoer au noeud suivant

Cette procdédure est effectude par le sous-programme “CHC* .

2.8 — Subroutine format

Calcul des termes non nuls de chaque matrice élémentaire .
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2.9 - Calcul des indices des Lermes dta.gon.awc Csubroutine CITDD

Une fois toutes les hauteurs de colonnes déterminée , le
sous—programme “CITD" , calcul les adresses des termes de la
matrice “"A" situdés sur la diagonale.

Il suffit d'effectuer le cumul des hauteurs de colonne .

2.10 - Assemblage de la matrice du sysltéme linéaire

Un deuxiéme parcours dex élédmonts permet d’effectuer - les
opérations suivantes :
~Formation de la matrice de rigidité de 1l'élémentdans le
repére global (subroutine RIGIDITED
= Calcul des adresses des coefficients de cette matrice dans le
tableau "A" .C Subroutine ADRESSE )
~Cumul de ces coefficients dans le tableau A" CSubraoutine
CUMUL D
L’empl acement des coefficients de la matrice de rigidité de 1la
barre dans le vecteur "A" est définie i 1’aide d'une table
d’adresse "LM" .

EXEMPLE : Soit la poutre (P) A deux traves, 1-2 et 2-3 .
s 2 ] ' 5 a 7 . ]
'l
2
& o o
1 2 - .
v v v
1 2 a
4
u u u .
4 ] ]
.
I T ¥
1 2 3 g .
?
8
]
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La barre définie par 2-3: LM = 4 | s |87 810

La barre définie par 1-2: LM = 1 2 3 4 1) ]

2.11 - Formation du second membre C(Subroutine SECONDD

Les ¢léments du second membre du systeme (vecteur charged
sont placés A la suite des coefficients de la matrice dans le
tableau A . Pour cela , tne variable * indice " est définie et

donne l'adresse du premier coefficient du second ordre .

Deux tLypes de charges sont prévues
lCharges arrivant directement aux noeuds : Fx » Fy » M
#Charges réparties : Ce type de charge est transformée en
charges nodales équivalentes . On distingue :

.Les charges réparties provenant du poids propre , ce
cas de charge est généré automatiquement a2 partir de la
donnée de la densité du matériau .

+.Charges en travées réparties uniformément ou triangu-

~laireoent .

2.12 ~ Prise en compte des conditions aux limites
CSubroutine MODIF>

Cotte subroutine utilise la méthode du terme unité sur la
la diagonale .

Cette technique consiste i repérer le degré de liberté
imposé , de mettre (1) A la place de 1’élément diagonal CK:Li) '
puis mettre un zéro sur toute la ligne et la colonne €1 . A la

place du terme CF.t) on met la valeur imposée au degré de liberté i, .

408



— by - — - —
K......0.....K u F
.43 . in Nk . 3
ZRRTETE TERETE SN BUEEE - SR
K ....0.... K a F

L n nr\_ _l"-l_ ...."_

L'équation (i) devient alors :

O.Eu +1.u =y J=C1,nd
J i i

2.13 - Résolution du systémne lindaire CSubroutine S0LVD

Nous utiliserons la méthode de factorisation de GAUSS modifide,
en vue de son utilisation en calcul automatique . Nous supposerons
que la matrice du systéme lindaire est définie positive : s°il n'en
est pas ainsi , soit la structure est instable ., soit elle ne
correspond pas a une structure reéelle ., ce qui provient
généralement d’une erreur de données. Rappelons que cette méthode
compor te deux phases :

- La premiére phase transforme la matrice du systéme linédaire
de fagon 3 obtenir une matrice triangulaire supérieure . C'est 1la
*factorisation’ '

~ La second phase est la phase de substitution , permettant de

calculer les inconnues les une aprés les autres .

2.14 - Calcul des efforts dans les barres (Subroutine EFFORTD

- Calcul des éfforts de fin de barre de chaque é&lément dans
son repére local

- Passage au repéare global de ces efforts avec superposition
aux noeuds

— Détermination des forces sur les noeuds libes et des

réactions d’appuis dans un repére global .
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2.18 - Impression des résultats

L’impression des résultats est effectué par la subroutine

“IMPRI M=

Remarque :

/
L'entré et la sortie des données se fait a laide de fichiers.

3 - Présentation du programme non-linéaire "FRAME. FLEX. NL™

Le programme FRAME.FLEX.NL est réalisé a partir du programme
linéaire SKY-FLEX . Des branchements judicieux sur les . diverses
subroutines de "SKY-FLEX” ainsi que l’incorporation et le prolonge-
-ment de plusieurs autres subroutines permettent la mise en cauvre

du processus incrémental et itératif précédemment décrit

Le programme FRAME.FLEX.NL comporte deux parties correspondant
1'une & l’analyse de la partie ascendante de la courbe , 1’autre a
l’analyse de 1la partie descendante.Ces deux parties faisant
intervenir en général les mémes subroutines. Nous expliciterons
Gi-dessous les nouvelles procédures détablies pour ce programne

.L’organigramme général du programme est représenté plus loin.

3.1 Introduction de nouvelles donndes: prolongement de lectdon

Ces données sont:
~les données relatives aux materiaux béton et aclier qui
caractérisent leur comportement non-linéaire:
% pour le béton: =-la contrainte maximal @
~-la déformation en contrainte maximale _ -
-la déformation ultine de ruptwre

# pour l’'acier: -la limite élastique

-la déformation en fin découl ement
plastique:
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~la déformation ultime de rupture

-les données concernant le processus itératif et incrémen-

-tale:
% le@ nombre maximal d’'itérations
% le coafficient d’incrémentation AA
# les précisions requises pour les criteéeres de conver-—

-gence

2.2 Calcul des déformations,contraintes,modules:

Pour la partie ascendante de la courbe on utilise la subroutine -
DEFCONL.Cette subroutine calcule les déformations danz chaque
couche d’acier et de béton .A partir des déformations on détermine
les contraintes ,ceci au moyen des 3 subroutines LOIER,LOIE2,LOIE3
correspndant aux 3 loies de comportement utilisdes.

Pour la partie descendante on utilise 1la subroutine DEFCON2.Le
principe est le méme que DEFCON1 ,le calcul des modules est bien
sur différent.
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» Les donndes relatives aux caractéristiques des sections:
Chaque élément poutre ou trongon de la structure doit étre

numéroter
— On définie d’abord ,le nombre de trongons différents

dans la structure , 1les sections étant supposées
identiques a tout point de vue dans un trongon .
- Pour chaque trongon différents , il faut entrer
« Son numero
.Le type de section ¢ rectangulaire ou en T J
.Les dimensions de la section
.La position de 1"axe de référence par rapport a la
bese . '
.Le nombre de couches de béton
.Le nombre de couches d’acier , lraire et la
position de chacune par rapport a l'axe de

référence .

* Les donnéas définissant les conditions aux appuis:
- Le nombre de noeuds appuis CNSA
- Pour chaque nosuds appuis on donne le numéro du
noeud correspndant ainsi qu'un code définissant les
degrés de liberté bloqués telque :
1 si le degré de liberté est bloque
O si le degré de liberté est libre

Pour les trois degreés de liberté U, V, & par noeud , on peut avoir

les combinaisons suivantes .

U v & code
libre o o o o
& bloquée o - s 1
v o ) o 10
U | o 100
vV et & ‘ o 1 Y 11
U et & 1 o s 101
Uet V 1 ) o 110
U, vV et & 1 Y ) 111
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PRESENTATION DU PROGRAMME "FRAME. FLEX.NL"
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CMAPITRE X

EXPERIMENTATION NUMERIQUE

1. Confrontation auvec des résullats expérimentaux:

Deux exemples expérimentaux sont présentés dans ce chapitre pour
démontrer la validité et 1’applicabilité du modéle analytique
proposé et du programme informatique correspondant.Dans les deux
examples les zones proches des appuis seront confinées et ceux pour

éviter une rupture par effort tranchant prématurée

1.1.Poutre simple.essat d"ALAMI et FERGUSON
Des séries de trois poutres rectangulaires simplement appuyées
désignées série 'M3 beam ‘ont été testées par ALAMI et FERGUSON
pour se briser en mode de compression flexionnelle.lLes données pour

cette poutre sont représentées en figure 2.

On utilisera une premiére discrétisation de 4 éléments en faisant
varier le nombre de couches.(figure 2).Lorsqu’on utilise B0 couches
les résultats obtenus sont sensiblement les mémes que ceux obtenus
avec 25 couches.En prenant donc S0 couches on obtiendra convergence
sur l'idéalisation multicouche.Dans la suite des calculs,on utilise-
-ra ce nombre de couches

Pour tester la convergence sur le nombre d’éléments on discrétise
la poutre @en un nombre croissant d'éléments. La convergence est

obtenue pour 22 éléments(figure 3J.

La courbe chargement-déflexion prévue en utilisant le modéle

analytique développé dans cette étude , et la courbe expérimentale

sont montrées en figure ¢ Figure S5 3 . Les résultats obtenus par

LAZARC et RICHARDS sont aussi représentés.

Une bonne similitude entre les résultats expérimentaux et ceux

prédit dans cette étude peut étre observée avec cependant un

comportemant plus flexible au début du chargement et un comportement
moins flexible en fin de chargement.Les résultats de LAZARO at
'RICHARDS montre un comportement général plus flexible.
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1.2. Poutre simple de LITILE et PAPARONI

Une série de poutres en béton armé a éLé testée par LITTLE et
PAPARONI . Le prototype 1% IMME a été analyséd en utilisant le’ FRAME
FLEX.NL’.Les dimensions,le chargement et les propriétés du matériau
de la poutre 1% IMME sont montrés en figure 1.

La courbe obtenue dans cette étudeCavec 22 &éléments et S0 couches)
et la courbe expérimentale sont montrées en figure 7.

Ssur la méme figure on montre aussi les résultats analytiques prévus
par LAZARO et RICHARDS .

Une bonne similitude entre les résultats expérimentaux et ceux
predit dans cette étude peut étre observée avec un compor tement plus
flexible .Cependant , la courbe obtenue est meilleure que celle
prévue par LAZARO et RICHARD ce qui est du principalement a 1la
negligence des effets de rigidité dus a la traction du béton dans

leur modéle .(négligence du raidissement en traction)

1.3. Interprétation des résultats:

La différence entre les résultats obtenues dans notre analyse et

les résultats expérimentaux est due principalement aux:

~Erreurs numériques
~Erreurs dues au modele

-Erreur de la courbe expérimaentale elle-mé&me

~Erreurs du au modéle utilisdé

Celles-qgi sont les plus importantes.

10Le modéle de comportement utilisé est sans contexte la source
d’erreur la plus probable dans notre analyse

L’idéalisation des lois de comportement de l'acier et surtout du
béton n’est pas exacte ,ce n’est qu'une approximation de la
réalité qui est treés complexe dans le cas du béton armé.D’autre
part ces lois sont unidimensionnelles ,on neglige 1l'effet du
cisaillement qui fait diminuer la résistance a la flexion(prouvée
experimentalent).Enfin,les lois adoptées pour le béton en compres-

-sion ont été établies par compression de cylindres de bé&ton or
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en flexion le mode de sollicitation n’est pas le mémeCeffet du
gradient de déformation).Il en est de méme pour le bé&ton en
traction et de plus pour celui-¢i le glissement de l’apier a une
influence sur sa résistance. ‘

Par ailleurs d'autre effet plus complexe sont négligés tels que le

fluage et le retrait.

2)Ll’idéalisation multicouche pour un lit d’armatures ne traduit pas

la réalité exacte.

3)L'hyﬁothése de poutre BERNOUILLI n'est bas rigouresement exacte
dans la zone de traction du béton car un léger glissement de

l’acier et du béton l’entourant se produit.

~Erreur de la courbe expérimentale elle—-méme:

L'expérience est toujours entachées d'erreurs et ce quelqguesoit la

qualification de 1'opérateur.les courbes expérimentales qui ont
servie pour valider psuvent comporter elle-m&mes des erreurs.Ill en

est de méme pour les caractéristiques du béton et de 1'acier
obtenues expérimental ement et sur la base d’une anal yse

statistique.

—Erreurs numériques

Elles sont dues a la précision de l’ordinateur sur les
calculs. Ceux—-¢i étant trés nombreux leur cumul peut amener a des
erreurs sur les résultats globaux,

D’autre part la méthode d’analyse non-linéaire utilisée peut
quelquefols ne pas converger monotonement mais par alternance,on

est conduit alors a prendre une valeur moyenne.

l1.4.Conclusion:

Une bonne concordance entre les résultats anal ytiques et
expérimentaux peut étre obtenue en utilisant le modéle analytique
suggéré.le modéle analytique et la procédure utilisdée peut donc

tracer avec précision le comportement des poutres en béton armeé.

M7



2. Etude de l'effort normal: .

On wutilisera la poutre de ALAMI et FERGUSON surr lequel on
appliquera des valeurs croissantes d’effort normal.Soit Nu 1’effort
normal ultime ,pour des wvaleurs croissante du pourcentage de Nu on
obtient les courbes charge-deflection illustrée en figure 8.

Lorsque l'effort normal est supérieur a4 S0% de 1’effort normal
ultime ,la charge maximale admissible pour le chargement en flexion
augmente par contre la ductilité diminue.

L'effort normal agmentera ainsi la charge maximale en flexion
au détriment de la ductilité uni le critére essentiel dans la
réesistance au séd&isme.

Lorsque l’effort normal est inférieur A 30% de l'effort normal
ultime 3 la résistance ainsi que la ductilité diminueront.

Cet exemple illustre bien l'intéraction qui existe entre l’effort

normal et le moment fléchissant.

3. Etude du confinement:

On utilisera la méme poutre que précédemment en faisant varier la
disposition des armarures transversales.Pour des coefficients de
confinement croissant on peut observer une appréciable augmentation
de résistance et surtout une extraordinaire augmentation de
ductilité .C(figure 9).Le confinement améliore donc a la fois 1la
la resistance mais surtout fournit au béton une trés grande
capacité a4 absorber de l'énergie de déformation.

La résistance flexionnelle au séisme des poutres en béton armé est

ainsi considérablement augmentée par le confinement.
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EXEMPLE 1 : Poutre sous armée testée Par PAPARONI et

LITTLE

pr2 Pr2
361. 720G
Avec : f. = 350 Kgrcm®
f = 3.42 toCm®
v
f_ = 5.06 t-cm®
sSu

E_ = 2000 tCmt

ssh = 0.0
£ = Q0.1
su

Pre P

22 Eléments

FICURE A

18. 04

¢ EXEMPLE 1 O
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EXEMPLE 2: Poutre sur-armée testée par ALAM!I et FERGUSON
A —

Pr2 - Prs2
1P, 05

T
122 17. o
22.806

A = 12.85 Cm

Avec : f. = 218 Kgrcm®

f. = 3.41 toCm®

y
f_ = 5.06 tCm*
sSuU

E_= 2000 t scm®

ssh = 0.02

£ = 0.1
Su

&2 Eléments 50 Couches

FIGURE-2 - PROPRIETES MATERIELS ET GEOMETRIQUES

C EXEMPLE 2 >

120



10.00

CEBARGE TOT4LLE (TONNES)

8.00

6.00

4.00

2.00

0.00

3 5 COUCHES 25 COUCHES
. 50 COUCHES
-

]

; COURBE RXPERIMENTALE

]

.

.

-"lll|ll"l"'1|||ll"'l'll""IlllI"l"'f'l'l‘l"rlll'l"ll
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.

DEFLEXION (CM)

COURBES CHARCE-DEFLEXION CENTRALE
POUR DIFFERENTS NOMBRE DE COUCHES

FIGURE -3-

121



10.00

a.00

o
<
S

A
<
3

CHARCE TOTALE (TONNES)

2.00

. co R,%'g,,ﬁﬁ,g‘;”';“ﬂw“ 4 ELEMENTS

7 12 RLEMENTS

E 22 ELEMENTS

3 COURBY EXIPERIMENTALE

3 TTryYyrrrTrrry ' Trrrrrrryy ' FT T T T ITTTX ' T T 7T TrTrTrrrrry , rTrTrrrrrriua ] T 1T T1TT1rrvrrrrey
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.

DEFLEXION (Cw)

COURBES CHARGE-DEFLEXION CENTALE
POUR DIFFERENTS NOMBRE D'ELEMENTS

FIGURE -4-

122



CHARGE TOTALE (TONNES)

10.00

8.00

6.00

4.00

2.00

0.00

7

: '_.-"‘- »
7] - —
. - .

— _,..—-"""

:‘1 /’ /

- -~

h -

- // /

= -

4 s

. Vs

] s ~d

] Vg

- ”

] s

- s

n 7/

. 7/ — — COURBE EYPERIMENT,

3 s oeee (OURBR THEORI NOTRE .H!wl'i

1 / weery COURAR THEORIQUE r S
. /

. /s
-‘IllllllIIllllllllll|lllllllll]llll’lltiI]lljllllllfilll"_'j
0.00 0.60 1.00 1.60 2.00 2.60

DEFLEXION (CM)

COURBE CHARGE DEFLEXION CENTRALE
EXEMPLE : 2

FIGURE -5-

123



FIGURE -6-
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CONCLUSION

Dans cette présente &tude nous avons exposé une application de
1’analyse non-linéaire a un matériau complexe mais aussi le plus
utilisé en génie civil:le béton armé.Notre étude s’est limitée au
comportement flexionnel des poutres et portiques en béton armé.

La modélisation utilisée s’'est ef fectude A deux niveaux:

-modélisation des relations contraintes—déformations du boéton
armé en flexion. '

-modélisation géométrique de la structure par éléments finis
mul ticouche.

Les déplacements et efforts sont détermineés non-lindairement par
procédé itératif et incrémental établi sur la résolution du systéme
linéaire,de telle maniére A prendre en compte les non-lindarités
matérielles du béton armé et les non-lindarités géoméiriques de la
structure. 7

Le programme d’application réalisé nous a permis de simuler
numériquement avec une grande précision l’effet de l’effort normal
et du confinement du béton sur l’amélioration de la résistance a la

flexion des poutres en béton armé.

Les méthodes de calcul non-linédaire sont suffisamment au point de
nos jours pour connaitre l'évolution quasi-réelle du comportement
des structures. Ces méthodes impliquent l’utilisation de
calculateurs puissants, cependant les progres actuels an
informatique permettent d’annuler le caractéere potentiellement
restrictif de cette condition. '

Le développement des méthodes de calcul non-lindaire et son
utilisation systématique permettront un perfectionnement des régles
de calcul par une meilleure description du phénoméne étudidset avec
des répercussions considérables.Ce perfectionnement doit étre aussi
obtenu par une meilleure connaissance des propriétés mécaniques des
matériaux de maniére A avoir des modeles analytiques aussi preégis

que possibkle.
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Lorsgu’on posséde de tels modéles,les études de comportement par

simulation numérique sont possibles.lLes possibilitées offertes
saeront alors extraordinaires puisqu'on pourra étudier le
comportement de structures et de phénoménes complexes sans avolir
recours a 1 "expérience at pour des colts relativement
modestes. L’ étude numér i que que nous avons réalisé sur
l’amélioration de la ductilité des poutres en béton armé par le
confinement en est wun exemple.ll sera intéressant d’'étudier
d’'autres phénoménes physiques plus complexes tel que le retrait,le

fluage,le cisaillement ,l"intéraction bé&ton-acier ...

129



BIBLIOGRAPHIE
Ouvrages:

K.J.BATHE. 'Finite Element Procedure in engineering analysis’;

Prentice-Hall{18982D

R.D.COCK,D. S. MALKUS, M. E. PLESHA. 'Concepts and applications of finite
element analysis'’;John Wiley & Sons(1989)

G. DHATIT et G.TOUZOT. 'Une présentation de la méthode des &léments
finis des éléments finis';Maloine S. A.Editeur ,ParisC(19840

J.F.IMBERT 'Analyse des structures par éléments finis "C1984)

MARTIN,HARCLD CLIFFORD. 'Introduction to finite &lément analysis’;Mc
Graw-Hil1ll(C1973D

O. RAHMANI ,S. KEBDANI : '"Introduction a la méthode des éléments finis
»  OPU

K. C.ROCKEY,H. R. EVANS,D. W. GRIFFITHS, D. A. NETHERCOT. "Introduction a la
méthode des éléments finis’® ;Eyrolles,ParisCl1979)

O.C. ZIENKIEWICZ. ' The ?inite Element Method' :McGraw-Hill,C(197€D
J. SALENCON. *Cours de calcul des structures anélastiques’C1887)
W.F.CHEN D.J. HAN.'Plasticity for Structural Engineérs;C19883
B. ASANCHEYEV. "Calcul des structures en basic’ ;Eyrolles(l8840
AUBOIN. "Calcul des structures et informatique’;Eyrolles(1984)

PARK and PAULEY. 'Reinforced concrete structures’John Wiley and Sons
yInc. ,New York ,1878



R.M. JONES. . *Mechanic of composite material . Technique of

publishing CO. INC

D.GAY. , 'Materiaux composites ’.Edition Hermes 1887

SW. TSATI. H.T.HAHN. , °’ IntroductiOn to composite mateérial °'.
Technique publishing CO.INC 1980 .

Articles:

LITILE and PAPARCONIL .’Size effect in Small-Scala Models of
Reinforced Concrete Beams '’ . ACI Journal , Proceedings V. B3 No

.B4,Nov. 1966, pp. 1181 ~-1204.

MATTOCK, A. H.,'Redistribution of Design Bending Moment in
Reinforced Concrete Continuous Beam’Proceaedings,Institution of

Civil Engineers CLondon),V.13,18950,pp. 35-45.

PARK,.R. ,PRIESTLEY M. J. M. ,W.D. ,"Ductility of Square—-Confined
Concrete Columns .’'Journal of the Structural Division ,ASCE,No

.ST4,Avril 1982 ,pp. 929-950.

CARRIRA,D. J. ,and CHU,K-H, 'Stress-5Strain Relation-ship for
Reinforced Concrete in Tension.’ACI Journal,Proceedings V.83,No.

1,Janvier-Février 1986,p.21-28,

CHAJES A. ,CHURCHILL J.E.'Nonlinear Frame Analysis By Finite Element
Methods’. Journal of Structural Engineering,Veol.113,No 6,Juin 1987.

GRELAT. A. 'Comportement non linéaire et stabilite des ossatures en
béton armé&’.Annales de l’institut technique du batiment et des

travaux publics.Nov 1878.

Cours:

CHARIF. Abdel hamid cours de post—graduation de 1’Ecole
Nationale. Polytchnique d’Alger E N P.



