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CHAPITRE I

INTRODUCTION GENERALE

La meéthode des éléments de frontiére (boundary element
method BEM) est un outil trés puissant d analyse des structures
continues. Le développement qu’'a connu cette technigue durant la
dernigre décennie a permis %on application dans divers domaines
d'engineering.

Dans ce ;hap;tre, on va commeﬁcer par donner une
introduction de }a methode des éléments de frontiere et une
présentation du sujet, ensuite un bref historiqué et enfin les

avantages et inconvénients de la dite méthode.

t.1 INTRODUCTION

La résolution des problémes de 1 élasticite nécessite la
formulation séparée d éguations décrivant'dif{érenteé catégories
de réponse de matériau idéal. Chacune de ces equations est une
formulation ma£hématique " ayant ;our bqt 1 approximation
d ' observations physigues de la reponse Q'un matériau réel dans un

!
domaine déterminé. Ces équations aux derivées partiel;ea sont
tellement compliquées gque 1l'on ne saura les régbudfe mEme au
niveau actuel du développement des methodes mafhémétiques.

Grdce a 1 'outal informatique et au développement des
methodes numerigues telles gque la méthode des ¢lements finies

(FEMY, la méthode des differences finies (FDMYy, et la methode des

eléments de frontiere (BEM), 1]l devient possible de résoudre les

-



probleémes rencontrés en  meécanigue des sols, hydraulique,
structure, et bilen d autres domaines.

La BEM est une des méthodes numérigues que nous avons adopté
dans notre étude. Les différentes étapes de transformation des
éguations du systéme physigue sont décrites par la figure 1-1 ci-

dessous.

Systémé physique

Formulation - Lois de la physique, sciences de
des égquatipons { , 1" ingéniesur.

Equations aux
derivees partielles

-y,

Méthode de résidus pondeérés,

! Formulation intégrale

, Transformation %
des eqgustions

Approximation des fonctions inco-
nnues par e biais d éléments de
frontiére et organisation matricielle -

Systéme d équations
algébriques

Résolution nu- 1 Résolution numérique du systéme.
merigue

Solution

approchee "y

Fig. 1-1 Transformation des eguetions du systéme
physique.



L'utilisation de la .BEM mnest nas trés répondd, ceci
s explique par la difficulté de compréhenéion de la méthode qui
exige en effet des connaissances dans des domaines variéss
- Campréhension du probleme physique étudie et connaissance
intuitive de la nature de la solution.
~ Compréhension et détermination des solutions fondamenta-
les.
- Qpprogimations des inconnues physigques.
- Tecﬁnique d organtisation matricielle.
- Méthodes numériques d’ intégration et de résolu£idn de sys-—
teme d éguations algeébriques.
- Techniques informatiques adaptées &4 des programmes ﬁnmple—

xes et 4 des volumes d’ informations importants.

1.2 PRESENTATION_ DU SUJEY

‘ Les méthodes numérigues d'analyse ont regue une attention
considérable ces derniéres années 2t ce depuls | apparition des
ordinateurs et les capaeités qu'ils‘pffrent.

La methode des équations intégrales aux frontiéres ({BEM)
fait partie de ces méthodes dont la caracteristique principale
est 1 étude du probleme sur sa frontiére,

Le principe de la formulation directe de la BEM consiste &:

- Etablir une formulation intégrale des equations

diffeéerentielles régissant le comporfement physigue du

probleme eétudié en utilisant la méthode des reésidus
pondéreés,

- discreétiser la frontiére en eléments lineaires formant

ainsi le systéme d équations algébriques [HI (U] = [G1 (P},

Cd



- imposer les conditians aux'¥;ontiéreg de type Dirichlet,

Newmann ou Robin,

_ et enfin résoudre le systeme d ' éguations arrangé sous la

Forﬁe £Al (X ={(B}.

Une fois toutes les inconnues sur  la frontiére sont
dé£erminées, il'deQient alors possible'de connaitre le vecteur
_déplacemeht =t le vecteur contrainte en tout point du domaine.

Dans notre prmjet, nous avons etudie la méthode dite:
F;rmulatimn directe des equations integrales aux frqntiéres en
deuxr dimensioné_ pour des problemes en déformation et en
contrainte plane. Nous avons utilise la solution fondamentale de
Kelivin en deux dimensions.

Le matériau est supposé 8tre élastigue, homégéne et isotrohe
obéissant & la loi de Hooke, les forces de volume ne sont pas
prises en considération.

Nous avons @laboreé le programme DBEM permettant la
détermination des inconnues physiques (déeplacements et tractions
surfaciques) approximées de facgon lingaire sur la frontiere,
ainsi que les déplacements et le tenseur contrainte pour des
points intérieurs du domaine.

Ce programme nous a permis de déterminer 1 état de
cantrainte et de déformation dans unldOmaine semi—infini (sol)
sogumis & un chargement uniforme.

L ingénieur est parfois confrontée a 1 etude de certaines
structures comportant des cavités et soumises & des pressions
internes, de telles cavités sont consideérées comme des zones de
faiblesse. [l serait donc intéressant d étudier un domaine

présentant une cavite,

s



La deuxieme partie de notre ‘étude consiste  en la
modélisation par la BEM de domaine non homogéne en Bub?régions'
homagénes, elastiques et isotropes.l Nous avons élaboré des
subroutines complémentaifes permettant la résolution du probléme
ainsi formulé. Le programme TL-BEM (two layers BEM) nous a‘permis

d'etudier un sol en bicouches.

1.3 HISTORIQUE

Les é@gquations intégrales ont &té étudiées par beaucoup de
mathématiciens Fredholm (1905), Smirnov (1929), Voltera (1959),
Mikhlin (1957 et 19467) et d autres. |

L application des équations intég;ales pour formuler les
solutions fondamentales pour la théorie de poteritiel a £té faite
par Fredholm (1903) gqui a démontre 1 'existence de solutions pour
de telles équationg en se basant sur une proceédure de
discrétisation.

En 1929, Kollogg a exprime 17é&quation intégrale pour un
problémé de_champ potentiel en terme d équations intégrales aux
frontidres.

Betti et Somigliana se sont basés sur ! analogie qui existe
antre les théoriess de potentiel et d'é]as£icité pour analyser des
problemes d’'elastostatigques par le biais d éguations intégrales
aux frontiéres.

En 1963, Jaswon et Symm ont présenté une technique numerique
pour la résoluﬁinn-d'équations inteégrales aux frontiéresl Ilg ont
pu determiner decs solutions pour des probleémes bi&imemsionnels de
type MHewmann gt Dirichiet.

daswon et Maiti en 1958 s wunt serchés sur 1 édtude desg



plagues en flexion. Leur travail a’'&té développé par Stern (19279

et 1983), Ween (1282) et Kim (1982) alors que les problémes de

plagues polygonales simplement appuyées ont été‘résoius par Maiti

et Chakrabarty (1974},

l.es problemes de sol ont eté traité par un grand nombre de
chercheurs: Crouchb(1?76) a etudie les excayation§'souterraines,
Lachat et Ngtson (1977 ont traiteé les problémes de mines, et
Wardle (1977) a applique la BEM pour les multicouches.

En 1973, Wood a etabll une approche par &léments de
frontiére pour la prédiction des tassements de structures et
1l analyse de 1’ interaction sol—struéture.

Rizzo (19&67) a développe une approche par équations °
intégrales aux frontieres qu% traite des problemes classigques
d'éléstostatiques.

Cruse (1%49) a étendu cette approche pour la reésclution des
problémes tridiménsinnnels,'p;is en !973, il appligqua la methode
pour 1 analyse de cbn£rainte en tridimensionnel,

Plusieurs algorithmes récemment développés sur la méthode
des elements de frontiere sont décrits par Cru59\(1975), Lachat
(1975), Rizzo (1979) ,5haw (194%), Watson (197&), Brebhbia (1978}

et bien d autres.

1.4 QUELQRUES AVANTAGES DE LA BEM

Les méthodes numeriques d analyse ont regue une grande
attention ces dernidres années et ce depuls 1 apparition des
ordinateurs. lLa BEM +fait partie de ces méthodes, dont les

principaux avantages sont:



1- Vaste champ d application:
La BEM utilise le principe de supérpnsition, elle s applique

donc & des problemes linéaires. Jusque la, la BEM ‘a permis de

résoudre maints problémes a savoir: édlastostatiques,
¢lastodynamiques, eélastoplastiques, e, gqu'on rencontre en
mecanligue des sols, hydraulique, mécanigque de rupture, ..., etc.

2- Dimension du probléme:

La dimension du probleme éetudiée est reduite d une unite,
autrement dit, pour un probléme bidihensionnel on aura une
éguation intégrale de frontiére gnidimensibnnelle, et pour un
probléeme tridimensionnel on 'aqu une eqguation de frontiere
biaimensionnelle. Ceci vient du fait que les fonctions inconnues
intervenant, se trouvent sur la frontiére gt non a ! antérieur du
domaine.

En effet, le systeme d équations obtenu avec une
discrétisation de la frontiere uniquement est relativement petit.
Le coit de calcul augmente trés peu avec la taille des problemes.

La BEM est mieux adapteée du point de_vue coudt et temps
d'exécutioh pour la résolution de probléemes a domaine infini ou
semi-infini. Il est bien évident que lors de 1 analyse de tels
probiémes, on va considérer des frontiéres finies sur lesquelles
les conditions aux limites admissibles a 1 infini sont verifiees.

Les praoblémes a domaine infini ne peuvent pas Btre résolus
par la méthode des éléments finis qui contrairement 4 la BEM ,
exige la discrétisation ‘du domaine en trés grand nembre

d éleéements, donnant lieu & des matrices d ordre trés elevé et par

conségquent, les calculs et la résolution deviennent impossibles.




3- Modélisation intérieur:

Dans la BEM, seul la frontiere est discrétisee, en effet, on
a tendance a croire qu on ne peut résoudre un probleme gque sur
ces frontigres. Ce quli n'est pas vrai grice aux Ffonctions

inconnues deéterminéges sur la frontigre, on obtient la solution en

des ‘points internes au domaine. Cette fagon de faire est unique

3 la BEM pafmi toutes les alternatives possibles.

4- Précision:

L équation intégrale de frontiére est en elle méme un exposé
de la spolution exacte du probléme dtudié.

Les erreurs ne peuvent provenir gue de la maniére avec
lagquelle la geometrie et les paramétres physiques du probleéme
sont approximég sur la frontiere (élément constant, lindaire,
quadratique, ..., etc.) et des approximations numeériques
auxguelles on a recours poﬁr le calcul des intégrales. Les
erreurs sont redultes avec le choix approprie des fonctions de

formes.

95— Entrée des dohnées:

Dans la BEM, 1la réductipn de la dimensicn du probléme
gngendre une réduction des donnédes requises pour dérpuler le
probléme. Par cmjtre, en eléments fiﬁ}s, un treés grand nombré de
donnees est nécessaire pour.dérouler un programne, domhant lieu
a une per te cr_)n:aidé'rablle de temps &t d arngent dans la préparation
et le contrdle des données. Le qui rend la BEM plus compeétitive

gue les autres méthodes de résolution.

-



1.5 PROBLEMES RENCONTRES AVEC L "UTILISATION DE LA BEM

Malgre ! intensite dés publications et les efforts déployés
pour lé développement de la BEM, cette derniére n'est pas encore
tres DDQQIaire aux ingeénieurs, en effet la majorite des
programmes de la BEM ne peuvent &tre utilisés par des personnes
non speécialiseas.

Beaucoup d’'étudesse font actuellement pour surmonter les

problémes associes a la BEM dont les principaux:

1- Singularités au niveau des _intégrales:

Les expressions integrees contiennent des termes tels que
log v , 1/r, 1/r2, ..., Btc. gqui tendent vers 1} infini guand r
tend vers zéro, autrement dit, '1DFSQU'DH s;aproche du point
source. L integration numérigue par guadrature de Gauss ne peut
s'appliquer-dans de tels cas.

Recemment, quelgues chercheurs ﬂLera et Alarcon 198B2) ont
expligué comment traiter les problemes de singulafités. Cette
nouvelle approche complique la programmation, cependant, elle

permet d améliorer de fagon définitive les resultats.

2— Forces de volume:

La considération des forces de volume complique la BEM,
en é+fet, on est amené & évaluer des intégrales sur le domaine.
l.a discrétisation dq domaine en un nombre suffisant de cellules
ezt alors nécessaire. De la, aon perd 1 avantage principal de la
BEM. Il est 4 noter gue plusieurs essals ont éte tait pour
transformer' l"integration éur le domaine en intégratlan- de

frontigre pour différents cas de chargement.

ey



3~ Problémes de coins:

La traction au niveau d'un noeud est une fonction de la
narmale. Quand le noeud apﬁartient 4 un coin {(ceci s'appligue
pour 1 approximation lineaire, quadratigue, et d'ordr? supeérieures
seulement), il va lui correspondre 2 no%males et par conseguent
2 tractions peuvent Etre definies.

Unge analyse barticuliére est faite pour contourner ce
probrémé. On doit é’atten?re a cé gu une telle analyse donne de
bons résultats assez loin des coinsAet des résultats moins bons
prés des coins. C'est la 1*7% approche gui a &té utilisee par

Jaswon et Symm (13277).

4- Résolution dh systéme d " équatians:

L analyse par la BEM ‘génére des matrices entiérement
peuplées et non symeétrigues, la résolution des systémes
d équations cofrespondants est par conséguent lente comparee a la
résolution par la méthode bande utilisée dans la FEM. Le temps
necessaire a4 la résolution des systemes d‘équations peut mEme
depasser le temps réquit pour la formation des matrices elles

memes .,

9—- Matériau non linéaire:

Pour de tels matériaux, la modélisation du domaine en
cellules lindaires est egquivalente a la discretisation du domaine
entier. La BEM perd ainsi sa principale caractéristique qui

consiste en la discrétisation de la frontiere uniguement.

10
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Fig. 2-4 Etat de contrainte plane .

Le cylindre est charge latéralement et indépendamment de
l1"axe x=. Le chargement doit &tre paralleéle ou plan moyen et
distribué symétriguement par rapport & celui-ci.

Le modéle de contrainte plane ainsi obtenu convient bien aux
plagues minces sollicitées dans leur plan. les hypothéses de base
de se modéle sont:

‘Oz = Oxm = Omy = 6. . (2,21)

Pour un matériau isotrope, la lol de Hooke donne:

- Cy1 Oaa
e, = -~ -2
11 E E
= Gy O2z . | (2,22)
G2 = TVt T
(1 + v)
&2 * %

D' ou 1'on tire les relations contraintes-déformations

sulivantes:

21



04 : 1 v 0 €
v 1 0
(2,23) 0,5 = E , 2,
(1 ~ v?) o S1-v)
%12 2 €12

Les contraintes 043, ==, @t U,=> sont indépendantes de x= de
méme les déplacements seront des fonctions de x, et xz seulement:

U, = U;(x;, Xop)

Uz Uz‘K1, X=).

Ces déplacements sont supposés Etre constants sur toute
1 épaisseur du gylindre.

L’e%fét de Poisson donne“haissance a un deéeplacement Ua qui
peut €tre calculé & partir de la relation contrainte-déformation
pour €x= ¢

c - aU3 = _ 0011 _ U(I:m - _‘i
3 ax, E E B

(011 + o-za) (2,24)

2.3.2 Etat de Deformation Plane:

Considérons un cylindre élancé dont la dimension suivant la
direction x= est grande pér rapport aux deux autres dans le plan

KM (Fig- 2-3).

Fig. 7-D Ftat de Déformation Plane,

Tl
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Ce modele est considéré comme étant un cas de déformation
plane. Les hypothéses de base‘se traduisent par les relations:
€xx = €351 = €x2 = O (2,25
Les deplacements dans le plan (x; x=z) sont indépendants de
Uy = Uz(xy, x=)
U= = U=2(xy, x=z)
I1 faut noter gue la contrainte oz=x est telle que: gxx » O,

elle peut Ftre déterminée & partir de la loi de Hooke:

(1 +v) . v
€3 = ——5— O = (05 ¥ 033+ 0y) =0 (2,26)
d ou:
Oy * '%- (oy, + 033) (2,27

De la mB8me maniére qu’on contrainte "plame, on &établit les
relations contraintes—deformations en utilisant les équations

suivantes:

[4] L) o
e = _ L, 32 _ o, -3 (2,28)
a2 = E E
{1 + v)
¢, * 7 T12
On obtient donc:
0, (1-v}) v ¢ e,,
_ E v (1-v) ¢ 42,29)
4] = ) L
2 o E2e | geaw | ]
0.z 2 2e,,

mJ
i



Remarque:

On . peut passer aisement des formules relatives aux

deformations planes, “aux formules relatives é(ne contraintes
planes, en remplagant le module de Young par E=E(1 - IF’ et le
coefficient de Poisson par ; = p/ (1 + V).

-
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CHARPITRE 1IIX

METHODES DES RESIDUS PONDERES

3.1 INTRODUCTION | '

Déns le cas ou il devient difficile de deéterminer la
solution analytique d’un probleme par le biais d une resclution
mathématique du systeéme d’ équations dif%érentielles‘régissant le
comportement du systéme physique, on  fait recours a des

techniques numérigues basées sur des méthodes d'approximation.

3.2 METHODES DES RESIDUS PONDERES

Les méﬁhodes des résidus pondéreées permettent en utilisant
des fonctions de pondération de passer d’un systeme d'eguations
aux deérivées pértielles a une formulation intégrale.

Selon le choix de la fonction de pondéeration, aon obtient
tout un ensemble de formulations irrtégrales, en d autres termes,
les differentes methodes de reésidus pondéres se distinguent par
des choix particuliers des fonctions de pondération.

Socit a résouére le probléme aux limites éouverné par
1 équation aux dériveées partielles:

$Uo) = b dans

avet les conditions aux limites associées:

- essentiel les S{Ug? = S sur [,
- naturelles G(Un) = o] ‘ sur I=
T =T, + Tz étant la frontiere du domaine Q.

Uo @ représente-la solution exacte du probleme.

rJ
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Soit U 1'approximation de Uo qui s écrit comme suit:

a

O = ;ak¢k (3,1)
wl

ou ¢y représentent des fonctions d'approximation linéairement
independantes.
On definit ume fonction erreur appelé aussi reésidu par la

relation suivante:

VR = LW -b = se(iu,@k) - b surfl (3,2)

- kel

S5i la fonction U ne satisfait pas toutes les conditions asux
frontieres, deux autreslfonctinns d'erréuf sont 4 envisager:
i~ erreur sur ;es conditions essentielles (déplacements):
R, = 5{l)) — 5 » 0 sur I,
ii— erreur sur lés conditions naturelles (tract?ons):
Rz = G{(U) - g » 0 sur T
Notre but est de minimisér l'erreur sur le domgine Q et sa
frontiére I'. On définit alors les fcnctioné de pondération §, et
;4appartenant 4 un espace lindairement indépendajt. On écrit

alors:

£Rwidn+[éiiicﬂ‘ = 0 (3,3)

R” représente 1 erreur sur la frontiere I'.

Cette dernigre équation est éguivalente a la satisfaﬁtion
des’ eéguatipns differentielles et de leurs conditions au;
frontieres.

Pes restrictions sont a imposer sur larnature des familles

..

aux-guellees les Fonctions ¥: et P« doivent appartenir. Nous

26
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plus simpiement (écriture indicielle):

. ,
Ug = 2 [20-9)Fy 4~ Fray]

en substituant 1’équation (4,8) dans (4,7) on obtient:

4 1 . i
ViF + o) %z = 0

Ainsi la résolution de (4,7) revient 4 résoudre 1 équation

(4,8)

(4,9)

(4,9});

=i nous determinons la fonction F, nous aurons déeterming 1 eétat

de contrainte, de déformation et de déplacement en tout point du

domaine dG & 1 application de la force uniteée &t au point “i’.

L

v

3) Résolution de 1 'équation (4,%):
Soit V=F =06
1’ eéquation (4,9) devienﬁ:
= 1 x 1
Vg = = T -o) 6;7
¥ Solution homogene de 1 é&gquation (4,10):
En utilisant les coordonnées polaires V26 = O s écrit:

Vg = %% ?%;(zngg ) = 0

ceci en consideérant une distribution symetrique
d’' ou Gir) = C; Ln r

determination de C, :

{(4,10)

(4,11)

(4,12)

"En utilisant 1 eguation (4,10) et en tenant compte de la figure

4-1:



vig = - —2 _ 8}

{1 - v)
lz :- - 1 4 = - __.._,_l..___,.__,
[7roaa = [- o<y dia0 T-

oG
_V’Gdﬂ=£V.(VG)dQ=1[ ey
{ 7o @ -5

G . 96 i
‘on ax, 7 x, ™

Pour un cas particulier ou p est parallele a p:

% . & . &
an or r

4 ou
A S | (4,13)
G ~2% {1 - v).

X4

Fig. 4-1 Coordonnées polaire,

r : distance entre le point source 's' et le point considere "G .

{i+t1), (3j) éléments de longueur L.
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r = (ry rg)t7=2

ri = x4(Q) — xa(s) pour i = 1, 2
Alnsi: I
G(r) = = 1 nr (4,18)
2n(1 - v)
or
V2F=G(I)=ii(r—a£)= 1 Lnr
r or or

d'od on tire:

-___-E_i_#{r.nr-l]

Fir) sxm(1 - v)

Pour uwune force agissant suivant la direction i,

Galerkin s ' écrit comme suit:

Suivant la direction 1 = 1:

F =X3i (Y = O
Suivant 1a diréction i = 2;:

F =YJ (X = 0)

Supposons une charge selon la direction i

Lta fonction de Galerkin est:

- . x2
X = fau(_l—o)[mr—l]'

Ainsi les déplacements sngendres par &% sont:

(4,15)

le vecteur

(4,16)



= 1 _ _ .8
U, 2G[2(1 v) AX axdivg']
v, = - [2(1-v)Ay- -2 d.ivF]
12 2G dy -
- 4
Ax 8x{l -~ v) Ln r
- 68X _ 8X or =
din' —a—x 3?32—‘ (Y 0)
a . _ PXx | dr ¢ ax Fr
Zave = Sl o e
o . I,
ox r '

2= 2a-Z] - L[ ET

en substituant les expressions ci~-dessus dans Uy, et Uy on aura:

i 1 |- 1 _{or )
s 8xG(1 - v) | (3 - 4v) In (3){1 ) ]
(4,17)
U - 1 [ 8r or
12 8rG(1 - v) | 3x, Ox,

Supposons une charge selon la direction j:

En procédant comme précédemment, les déplacements sont:

- 1 |- 1 (oY)
g = 1 [ or. or l
n BRG(1 -~ v) | dx, Ox; |

36

-



En résume:

L 'action d'une force unité au point source 's’° selon la
direction (1 = 1,2), produira des déplacements au point Q7 selon
la direction (k = 1;2) (voir Fig. 4-2) tel que le point 'G° est

4 une distance r du point source "s° on écrira:

- 1 _ 1 or 0r |(a,19)
Ui BrG(1 - v) (3-40) Ln 2 8, + ox, dx,
1 si 1 = k -

tel que 3 =

|

Uy @ deplacement selon la direction k dd a 1'app11ca£ion de la
force unitaire P selon la direction 1.
De la m?mevmaniére, on détermine l1'etat de contréinte au
point '@ di a la charge au point 's’ en utilisant les relations

suilveantes:
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el

Oy = AUppBdyy+G(Uy+Uy,) (4,20)
En substituant (4,19) dans (4,20) e£ en utilisant la relation
liant les tractions surfaciques aux contraintes:
Pe = o015 Ny | (4,21) A
ol ny est ie cosinus direcéeur de la normale su plan tangent au
point Q@7 (voir Fig. 4-2). HNous déterminons les tfactions
surfaciques au point 'G° dues a 1 application QE la charge au

point source s, on aura:

. 1
P, = - — *
1k ax(l - v)r

or _ e n 0 3r | _

avec

I
b
5

cos(n,x )’ =

RS

Ax,

n, = cosinx) = )i
J

Ainsi U¥, et Pf.sont les solutions fondamentales en deux
dimensions etablient par Kelvin pour des domaines infinis que

nous utiliserons dans la formulation des problémes par la méthode

des éeléments de frontiere.
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CHAPITRE V.

REPRESENTATION DE tA BEM

S.1 INTRODUCTION

l.a methode des élgments de frontiere est une meéthode
extrémement puissante dans l'analysé des structgres continues.
Elle est basee sur une formulation intégrale qui va Btre établie
dans ce chapitre. Des approximations cimples des variables de la
frontiere ainsi gu 'une discretisation de celle—-ci nous
permettrons de transformer les équations inteégrales de fronﬁiefe
en éqguations algébriques qde 1‘on resoud par des methodes

numeriques.

5.2 FORMULATION DE L 'EQUATION INTEGRALE — IDENYITE DE

SOMIGL IANA

Pour illustrer comment la méthode des gléments de +rontiere'
peut @tre deduite d’'une technique de reésidus pondéres, on
considere }'équatiom d’égquilibre:

Tyt + by = QO ‘sur

Fig. 5-1 Congitions aux frontieres
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Les conditions aux frontieres étant de deux types (Fiaq.

S5~1):
- essentielles U = U sur Ii (déplacements nréscrité).
- naturelles P = P sur Tz (tracticnslpréécrites).
avec T =T, + T= frontiére du domaine Q.

1'énonceé des reésidus pondereés peut 8tre dcrit:

F3

{(ojm+b,)tf;dn = !(Pk-ﬁ;)U;dI‘+[(l‘7k-Uk)P;dI'(S,l)
—’ ! * '
ou UE et PL repréesentent ,1é5 déplacements et tractions
correspondant au champ de pondeération i.ed
| P = ns ¥
En inteégrant par partie le terme de gauche dé 1'eéqguation

(35,1), celle-ci devient:

lojk Uy n, dl - {oﬁ U,y dQ + £b,, Uy d3 = '[P,, Uy dT
v (5,2)

-fﬁtf;dl‘—[(ff;—vk)P;dI‘

Etant donne que:

Pk = Ujk .ﬂj l . v
1 [ vy | 9Uk
e = I
et # 2 ( axk * xi

{ ‘equation (5,2) se redult a:

) - 1 z 3

(5,3)



cherchons de maniére générale a eviter des fonctions qui
conduisent a une valeur infinie de 1'un des termes intervenant
dans 1 évaluation des intégrales. Nous limitrons le choix de $:2
et i‘a des‘fcnétions a valeurs unigue et finie.

Selon 1@ distribution de 1 erreur, on definit qes methodes

d approximation différentes.

3.2.1 Méthode des Moments:

La fonction ¢ de pondération du résidu est telle que:

¥ = %7 ' o= 0;1,2,...

[ -n ¥ a0 - {(sﬁ(m‘-b) xida = 0 (3,4

On suppose que U satisfait toutes les conditions aux

frontieres

i1
C

R, = S{U) — s

I
Q

3.2.2 Méthode dg Collocation_par Points:

Dans cette méthode, on essaye de satisfaire les équations
gouvernantes en une série de points du domaine apbelés points
de collocation.

Considérons la fonction d approximation suivante:

7 n
g = z:“x‘@x
. =
Le nombre de points de collocation est égale au nombre de

parametres .

Les faonctions de pondération Wy dans ce cas saont des



fonctions delta Dirak dont les propriétées sont les suivantes:

xi“‘ :
lim fA(xi) dc = 1

xpe
(3,5)
ff(x) Alx,) dx = f(x) = f;

fg etant la valeur de la fonction au peint i.

ACx)A

4
\j

La distribution de I'E}reur é’écrit alors dans le cas ou les

conditions aux frontiéres sont satisfaites:

£(S€(U‘)—b)Aidﬂ = 0 i=1,2,....n

A, représente la fonction delta Dirak au point de colloration 1.
Ce qui revient a poser:
R = @®U) -~ b =20 en n points du domaine.

On deéetermine ainsi les différentes valeurs des paramétres an.

3.2.3 Méthode. de Collocation par Sous—domaines:

Cette méthode est similaire a la méthode de collocation par

points décrite préecedemment. La fonction de pondération du résidu

—



est telle que:
{ 1 s1 x € 0

¥ =
O si x ¢ 0
1y, : etarnt des sous domaines de .

On aura dénc n equations de la forme:

!(gtm - b) dQ 0 i=1,2,....n (3,6)
i

L integrale de la fonction erreur est nulle sur les aifférentes

regions {: du domaine Q.

X.2.4 Methode de Galerkin:

Contrairement aux autres méthodes de résidus pondérés, dans
cette méthode les fonctions de pondératioh du résidus sont les

memes que celles d approximation de la fonction U. Autrement dit:

¢ = ¢
On eécrira doncty
{(se(m.- b) ¥,dQ = £(s€(m -b) $,d0 =0 o,
' i=1,2,...,n
Etant donne que:
n

U = ;«14)1 .
‘ -1

On peut deéfinir une serie de coefficients arbitraires 8a, telle
que.: SU = 6az @ + 8az $= + ... + San ¢ (3,8)

On eécrit alors:

{(sew) -b)8UdQ = o 3,9)

P
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CHAPITRE IWV

SOLUTION FONDAMENTALE

La reésolution des problémes de l‘élasticité se raﬁénE'a
celfe de certaine problémes types impliguant des systéemes
d éguations aux derivees partielles, or cés systemes d guations
sont tellement compligués, que 1 on ne saura les résoudre mEme au

..

niveau actuel du développement des méthodes mathématiques et la

technique de calcul gue pour des conditions aux limites tres
particulieres.

C'est & Kelvin (1848) que revient le mérite de la resolution
des éguations d’un propléme tridimensionnei de l’élasticité; pour
un solide homﬁgéne, isotrope pour un ‘cas de chargement
particulier:'Fcrce concentrée appliquée en un point quelconque du
domaine infini; ou .apparait un péint singulier: point
d application de la chargé.

La solution est dite Splution Fondamentale” du probleme,
et repreésente un des reésultats fondamentaux de la theorie de
1l élasticite.

A partir de la solution de Kelvin (éu}ution poUr un dDmaiﬁe
infini); les distributions de contraintes, et de déformations
pour des problémes d’importance capitale peuvent @tre déterm;nées
en se basant sur les principes de synthése et de superposition.

Comme exemple on peut citer:

~ Le probléme de Lamé: Fforces uniformes centrées appliqueées a
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l‘intérieur.et (ou) a 1 extéerieur d' une cavite éphérique;

- Le probiéme résolu par Southwell (1%26) gQui traite une cavite
sphérique a l‘intérieur d‘ua solide de fromtiére infini soumis &
unpe traction uniforme;

-~ Le probléme de Cerruti (1892): probléme de force appliguee
tangentiellement & la frontiere d'un solide semi-infini.

Toutes ces solutions s obtiennent par combipaison de
solutions de probléme pour des cas de chargement simple: forcé
urnique, double force, centre de compression etc..., et mont
regroupeées sous le terme de.“noyau de deformation ou "nuclei o?
strain” de‘Kelvin.

_LLa solution pour des domaines semi—infinis n'est qu’une
extension de celles de Kelvin en leur apportant certaines
transformations afin d adapter les résultats aux conditions dé
frontiere.

Raymond D. Midlin [12] (1936) étudia le probleéme en trois

-

dimensions; le probléme en deux dimensions a éte etudié par Melan
ClSj (1932).- |
Selon le probléeme étudié, on doit adopter -la solution
fondamentale adégquate pour la formulation du probléme par des
equations intégrales (BEM).
Dans ce chapitre nous donnons les solutions fondamentales
dans le cacs de matériau homogeéne, #lastique, isotrope pour des

doméines infinis permettant une formulation par la methode des

éleéments de frontiere.
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4.2 ESPACE INFINI

L

4.2.1 Determination de la Solution de Kelvin en 2D:

1) Equations Gouvernantes:

Considérons un solide élastigue, homogene, isotrope,
occupant une reqgion § d'un domaine infini, et avant comme
frontiére de domaine la surface T.
| Les equations necessaires a4 la résolution d'un probleme
d'elasticité sont dans le cas général (3D):
~ Les éguations d'équilibre pour un prob{éme ¢lastostatique:

Oes,5 + by = 0 : (4,1}
ou 1,3 = 1l,...,3
- Les equations cnntraintes;deformations:

Oea = Casicr €ua h (4,2)
OU i,5,ky, @t 1 = 1,...,3
Pour un solide homogéne, élastiéue, isotrope cette équation
devient:

Ois = A €Egp 45 + 26 €454 C14,3)
ot i,) = 1,...,3 |

- Les équations déformations—-deéplacements:

€es = % (Ug, 4 + Uy, o) (4,4)
avec :
Cisur @ Le tenseur du 4*=™=* grdre et qui represente les
fonctions de:répénse du matériau.
ba : Force de volume,
8¢y : Symbole Kronecker.

A, 6 : Coefficients de Lamé défirient comme suit:
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. vE
A <o) (1= 329)

E
= G= ——————rare
B 201+ )
et E : le module de Young.

1] la coefficient de Poissan.

»a

G : le céefficient de Cisaillement.
Les inconnues du probleme étant:
- Le champs de contrainte o4y & 1 intérieur du domaiﬁe et en tout
point de la frontiere.
- Le champs de déformation E;, et donc le champ% de déplacement
u, en tout pocint du domaine et sur la frontiere.

De toute évidenﬁe, la reésplution d'un probleme faisant
intervenir 15 équatiﬁns 4 19 inconnues n'est pas facile, le
reéours 4 une formulation du méEme probléme en fonction dun
nombre inférieur d’ inconnues est nécessairé.

Consideérons une approche baség_sur les deplacements:

On a : | Ty, + b;‘F Q
Si on ne consideére pas les forces de volume by, 1l équation
d'éduilibre devient:

Czs,5 = 0
L.e cas de chargement : force unique en un point du domaine peut
éére gcrit comme une fonction de Diréc 8¢ (fonction de
ﬁistributinH) et qui représente la force appliqués au point " 1i°

selon la direction L et tel gue:

£6’Ldﬂ = 1




cette force produira un é&tat de contrainte o%y ., de deformétibn
€Ty et'&e deplacement {( . L 'égquilibre impose:
ol 8E =0 (4,5)
l. 'equation (4,3) pour cet é£at de contrainte . sera:
0¥y = A €EX5 844 + 2 p €1,

et T2 .35 = A €M, + 2 p €2 l (4,4&)

en utilisant les équations (4,4) et (4,3) et en remplagant dans
(4,6 on obtiendra:
_Q:.E)_‘Y(Y,g')...vzg'*._}_ai=o (4,7)
b W
Qui est 1 ' équation de Navier avec:

U* : Vecteur déplacement da a 1 application de 8£ .

2) Vecteur Galerkin:
Les déplacements et les contraintes d un. vecteur F
biharmonique dit vecteur de Galerkin définit camme suit:
E =X4 +Yj vk
o4 X, Y, Z sont les fonctions de Galerkin.

i, i, k constituent un repere orthogonal.’

Les expressions des déplacements sont alors: ™
v = L [201-v ax--L divr)
2@ . Ox ~ |
= 17 Lo .
v = L l201-v)Ay- -2 givr]
26 | @ - <
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Gr3ce au principe de réciprotité di a la symétrie du tenseur

d élasticite C’__fkl’ on o oazs
£°jk E}k dg ‘ = £ejk ng dn

Ermn appliquant c¢e pripcipe dans 1 &guation (5,3), celle~ci

devient:

!b,tfg dQ - fe,0% dOQ = - [pm; dr - [ﬂ‘,;dr + 1[( Uy - U, )Py dB,4)
. : 1 2 1

Une seconde intégration par partie du terme a gauche de

1'equation‘(5.4) donne:

£bk UL d + {c_‘,‘k,, U, d = - l{p,, up dT - 1[5, up dr
1 )
(5,.5)

+!Ei;p; dr + IU"P; dr

Les solutions fondamentales satisfont les éguations
d'éﬁuillbre 7 on a dénc:
of.s+ AL =0 (5,6)
A& represente la fonction delta dirak gui Aest en fait une
impulsion Qnitaire appliguée au point source 17 suivant la
direction 1. tette impulsion produit I état de contrainte o¥.qui
verifie les éguations d équilibre (5,6!). Les prop}iétés de 1a
fonction delta dirak sont les suivantes:

AM(x) = 0 si Xg ¥ %

Af (x)

s1 Ky = X



£f(x) Alda = fix)

Moyenhant 1’ équation (95,6), 1,eéquation (3,3) devient:

b, U dQ - [Al U, d@ = - [P Ui dT - [F, UF dT
- k
B 1 a
‘ (5.7)

+ Iﬁlli dP-&liﬁrP;(iP

1 a

La troisiéme propriete de la +oncticon delta dirak (donnee
ci-dessus) nous permet d'ecrire 1 equation (5,7) sous la forme

suivante:

of + [B P oT « [Gpidr = [BUpdT [Py 05 aT
i 1 1
_ _ (5,8)

s ?[;bk ur dQ

ou U4 représente le déplacement au point source 1’ suivant la
“direction 1.
L éguation {(5,8) peut Etre ecrite de maniére plus explicite

comme suit:

f
Ui « [U,p;,c dr = ‘[p, Ujy dT + £b, U dQ° (5,9)

‘dans lagquelle Utuwet Pfkredfésentent les déplacements et tractions
suivant la direction k gqul sont dus a une source unitaire
ggissant suivang la direction 1.

L 'eguation (5,9) est appeleée Identite de Somigliana. Cette
gguation est valable pour un npeud particulier ‘i’ ou 1l impulsion

unitaire est appliqueée.
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‘5.2.1 Solutions Fondamentales:

Les solutions fondamentales établie par kKelvin pour U”,J,,fr’/
domaine 1infini darns le cas isotrope sont domnédes dans le cas

tridimensionnel par les expressions suivantes:

- = i . _ - a: ar .

Uik T67G(I ~ 0V T [ (3 - 4v)A,, + 3, ox. ] (5,10) .

by = _- 1 a_r - 2 ar

Pix (L - o)zZ | on { (1 ~20)A; +3 ox, o }
--(1“20){%nk-—§—;:n1}] (5,11)

dans lesguelles:
n représente la normale & frontiére au point considére.
Aiw 25t le delta Kronecker avec Aiw = 1 lorsque | = kK

Alk

O lorsque | » k.
r etant la distance entre le point d“ap@lication de la source et
le point considére.

Nn; est le cosinus directeur dans la direction x4 (voir Fig. 5-2)

Xz B : ) x5‘
: n
v~ *»
7~ s
A k
v”l p*
r Ef 2
- "' =
f X2 e Xz
X 5 X4

Fig. 5~2 Cas 3D Forces surfaciouesen K disd une éharge uwnitaire

dans la direction x,..




Pour le cas bidimensionnel en déformation

solutions fondamentales sont les suivantes:

plane, les

k= L - S r o
Vix snG(1 - u)_:(j:[ (3 - 4v) Ln( r ) Aur + axl &: (5,12
"= - 1 [ 8 § 5 , or or
Pl ey %{ (1 - 2v) A, + 25 }
. - - or _ or (5,13)
(1 - 2v) { ax, g, ax, n, }]
ou:
%E—E-' = —?- =  cos(r,x;)
1

r, = x;(0Q) - x,(1)

or _ o 0 -

3n cos(r,n) = ncosh + nmsin

n, = cos{n,x,)

n, = cos8(n,x) 4\3&

n W
ﬁ! /9
¥ : > X
o
4 J
J— 8._._ — p— ’
& .

- Fig. 5-3 CLas bidimensionnel.
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Remarque:

les soclutions fondamentales exprimées par les eguations
(3,12) et (3,13) ont ete etablies pour un état de déformation
plane. Ces mémes expressions sont valides pour un &#tat de

contrainte plane, &n remplacant tout simplement le coefficient de

Poisson 0 par son égquivalent 3 tel que b = w/(1+y).,

5.3 EQUATION INTEGRALE DE_FRONTIERE

L'identiteé de Somigliana (éguation (5.9) établie dans le

..

]

paragraphe preécedent n’'est valide qﬁe si le point source i’ se

trouve a 1l 'intéerieur du domaine Q (Fig. 5-4).

Fig. 94 Point source 4 1l interieur du domaine.

L équation (5.9) ne peut donner la solution que si les

déblacements et tractions sur. la frontiére sont tous connus, bar
conséguent, il est intéressant d ' examiner la forme limite de
cette ¢éguation ol le point source 'i’ se trouve sur la +ronfiére
I du domaine €. Pour ce faire, on suppuée d"abord aque le corps

peut €tre représenté comme le montre la Fig. 5-3.
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Fig. 95-5 Point singulier 'i’' sur la frontiere, contourné par

Qne héemisphere de rayon €.

Le point 1" peut ainsi 8tre considéré comme un point du
domaine 1. entouré d une hémisphere de rayon € tendant vers zéro.
Supposgns que lerpoint i appartienne & la frontiere I'z (ou
P =P qﬁ'on considere parfaitement iisse-et plane. La premiére
intégrale sur r;lde 1 équation (5,9)‘est déecomposee comme éuit:
[Uk P dll = fU,, P}y dT + lim [Uk Pi db (5,14

A rt TR -

11 est & noter gue le fait de considérer le point source "i°
sur la frontieére Iz et non T. est arbitraire,'eh effet de la méme
déemonstration heut Etre mensee en considérant le point "i" sur la
frontigere T (ou U = U,

Le probleéeme qui se pose maintenant est la determination de
1'integraie sur la frontiere Te dans 1 équation (5,14).

Soit
I = 1im[Uk P} dT (5,15)

L o]
. []

En remplacant 1 expression de Pf.donnée par 1 équation (5,10}

dans 1 eéquation (3,13), on obtient:
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I l&om 8n (1 - o) I Iz[an{(l 2v) A1k+3m—; axk}

_ (S,16)

ox; ox,

ou r dans ce cas se contond avec €, solit € = r.,

. . . AX3
Considérant la Fig. 5-6:

L=rcosh sne

’;: rsine sfng{,

X

Fig. 5-6 Représentation'd'une portion de la frontiére I'e..
Dans ce cas particulier ou ? et n sont colingdaires, le deuxieme

terme de 1°'équation (5,16) disparait, en effet:

or , _or , . oI 8r _ dr or =z
ox, * ox, * ax, ox, Ox, Ox;
L eéquation (3,16) devient:
- 3 - Uk EE_ - aI aI' dr {5 17)
, * Jll-gn{ [ r? on {(1 20) Ay + 3 ax, ox; } 8n (1-v) ’

notons que:

or

3 1

ar . dn -

ax, 3x; 1 -
. . &n .

%, ox, k
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En tenant

compte des relations geométrigues, et en

considérant le cas ou la charge unitaire au point i1 suit la

direction x4 , On peut #&crire 1l equ. {5,17) comme suit:

I = lim {[[ Ul (1-2v) + 30 e, e + 3 e, @ + 30 0, &)
-0 -
L}
{5, 18)
8in@ do dé
x
8r (1l - v)
Les &4 50Nt les vecteurs dans les directions x: definis par:
or I
e = n = —— = _
. 1 ox, r
Remarguons qgue 1 intégrale (5;18) est indépendante de r; et
peut

§tre exprimée en terme de § et & seulement:

4
LI ‘ .
I = - f [ o (1 - 2v) + 30" 8in?6 cos? ¢ + 307 8in®@
-0 g0 A

sihﬁ de dé
8x (1l - v)

x cos ¢ sind + 3U;' 8in® cos® cos¢ |
S

Aprés intégration, on trouve: 1
- 2
I = = =1U
2 1
Un résultat identigue est trouvé en appliguant la charge

unitaire en i suivant la direction x=z ou la direction x=. En

géﬁéral, on peut donc ecrire:

T =

n
S
-

1im{[UkP1‘,dI‘} -
a0



La seconde intégrale sur Tz de 1l éguation (3.%) eétant:
P, U dl

2

De la méme fagon, cette inteégrale est décomposé comme suit:

[FkUl’kdI‘ = f ﬁUIkdl‘-rl.;}om B, Ul dI’

H rﬂ -rc A

0On peut montrer en utilisant 1 éguation (5,10} que:
1im[ﬁvi‘kdr = 0
0 A
L ]

et ,par consequent, cette integrale nintroduit pas de nouveaux
termes & 1 éguatiocn (5,9).

lLes mémes résultats sont obtenus, si on avait considéreé le
point Soﬁrce i sur la frontiere T; au lieu de la'frontiére I'>. De

14, pour un point situé sur la frontiere, on peut écrire:

3 X )
—él Ui +£Uk,?;Jc dr = {Pk Ul dT + fbk U dQ (5,19
' . Q
Il est & noter que cette équation n'est valable gue si la
frontiere considéree est parfaitement lisse et plane.

bans le cas geénéral, on ecrit 1l équation (S5,19) comme suit:

ciute \[ P U, dT = {U}k P, dT + £ Ui by dQ (5,20)

ou Ctf est Uun coefficient qui dépend de la forme et de 1 état de
surface de la fronmtiére au point "i’. Ce coefficient est defini
par la relation suivante:

ct = { 8,y + 1im!P{k’dI‘ }
P i



avec C* = §,,4/2 ., lorsgue i 'se trouve sur une frontiere ilisse
| et parfaitement plane.

C*t = 843 : , lorsque i est un point interne.

L eévaluation de 1 ' intégrale sur la frontiere Ie est souvent
di{ficile a mener et ﬁar conséquent, le calcul explicite d;
coefficient C* est a eviter.

En pratique, C* est déterminée'en utilisant des mouvements

P

de corps rigide.

5.4 DRDISCRETISATION DE L EQUATION INTEGRALE_ELEMENTS DE

FRONTIERES

La resolution analytique de 1 éguation (35,20) est difficile
a mener: il a &te montre gu une telle résolution ne peut etre
adoptee que si les problemes éetudies présentént une geometrie et
des conditions aux frontieres treés simples, cependant, les
probleémes rehcﬁntrés_en pratique son£‘plu£6£ complexes. C'est -
pour cette raison, la methode des elements de frontiere utilise,
une approche numeérigue pour la résclution de 1 équation (5,20);
cette approche consiste a diviser la frontiere T en une sérief
d'éléments sur lesquels les déplacementé ‘et tractions sbnt_
supposés variée selon un choix appropriée des fonctions
d' interpolations. Soit:
{futy = 'R . vecteur déplacement au point i
avec Sés composantes dans les

directions x; et x=.




(U} = {g;}

{p} =

]

[p*]

2

L équation

comme sSuit:

Uy Uyz
U3y Uz

(3,20}

{

. vecteur deéeplacement en un polint de

la frontiére.

) traction Cen un point de la

.frontieref

., matrice dont les composantes Pfu.
représentent des fdrcés suivant. la
direction k cdues & une force unitaire
"agissant au point i suivént la

direction 1.

. matrice dont les composantes UYew
represente des déplacementé suivant la
direction k dis & une force unitaire
‘agissant au point i suivant la

directon 1.

est maintemant exprimeée matriciellement

(et} (v +£ [P*] (U} AT = { [U*) {P} dT (5,21)

(Dans tout ce qui va suivre, on nNe va pas tenir compte des forces

de volume)

On suppose gue la frontiere est divisee en eléments et que

les fonctions U et P peuvent Etre approximées sur chaque element



j par les fonctions d’ interpolation suivantes:

5.4.1 Fonctinné d’ ' Interpolation:

a) Elémentsconstants:

Les noeuds se trouvent au milieu de chague élément (Fig.

elément noeud
—

Fig. 5-7 Element constant.

Sur un £leéement, on sUPpPposSe une vafiaticn constante du deplacement

et de la traction (Fig. 5-8)

U ou P U ou P

-
3

\“'YJ

Fig. 5-8 Variation constante.

La fonction de forme correspondante est telle que:
f U = Us
$=1 : g ou 3
' l P = Py
en tout point de 1'élément de frontiére Ty,
b) Eléments linéaires (ler ordre):

Les nopuds se trouvent 3 1'intersection de deux eléments

adjiacents (Fig. ﬁﬂé)




f/

noeuds element

Fig. 5-9 Elément linéaire.

La wvariation des fonctions U et P sur un élément est
lingaire (Fig. 5-10). les valeurs de U =2t P en un point

-

quelcongue de 1 element sont définies en fonction des valeurs

nodales et des fonctions d interpolation ¢ et &= telles que:
: U, r
U=¢1U1*¢3U3" [¢1 ‘bz]' U = 6T U"
2

: P,
P=9&¢P+¢P = [& &1, = &7 p*
. 2

U ou P '

Fig. 5-10 Variation lingaire.

{a coordonnée adimensionnelle § est defipie par: E = x/(1/2) et

$:. et §x sont données par: $. =% (1 — £}, b= =% (1 + ) (voir
Fig., S-11).

L =t



(1} g2y | (1) E<2) i

a) variation de ¢ b} variation de ¢
‘Fig. 5-11 Variation des fonctions de forme ¢, et ¢=.

c) Eléments quadratiques(zgme ordre) :
Chagque élément posséde 3 noeuds: & 1l 'origine, au milieu et

a4 l'extremite (Fig, 9-12).

\_élément

noeuds

Fig. 5—12 Element guadratigue.

La variation de U et P sur un &lément est paraboligue. Les
fonctions U et P sont exprimees moyennant des fonctions de forme

comme suit (Fig. 5-13):

G, U+ 0, 0, + ¢, U = [¢, & ¢ 1{0%7¢

Q
I

¢T pn

P = ¢ P +¢, P+ 5 $T p"

]
©
B
r
~
h
0

]
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ous

i

d, - —%E(ﬁ-’-l)

¢ = &+

b, = (1-8 (1+8

3
-1 . e 1
[ A »

(1) (%) (2)
Fig. 5-13 Elément Qquadratique.

La Fig. S-14 montre la variation des fonctions ¢y, ¢= et ¢= en

fonction de E.

(1) (3) (2) (1) (3 2) (1) (2 (3)

a) variation de ¢ b) variation de ¢= c) variation de =
Fig. 5-14 Variation des fonctions de forme ¢n, $= et é=.

d) Eléments cubiques (3éme ordrel:

Chaque élement possede 4 noeuds (Fig. 3-15):

o £
-1 -1/3 s 1/3 1
- -—— - i
(1) (3) (4 . (20

Fig. 5~15 Element cubique

Les fonctioms U et P sont interpolées comme suit:
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U= ¢ U0+¢U+o, U +¢, 0

P =6, P +b,P,+, P+ &, P,

ou:

4,
¢3 ’
&,

K

1]

—

[ ¢

®,

¢,

$, ] ]

(& & ¢ 6,1

-== (1 - &) (1 + 3%) (3§ - 1)

2@+ ® -8 (1«30

A @48 (@38 (3F - 1)

2 (L +E) (1-E) (1~3E)

¢’.!"

LLe tableau suivant donne les dif?érentes valeurs des fonctions Q,_

au niveau des noeuds (1), (2), (3) et (4):
noeuds g ¢ b= = ba
1 ~1 1 o | o o
3 -1/3 | © 1 0 o
4 1/3 ¢ o 1 Q
2 1 o Q Q 1

i
e



N\

5 4.2 Choix de 1 Interpolation Lineaires:s

(67 o | (o

fU) = (7)) (U} =
3 L o or o/
qu-O p’
{P} = [$T1 (P} = |
0 T | | Ps

ou (U, et {Ps} sont respectivement les vecteurs déplacements et
fractions au noeuds J.

Il faut noter Qu’' on a SUppOsSe les m@mes fonctions
d‘intersalaiions pour U et P. €n général, elles peuvent differer
l1'une de 1 autre, en effet, il. serait plus consistant de
considérer pour la traction P des fonctions d'ordre inférieur a
celles du deéeplacement U. Ceci viént du fait que P n'est qu’une
dérivée premiere de U par rapport a la rnormale 4 la frontiere au
point consgdéré‘ ( P = 3usan ).

Ces fchctions de forme définissent la fagen avec laguelle le
déplacement et la traction varient tout au long d'un élément.

En substituant ces fonctions dans 1 &guation (5,217, on

obtient:

N

(cil {ut} +'?; u’[p-][éﬂ dr)'{'vj} = f;([w*]wu dI‘)
Ty : h 1

. (5,22)
ot N représente le nombre d élement sur la frontieére T.

L @évaluation des intégrales de 1 égquation (5,22) se fait par
un calcul numérigque. Les fonctions &7 sont exprimées en fonction

de la coordonnée £ (voir Fig. 5-14)
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bi

Y

-Figs 5-16 La coordonnee §.

ol = |J| d§

avec IJI le Jjacobien de la transformation du systeme de

EEREIRET

Remarquons gue pour un elément a geéometrie lineaire le

coordonnees:

jacrobien est tel gue: |J| = 1/2 ou 1 représente la longueur de
l alement considére.
On peut maintenant appliquer la quadrature de Gauss (voir

Index) a 1l équation (5,22), on obtient:

1

N m '
(¢t {Ui}+;[2 |glw, (P 1-,!.¢T1,)u,

-1 =1 .
(5,23

N n ’
j{_;(g'JW,{U'],[M]. P, .

ou m nombre de points d'intégration,

Wa coefficients de pondération correspondant.

tP*l,, [$"1, et EU*], sont les valeurs des fonctions aux
points d'intégration.

L ' équation (5,23) est écrite comme suit:



N N
. 1 ;: 4 Uy} o= ;: G p,} (5.2%)
fcrl1 {ur} + » { ij‘] (o} > [ Gyy 1 {5 }

o [Hes I et [Gey] sont des matrices ZR2.

Pour chague noeud i, 1 équation (5,24), donne 2xN

equations. Posons:

(Hes1 = [Hes ) T, pour 1 %]

i

CHy ;) = [Hyey 3 + [C*] , pour 1 ]

ou [E£*1 ést une matrice 2x2 nui dépend de la géométrie de la

frontiere.

De la., 1 éguation (5,24 peut Etre écrite comme suits:

N N ’
?‘_‘, [Hy,1 10} = ?_‘, (641 (P 5,25
-l -l . _ :

Er appliquant 1 équation (3,23) pour chacun des N noeuds de

la frontiere, on obtient un systeme d égquations algébrigues

d ordre 2Nx2ZN qui peut Etre exprimé sous la forme:
[H1 (U = {61 (P} ' (5,26)
On introduit maintenant les conditions aux fromtiéresdans le

systéeme d eéquations (S5,26):

U=0, sur I, ( ny valeurs de déplacements préscrits)
P =P , sur 'z ( nz valeurs de tractions préscrites)
avec 2n = ny + N=.

Dans le cas ou des déplacemenfs 50Nt connus, on peut
determiner des tractions et vice versa. Ceci montre gue le
systéme d equations (5;26) peut €tre arrangg tel ﬁue les
inconnues solient ecrites déns'le'membre de gauche, on obtient:

Al (X3 = (B)

ai



5.5 DETERMINATION DES COEFFICIENTS HIJ_ET GIJ

Les déplacements nodaux, les tractions surfacigues pour le

segment J de la frontiére discretisée lineairement sont:

-

3 b
nosud 7 Ul = J 4 ; PY o= {
1_ U; L 7/
p— 15 +1 .
noeud j+1 Uit = A pit = !
: ‘ Uga-l ’ ’ : Pijo-j.
. o r’ j+1 noeuds
J

/ element J

(1)
Fig. D-17 Element j

Le déplacement (traqtioh) le long de 1 élement Jj varie

linéairement, on écrira:

$, 0 ¢, 0 Plj

1
0 ¢1 0 ¢2 zi—l

‘equation (3,22) s'ecrit:

H E
4 J=1

cipls ; [P" [@L ¢2] ar { LZ+1 } = X {rU" [4’1 4’2] dar { ;:+1 }
-1y, K U
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équation valable pour le point 1 de la frontiere T. Pour deux
segments successifs K et K+1 i.e j=k et j=k+1, nous remarquons la

contribution des deux segments adjacents pour un méme noeud:

k-1

| vl ). ) ok |
| c‘uh;:lfp* (4, ¢, dT +[P" 6, &1 d +'|J‘P‘
-1 f, At N - | gkt e
Uk+1 N UJ' | k-1 ;
dar ¥ e ar = .
x 16, &, o ) f, [0, &, s ; [,U

pi

x (8, &1 Ty r e '[ Ut 1, hi) dT{ J Ut (9, 4]

(31

Pk-i-l N ) PJ
xldI‘. e | * ,.);:z [’ v id, ¢,] dT oo

DLI‘ encore:

k-1

- } Uj -
civi+ ¥}, [ P, &) dl"{ , 1} + ‘[ p*¢, dTUX + ‘[ p*$, dTUx"
7ip, Uit x

[ 4

. N u?
. J‘ p*¢, dI* U* + J’ P*¢, ATU*? + g I P*ld, ¢,] dr =
ey . et J-ke2 B U:’H.

k-1 o (ps | | (5,27
;JU‘ ¢, ¢, dr {Pi L} + x[w’l dl p* + !U‘d}z dr pk+
=Ly ) ’ ko : )

k

N

| o
. J U*$, dT" Pt &+ J U*$, dT'P*2s ‘[ U (¢, ¢,) dr
kel ked J=ke2 7 I



.'5‘

Pz Sens d'intégration &,

ke+2

b=

¢1 k""l

Fig. 5-27 Deux segments successifs.

Nous obtenons ainsi les coefficients nodaux pour le noguds (k+1)

+

Ip- ¢,'d-r+‘fp* $, dT"

Hipoy
Xl

n

U, dl + { U" ¢, dT

k [ 31

Gﬂﬂ-

Ainsi nMous pouvons écrire en général, les @léments des matrices

H Ef G tels gque:

Hiyy = JP" $. dI‘+1[P" ¢, ar’ avec i#j
11 3
Hy = CﬂlfP‘@adl‘*[P‘%dl‘
It 7
6y JU-¢zdr+JU~¢1 dr

3-1 7 1
Dans le cas bidimensionnel, les fonctions fondamentales U~*

et P* constituent des matrices 2x2 éléements, soit:

. _ | Ph P | UL U
Pl = . e I U © .
Py Pag | Uz, Una |

et e

et 6l



Les coef+icienté Hiy 8t Gey s &crivent alors:

( L - L] -
I P}, ¢,dT + lf P[, $,dT [ Pl, 6,dT" + lf Py $,dT
3 !

11 -1

[P;J. $,dT + JP;I. $,dT {P;a $,dT + | Pz ¢,dT
Ty 3 1 ‘ )

1=

Ca + l[Pfx $,dI' + pri ¢,dT ¢, ""[sz $,dl + JPI! $,dT
1

J-1 2 I

Ca + IP‘::L ¢,dT + Py ¢zdr Caz + [P“ ¢, dT + Pp2 $.dT
4 ?

1 -2 J

lL.Les coefficients:
¢, G

o =
11 Caz Caz

sOont 4 determiner en fanctior de la nature des discontinuites et

du matériau constituant la structure:

- — Dans le cas de matériau lisse, de surface plane, sur la

frontigdre on aura:

Cij

o Nk
t\;h-t o

- Dans le cas ol le point source i se trouve & l"intersection de
deux @léments de frontiérée formant entre eux un angle de n/2 ;0

s 'ecrit:

1
B ‘
Cij_ 1
g —
4

&5



A

~ Pour un point & 1l inteérieur du domaine:

c BI_"10]
11 101.

Nous remargubns gue nods pouvons determiner les termes Haa
sans avoir a déterminer la valeur explicite'dé Cis. Ceci en
considérant un déplacement de corps rigide.

De méme pour Gag:

| |
[ 4aT+ [i0dr (o [d $,dT |
F) b

-1 I

!U{l ¢,dT + rfu;i $,dT [U{g &,dl + JU{z $,aT
L+ -3 : 3

I J

L equation (5,22) s'écrit pour un point (i) de la frontiere

comme suit:
H,U' + H, U +., . .+ H, U¥ = G, P! + G P? +....+ Gy P¥

ou 1 varie de 1 & N.ANous obtenons ainsi N éguations. Or chague
terme Hgey est une matrice de (Z2x2) léléments, le nombre
d‘éqﬁations est donc de 2N édquations a 4N inconnues de la
frontiere (-Ui et A pour i = t,Net 1l = 1,2).

Des conditions aux Frontiéres. sont alors imposées pour

pouvoir reéspgudre les éagusations aux frontigres. Elles sont aux

nombres de 2N conditions. Au point (J),on ne peut imposer U<

et P4 dans la méme direction.
Les matrices H et G sont de 1 ' ordre de ZNx2N sous la forme
sulvante:

- ga matrice [H3 esi une matrice peuplée non symétrique.

=1-)



: r. -
Hy, Hy,
Hyg o oo Hy o Hiw
Hz: H32 11
Hyy Hy, ) Hay
:
H -
i '
Hyy Hyy Hiy
L Hy By 282N
r b
Gy Gz
)y o o Gyg e Gy
Gy Gaaly,
Gy Gaa ) Gow
G -
:
Gy1 Gyy Gix
1 “
Gy 5" M-

- La matrice [6] est une matrice peuplee symeétrique par bloc.
- Les matrices [H]} et [Gl sont réarrangées en quatre blocs en
¢éclatant chague terme de chacune des matrices en ces qguatres

élements.

Mous ecrivons les blocs comme sulit:

&7



H({1,1,1,3)
H(1,2,1,3?
H(Z2,1,0,3)
M(2,2,1,1)
de meme pour

GC(1,1,i,3)

G(1,2,i,3)

1

G(2,1,i,3)

G(2,2,i,1)

contient tous les

contient tous les

contient tous les

contient tous les

la matrice L[G1:
contient tous les
contient tous les
contient tous les

contient tous les

termes
termes
termes

termes

termes
termes
termes

termes

ou chaque bloc renferme NxN élements.

Vue que U¥z = U3,

renfermont
renfermont
renfermont

renfermont

renfermont
renfermpont
renfermont

renfermont

nous aurons une symeétrie

matrice I[G] i.e G(1,2,i,i) = G(2,1,i,3).

l.Le systeme [(H1 {U3

Systéme (1)
A _ {2 )
Hy, - Hy -~ Hy 1|4
P ;
; ;
) Hn Hyy ) Uy !
Uz
i
H
H(2,1,i,j) H(zlzlil_’) i
H
i LY

&8

[G] (P> s écrit alors:

PYa

Pfz

P%,
PXz
UTa
Ut=

Uz,

UZ=

par

bloc de la

H



[ Gy = Gy v Gy} ] | A
P _ . ; ;
Gy Gy; Gy . G(1,2,1,7%) !
i " ’ i
1] . E i

. 1.0
: !
G6(2,1.,1,7) : o H(2,2,1,37) :
H :N
L : 4 LIE Jzu

AV S
H . U déplacements respertivement g@lon la direction 1
et 2 oau noeuwd 3.
P4 , PL : tractions respectivement selan la direction l‘et
2 oaun noeud J. |
Toutes leos cmmpmﬁamtaﬁ~deg matricmg H =t G sont calculédes

numeriguement saut pour les termes préesentant we singulariteé.

Une singularite dans les fonctions fondamentales gul est due A

sherce terme (L/) dans P ét@rme fortement singulier?,
=4 d@ terme (an r) odans U* Cherme faiblement singulier).

ette ﬁimgufarit@ apparait dorsque la distance entre le
parnt ohamiys (3 et le pornt sowrce 40 tend vers zeéro.

Dams des dews cas, 1intéegrale est indéfinie et on auras

rEcours A wne approche différente powr e calowl des eldments
singuliers dans les matrices H et 6.
Towtefols, il est nécessairs de remarguer 4 ce stade gue le

caloul des é@léments singuliers dans [6B] ainsi aue certains termes
singuiiers dans [H] peut se faire en considerant la limite de

"

Lantégrale auw sens de Cawchy guand v tend vers zéreo. Le calcoul

detarlie de ces eqpre Aafal:3

e ctablle auw paragraphre g-7 .

&%



5.6 MOUVEMENT DE_CORPS RIGIDE ET RESOLUTION

5.6.1 Probléme Interne s

Les eléements de la diagon#le de [H1 sont trés.di++icile a
calculer. Un moyen de contourner le probleme consiste a
considérer un deplacement unitaire de corps rigide de notre
structure. ~C'est un ﬁouvement relatif n entrainant ni
deformation, ni contrainte au sein de la structure.

NDOuUs ecrivons: CH U =0

Pour des déplacements unitaire on aura:

HI = 0

-1 N ]
HI = ;HU'I'HH-P HUJI=0

J=iet -
d ou:
N
Hy = ";:H.u
-1
ou; LR

Hyy Hn] (=9
Hyy Hyp }yy .

H11 Hxa 1
Hy, = ‘et H
. [HM Hazz |y Y

Chaque bloc de la matrice [H] du systeme (1), permet de calculer

les éléments singuliers diagonaux. En effet on écrira:
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1l

N
H{1,1,i,1) ~ ?_‘, H(1,1,1i,7) avec(j » 1)
=1

N
H(1,2,1,1) = - ?_“ H(1,2,1,7) avec(j # 1)
-1
N ,
H(2,1,1,1) = - ;: H(2,1,1,7) avec(f » 1)
-1
N
H(2, 2,i,1) = - ),r\: H(2,2,1,7) avec(j » i)
. -1 ’

Ces éléments ne peuvent @tre calcules, qu'unelfoié tous les
eléments extra—diagonaux de la matri&e H sont evalués.

Une fois toutes les composantes de H et 6 sont déterminges;
le systéme H U = GP peut #tre résolu aprés réarrangement sous la

forme A X = B; ou X contient toutes les inconnues du probléme.

5.46.2 Probléme externe:

Le érobléme d'une cavite dans un domaine ) est cugsidéré
comme un prabléme externe. Pour ce probléme, la normale est
dirigee vers 1 intérieur (voir Fig. S-19-b). Le sens
d' integration est 1'inverse du probléme interne (Fig. 5~-1%-a). La
normale extérieur est orientée vers 1 exteérieur. La différence
entre les deux problemes réside aussi dans la determination des

éléments singuliers diagahaux de la matrice [H],

a) Probleme interne b) Probléme externe
Fig. 9—-19 Problémes interne st externe.
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Dans le cas du probleme interne,le déplacement de Corps
rigide permet de déterminer les #léments de la diagonale de [HI1,

en pffet:

H -
Hy = - ?:1 Hy, avec{ 1 * j)

Dans le cas du probleme externe la détermination des
cléements de la diagonale de [H] se fait aussi en consigeérant un

mouvement de corps rigide:

a) Mouvement de corps rigide pour le problemne
externe:

Partant de 1l équation déja etablie:

et ut« {P' udr = IU pdr (5,27)
En considerant le déplacement de corps rigide, on a:

ctp!? +£P' udrl = 0 s (5,28)

Considérant la fig. 5-20, on ecrira:

ciul+ [P-~-g(1) dr + [p' U@ gr .= o (S5,29)
Y

3

“Dans le cas de domaine infini 1 équation (5,29) s écrit:

o

ctyls l[11"‘.Uci'1"+lim p* ydl = (5,30
Rom .

2



Fig. $-20 Domaine fini.

L équation (5,30) s’écrit:
N
?: Hy Uy + 1im[p'udr = 0 (5,31)
=1 Rw A i

En considéerant un deéeplacement unitaire, on aura:

. | .
;: Hyy + lim [P‘ dar = 0 . A (5,32)
-l Rem

a

b) Evaluation du Zéme terme de 1 équation (5,32):
En considérant les coardonnées polaires(r, @)
9 ., , dr = r.de
on
Xy A 7 ‘ .
1 P .

g

L]

]
Fig. 9-Z21 Coordonnéesruolaire.
Py Piz

lim[P' dr = lim‘[ )

R R Py, Py

dr

o
-t




4 inteégrale sont & eévaluer:

Y . = 14 o 1 ' _ or Y
-y fsier = yim [~ gy [ 2 - g

2

ix

= lim 1 ({1 - 2v) + 2cos?8] r d6

Lo Q“ 41t(1 -v)r

: 2%
= 3 - _____._].:._._......_ - l. % [ J—
1&3:511[ a1l - V) ((1 20)0 « 231n29+6)]0 1
lim l[pl‘l ar = -1
R
2
b) - limi[P{z dr = -1
Revse
]
, » 1 )
c - = — ) n =
) lRJ:‘r.n[Pu dar J}eﬂnl aw -0 [28in6 cos 6] 0
2
. . . 1 -y
d) ~ = - : =
) l,;ﬂn [Pu dar lkﬂnl: rTe u)r.[231n6 cos 8] 0
a
Alnsi: .
lim{P"dI‘ = [’1 0] = -1
b 0 -1
avecr I: matrice identite.
L éguation (3,32) s'ecrit:
N ’
?: Hy-I = 0 (5,33)
a1

d'ou 1 éguation (35,33) s’ ecrira:

w
#
o

Ly
[N o
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'ou on a:

N
; Hyy
1

Hy = I-
Jui
En résumé:

i- Ppour un probleme interne. le déplacement de corps rigide

conduit a:

N

Hyy = - E Hyy
st
Jei

“- Pour un probleéme externe, le déplacement de corps rigide

conduit a: -

N

Hy = I-3 Hy
=
2%

5.7 TRAITEMENT DES SINGULARITES

5i nous considérons le point de champsA(j) gul coincide avec
le point source 17, MNOUS remarguons une singularite dans les
expressions de U* st P*. Deuxlcas peuvent se préasenter:

1¢)— Le polint source "1° et lé ﬁoint champs considéré €3) ne

coirncident pas mais appartiennent au méme elément tel que:

31 = i -1
ou
j =i + 1

(i’

Fia. S-22 Elément (3).
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2e)~ Le goint source 10 et le point considére (3
cowncident 1.e 1 = 7.
La déetermimation dee singularités dans la matrice L[HI1 ou {G1]

s obtient en considérant les limites des intégrales suivantes:

{P"Udl" at {P"Udl" pour r = @

Les termes Hisx de la diagonale de la matrice [H]
s obtiennent par déplacement de corps rigide (voir paragraphe

5.6,

S.7.1 Transformation des Fonctigns d  Interpolation i et

$2:

£n considérant la fig. 95-23, ou "1’ e=st le point source, on

eoriras

(1410 . . (i-1)

-
-~

Sens d intégration.

R: Longueur du segment

Fig. 9-723 Deux eléments adiacents.

Segment [(i—1), (1)1

7h



r=——x-x--§-‘r (1)
E = —2‘)_{ ¢1 = “‘]2:(1"£)

6, = 201+0

"en consicdérant la transformation (1) on aura:

o () e (o5

Segment [(1),(1+13}7;

xl=r-—-‘gi (2)
g = 2X ¢ = 2 -0

_ 1 ‘
b, = > (1 +8)
en consideérant la transformation (2) an aura:

‘(

©
-
H
e
1
ol
&
N
n
L]

5.7.2 Calcul des Expressions Sinqulieres dans fHI:

Cas o J =M avec M = I + 1: Chaiml,
A
A $. (point source)
I -
T: . 1
Th(I.M)
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Une singularite apparalt dans le calcul d'une partie du

coefficient au noeud (I+!) (voir Fig. 9-23):

h(I, M)

. 7
l[pw, dr = fp_'qx, dr
¢ [}

R

h(I,M) lim [P*¢, dT
[ it «

guatre "intégrales sont a calculer:

' R
1)~ h{1,1,I,M = 1mfp;1 $, dI"
. [ i) .

dar = dr
= - ————————— ...._‘r. - 2 £ = O
h(1,2,1.M lﬂom[ TIEEE, [an [{1-2v) + 2co8?0} = dr
or _
Car_-é—ﬁ .0

@ gtant | anale formé par 1 élement considére et la direction t.

.4
2)- h(2,2,I,M = lim [P ¢, dT
€0 <

car ﬁ": - 0

.an

~
i




’ R
s « T
3)' b(l,Z,I.M) = ].'}om ‘[Piz—k' dr

{1 - 2v)

h(lrer:M) - 41:(1 —U)

[cos® n, - 8in@ n,]

B

4)- h(2,1,I.M lim { P, £ dr
-0 < R

. (1 -2v) -
hi{2,1,I,M) = TR o) (sin® n, - cos6 n,]

Cas o J =L avee L = 1 ~ 1: [hygl
i
b= T ) é-
|
4 |
1 I l L
|

Sens d integration

Fig. S-24 Cas ou J=L.

&~ ; ¢,-<1--§)

[ J
B(I,L)=1im [P, dl=- lim {P*¢, dr
| |

e=1 a=0 y



de la méme maniére aue precédemment nous obtenons:

h(1,1,7,L)=0 car -§£=0
: on
h(2,2,I,L)=0 car -‘?-{-:0‘
on
L (1-20) ;o o
1‘1(_1,2,1‘, L) arii-o) (f:ogﬂ n,-8ind n,)
" h(2,1,I,L)= (1-2v) (8in8 n,-cosl n,)

4x {1-v)

Cas o 1 = J: Chygld

Sens dantearata g

Fig. 323 Cas ou l1=J.

o e

L I

h__"T“"f I

- ™
[(SE.N]

T = ‘[P%bzdl" = ’(P'(l-—;-)dr

II = !P'}bi dr = [P"(l— -%) dr
Fi

I

aon



sur T, ar dr - ¢, - 1~

sur T, dn ~ dr ¢, - 1 -

1]

mlnec ulb

Nous allons montrer que le calcul des H(i,i) preésente

singqularité, méme en considérant la limite de 1l integrale:

H(1,1,1, 1)

n

1im t[p;lcp, dr''+ lim !P;l‘bl dar + ¢,
=0 e-0
L - I

or-

H(l,l, I:I) = 0+ C‘u car —é}—]— -

Y

H(2,2,1,I) = lim [p,'_;@, dr + 1ién‘[p;z¢, dl + ¢,
& L g
| . |

¥

H(2,2,I,I) = 0+ (y car ‘5};=0

En resumé:

ure

Sens d integration

Fig. 5-26 Cas generale,



SUBMATRICE. H(1,1,1,3):

H(1,1,I,1-1)

h(1,1,I,1-1) + [P{‘@, dr

.4

0+ 1[ P, dD9

r

H(1,1,T,I+1) = h(1,1,I,I+1) +[P1'1¢1 dr

0+ [ PL, AT

)

SUBMATRICE H(1,2,1,J)¢

R-e

R
H(llzrrrr} = l'.Eom [P;3¢1 -qx + 1‘;1(1;“ {P;z¢2 dr + Clz

= singularite(l) + gingularite(2) + (i,

. . _{(1-2v) - | * ()
.H(1,2,I,1' 1) T cAY (cos® n, - 8in® n,) + Jplz«b, dar

L9

{1-2v)

- H(1,2,I1,61I+1 —_—
( . ) 4 {1-v)

(cosO n, - sinB n,) + [sztbl drs

o

SUBMATRICE H(Z2,1,1,J):

R-2

4
H(2,1,I,D = lim [Phé, dr + linm [Pé, dr + &
e+0 A 8-~0 5 ]
= singularite(l) + singularite(2) + G,

- . _(1-2v) - * {»)
H(2,1,1,1-1) = 2o (8in® n, - cos® n,) + [Pnd)a dar

I 4

(1~2v0)

H(z2,1,I,I+1 | —e
¢ *1) ar (1-v)

(sin® n, - cosf n,) + JP;1¢1 dar

M



SUBMATRICE - H(Z2,2,1,J):

B2

R
H{2,2,I,I) = lim sz‘ztb1 dr + lim sz'z¢z dr + C,,
<0 " &~ 9

=« gingularite(l) + singularite(2) + C,,

H(2,2,1,7-1) = h(2,2,I,I-1) + [P;zq:, dl = 0 + [p;@z are

| 4 4

H(2,2.I,.I+1) = h(2,2,I,I+1) +IP£:¢L dr

o

0+ [ Pi$, D™

% evaluer numeériguement (termes ne presentant pas de sinqu-
larite) .
Les elements:
H(l,k,1,1) pour i 271,
Kk = 1,2
‘sont calculés en considérant un déglacement de corps rigide (voir

paragraphe 3.6).



5.7.3 Calcul des Expressians Sinquliéres dans [GJl:

Ici tous les élements préséntant une singufarlté sont

calculés en considerant la limite de 1 intégrale.

n
N

A |

¢:~ ! (b1

o L &)
-

= P —
- ' =}

Fig. 3-27 Segment (I1.,1+1).
Cas 1=J en considérant le segment (1.1+1)

SUBMATRICE @(1,1,1,3%3 L=1+1:

R
g{1,1, 7,0 = [Uh(x)é,(x) dT = lim [u;l(:wl(r) dr
a-+ « .

J

R

M|

= llmf-é-—c-(-l——l—;-)-[(:’»—q.u) Ln( )+cos‘9](1-—{) dr

R

———

H ET:'G_(ZT-TT [( - 4v) {—2— - LnR} + coszﬂ]

- R
I,U;i(r)%(r) drl = 'é_n—G“(:l_—m)_ [(3 -4v) {-——Ln R}+cos’6]

g(i,1,71,L)

SUBMATRICE gtl,2,1,4d):

£ .
2

m cos sin@

9(112'1'1-) = [U;Z(r)¢] (r) dr‘:
b

, R
b4 Il

1,2,I,L) = {US¢, dC = lim [O L odre_ .2 8 si

g ‘) = ‘[1 1292 - ::0 [ 12 (1) 7 r = BnEiov) cosB sind



SUBMATRICE q¢(2,1,1,J):
R R
. . 2 .
2,1,1,7) = lim |U, dr =z ~—e —— 8in0 cos@
gt > ot [ 2191 anG(1-v)
® R
. . 2 .
g(2,1,I,L) = lim {UL dr = ——= —— 8in0 cosB
gt ) po .[ 219 BrG(1-v) v
SUBMATRICE g(2,2,1,J):

. - | £ ‘ . i "
g{2,2,I,I) = lim fU‘:z‘b1 dr = ___2 (3-4v) {—3——Ln RV+8in?®
a0 < grG(1-v) 2
R o xR .
g(2,2,1,1) = lin (U6, dr = 2 [(3-av) [X-Ln Rl+sin®6
A g8nG(1-v) 2

= 9]
A :
&= | é:
e L v
(1 r} ‘ 5 (I-1) (sens positive)
< > ‘ '
R
Fig. 5-28 Segment (I1-1.1).
_ Cas I=J en considérant le segment (I-1,I1}-

SUBMATRICE g{t,1,1,Jd); M=1—1t¢:

253



R=
g(1,1,I,M = J’U;lqa, ar = lim fU{l(s)¢1(s) ds
1 ¢ ¢

= lim {U5 ()¢, (r) (-dr)
R

e-+Q

R

mf_lfﬁ [(3-40) {%—Ln R}+cosz 0]

R-e

g(1,1,1, )" = [Ui(z) dT - lim [ Ui ()4,(s) ds
ER © 0

]

. i

1:;Lom Uiy (), (r) (-dr)

.
_’,R; . .
2 3
- A (3~ 2. 2
: ety (0700 (30 oo
SUBMATRICE g¢1,2,1,J):
e _12_5
g{1,2,I,M = J;i.gn J UL(is)d,(s) ds = CTTIEEY) cosB sinb
2 _12_5
gl(1,2,I,I) = l.::gn | Uplsid,(g) de = ETTICEY) cos @ gin®d
SUE[‘IQTRIQE (2,1, 1,J3:
R-s _;_g
gl2,1,I,M = Iign U (s)d, (8) ds = Ty IEREEY sin@ cqse

0

g6



s £

. . 2 .
g(2,1,I,I) = l.i‘fl | Un(s)cb,(s) Ids © B7G(i0) sin® cou@

SUBMATRICE gi2,2.,1.,J)¢

: K
R~4 _—
. . 2 _ 1. ‘2
g(2,2,I,M = l'::;n {Uzzd)l(s)ds = SRGiv) [(3 4v) {2 Ln R}+91n B]
p-e X
2

7 = 14 . e o2 {3~ 3. in20] -
g(2,2,I,1) = lin {Uzztbz(s)ds_ TTTCETy [(3 4v) {2 LnR}+B:LnB]

De méme Qque pour la matrice L[Hl. les elements de la
diagonale ainsi que les elements immediatement adjacentssont pour

chague bloc comme suit:

SUBMATRICE G(1.,1,1,d):

R R .
6(1,1,I,D = lim [Uji(s)4,(s) ds + 1im fU,_'l(s)(b,(s) ds
[ Dged s €0 o

'S
= -B—“-(%—_—u—)-[ (3-4v) {—3— -LnR}+cos’0]

g

*EETZE'BT [(3-40)- {% - Ln R} + cosze]



R-¢

6(1,1,I,1-1) = ¢g(1,1,1,.I1-1) + lim [0, (9)d,(3) ds
€0

3
£

- - + __._.._._.._g_.......__ - ....]..'... - 2

= 9(1,1,1,I-1) ey [(3 4v) {2 LnR} + cos 9]

' R
G(1,1,T,I+1) = g(1,1,X,I+1) + lim foi(s)cbz(s) dsg
-0
: ()

R
N 2 [r3-a0) {& - L 2
2 9L L LI v s [(3 4v) {2 LnR} + cos e]

~
SUBMATRICE G¢1,2,1,d):

R .

G(1,2,I,I) = lim [U,(8)d,(s) ds + lim | U, (8)d,(s) ds
. a0 A R [ D) a

& K
2 . 3 .
s Aoy [ P S
8nG(1-v) Blnﬂ cosu+ BRG(1-1) cosf S;nﬁ

R-¢

=2 g(1,2,I,I-1) + lim [ U{a),(8) ds
Q

0

G(lyz,l-,l-"'l)

a0

B

_ 2
g(l1,2,I,I-1) + ETTIeEY) 8in® cosd

. R
6(1,2,I,I+1) z g(1,2,I,I+1) + lim fzz;z<s)¢2(s> ds
40 -
Q

®
= gll,2,I,I+1) + .2

m 8in® cosb

=1=



SUBMATRICE B(1,2,1,d):

R~z

. R .
6(2,1,I,I) = lim fU,_‘l(s)d)l(s) ds + 1lim fUz‘l(s)tb,(sJ ds
. a-+0 . a0 a

R

2
= m 8in® cosd+

n|

B—M;W cosf sind
| R-a
6(2,1,1,1-1) 2 9(2,1,7,7-1) + Lim [0} (5)0,(s) ds
=0
0 .

X
2

=g(2,1,I,I-1) + m s;nB cos@

R

G(2,1,rI,7+1) = g(2,1,I,I+1) + lim fugl(s)dxz(s) ds
: «~0
R

= g(Z.l.I.Ij-l) + -Wé__—ﬁ-j- aind cosd

SUBMATRICE G(Z2.2.1,J):

6(2,2,1.1) = Fx?é"??—?) [(3 - 4v) {% - Ln R} ‘ sin’O]

xR

2 - 3. . 2
+ P TERES) {(3 4v) {2 Lnﬂ}-«s:.n 0]

g9



g4
2

anG(1-v)

6(2,2,1,I-1) = 9(2,2,1,I-1) + [(3-40) {-%—Ln R}+ain*é]

R
2

, 1 .
G(2,2,1,1+1) g(2,2_,I,I+1) * -————-—-:B—)- [(3-—40) {EHLH R} + s:-Ln?B]

8nG(l

Calcul des Cosinus Directeurs:

Fig. 5-2%9 Elément (I,Jd).

éz-cos(r,x)
Ox

or :
rr cosa(r,y)

Pour (I1,1+13:

ig. 9-30 Elément (1. 1+1).

F0



e ) XU X0 _ AX
73}_,c-os(x,x). cos(r, -x) R R

ar _ _ i o Y -¥(D _AY
—a;,cos(r,y)-ain(r,x}_sin(r, Xx) 5 B

y

Pour (I.,1-1):

cos{r, x)

cos(r,y)

Fig. 5-31 é&lément (1,1-1).

or _ L X(M) -X(J)  _ AX
?E:_cos{r,x).. R = 5

ar _ s min(e 1o, YN -Y(D) o AY
—a;-_.cos(r,y;-mn(r,x)_ sin(r,-y) = 7 s i

3-8 POINTS INTERNES

La determination des inconnues phnysiques déplacements et
etat de contrainte’” en des points que I‘DH choisit A l‘inferieur
du daomaine constitue un des avantages de la BEM compare ausx
autres meéthodes numé igues comme la MEF et la méthode des

Différences finies (FDM).

Une fois les inconnues sur la frontiere du domaine sont

determinees, les inconnues dans le domaine sont detaerminees &

- partir de l'équation intégrale é€tablie au paragraphe 5.2,
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Y A

9.8.1 Détermination des Déplacements au Paint “i-:

'-‘U‘=£U‘Pdf'-[ 'Ud["h (5,34)

Il "équation: aat

-~ -
" - A

demontre au Dar;graphe 5.2 conduit & la détermination du vecteur

- . . J-l
déplacément UE (L = 1,2). L éguation (5,54) peut s écrire plus
ra

explicitement comme suit:

‘ v
- - .
£

v = [Uix P, dI" - Ip,:t U, dT (5,35)

ou Py, et U.: sont respectivement les tractions et les déplace-
ments connus sur la frontiere.
En considéramt la‘ forme discrétisee, 'l'éqﬁéfion (3,35

s écrit:
- . : o c
L - 1 ! ' L * *

N

b

. ! ,N ;l .
Ut = ; ‘[U;_k P, dr—f\: [P,:k U, dT (5,36)
-l -1 .
- ] . ki - . v

Pour le cas que nous é¢tudions: cas linéaire, les tractions

et les deplacements s écrivent en utihisant les fonctions
. . -y . ) " . ! »
L : - r . 1.

d’interpolation dhlét

[ 3

N el
&= comme suit:

“’1 Ulj + ¢, Uf *II
U = -
U = 6,07 + 0!

=
n

. E Je1
= ¢1€}. 't"'"\_‘@z?l” PR
P =, T ' e
4
Pz = ¢Lpzj + ¢2Pj”1
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1 .
Dkij:.'-;: {(1—20) {bkir,j+6kjrc 1—6111‘.&}

' 1
r .r e it
*prff A% Tam (1-0)

Skﬂz—z;%’- {p %[(1-—20)6”:_,;«0(bikr,ﬁ&#r,i)

"Yr'ir’jr‘k] +p° (nir’jr'k"‘njr'ir‘k) l . ‘ *
+(1-2v) (Bn,r ,r ,+n,8,,+n,8,,)

- (1-4u)m 8, TnT(j:i':B')—

Ces formules sont appliwables pour des problemes & 2
dimensions et a 3 dimensions avec:

en z2D: a =4 , 4 =2

i
-l

en 3D: a=2,9y=5,8=3

Les termeg U, et P dans l'équatinﬁ (3,42) sont ecritsde‘la
méme fagon qué‘ pour le calcul des déplacements aux points
internes. Les intégrales numérigues .su-r tdute'la ?rontiére sont
decomposees en sommeld'intégrales sur des éegments. L 'évaluation
numérin@e de ces intégrales est obtenue par la guadrature de

Gauss (volr index).

Remargue s

Une fois les inc&nnues aux frontieres sont déterminées, an
calcule facilement les déplacements en des points internes.
Malheureusement, lorsgue ces polnts sont suffisament proches de
la Ffrontiere, les wvaleurs des déplacements correspondants

deviernnent indxactes. ce Quli est une conséquence directe des

LN

=)




singularités qui apparaissent dans les solutions fondémentales.

tine téchnique numérique simplé est utilisée pour surmonter
ce probléme: on suppose que le point interne est situé & une
distance 1 du segment ou @lément de lonqueur L telle que 1 < L.
LLe segment est enéuite diviséen un ceriain nombhre de subsegments,
chacun ayant une longueur inférieur & 1. Les deplacements et
tractions aux extermites desrsubsegments sont interpoleés au moyen
des fonctions  de forme et des valeurs nodales des segments.
parents. L intégration est alors menge sur chaqﬁelsubsegment. La
distance mirmimale du point imterne au segment de la frontiere est

une fanction du nombre de subsegments utilises.
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CHAFPITRE VI

PROBLEME DE COIN

6.1 INTRODUCTION

Dans les chapitres précédents, nous avons délibeéreéement omis
s traiter'foute discontinuité dans la géométrie et dans les
conditions a&aux frontieres, quoique la plupart des prooléemes
renﬁum*rﬁﬁ présentent, n%tte caractériﬁtique surtout au niveaud des
coins. Bien au'il ne éoit pas toujours nécessalre d abtenir des
infarmations deéetailleées au niveau des discontinuités.lil existe
une classe de problémes ou les résultatﬁrprés et au niveau des
discontinuités sont d' une importance capitale.

Dans ﬁe chapitre nous allons citer et essayer de donner
certains détails sur les difféerentes procédures qui ont éfé
développées pour résoudre le probleme de discontinuite en
utilisant la formulation directe de la BEM.

-

6.2 DEFINITION DU PROBLEME

Four les problémes de | 'elasticite, le déplacéement U a une
valeur unigue en un point quelconque du solide, alars que la
torce surfacigue P gui est.une dérivée_par rapport & la normale
du point considérde du solide peuﬁ avoir plusieurs valeurs aux
cOins.

l egquation integrale pour un probleme d' élasticite est:
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N N N
C“'U’-o-;[P'UoT:z[U'Pd[‘ (&6,1)
‘ S -1 £, L

Pour N noeuds de la frontiére discrétisée, et en consideérant
l'existence de un coin nedal, 1 'éguation (&4,1) s'écrit aussi sous
forme:

HU=6P (G,2)

oﬁ [H} est une matrice &4 2ZNx2N ou 3Nx3N respectivement pour un
probieme en 2D ou en 3D.

et [5] est une matrice & ZNx(2ZN+2) ou 3Nx(3N+4) respectivement

pour un praobléme en 2D ou en ID.

.La colonne supplementaire gqul apparaif‘dans la matrice G est
dﬁé a l'existance d ' un coin et donc 4 1a multivaleur de la force
surtacique en ce point. En effet,considérons une forme explicite
de 1l equation (6,1) eﬁ SE basanf sur la figure &-1 ou (k) est le

coin nodal:

(k—17? (k+1}

Fig. 6-1 Le coin nodal (k).
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Py ‘ .
clyt + ?: [P'Udl" + [p'q;l dt u*t 4 !p‘oa dar ok, '
-1
. ? ) k . .

N .
" ,f P*$, df UE, + r[ P, d'UXt + ¥ ‘[ P*U d
228 7

.08 Juke2

k-1
= ?_: [ v'p dr + [Ur¢, d'PE? + ‘[ U$, dCPL,
by k

k

. N
+ JU~¢1 dr pY, + rf,u-cp, dr pet + 3O [U"Pdl"

F=k+2
ot Pary Pias irespectivement le deéplacement et la traction
surfacigque & droite du noeud (k). |
Wigry PHas :respectivement le deplacement et la traction

surfacigque & gauche du noeud (k).

avec:
Wiags = Wig, @ déplacement. indépendant de la mormale.

Pia, # Pig, : traction surfacique fonction de la normale au point

considére.

Ainsi la forme explicite de 1 édquation (&,2) est:
f 4 4
Hy U + H U + H, U . o+ H OV Gi.l et Pl + TPl +G NPT

LH]) ez (U 2y = (Gl ppeiameay (PIapea
(6,3)

systéme de 2ZN gguations a (2N+2) inconnues. La matrice G est

- ainsi augmentée de deux colonnes par coin. On aura a4 introduire

chague coin une information sur le déplacément et deﬁx
informations sur les tractions.

Four un probléeme d' élasticite ou' les caﬁditions aux
frontisres au siveau des coins sant de tyvpe Mewmann (Fig. 6-2(a))
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ou de type Robin {(mixte) (Fig. 6-2(b?), la résolution de
I'equation (6,3) ne présente aucune difficulte. Par contre dans
le cas de conditions aux frontigres de type Dirichlet (Fig. &—
2{c)), 1.e uniquement . les déplacements qui sont préscrits aux
coins, il ect impossible de‘résoudre l'équation (6—-3) et uﬁe

approche alternative pour résoudre le probléme dqit gtre trouvée.

~a ~b

Ny N\
Y/ '

tay

()

Fig. &6-2 Types de coin sur la +r0ntiére.

5.3 [)IFFEJ“ENTES APPROCHES DE RESOLUTION DU PROBLEME DE

DIRICHLET

&,6.3.1 Représentation de Noeud Unigue:

Une procéd@fe de traiter le probleme lorsque uniguement les
deplacements (pour un probléme d élasticite) sont préscrits aux
Eoins. consiste 4 supposer qge les multivaleurs de la dérivée par
rapport A4 la nﬁrma]e des deplacements (inconnues) au niveau du
coln considérd sont égales. Pour le probléme d elasticite, P= et
P sont les traﬁtiomsrsur+aciques ;ndonnues au niveau du coin
considers gFig. 6~20c)), an écrira:

P= = pPo ou encora

P_;J_a = Ou nja - ij - Oij njb
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ou n= gt n* sont les vecteurs normaux extérieurs des surfaces
réunies au coin et o515 le tenseur contrainte en ce point. Lachat
et Watson utiliserent cette méthode simple et remarquerent gue

les erreurs impliquees sont surtout limitées aux coins.

6.3.2 Concept de Noeuds Multiple Independant: ( Fig. 6-3)

afin d'éliminer toute ambfguité que pose les coinss

Reccardella introduit le concept de noeud-double (pour les
problémés en 2D1}. Ce gui engendre 1 é@criture diéguations
supplémentalres (équétion (6—12) pour les noeuds ajoutés aux

coins. Cette proceédure affecte les matrices H et 6 tout en
demeurant carrées et diordre (2ZN+2)x(Z2N+Z) (pour un noeud
ajouté). Dans le cas de n coins les matrices sont d ordre

ZIN+) x2(N+n) .,

th
—t—
o
—rr
~
3
o

Fig. &~-3 Noeud double.l
n aura &4 trailter le 5rohl@me comme si .gque la structure ne
renferme pas de  coins, | "introduction des conditions aux
frontieres quelgque sbit leurs natures peut se faire sans probleme
en considérant chaque noeud iﬁdépendant ge son voisin (au niveau

du coin?’.
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F6.3.3 Concept de noeuds multiplse avec relations

auxiliairess:’

Quelgues différents concepts de noeuds ﬁultiples ont eté
proposé; par Chaudonneret et Alarcon pﬁurdrésaudre les probleéemes
d'elasticité; Martin et Paris pour les problémes de potentiel. I1
dérive un ensemble d éguations écrites pour un coin nodal qui
éon? additionnées & 1l eéquation (6-1). |

Pour les problemes élastostatiques, Chaudonneret a établi
deux relations auxiliaires entre les points voisine au Coin en
considérant 1 invariance et la symétrie du tenseur contrainte
ainsi que l;invaﬁiance de la trace du tenseur déformation.

Les tractions surfaciques PY et P correspondant 4 la valeur
unicue du champ de contrainte oi4y au point voisin du coin sont
donnees par:

Pr = o449 m "7
PR = gy ng
en considérant larsymétrie du tenseur coﬁtrainte (Oyy = 5452, oh
peut ecrires:
N7 P4 - n1 PR = na Pa - n% Pa

jwre ralgtion auxiliaire

La deuxiéme relation auxiliaire s obtient en considérant
l'iﬁvariance dé la trace au tenseur deformation.

Coﬁsidérons les figures 6-4 (é) et (b) ou l'grigine du
repere est confondu avec le coin 0; 0A et OB sont les segments
formant le coin; a et B étant 1 inclinaison par rapport 4 la

direction (1) des segments formant le coin O.




T \\ Xz}
\ /y -
\ /
\\ //
A\ /
- \ //
\ /
o] \ 7 B
X4 ,/
Qb / B N
o X4
[+ ]
(3) (»y *2
A

Fig. 6-4

L‘invériance de la trace du tenseur de aéformatidn s eécrit:

| €pnoe + €., = €px + . €ee

Les déplacementsrul et Uz par rapport aux axes {X1,%z) sont
supposes varier de facon linéaire le long de 0OA et 0B, on peut

alors écrire:

U,(A) - U,(0)

U, = U (0) + 5 (x = x,)
A
ia composante de U; le long de Ox estr'
U, = U; cos a + Uz cos «
de plus
au, U, (A) - U, (0) U, (A) - U;(0)
e = = = cosa + sine
o ax "k, h,
de méeme
3!’]_,r o, {(B) - U1 (0) Uy (B) - Uz(U)
€, = = B sing
il oz hy, hy
avec O0yy = P%1 sin.a — P % cos a
Oce = P2 rcos 8 - P Sin £

En utilisant la loi de Hooke et 1 invariance de la trace des
tenseurs déeformation, nous aboutissons & i1a deuxieme relatian
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auxiliaire qQui est:

Pf Bina + Pf sinf - Pg cose - Pg coaf ‘:

- 2B cose U, (A) + 2p [S08% _ cosp 1, (0) + 24 cosp U, (B)
h, h, h, "By

- 2 gine () + 2p sine _ sinp U (0) + 28 sinp U,(B)
hy ¢ A, hy hy

Ainsi en wvtilisant les deux relations auxiliaires, nous
pouvons augmenter le nombre d é€guations de facon & ce que le

systeéme (6,3) pulsse €tre résoud.

6.3{4-Approche de Mustoe:

Une aﬁproche plus sgmple a eteé développeé recemment par
Mustoe qul considére une interpolation polynomiak du champs de
deplacement & .1 'intérieur d'une regian triangulai?e (en 2D)
contenant les deux éléments de frontiare formaﬁt le coin. Pour
un point & I’intériedf du triangle le déplacement s écrit:

u = MU~
‘o0 M : fonctions de forme,
u- : déﬁlacements nodaux sur la frontidére.
Les déformations en  un pﬁint a linterieur de la région
trianqulaife sont:

€ = LU = LMu avec



[ 2 o
| o
] ﬁg_ ; operateur differentiel
| ox, :
3 a3
1 ox, Ox,

Em utilisant la loi de Hooke, on a:
o = €€ = CL My
Les tractions surfacigues en un point en fonction des .

déplacemehts nodaux U™ sont:

T
It

TCLMU- (6,4)

ou

n, ¢ n,
0 n, n,

i'equation (4,4) peut Btre utilisée au Nniveau de chaque coin

de la structure fournissant deux relations additiomnmelles. Le

) - _
vecteur normale n geut ftre choisi comme h*™ ou n®=,

6.3.5 Concept de Double Naeud Non Confdndus:
\\_ ‘

Dans_notre etude nous avons adopte une autre procédure pour
contourner le probléme posé par les coins. Proceédure developpée
par Brebbia (1984) utilis e par Messafer Ethéﬁe de Ph Dl. Elle
consiste non seulement A4 dédoubler Je noeud (coin) mais a
considérer‘un segment de longueur 1y reliant les deux noeuds
{(voir figure &~3) (apres dedoublement). Ce-ci permet de traitér
le probieme comme si que le probléme de coiq n'existe plus.
Toutefolw, il est important de noter 1'inconvénient de cette
methode: les longueurs des segments ajoutés doivent appartenir A

"la fourchette suivanite:

FER .



d/71000 < 1, < d/100

avec d : longueur de ! élément de frontiere adjacent.
Iy
. -— o
[ o —. . 1,
1r‘- . ’ I / ‘ :
d

Ul
il}

Fig. 6-9 Dedoublement plus segment supplémentaire.

Notons que les matrices H et 6 sont modifiees, tout en

’ : L § 1 - ‘
restant carrées et de dimension: 2N ¥2N avec N’ = N + Ne OU N2 &

est le mombre de coins.
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CHARPITRE VII

MODELISATION DE MATERIAU ANISOTROFE

HETEROGENE

7.1 INTRODUCTION

La plupart des matériaux rencontres tels que: }e beton, le
sol et bien d’autreS;pré5Entent une heéteérogénelite des propriétes.
1 idealisation é un matériau homogéne, elastique et isotrope
permet'd'étudier le probleme avec une comple;ité moindre gue si
on cansidére ile matériau sous sa vraie nature, a savoir, des
proprietes variables fonction de 1l orientation des axes
consideéeres. Toutefois, 11 a été prouve qQue lesArésultatS donnes
par le matériau idéalisé ne sont pas tres errones pour de faibles
deformations. #DUF une Justesse des résﬁltats, il serait plus
intéressant de formuler le probléme en tenaﬁt compte'de toutes
Ses perfiétés physigques 4a savoir les constantes eélastiques
Crrwim-

Le sol presente deux proprigtés tres imporﬁantes;
1 héterogeéngite et 1 anisotropie, en effet, les caractéristiques
des sols différent d un point & un autre et selon la direction
considérdée.

Il serailt tres inté?essant de tenir compée d une certaine
part de cette realité lors de la formulation du probleme.

Dans Cette partie. nous avons essayve d approcher le probleme
de deux manieres:

- La premierea st de considdérer un cas particulier

108



d arnisotropie: 1 isotropie tranéversale. en effet le sol peut
gtre modelisé paf des strates présentant ainsi une isotropie par
plan de stratification.

L 'inconvénient majeur. rencontré dans ce cas est la
difficulteée qgue présente la détermination dg la +Dnctinﬁ de Green,
ainsi que la complexité de ces expressions permettant une

formulation par des eéquations intégrales.

- La deuxiéme fagon consiste en une modelisation du matériau
non homogéne en multi—zonés homogénes, i1sotropes et elastigues,
i.e en sub-régions od interviennent des interfaces assurant la
cantinuiteé entre couches.

Le probléme gue pose cette apprﬁche pst la difficulteé de la
modeélisation des conditions aux limites au niveau des interfaces
afin d approcher le plus possible les liaisons reéelles entre
regions. En effet, les deplacements et contraintes normales et
;urtout de cisaillement peuvent engendrer une rupture entre

couches sous | 'effet de chargements.

7.2 ISOTROPIE TRANSVERGALE

_7.2.1 Historique:

Devenant un des probleéemes de itélasticité, la formulation de
la fonctiocon de Breen fut l'objectiF de nompreuses.recherches.

La fonction de Green fut établicen 1848 guand Kelvin résolu
le Droblémé de farce unigue appliguee 4 1 intérieur d'un domaine
isotrope et infini.

L,a solution pour d autres pfoblémea glastiques peut Etre

obtenue & partir de fonction de Green en utilisant lew PrLNC1pES
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de synthese et de superposition.

Des efforts considerables on£ eteé developpes afin de trouver |
une solution fondamentale pour des milieux anisotropés. En 1900,
Fredholm fut le premier a eétablir une expression implicite de
fonction de Green pour un milieu anisoctrope.

Cependant, une solution éxpliciﬁe de fonction de Green pour
un materiau anisotrope n’'est possible éué =1 1 eéequation
algébrique du é=m= ordre (eguation ‘reliant ies constantes
élastiques, assurant la stabilite du solide) peut ¥Etre résolue
analyticuement.

Suivant Fredholm, Kroner (1933) détermina une fonction de
Green pour un_ matériau transversalement isotrope ol les
constantés élastiques verilifient (CiiCxx)"* — Ciz — 2044 » O.

Lifsﬁitz-et Rozentsveig (1947}, Willis (1763), Lejeck (1949)
ont eétudié e probleme en se basant sur la méthode des
transformees dé Fourier.

Utilisant unme approche di{ferente, Eliiott (1948), Sveklo
{196%), Woo et Shield (1962) ont etudi_é le probleme d.e force
ponctuel le agiésant perpendiculairement au plan d' isotropie.

1 évaluation numérigue de la fonction de-Green et de ces
dérivees a éte établie par Barnett en 1272.

Nous donnons, la solution fondamentale pour un materiau
présentant wne ‘lsotropie par plan en milieuw infini, solutian
¢tablie par Pen et Chou ({141, ils ont donné aussi la solution

pour un domaine semi-infini [1&6].
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7.2.2 Faormulation de Solution Fondamentale:

1Y- Introduction:

Un cas particulier d anisotropie, qul présente un intéreét
particul ier dans la pratique eét celul du matérliau ‘stratifie’,
ou a4 i1sotropie trapsversale, dont les propriétés présentent une
symetrie de révolution dams le plan de stratification i.e le plan
d’'isotropie. Un tel matériau ne posséde qQue cing constantes
glastigues indeéependantes qui sont Cia, C¥, Cizx, Ciz et Caa. Les
relations liants les contraintes aux deformations ont; éte donnees
au chapitre 11.

Dans cette partie nous allons nous limité a donner les
fonctions fondamentales pour un mateérisu transversalement
l1sotrope, fonction établie par Pen et Chou L1471, permettant ainsi
une formulation par des equations inteégrales. -

Le sol sera notre modele d étude, wvue qu'il peut Btre
considere comme un matériau stratifié, i.e gqu on peut modeéliser
le sol en strates isotropes. Autrement dit, nous BQpposons que
les propriétés elastiques sont constantes gelon toutes les
directions du plan de stratification; alors que suivant la
direction perpendiculaire au plan d isotropie, ces propriétés
varient, (voir Fiéure 7=1).
avec X—y : plan de stratification ou E. et va: sont

constantes; G, est fonction de E, et i1

sur la direction perpendiculaire 4 x~v i1.e selon z: Ez, VU= 2t Gz.



[
=

¥

(x,y.z)

-

Y

Fig. 7-1 Plan de stratification.

2)— Equations gouvernantes:
FPartant de 1 équation &’équilibre pour un matériau dénné et -
en ne tenant pas compte des forces de volume, on a:

Oss,3 = Q ’ | (7,1)
l'eéquation liant les contraintes aux déformation est doﬁnée dans
ie cas geneéral par: |

Oisy = Cirswr €wa (7,2)
" pu Cisw1 etant Je tenssur contenant les constantes élastigues.
Pans le cas qui nous intéresse: cas eélastique, la relation
déplacemént~déf0rmation est;

€ea = % (Up,2 + Uy ) (7,3)
ainsi (7,3) dans (7,2) donne:
| i3 = CLiswa €ua C(7,4)
= Cagra U,y
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1'équilibre impose: Oig,.s ~ O donc:

Caisra Uk,1zs = 0 (7,9}
l.e Ciwam Ui tem = Q & (1)
: (i,ky1,m = 1,3)

gui est une équation liant les déplacements aux proprieteés du
materiaud.

CPpur un matériau anisotrope élastique & 3 dimensions, Ciwxim
vontient Y= vonstantes indépendantes. Pour un materiau
transvérsa}ement isotrope i.e présentant une isotropie par plan

parallele au plan (x-y), les constantes élastiques sont donnees

par la relation sulvante:

Contm = @ 8uBin+ D (8,8, + 8:,8,,) + Y 80,8250, + k (8,,8,,8,,

7,6)
b 8,8,8m) + B (8:Bu855 + 815850 * 81:80s8m + 8558158k
o 8445 : symbole Kroneéker
a =>Ci; — 2Cse avec Cawe = % (a1 — Caz)
b = Cea
kK = Cazx — C11 + 2Cas
3 = Can — Csa

Y = Cia +_C-'5r5 "'261:3," ACaa o

Pour un matériau transversalement isotrope, les déplacements

dérivent de fonction potentielles &, Y et ¢



B , ¥

“7 ez Y ey

. &#¢® 3% S (11)
“ % vz T ox * -

- _ Ci &F e _ Cas FP
U: C"n + C'M (axz + aya) ® + 4’

Ciy + Cyq 323

ou les fonctions &, ¥ et $ satisfont les éauations suivantes:

_6_(82+ac']az+62+62 F , 2., Yo - o
dz {ax? oy?}|ox? dy? 9z )|ox? oy* 9z}
( > . * ) P . g . ? ¥ = o
ox?* dy*jlox?  ady?r 9z
J ol & -~
Bz (axa * Byz) ¢ 0
(I11)
DL'J. Za = a1 Z,
Zo = D> 7z,
Z=x L= Z
avec
- . - 1 - - L
(Cy3-Cia) (G + Cpy + 26,,) |2 (Cyy + Cy) (Cyy - Gy - zcu)(]?z.?)
U1 ) . 4033 c“ * L 4033 C“
- -~ ’ -‘]__' - - . _]:..
(C13-Ciy) (G5 + Gy + 26,,) |7 (Cpy + Ca) (G - Gy - 2C,) |
02 ) 4033_0“ B 4033 C“



De méme on peut déduire | expression des contraintes gr ubkilisant
la relation: oO:gy = Ciswr Un,1 et en remplacant Uw._.a par les

expressions (II1):

G Cu ( o & ) o Gy Gy F | o® 26,

Tu = Ciy * Co \ Ox? . dy? Cry * Cou 022 92~
o. _ #2], .
‘dy20z  oxoy 13 3z
o = Ci1 Cia P, P Sl F|0®_ .
22 C137 + C'“ ox2 ayz C‘13 + C“ oz2 ?z 66
Fo ., #2], .,
dy2dz  OxoOy 13 9z

o - C"- Ci1 Gy 32‘4, & -
»o- Y Gyt ) ldx? dy?) G5+ Oy 922

| . - Ciy Cao { & s Cia Ca & | 0

9u 7 Cis + G (ax2 * ay:l) * Cia + G 027 ax + Cuy
‘ FE o
*\ayez * Bx]

g - CI!. CM. o + s " c13 C“_ P oD -c
3z - c13 +. C“ ox? ayz C13 + C“ dz2 ay- 44
. 2 ]
0x0z oy

0, = 2C I C%‘(EEEE amw] .

¢ Fxdydz 3y | A
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Notons gu on peut retrouver les exmressiona'établiﬁpar Love
(1927) et Timoshenko pour un matériau isotrope en posant ¥ = $ =0

Cx= = A +2p

et C:,j_' =
Caa = Caa = U ' (p et A: coefficients
Ciz = Ciz = A ’ de Lame)

3)- Snlutioanondamentale:

La détermination de la salUtidn.pour une fﬁrce‘appliquée a
1 intérieur d un domaine tramsversalement isotrope en 3D se fait
ern deux parties en considérant une force normale au  plan
d isctropie et ume force paralléle au plan d’isotropie.

i) Force normale ay plan d'isctropie:

Pour une force appliquee 3 1 origine, la solution a éete
obtenueen posant:
2

0 - ; [AiZi LII(Ri + Zj) + BIRII ,
-1 .. ' (V).

ou R ==+ I avec == x2 + y=,
Les canstaﬁtes A, et B, obeéissant aux conditions:
A; = —B: s1 . (Ci1 Cusx)™ —ﬁC13 —2Caa # O
A, = A= , B, = Bz si (Cy1 Cx=)% — Cix —2Caa = O
et son données par les relations:
si {(Cis Cxx)* — Cix — 2034 » O

P(Cyy + Gy
4nc,,C,, (vi - v})

v,A =z - LA =
; (7.8}

By = A



si {Cia Cox)™* - Cix= ~2Caa = 0 ) (vy = V=)

a4 =z 4 = 0

(7,9

B, = B = P(Cys + Caf)
161, Cy
Les deéeplacements sont alors:
2
x Z
U1 - . UiAi—-{‘--:—Ui (Ai*Bi """""3'!-'
i=1 Rﬂh . . Eh
2 1
z

i=1 L iRi R; V

v = E": _[ CuBi+C“u’1Ai]_l_
: =1 Ciy * Cue R,

0?2 (A; + By) ( Cul? + Ca2;
- v .
Cis + Caa R}

Ri - R_{_ + Z’_ (l=l.2,3)
{es contraintes pour une force pohctuellé sont déterminees
a4 partir des expressions (IV) et (V)2

e

2 ' €50, 07
0, = f‘: (Cu - Ciaviky ) (2A; + By + 2 |Coe + Gy e
-1 ) 13 44

v, Z . 3v, 2
x (A, + By) 1 3 R (P C,,0%k,) (A, + By) 15 2
Ri Rj
3v .Z,y? o 2

R} R,R]  RiR;2
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2 CiaC, Uzj .
02 . = ( Gy - Cﬂ.“a:iki ) (RA; + By + 2 |G + _____________C:.:l :4(_. (a; + B))
) ;_1 13 " ' )

V12 3v, Z} 3v,2,.x?
x—Lod - (G - Cuyv k) (Ay + B) L - 20, (A, + By) —a
R‘f Ri Ri

. 1 x1 x* l
= 2660 1Ay T T T T TS
‘RIRi RiRi RIR.{ ]
: 2 2033(.‘“1321
O3 = (Cia - Caavik, ) (24, + By + C,+ C - (A, + B))
1-1 i aa ‘
Yy Zi 2 v, 2]
- 3(Cyy - Gk ) (A, + By) :

R} Rj

3vxyZ, Ly 11,
R}

2
0, = 2C, p - A, u;}c:r + 02,.):3;' + (A; + By)
.o 4=t R.iR.i ’ RiRz'

(Ai + Bi) ) x
R}

2
Cyy - G307y

2
Cy, + O
11 137 1
O3y = Co Y, {|- 22— 4, o

Ci3 + Gy

- ——

Cy, + Cav3 3 x z}

(A; + B,)
Cia + Cyy ' ! R}

N 2
s PRl FLF (A; + By) ) -
3
R;

0y, = Gy - Ay
E Ciy + Gy Cis + Cyq
2 S . 2
. Ciy + C407% (a, + B,) 3y 2;
Ciy + Cy R}
11)- Force parallele au plan d isotropie:

Lee expressiorns de deplacements, de contraintes pour une



force appligues parallelement au plan d isotropie peuvent &tre .
determinees comme dans le cas precéddnt mais en consideérant les

fonctions potentielles suivantes:

2 X2,

® = % 2,y + B -
¢ Z; {Alx Lﬂ(Ri + 2,7 + i m

v . p_Y __ ' : (7,12)
| - (Ry + Z,)
P
avec D =

51 (Cll C:s:s)“' e C1:5 "ZC_AA # O

P(Cyy - cn".?i}

BRC,,Cpq (02 - 03) vl

A1=51=—

(7,13
L « B, = B(Cyy ~ Ca303)
BRC,3C, (02 - vd) V3
(=91 ({_:11 Ca.—;)“ - C];g. -2C44 = 0 (B = 0;-)
4 = A 2 2
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Les expressions (U et o) déterminées par Pen et Chou peuvent

gtre trouvees a4 la ré+érence L143.

7.2.3 Conclusion:

Nous remarquons la complexite des solutions fondamentales

dens ce cas en comparaison a4 celles donnees par Kelvin pour un

matdriau lsotrope dans un domaine infini.
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Vue la camplexité et le mangue de temps, noﬁs abordons le
prabléme de sol d'une maniégre moins compligueée mals tout aussi
efficace que 1 isotropie transversale, puisque on subdivise le
SQl en domaines ayant les mBmes proprieteées (v et E) 1.e qu’ on
considére une isbtropie par couche: les sub-regions.

Bien que le sol soit un domaine semi-infini. l'utilisation
de sclutign etabl i€ pour des milieuk intinis est possible mais
moins efficace. les 5dmfmné fondamentales  pour les domaines semi-
infinis ont été établits par Yen Cheng Pan et Tsu Wel Choujpubliées
en 1971 {16] et d autres en utilisant le hrincipe de synthése et
de superposition a partir de la solution pour des domaines
1nfin;5 en. apportant certaines modifications afin d adapter les
splutions aux conditions de trontiere.

Les expressions sont encore plus complexeset tres lourdes a
manipuler, toutefois, elles peuvent +aire l‘étude‘de projets
future permettant uneAapproche rééfle du sol (semi—in+t+1ini) (1&1.

7.3 MATERIAU NON HOMOGENE

7.3.1 Génédéralités:

_a résolution des problémes de sol par des méthodes
analytigues différe selon les hypothéses adopteesi et les
Jugements préconises; ! erreur commise sur la soiuticn exacte est
fanction de | approche considerge.

En élasticite, le milieu pesant est caractérise par son .
poids specifique ¥y, son module de Young E et son coefficient de
Poisson o.

La theorie de | elasticite pcermet de determiner les.

detormations et contraintes en chagque point du massif. Les



nroplemes relativement simples sont résolus au moyven de theories
faisant appel & des résolutions mathématiques telle que la
theorie de Boussinesque. Cependant pour des problémes assez

campleres, on adopte des méthodes numériques telles que la MEF ou

la BEM. -

Le sol hetérogene est simulée par un matériau dont le module
de Younq‘eat suppose varier linméairement avec la profondeur z.
alors que v demeure constant Fig 7-2. Le probleme etudié par
Gibson (1967) gui & considérdé un espace éiastique, seﬁi—in¥ini en
consrderant la relation:

E{z) E(O) + A z (7,197

module de Young E(z}

T
-

E(Or + Az

) < >
Lprofondeur \\\\

Fig. 7-2 VYariation liné#éaire du module de Young.

< >

Deux cas limites peuvent éetre rerncontré ¢ pour v = 0,9:
(1) A =0 (B = w) i.e module de Young constant
E = E(Q), cas classigue de materiau homogéne.
Gii) E(O) = 0 (B = 0), E varie lineairement en
Uru%ondegr avec une valeur nulle en surface.
Les étadea +aiteslmovwnnanf rette approche ont montre gue
cour N materisg Ancompressible ;; = 02.3) {gas de 1l argile non
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altaree), la différence entre. les distributions de contraintes
pour les deux cas limltesl(i) et (ii) n'est pas treés appréciable-
et par consequent la non homoqénéité du materiau incompressible
n'a pas d:influence,sur la distribution de contrainte.

Une conclusion importante de i:étude du cas limite (ii5 est
gque: le materiau pour iequel le module de Young varie
lingairement en profondeur avec une valeur nulle en sﬁrface est
que le materiau se comporte comme un "modele de Winkler” i.e le

deéplacement vertical en surface au point o application de la

charge est propartionnel a son intensite.

7.3.2 Sub—-reqgions:

7.5.2.1— Modélisation: (Fig. 7-3)

' Une modélisation du cas limite (ii) consiste a subdiviser le
domaine en sous domaines ayant des modules de Young constants ou
"chague couche ae s0l1 est supposég gtre, élastigue, homogéne et

isotrape.

‘Domaine |
E, Es . 0

Domaine 2 .

iii) = E= = E= , U
1 Domaine 3
Ex i CEx . B
i

Fig. 7-3 Meodélisation.



7.3.2.2- Formulation par les équations integrales:

5i nous somme en preésence de solide non homogéne, i.e ne
présentant‘pas des proprietés i1dentiques en tout point du domaine
}, une des fagon de modeéliser un tel matériau est de le

subdiviser en une série de regions chacune preésentant des

proprietés identigues (E. v).

Fig. 7-4 Les sub-regions ¢ ur domaine.

Ces régioﬁs sont assembleées en respectant les conditions‘de
continuité et d égquilibre. Dans notre cas, Nous avons suppose gue
deux points sur 1 interface subissent‘le meéme dépiacement et
contraintes. -

1)~ Hypotheéses adoptées:

1- Chaque couche (i) de sol est supposée homogene, €lastique,
isotrope et de‘mmdule de Young E; et coefficient de PDiS;Dﬁ'O;

.

constant.

2~ [a solution fondamentale pour chague couche est:
Uy = Us (Eg, v (7,16)
PY = P% (Eg,0:)

- Les conditions d interface sont telles que:
Uinverface

deux po;nts sur VY subissent le méme deplacement et traction
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Fig. 7-5 Les conditions d interface.

Fa
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frontiere du domaine Ry;.
Tawe @ frontiere extérieur du domaine R,.
Iy : interface entre Ry et Ro.

T,K : points de 1 interface.

2)— Equations intégrales pour deux regions:
Par simplicite, considerons un solide subdivisé en deux
reégions. L' interface étant Ty, les solutions tfondamentales sont:

3

region 1 PY = PY (Ex, 01

U1=LF1 (El,(’l)

région 2z P% Pt (Ex, 0=)
Us = s (Exn, 0s)
Four chacune des régioné on ﬁéfinit les conditions aux
limites‘suivantesz
2, p= : Traction sur%aciaue respectivement - sur 1a frontiere
exterieur lea.e de ;a region 1| et de la region 2.
Py, F% : Traction surfacicue sur I'y des deux régioné.

ur*. U= : Déplacement respectivement sur la frontitre exterieur

Fews de la regdion | et de la région 2.



