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SUJIET: Investigation nunérigue du comportemsnt des plagues

raidies par la méthode des 2ldédments finis ot la mé&thode

des édgquations Intégrales aux frontiares

RESUME : La présent projet consiste en l'dlaboration de programmes
infornatigues en vue de l'analyse Jdes plagues raldies par
la méthode des &léments  finis 2¢ par la méthode des
eguations integrales aux frontiéres une fols ces plagues
homogensdisée
Cuelgues exemples numdrigues sont résentss pour Lllustrer

L'application de =235 méthodes.

FUBJECT: Mumerical ilnvestigalion of stifined golates behavicour by

&y
[

o)

tte element metiod and boundary =lement method

ABSTRACT :

>

o present projacti consisis vt the deuslopament of
somouler pragranwnes for analwsis  of stiffned platss by
finitte element method and by bowndary element method of
these plates after homegensisation,

A4 few numerical exsmples are presented to demonstratls the

application of these two methods
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INTRODUCTION




INTRODUCTICN

Le calcul de structures et en particulier les milieoux

continus, couvre une grande variédté d'applicaticns dans les
secteurs industriels de consfruction mécanigue , adronautigue,
spatiale, génie ciuvil...... etc...

Ce domaine a pour objet la modélisation théorique au stade
de la concéption de la structure ou du systeme mécanigue , ce gul
permet de faire la simulation du comportement et d'entrainsr aitnst
une procédure Jd'aptimisation des formes et des Adimensions

y COompote

tenu des fonctions de la structure et du choix cdu matiriaux

Les équations de base d’'une structure sont des &guations
aux dérivées partielles . lLorsgu’on désire tes appliquer & des cas
concrets, les solutions purement analytigues sont généralement

impraticables

Grdce a l'apparition des méthodes approximatives telles
la méthode des Sléments finis, vers les anndes 60 , et la méthode
des éguations intégrales wvers les anndes 70 , bien qu’ayant des
fondements plus anciens, ont permis aux ingénieurs de résoudre un
grand nombre de preblémes qui posaient des difficultés au

paravant.




OBJET DU TRAVAIL :

Pour ce gui est de notre travaill . 11 consiste en
1'élaboration d’un programme pour L analyse flexionnelle des
plagues raidies par la méthode des éléments finis . Puis
1 slaboration d’un autre programme pour Ll'analyse de ces mémes
plagues , aprés les avolr homogéneiser , en utilisant la méme

mé t hoede

Cela va nous permettire de faire appel & la methode des
dqguations integrales ;laguelle va &etre utilisée en premier lieu
pour l’étude des probleémes de l'élastostatigue bidimensionnelle,
culs en second lieu a l'élaboralion de deux auires programmes pour
L'analyse flexionnelle des gplagues isoiropes. le premier utilisera

1*'élément constant, le second 1 &ldment lindalire

Notre objectif est de faire & la fin une comparatson entre
les différentes fagons de modéliser ces plagues raidies par les

deux méthodes ciltées cl-dessus



Chapitre I :

Théorie des poutres et plaques minces a petites
fléches en flexion.




CHAP I. THEORIE DES' POUTRES ET PLAQUES MINCES A PETITES
FLECHES EN FLEXION

I-1 THEORIE DES POUTRES MINCES A PETITES FLECHES EN FLEXION :

I-1-1 DEFINITION :

Une poulre est un solide élastigue dont l*une des dimensions
est importante par rapport aux deux autres et gui comporte un axe

de symétrie au milieu de l'épaisseur gue nous appellerons axe

neutre

On note qgue :
at

o
i
i
i

v

‘ e F:a'.l-i

| I-1-2 HYPOTHESES FONDAMENTALES:
i ’

La theéorte des poutres reposent sur deux thdories les plus

Ltmportantes dans l’analyse lindaire des structures :

[ —- La théorie de Bernouillli : théorie lindaire des poutres sans

cisailllemement transverse.




- la . théoris de Timoshenks: théorie lindaire des poutre  auvec

cisatllement lransverse.

Pour l'étude des poutres minces & petites [fléches; -l’Aé_f);fet du
cisatllement peut &itre négliger, ce gui nous permet d’opler pour
la théorie de Bernouillli;-définie par les hypothdses - suivantes :

1) La poutre est parfaitement élastique, isoltrope et- homogéne ;

2) Les contraintes normales oy et azsont négligeables par rapport

a la composante normale o,

3) La déformation w du l'axe neutre de la poutre est d’un ordre
plus faible gue l'épaisseur de la poutre ce gul nous méne a
négliger Lles contraintes dans l'axe neutre induites par les

déformations transversales Cflexiond;

4) L'axe neutre ne sublt aucune contraction nt extension lors de

la flexion de la poulre;

5) Les points sttuds sur une normale a l'axe neutre avant
déformation restent sur cette normale aucours de la déformation.
Ceci revient & négliger Ll éffet de cisaillement transverse. on a

dans ce cas

I-1-3 DETERMINATION DE L°®EQUATION DIFFERENTIELLE D®UNE
POUTRE EN FLEXION:

I-1-3-1 RELATIONS DEFORMATIONS-DEPLACEMENTS:

Selon les hypothéses faltes, les relations déformations-

déplacements se réduisent a:

_  8u - Gw

€y Tox ad & = -—5— =0 cdd
_av Ao w | _

sy-——aay = 0 Cbd <2ila= * Ix ) = a Ced
_ 1 du v _ _ 1 v dw _

::xy- 5 C > * 3% > =0 Ced syz 3 C 3= +ay ) =0 Cfo




En se ramdne & un dtatl dJde contraintes uniaxiacle

. En intégrant les dguations (b)) et (D on obtient w={x
En intégrant les éguations Ccd, (el et Cf1 on chbtient:

. dw
o= 3.5?(— + UoCx,y)

Mais selon l'hypothese (4D U;= O et donc finalement

= _, Ow -
u = Z.Ex— CI-22

En subtituant (I1-22 dans la premiére éguation de (I-1D on obtient:

CI-3

I-1-3-2 RELATION CONTRAINTE-COURBURE

En utilisant les formules de la loi de Hooke pour un édtat

untaxial de contraintes

o= E. &
x X X
azw
On obtient g = - E = (I-4)
b4 X
ax
I-1-3-3 EFFORTS INTERNES:
+h/2 +hr2
2 8zw
M= o .z.dz2 M= I -E.z2. — d=z
X x x P
-hrs2 ~h-s2
2
d* o He=-£1.9% CI-5
x z
o

Avec I: rigiditéd flexionnelle guil caratérise physiguemnent

et gdomédtriguement la poutre.

I-1-3-4 EQUATION D*EQUILIBRE:

On faisant 1’éguilibre des forces extérieures aquec les
efforts internes,on détermine l’éguation gouvernant l'éqguilibre de

la poutre :




qéx

| 1 Mx«b- '3_’\1x¢:1x ‘
x
dx
0 x
Tx lTx + b._B CJX
o dx S x F‘.,:a: 1.2
MK
—Tx+c Tx+0x dxe D) + g.dx =0
M— .
d"ou : ax" = - g CI-6)
: GHK dx aax
Hx—- C Hx+ E—_dx 2+ q.dx.—a—_+ C Tx+ -a—x-T——dx ddx = 0.
ce gqul impligue -
aM-
- 3= dx + T,dx =0
0#;
- T:r y v CXI-=-72
Avec GT,'
&> ~ "¢
por la suite on a -
o-’-n; .
—; - 9 cCI-8&
P ,
et enfin on obtient l’éguation gouvernante :
&
£1.22 =4 cI-9>
ax




I-2 THEORIE DES PLAQUES MINCES A PETITES FLECHES EN FLEXION :

I—<2-1 DEFINITION :

Une plague est un solide limitd par deux plans parallelss et
un countour fermg pour leguel existe un plan moyen .
Le plan moyen represente wun plan de symétrie pour la
plague
Par convention,le plan moyen Cou surface moyennel sera le
plan xy et l'axe oz correspondra & l'axe transversal selon

l'dpaisseur h Cvoir fig -3

On peut analyser les plagues , en supposant gu'tl sont
‘composées par un matériel unigue honogdne et isotrope. Cependant,
les plagues formées par un matériau anisotrope, ont une itmportante
application & cause de leur grande propriétées différentes dans

chague direction .

Les plus simples parmis eux sont les matériacux qQul
possédent des propriétés différentes dans deux directions
perpendiculaire. Un matériau ainst décrit est un matériau

orthotrope, par exemple le bois. .

D' uvne maniédre générale on définie une plague orthotrope
comme une plague dont les propriédtés physigue ou gdomdirigue
sutvant deux directions perpendiculaires C(x,x) et Cy.y) sont
di fférentes, un exemple d'une orthotropie géomdlrigue est celui
d'une orthotropie produite par des renforcements divers {(plagues

ratdies).

Sous l'éffet d'un chargement, il ya déplacement de chague

point du plan moyen .

Le déplacement selon l'axe OZ est appeld “fléche™ ot est

notsé Tw”

Selon le mode de déformation, les plagues peuvent é&tre

classdes en troils grandes catdégories :



# Plagues minces & petites fléches :théorie de Kirchoff
Ch 7L< 175 et wrh <15 2 o
*Plagues minces a grandes fléches:Ch/L <18 etw > 1.5

*Plagues dpailsses :Ch/L > 1.8 >

I-2-1 HYPOTHESES FONDAMENTALES DES PLAQUES MINCES A PETITES
FLECHES:

Dans l’'étude des plagues minces & petites fléches, on
introduit certaines hypotheéses et limitations ,quil ne portent pas
seulement sur la plague elle-méme et le materiau dont alle est

constitude mais aussi sur le comportement de la dalle chargde.

Le plus souvent ,on se sert de la théorie de Kirchoff

définie par les hypotheses suivantes :

15 Le materiau dont la plague est faite est parfaitement élastigue
et sult la loi de Hooke et son comportement est toujours le méme

sous une charge quelcongue;
2) La plague est en materiau homogéne;

3) La plague a une épaisseur constante ,elle est mince ,c-a-d

son dpaisseur est faible par rapport A& ses autres dimensions;

4) les éléments de normales au plan moven restent ., méme apreés
déformation, rectilignes et perpendiculaires au feuillet moyen
de forms;

8> La plague est tncompressible dans le sens perpendiculaire au
feuilllet moyen ; on néglige donc les tensions normales

perpendiculaire a ce feuillet;

6D Les déplacements w du plan médian de la dalle seont d'un ordre
plus faible gue l'épaisseur de la dalle h et, par conséguent, la
courbure dans un sens guelcongue est donnéde par la dérivée secaonde

de la déformée w dans ce sens ;

73 La tension dans le plan moyen de la dalle est nulle; qu cette
supposition , le plan moyen ne subit agucune contraction ni
extension et las déformations son Llimitdes beaucoups plus

sensiblement que par la précédente;



8) les composantes des forces de wvolwne sont négligdes, s'il y a
liecu de considérer des forces de wvolume uniformes ,on peut les

inclure danétla charge; -

D La charge agit perpendiculairement & la surface de la plague .

$ 2

/-
7 i

B
E SENS DES COUPES

n't. —X'* ht >

lignes moyénnes
apres

E déformation 4 :
L ow 4 G oW ..
l %} 1§] ] x= ag \ F .I-[f

Ix
COUPE C-C COUPE B-B




I-2-3 ETUDE DE-LA FLEXION PURE: '

I ~2-3-1 RELATION DEFORMATIONS-DEPLACEMENTS t - -

Selon les hypothéssas fatles , les relations

dé formations—déplacenents se réduisent a:

du

= - v
.s:!— 3 - €ad ,sz 3 (2 - Ca)
_dv Afou an -
_ 1 du v _ 1 du dw _
sxy— = C 3y Y b} Ced syz— = C 3= +ay)—0 Cfo
(I-102
On se raméne donc & un état de contraintes planes
-En intégrant l'équatidn CdD on obtient
w = wCx,y?
-En intégrant les equations Ced , Cf) on obtient
u = —z.g;— + U;Cx.y)
CI-11D
_ dw
v = z.-a—y—— + VOCx,y)
MHails selon L'hypothése (7)) U;= Vo= O ,et donc
_ dw . . Guw
u = -2 g et v o= z.-a-_y——- CI-12)
—-En subtituant les éqguations (1-12) dans les trois premiéres

éguations de CI-10) on obtient le tenseur de déformation suivant:

2

| @

CI-133

2
£ = = ———alw = = = _!.9
* = T=. ’ - TZ.
2z xy ay
ay

{0



1 _ 2 w

il :courbure du plan moyen dans le plan X2
x ax *

1 a*w

_ = - rcourbure du plan moyen dans le plan Y2

r F
y ay

1 3w

= = %3y rcourbure du plan moyen dans le plan XY

NB: Une courbure éd&tant considérde comme positive si elle est

convexe vers le bas ,et la fléche étant négative .

I-2=-3-2 RELATIONS CONTRAINTES-COURBURES:

En utilisant les formules de la loi de Hooke généralisde
pour un état de contrainte plane ,on se raméne & des relattons

entre contraintes et courdures.

£ = —F C o T H J )
X e = o CI-14
_ 1 Xy G Xy
£ = —— ( o~ p .ol xy
4 £ y
g
Ce gui donne
o - £ € M Ey.sy
x C1 - u py) C 1 - H - ¢ p)
o = Ey'sy py'Ex'sx CI-15)
y C1 - g D 1 ~ px.yy)
o =0 £

o = [ Ex 8zw+ M Ey 6210] 2
% C1 —p . .ud ax? 1 - H, yy) ayz
E 2 u . E 2
a=—[c1_" S e . )f":].z CI-18)
¥y Ho.H ay #X-Py 8x
2
. I w
axy = 2.2 ny'axdy

11




E . Ey : Modules d'Young (dans le sens x et y)

. py :Coefficients de poisson dans les deux directions

H
G :Module d’élasticité transversal
Pour le cas d'un matériau isotrope:

- - _E
E=E =E et 6= zriem

I1-2-3-2 EFFORTS INTERNES:

Les contraintes gui régnent sur l'épatsseur de la plague
produtisent des moments de flexion ,de torsion et des efforts

tranchants par untteé de longueur, sont appelés "contraintes

généralisdes’”.

Ces contraintes généralisées seront donnees par les formules

sulvantes :
+hr2 +hs2 +hr2
M = j z.o0.dz , M = J 2. od2 , M = - M =I 2.0. d= CI-17)
x * ¥ 1% xy yx »y
~hs2 “hs2 —hr2

En introdutsant les éguations CI1-168d dans (1-17), il vient apreés

intégration :

m=-cp .22 .y p .22
% X ax Y ay
z 2
M=-cp. 0¥, p.2¥, CI-18)
4 yayz Y xaxz
4
- a w
Hx; axfaxay
Avec
E A" E.R® 6 .hn?
D = ® D = . 4 =_____ny
X 12 C 1 —ppud v 12 C1 - ppd ’ Txy 12
x ¥ x Yy

 §=




N 4A 2

7, 7 &

Xy

Fica'.LSi Contraintes s'appliquant sur une portion
de plaque plane mince

dx
<4 L
Tt
% Mn’ x
>
Tx
dy M, Xy 4%‘!_11‘(1 Mx"'o_M dx
Ox
M
xy v OMw ¢ Txse OT x dx
y Ox
YMY*%dtd T,+ OTy dy
- oy / ¥

12




Dans le cas des plagues isotropes:

D =D = ’ = = . = . - '
" v D H py H at ny D.C 1 H D
Avec,
E.R?
D = - srigidité flexionnelle qui caractérise

t2¢t -y
physiguement et géométriguement la plague.

I-2-4 EQUATION DIFFERENTIELLE DE LA SURFACE FLECHIE DES PLAQUES
CHARGEES TRANSVERSALEMENT :

En plus des moments de flexion Hx, My et des moments de
torsion Mxy gui existaient dans la flexion pure ,il existe des
forces de cisatillement verticales agissants sur Lles cdtés de
lL'éldment.

Les valeurs de ces cisaillements Tx et Ty, par unité de

longueur ,respectivement paralleles aqux axes y et x, sant:

+hro2 +h/2

T = I o d=2 T = o d=z CI-193D
* ®Z b 4 Yz
-h-/2 —hr2

Considérant un &lément de la plague (dx. dy) sur lequel agit une
charge répartie par unité de surface g Cx, 2

Projetant sur l’axe =z toutes les forces agissant sur l’élément,

on obtient l'éguation d'éqguilibre suivante :

6Tx aTy
EY: dx-dy + 3 dy.dx + gq.dx.dy = O
D’ ou, arx GTY
v + VN + g =0 CI-200

En faisant de méme pour les projections des moments sur les axes x

et y ,nous oblenons les éguations suitvantes:
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Mx O Mx

A J/Aj+ 'ad(a ﬂ)dﬁj
g 20 %

/—-\ J\

/// Mz(j /A:j

«J—}—I—da—a
981 :[‘7

Par conséguent les deux conditions relatives au moment de

=
&

N

torsion et & 1’é&ffort tranchant le long des cétés (x=0.a) se
réduisent a:
aM

V =T +T'=C T+ —25 CI-25)
® x ® x ay (x=0,a)

De méme pour tes bords (y=0,b>

aM _
V=T + T =CT + —2L > CI-26)

Y Yy Y v ax y=0,b

En calculant de cette fagon les réactions le long des
bords, tl faut se rendre compte du fatt gue, dans les angles de la
plague, agissent les résul tantes de composantes des moments de
torsion y appligués , ce qui fait nattre, dans les angles, des
forces soulevant ces derniers. 51 l'on n'empéche pas ce
soulévement des angles, les déplacements verticaux et les momentis
au milieu de la plague seront un peu supériers a ceux déduitls de

1'éguation de la plague sutvant la théorie citée.

It importe de faire l'analyse des conditions aux limites

pour les différents types de constructions.

(9] et.a_w_.._.

- bord encastré : w = an = Q
- bord appuyé rw =0 et Hn= Q c1-27
- bord ltibre c:  M=0 et V. =0

n n

La résolution simultande de CI-23) el CI-27) permet
d*obtenir la fléche en tout point de la plague.
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I-2-5 CONDITI ONS- AUX LIMITES 2

ta solution de l'éqguation fondamentale de la plague dépend
surtout de son mode d’apput, c-a-d de la forme des conditions aux
limites. 1l résulte du caractére de la construction gue, pour
chague bord, il faut toujours déterminer trois conditions aqux
timites selon le mode d'appuiy les conditions aux Llimites
expriment, en general, L'allure des moments fléchissants et de

torsion, des efforts tranchants ou déplacement verticaux.

Les conditions de déformation sont employées directement, les
autres s'expriment d'abord, en déformsées w. Cela signifie qu'en
déterminant toutes les conditions aux Llimites, on obtient 12
fonctions aux limites exprimées a l’aide de la déformée w et

auxguelles dott satisfaire l'éguation fondamentale de la plague |

L*éguation fondamentale aux dérivées partielles de la
plague étant ,en raison d'hy?othéses simplificatrices gQue ROUS
auons introduites , une éguation différentielle du guatriéme ordre
de deux vartables x et y seulement , ne posséde donc que £.4 = 8
fonctions d’intégration d'un.e. variable. La solution de cette
dguation ne peul satisfaire gu'a 8 conditions aux limites, c-a-d &

deux conditions aux limites sur chague extrémité et non & trois.

On peut faire disparaltre cette contradiction ,selon
Xirchoff en ne remlagant les deux conditions de Poisson relatives
 au moment de torsion et a l'éffort tranchant par une seule

condi t LoTe.

Les forces horizontales produt sants le couple de torsion
Mxy . agissant sur un alément dy du cdté x = a par exemple, sont
remplacées par deux forces verticales de grandeur ny/géld une

distance dy l’une de l'autre .

8! nous considérons deux éléments adjacents de ce cdété,
nous voyons gue la répartition des moments de torsion Mxy est
statiguement éguivalente & une répartition d'éffort tranchant

d*intensité:

T'= C XY S CI-24
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aM M
ZH/x - XY . y+Ty=OCaD

oH A CI-21)
Z Moy = 22 4+ -T=20 Cbd

D'ov en tirant Tx et Ty respectivement des équations Ca) et (LY at

en les remplagant dans C1-20), on obtient:

F M M, a* ",
+ 2. + = -g C1-22)
P dxady 8yz

Pour exprimer cette é&guation en fonction des fléches w de la
plague ,nous supposons gue les expressions données en (1-18) pour
Mx, My et Mxy relatives & la flexion pure , peuvent s'appliguer

aux plagues chargées latéralement

Cette hypothése revient & négliger Ll'éffet de 1’éffort
tranchant szet Tyzain.si gque la contrainte o, produlte par la

charge g.

En subtituant Lles expressions CI-18) dans CI-22) on
obtient l'éguation gouvernante pour la déformée des plagues minces
A faibles fléches:

= g CI-23>

Pour le cas des plagues tsolropes ,celte éguation devient :
V*w=g-D CI~-240
ol Vz. désigne le Laplacien

Cette éguation est aussi appelée éqw::t:‘.ori de LAGRAMGE car elle
fot dérivée en premier lieu par lul en 1811,
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Cette résolution ne peut &tre stoblie gue dans les cas
simples, ol la distribution des charges, les caractéristigues de.
la section et les condition aux limites, peuvent dires representds

Ffacilement par des expressioms mathsmoatigues.

St les conditions deviennent complexes, la rédsolution
exacte geut parfois desvenir tmpossible, et les méthodes numérigues

sont alors les seuls moyens susceptibles d'étre utilisads;

La ME.F et la M.E.I.F constitue un outil puissant. pour

résoudre ces egquations.
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Y-3 DETERMINATION DE L*EGUATION GOUYERNANTE DES PLAQUE RAIDIES
PAR LE CALCUL DES YARIATIONS :

A

I-3-1 INTRODUCTION :

La détermination de l’déguation aux dérivées partielles des

plagues raidies; en redutsant au maximum les simplifications et

approximations sur la geomatrie de ta structurs, sur
L’ interdépendance des divers &léments constitutifs Cplague,
raidisseurs ...Y, sur la sollicitation; est une tdache pénidble, gut

nécéssite des connalssances considérables en mathémat i gue.

Plusieurs auteurs doués d’un esprit rigoureux, tel gque
BARES, N.DEHOUSSE, PFLUGER, TRENKS et d'autres ont pu établir
L'éguation différentielle gouvernanl le comportement de telle
structure en constdérant toutes les influences réelles, et par la.

ilssont arrivés au projet le plus économigue possible.

Nous, par nos connaissances nodestes, un tel travail est
lotn d'atre fait, pour cela on a essayer de déterminer une
éqguation différentielle régissant te comportement de la structure
Ggue d’ une maniére approchée en utilisant une hypothase
simplificatrice C hypothése Numéro 2) gu'on : considare comme
fondamentale dans la détermination de cette égquation et par le

biais du calcul des variations.

1-3-2 HYPOTHESES:

1) On garde les méme hypothéses sur les plagues minces a2
faibles fléches C plague de Kirchoff 2 et les méme hypothéses des

poutres Cpbutre de Bernouillid.

2) On suppose gue Lles dimensions transversales des
raidisseurs sont petites devant les dimensions de la plague-et tls
sont espacdes de tel fagon que la variation de plon neutre de la

plague  une fois l'assemblage fait;solt négligeable.
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3> La plagque et les raidisseurs constituent un &lément
monolithigque ( pas de glissement relative entre la plague et les

ratdisseurs),

FiaZI'ﬁ

I-3-3 RAPPELS DE QUELQUES PRINCIPES ENERGETIQUES

La méthode variationnelle appligude aux prodblédmes de la
mécanigue des stiructures se base sur le principe des travaux
virtuels, leguel constitue le fondement des principes
variationnels tel gue le principe de la stattonnarité de
l'énergie potentielle totale.Vu la ligison qgui existe entre
la méthode variationnelle et les principes énergétigues, nous
jugeoné nécéssaire de présenter quelques principes énergédtigues

fondamentaux.

I-3-3-1 PRINCIPE DU TRAVAIL VIRTUEL:

On appelle grandeur virtuelle, wune grandeur trés petite, mats
absolument arbitraire, elle est représentde par le symbole &
precedant le symbole définlssant. On peut considérer les grandeurs
virtuelles comme des wvartiations arbitraires des grandeurs wvrates
correspndantes. St on impose & un corps déformable un champ de
déplacement virtuel bu, les forces extérieures vraies effectuent
un travail virtuel extérieur Sw tandis gue les forces intdrieures

Cat_ds) efféctuent un travail virtuel de déformation &u .
3 .
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THEOREME DU TRAVAIL VIRTUEL:

La condition nécéssaire et suffisante pour qgu'un corps déformable
sott en dqguilidbre est gue le travail des forces exterieures soit
égale au travail de déformation, pour tout champ de déplacemsnts

virtuals cingmaliguement admissibles

= & = &U

I-3-3-2 PRINCIPE DE LA STATIONNARITE DE L®ENERGIE POTENTIELLE
TOTALE ¢

D'aprés le principe du travail virtuel on a :
SU = S -+ SU - 5W = 0O - SCU - W
Avec M=U=W : L’énergie potentielle totale.

THEOREME :

De tous les champs de déplacemant: cingmat iquement
admissibles, celui qui satisfait aux conditions d*équilidbre donne
a l'énergie potentielle totale N une valeur stationailire .St le
systéme est stable, l'énergie potentielle totale est par
définition minimum dans la configuration réelle du systéme .

e

I-3-4 DETERMENATIN-DE L*ENERGIE POTENTIELLE TOTALE - DES PLAQUES
RAIDIES :

Sous l'action des forces externes, un corps élastigues est
soumis & une déformation, pendant laguelle les Jorces ef fectuent
‘un certain travail. Ce travail est transformé en énergie de
déformation. l'énergie potentielle totale des plagues ratdies est

définie par :

0n=u plagque . U poutrea _ W
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+hr2

U"‘“““":—- , 5, d= dx dy '
J d

—h/z

+hr2
y Plaque_ 52,, 2 ue £+ £ +2CL-p ) s dz dx dy
8(1__#1) Yy Yy

13
-h/z

+hr2

Uflmo 261—;;),[]-[ (z—)+a,_.(

Sw 2
(;y_z)»,aa-—,u) (axd'y] ]dxdydz

laque _ D 2 _ a@ z_ 65 azw
U = T.” [c 7w 3+ 201w {( axay) " ayz}] dx dy

De méme l’énergie de déformation d'un raidisseur en négligeant

l*énergie due a4 sa torsion sera déterminée comme suit

PN

L*'énergie de déformation de la poutre exentrée est

u=uUu +

flexion tarction
L E Ix P uﬁ 2
Avec : u flaxLon= I 2 ( 2 ) dx
ax
Q
2a




2
_ E A du )
traction - J‘ =2 ( ) ldx
ax
Q
or : u=e8 et 9=-—§-“’_ax=> u=-a 9%
’ dx
L 4 F 4
E 4 2 9w
i traction J. = & ( 2 )dx
ax
o
L
2 E ! 2 =z
dsou U POU.'-I‘O= J- [ A =3 + = ] ( e 15 ] dx
2 a 2
0 ax

On peut donc utiliser la théorie des poutres et la en assimilant
une poutre excentréedissymélirigquement a une poutre simple avec wune

inertie gqguivalenties :

E'I°=EI+EAez

Le travail de la force répartie est donné par L"expresstion

w=”“q w dx dy

On peut généraliser l’expression de L'énergie potentielle de la

suivante

plague raidies par n poutres paralléles & l'axe des v.et m poutres

paralléles & l'axe des x comme sutt:

2 2 2 z
D > dw dw a
n= TEﬁ[I [ C Vv > + 2C1-w {( 0x6y) T T2 ayz}] e dy
]

ax
n L 2
- E I EAe 2 2
X x x 8w
+Z{J[a T ]( axz)dx}
L=1 o y:yt
me Lo E I, EaAgel o3 .

+ 12 + - ] L ( 2 )dy - @ w dx dy

J=1 o A Iy . x=xj ]
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I-3-5 DETERMINATION DE L®EQUATION- DIFFERENTIELLE DES PLAQUES RAIDIES:
g

L'énergie potentielle totale des plagues raidies démontrée dans le
chapitre précédent est une fonctionnelle & double intégrale en
fonction de la fléche w et de ces dérivées partielles ; peut

s'dcrire sous la forme suivante :

2 2 2 2

w S Jw & w Fi 1) g w
I“_“‘F("'y""'ax'ay’ 3 ' dxdy ' ayox * z ) dxay

A ax ay

En utilisant la notation suivante :

2
w_azw w__aw w =azw ete
x Ox T T aZ Y Twy axay

On peut mettre la fonctionnelle sous la forme :

I=IIF(x.y,w.wx,wy.wxx.wxy-wywiyy)dXdy
n

Nous auons entre les mains une fonctionnelle a deux variables

indépendantes x,y el &4 une fonction argument w (x,y).

U Fy n
R dtant un domaine ferms
C Fiﬂz 1-10 dans le plan (x,y) et limita

par la surface C

»

x

Soit la solutton admissible de ce probléme dJd'extrémum

satisfatsant la conditiohaux limites suivante :

w Cx,yd) = w Cx,y) fonction préscrite sur C
Constidérant un volsinage de l'extremum défini par :
;;)Cx.y) = wix,y) + SuwCx,y) = wlx,yd + & Vix,y)

Avec £ << 1 et VCx,yd) fonction admissible et satisfaisant les

conditions homogénes aux timites :

=4



Vix,y) = 0 pour Cx,yJ) = C
ICw) = ICw) + &I + 0CeD

La condition de stationnarité de I peut donc s'écrire :

ar oF ar aF ar
” R R e I U W
x v X Ry Yx
F .
+ =—— Sw dx =
v yy] i
Yy
En itntégrant par parties on obtient
2 2
ar a ar a aF a ar i aF
= =— =~ = = 2> - = =7 + ——-( >+ o ( — D
IJ ax 8? ay 6wy a2 6wxx axdy 6wxy
a* aF a° ar
+ C D+ e (amee ) Sw dx dy
ax o 2 dw
» ¥ % ay Yy
ar ar .
+‘[[au)nx+&_ny+.--]éln‘.’dxdy—o
c X Y

n!. n étant les composantes de la normale extérieure unité |
Par ;llleurs, 'intégrale curviligne est identiguement nulle car
Sw = 0 sur C.

D'od la condition de stationnarité de I Cédquation 4d'EULERD

s'écrit
2 z
ar a aF ¥ | ar a ar a ar
_— = =— ) = e ( —2) + — — D + C b
aw ax aw ay awy 3 z 0wxx Bxdy way
2 ]
a arF a aF
¢ 2 —_—(— 2 = 0
Ixdy dw 2 Sw
y x ay Yy

En remplagant F par [1 1'énergie potentielle totale déterminde
précédament et apréds tout calcule fait on obtient Ll’éguation
différentielle des plagues raidies déffinissant le comportement

approchsd de la structure :

n i
L 4
DV"w-ﬂ-Z[[EAez-PEI)l—::] fZ[(EAe+£I)—“’]
- yv ~ Y oy X=X ax X®EX
i=1 i Jj=1 J

-9 =0

Les qguantité s entre crochets ne sont définies gue sur des

positions connues ot les nervures sont Llocalisdes.Cela nous parmet
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d*étudier la distribution de DIRAC poﬁr une représentation

meilleure de l'dqguation différentielle.

L

Sotent les fonctions fCx> et fCyd) de Dirac parfaitement
compatibles avec la géomsdtrie du systéme A dtudier, ces fonctioﬁs
sont dgales & l’unité mais s'annulent en dehors des zones (dx et

dy 2 ot les nervures agissent.

T

dx

)(7 (x)

v
bo

fq) II

]
t
v
[~

Fig'. 1-11

L’ éguation différentielle devient donc

+ < 4
""+ao—"-‘i’-—+oiﬂ+[(EAez+Ez]
4 Y Y Y

d‘w
I ax;ayz Oy‘ 4

ay

D

] £C

&+
+ [(EAxe:-i- sz)‘—’—‘ii ] D - g =0
ax

La résoltution de cette &Sguation différentielle est complélsde par
des conditions aux limites portant sur la fléche w et sur ses

dérivdes

~- bord encastré :: W = 0 et F = 0
- bord apguyé : W =0 el Hn= o
- bord libre st M=0 et V =0
‘ n n
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I-3-8 RESOLUTTON DE L®EQUATION DIFFERENTIELLE DES PLAQUES-POUTREES
DANS LE CAS D*UNE PLAQUE RECTANGULAIRE ENCASTREE SUR TOUT SON
POURTOUR: '

Plusieurs méthodes approchées de résolution peuvent
s'appliguer pour résoudre cette dguation aux dérivées
partielles, nous adoptons la méthode des résidus pondérés type

Galerkine

Sott la plague rectangulaire encastrée sur tout son

contour de dimensions 2a.2b présentéeci dessous:

LA WL WL W R WP W W N W W .

-b

+a

+b

\ntsrtu\)/\\\\\\\\t\
N F;a'. 1.12

On choiste & priori une fonction wx,y) qui vérifie les conditions

aux Llimites essentielles et de méme ordre gue L'éguation
différentielle gouvernante
w = cCa— <23%cni- yz)z Cc :constanted
D'owt la fonction d’'interpolation N = Ca{-)g)ZCbz— yz)z
De la forme intégrale type Galerkine écrite sous forme compactée

J'N.LR Cx.u D du =0
v




on peut dcrire l’expression sulvante :

4 4 4
” {-‘?—f+ao_2_“’_.+oa‘:—q}r1dxdy
R

ax oyt ay
L 4 L 4
z 9w z e w ,
+I [(EAyey+E1y);;—;—] FCXD N dy +j [(E Ayey+ E Iy)ay‘ ] fCy> N dx
0 o .

Par dérivation de wx,yl) on oblient

- 4

22 -4 ¢ BE- YO O W o 24 ¢ Ca®- xP*
n <
ax ax
a*w 2 2 2 z
——2—£=16c6a—3x3Cb-3y)
ax a8y
En remplacant ces expressions dans la forme intégrale et en

intégrant l’expression ocbtenue, on trouve :

n
4+
a®b%e ¢20.810>+11,80 b%a®+20,81a*> +Zc {as,s CE'Aye:+ Ezy)Ca’-xf) b’}

L=1
m L
Zc {as.e CEAxe:*- sz)cef—yf_) a’} - 1,14 225~ =0
Jj=s

De cetle éguation on tire la constante ¢ :

1,14 08 -
A+ B +C

A4 = a2b3c20,.815°+11,89 »Za®+20,81a")

T
4
B = Z{ 25,68 CEA e*+ EI dXCa®-xD b’}
Y Vv Y L
T=4
m 4
c = Z { 25,8 CEA e+ EI dC°—yD o }
. X X x i

j:
La seolution peut étre présenter par :

55
1,14 ad 2_ 2.2.,2 2.2
—+ B+ € Ca X Cd y D
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Chapitre 11 :

Présentation de la méthode des éléments finis .




k

CHAP 11 PRESENTATION DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

II-1 INTRODUCTION : v

Le calcul de structures et en particulier les milieux
continus, couvre une grande uvartété d’applications dans les
secteurs indistruels de la construction gémle'c:ivil, ma&caniqgue,
adéronautigue... etc. Ce domaine a pour objet la modélisation
théorigue au stade de la conception d’une structure ou Jd'un
systéme mdécanigue; ce gul permet de faire la simulation du
comportement et d’entrainer ainsti une procédure d'optimisation des
forces et des dimensions, compte tenu des fonctions de la structure

et du choix du matériau

Parmi les étapes de la conception d’une structure, on a

deux &tapes trés importantes a savotir

- lLa modélisation de la structure (modéle mathématigued

- La simulation du modéle de calcul Cnumérigue)d

Pour lta modélisation, il existe plusieurs méthodes qut
permetent de décrire le comportemen! des systémes physiques grace
a des éguations aux dérivées partielles. Parmi ces méthodes on a
la METHODE DES ELEMENTS FINIS. Cest une méthode trés géndrale,
gui s'appligue & la majorité des problémes rencontrés dans la
pratigue; problémes stationnaires, non stationnaires, Llinéaires,
non lindaires, A& une ou deux ou trois dimensions et méme les

mi lileux hétérogenes.




II-2 HISTORIQUE:

L'dpogue du dsbut du 196m°siécle sy grdce aux travaux de
NAVIER (1819) sur les structures hyperstatigues ; MAXWELL (1864,
CASTIGLIANG (18783, MOHR sur les méthodes édnergdtigues, constitue
le point de départ logigque de 1'histoire de L’analyse des
structures. C'est a4 cette péricode gue les notions d’analyse des
stuctures composdes d'assemblages de barres ont été mises au point
et présentant la méthodologie précédant l'analyse matricielle des

structures.

_ Au cours du ao"“saéc le, vers 1920, MANEY aux Eltats-unis
et OSTENFELD au Danemark dégagérent les itddes de base d'une
approche nouvelle de 1'analyse des poutres en treillis et des

ossatures, fondéde sur le choix d'inconnues de déplacement.

Cependant des Llimitations séveres sur la taillle de
certains problémes pevvent apparai tre & couse de systéme
ad’'dquations & réscudre, prévalurent, jusqgu'd 1932, date a laguelle
HARDY CROSS introduisit la méthode de la distribution des moments,
cette méthode a rendu envisageable la résolution de problémes

constdérablement plus complexes.

Avec le développement de l'ordinateur, la résolution des
systémes d’'éqguations ne posalt plus de probléme, cela a provogé un
retour aux méthodes classiques d'analyse .De la nait "la méthode

matricielle ", utilisde surtout pour les structures treillis:

—-Méthode des forces : ARGYRIS, DENKE C19853;
-Méthode des déplacement : ARGYRIS, TURNER (C198586).

Enfin, les deux publications importantes de ARGYRIS,
KELSEY et de TURNER, CLOUGH, MARTIN, TOPP gqul marient les
notions d’'analys> des structures en treillis et d'analyse des
milieux continus et présentérent les procédures gui en résultent
sous forme matricielle, eurent une influence considerable sur le
. progrés de la méthode des éléments finis dans les anndes gut -

sutvirent.

Les travaux de COURANT (C1040) ont présentd ausst un
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intérét particulier en raison de leur orientation wvers des
phénoménes régis par Lles dguations applicables dans d’'autres

domaines gue celul de la mécanigue des struclures.

Les bases théorigues de la M. E. F reposent d’une part swur
la formulation dnergétigue et la micanigue des structures et
d'autre part sur les méthodes d'agpproximation :RITZ {1908),
GALERKINE C1915).

Des 19680 la méthode des é&léments finis subit un

développement rapide dons plusieurs directions:

~Reformulation & partir de considération énergédtiques et

variationnelles sous la forme des résidus ponddrés.

—Création d’éléments de haute précisions (dlément & cdtés

curvilines et isoparamélrigues).

“Utilisation de la M. E.F dans la résolution de problémes
non lindaires et non stationaires dans le domaine des structures,
ausst qgue dans d’autres domaines telles gue la mécanigue des

fluides, thermigue etc..

-Construclion d’'une base mathématigue de la M E. F a4 partir

de l'analyse variationeslle.

II-3 DETERMINATION DE LA MATRICE DE RIGIDITE D'UN ELEMENT DE
STRUCTURE

"

II1-3-1 CHOIX DE LA FONCTION DE DEPLACEMENT :

Comme la formulation choisie est wune formulation en
déplacements, on doit donc imposer un champ de déplacements gul

remplie les conditions suivantes

12 LlLes fonctions choisies doivent &tre continues au sein de
l’élément, ainsi gu’'au passage des frontieres entre les dléments
lorsgue les éléments adjacents sont de méme type ou possédant les
méme fonctions de déformde sur les frontieres en contact; de cette

condition découle deux propriétés :

- Le polyndme doit &tre complet jusgu'a l'ordre de la dérivée la
plus élevde gui apparait dans 1'intégrale de 1’énergie de
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dé formation .

— les dérivées d'ordre (n - 13 du po}yndme de déplacement dolvent
A&tre continues & travers les frontidres de Ll'élément, ce qui
revient & dire gue les é&léments se déforment sans gqu'il ait
d’ouvertures entre eux, on note gue cette propridété ne peut étre
réglisde que st les déplacements le long d’une frontiére d"un
alément ne dépent gue des déplacements des noeuds Qquil se lrouvent

sur cette frontiére.

2) LlLes éguations forces—déplacements découlants des fonctions
choisies doivent refléter une énergie de déformation nulle lorsgue

1*alément subit un déplacement d’ensemble rigide.

3) les fonctions supposées dotvent permetlre la représentation des

valeurs unijformes pour toutes les contraintes ou déformations.

4) Le nombre de termes indépendants dans le polyndme doit a&tre
égale au nombre de composantes des déplacements gui sont a

calculer.

II-3-2 EVALUATION DE LA MATRICE DE RIGIDITE :

la détermination de ta matrice de rigiditée peut
s'effectuer & l'aide du theoréme du minimum d’énergie potentielle

totale.
Sm = &CU - WD =0 » U = SW - CII-1D

ou lL'dnergie de déformation virtuelle est

. ‘
SU = J { o } {és} du CI1I-2)
v :

at 1'énergie accomplie par les forces exterisurs pour un

déplacement virtuel est

. _
W = { F } {«sa} CII=3>
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Avec: o Vecteur contrainte

(Y Y

™

Vecteur des forces nodales

P~ FT;\ =

£

£ } Vecteur des déformations virtuelles
} Vec teur des déplacements nodaux virtuels

{5

En ratson de l'dlasticitéd du corps et en abscence de tout champ

thérmigue on a:

.{.."}:[D]{‘-} =t {-e.ﬁ}:[’-]{.’:‘}CII-D

[ D ] : Matrice d'élasticité

Avec

[ L ] : Hatrice opdrateur differentiel C particuliéred
chague type de structured

{ u } : Vecteur champ déplacements

Or {u}——-[N]{G} - {s} =[L][N]{Q}cn-53
onpose : [B]=[t][N] = {s} =[a]{a} (11-6>

D*ou {o} =[D][B]{Q} C11-7)

Avec : { 2 } : Vecteur déplacements nodaux.

[ N ] : Matrice fonctions d'interpolation,

de 1'éguation CII-1D> , CII-2) et CII-3) on a:

(rY{o) - [{-{}o o

en remplacant CITI-8) ,CII1-7) dans CII-8) on obtient
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(Y=} - [{e)tortortena (=)

or les dguations d’dguilibres sont définie par :

(1) -te (o)
»{F}.r:{ﬁ}r[x]={G}ij[B]T[D] [8] av

D’ ou

ORIOIDIOE

v

II-3-3 PROPRIETE DE LA MATRICE DE RIGIDITE :

La matrice de rigiditeé est

1) Symétrigue en vertu du théoreme de Maxwell-Betti ;

2) Singuliére avant l’tintroduction des conditions aux limttes ce

qut explique le mode de déplacement rigide de L'élément.

3) Définie ot positive ce gui donne A L'énergie de déformation sa
propriété physiqgue d'étre positive ou nulle.

I1I-3-4 ETAPES DE BASE POUR LA DETERMINATION DES
CARACTERISTIQUES DE RIGIDITE D’UN ELEMENT:

- ldentifier le type de probléme

EFtape 1: - Choistir un systéme de coordonnées convenables
- Numéroter les noeuds
Ftape 2 : Choisir une fonction d'interpolation, c-a-d déterminer

l’ordre du polyndme

Etape 3 : Obtenir l'état des déplacements en chague point en

fonction des déplacements nodaux
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Etape 4 : Relier les déformations en chague point avec les

déplacements

Rl
Etape 5 : Relier les contraintes avec les déformations  puls quec

les déplacements

Etape 6 : Ecrire l’égalité du travail wvirtuel avec L’énergie de
déformation virtuelle et tirer par tdentification la

matrice de rigidité de L’élément

II-4 GENERALISATION AU DOMAINE ENTIER - REGLE D® ASSEMBLAGE:

La phase d'assemblage consiste & construire les matrices {X] et
CF de la structure compléte a partir des matrices caractéristigues
des différents #&léments {k*1.,¢ F°> préalaoblement calculdes. En
utilisant L'approche énergétigque, on peut définir la méthode
d’'assemblage.

Soit M L’énergie potentielle totale de l'élément e :

e (o fer (- (YY) o

5 les dléments ont la compatibilité regquise, l'énergie
potentiélle totale de la structure peut &tre obtenue par sommation

des énergies potentielles totales élémentaires, sott :

y -3 (e Yo (o} (o F (Y e

dlementa Sltementa

La compatiblilité des déplacements nodaux de la structure est

obtenue en écrivant pour chague Aldment une relation matricielle

{G’}= [ 7] {ﬁ} CII-12

Avec :[ ﬁ'] matrice de localisation ou de connectivitd géomsdtrigue

du type:

dont les éléments sont des O ou des 1.
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Chague relation CII-12) permet de repérer ou de localiser les d.d.l
de chague élément dans l'ensemble des d.d. 1 de la structlure.

En utilisant les relations C(II-10) et CII-12> , on peut

écrire :
! P T a4 T @ ' T e
- Y4 {aYrerreare{e}- {2} e F
&l éments
. { ~ T - ~ T o~
D’ ou n= = { u } [ K ] { u } - { u } { F }
Avec : [K] = Z [ﬁ"]"[x“ 1[ #°] matrice de rigidité de
la structure compléte
éLémant s
CIT-13D

"~
{;} = E: [ po]{Fe} vec teur des forces
dguivalentes

dléments

L'assemblage de la matrice de rigidité d’une structur=
s'effectue en additionnant bloc a bloc les sous-matrices de

rigidité nodale de chague éléement.

I1-5 CONVERGENCE DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS:

ia convergence de la mathode des #éléments finis vers la
solution théérigue s'effectue au fur et a mesure gque le nombre
d'éléments augmente, elle peut se faire soit de mantére monotone

solt de maniere non monocltone.

I1-5-1 CONDITIONS DE CONVERGENCE MONOTONE :

Les éléments doivent &tre compléts et compatibles

ELEMENT COMPLET :

Les fonctions de déplacement dotvent 4tre en mesure de
représenter:
- Déplacements de corps rigide

- Etat de déformations constante
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ELEMENT COMPATIBLE

Les déplacemeonts au sein des éléments et & travers les

limites séparant les éléments dolvent étre continus.

Physiguement, la compatibilité assure qgu'il n'y aura pas
apparition de vides ou de recouvrements entre les déléments une

fois l'assemblage est fall. i
La compatibilité est difficile & satisfaire lorsque les
d.d.l des noeuds sont dépendants (fléxion des péutres. plagues,

coguas). Il est avantageux d'avoir des d.d.l indépendants.

TAUX DE CONVERGENCE :

Le taux de convergence est lid¢e aux notions de polyndémes completls

et d"éléments isotropes dans l'espace.

&b

un #lément fint de dimension h avec fonctions de déplacements -

completes Jusqgu'a l'ordre ¢ , entraine une erreur, lorsque le

maillage est uniforme , de l'ordre h°'cecn®™).
e.f :
Sex 1
Fig: T4
>
Ni Ni.q N: rnombre
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La convergence se falt par des valeurs inferieures, car la matrice
de rigidité EF est plus rigide gue la marice de rigiditéd exacte du
fait de la présence de rigidité artificielle crée par la

discrétisation.
EQFA
Sex

{aazl'[-l

N; Nia N:ﬂﬁmbfﬂ
dlelemenlts

Remarqgue
:Un tel sénario de convergence peut se présenter st les

hypothéses de la solution EF et celles de la solution théorigue
sont differnts
Exemple:

solution E.F ....... Poutre de Timoshenko

solution_ Exacte ..: . Poutre d=» Bermoutllt

11-5-2 CONDITIONS DE CONVERGENCE NON MONOTONE t

L'utilisation d'éléments incompatidbles porte atteinte a l'aspect
monotone de la convergence C(non conformes). Pour avoir une
convergence non mnonotone tl faut assurer les deux conditions
sutvantes

- Eléments completls ;

~ Satisfaction du patch test : complétude collective.

Le patch test permet de dire si l'assemblage d’éléments est complet.
En effet les incompatibilités entre Alémants peuvent empécher
l’assemblage d'é&tre en mesure de représenter des étals de
déformations constantes.

Dans ce test, on considére un groupe d'éléments avec au moLns un
noeud interne. De tels noeuds internes peuﬁent Atre définis de

telle sorte gue les éléments sont de forme arbitraire.
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On impose aux noeuds externes des déplacemenls ou des forces en
accord avec un état de déformation copftan&LLe test est satisfart
st les déplacements internes, déformatfons et contraintes sonit en
accord avec cel état de déformation constante. -

la satisfaction du patch test depend de la géometrie des éléments
utilisés, Les éléments en  forme de carré, rectangle ou

parallélogramme sont recommandes.

ha: I-3

Test de r'oipiég.oge
(PATCH TEST)




Chapitre 111 :

Analyse de la flexion des plaques raidies par la méthode
des éléments finis .



CHAP III : ANALYSE DE LA FLEXION DES PLAQUES-RAIDIES PAR
LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

III-1 ANALYSE DES PLAQUES RAIDIES HOMOGENEISEE :

IIT-1-1 INTRODUCTION :

La modélisation du comportement d'une structure consiste &
rattacher la structure réelle & un modéle connu de la mécanigue
des matériaux, c'est @& cette étape que s’'opére l'option
fondamentale du choix de la théorie d'une part et des égualions
constitutives décrivant Lle matériau d'autre part, Ll'ingénieur
prend lci ses responsabilités vis a vis de la validité des

hypothdses gu'il adopte pour calculer son ouvrage.

Ainsi Timoshenko a &tudidé le probléme complexe des
plagues raidies par assimilation a des plaqQues ortholropes an
établissant les rigidités fictives de torsion et de flexion de
cette plague approximativement dquivalentes a celles de la plague

ratdie réelle.

On note gue dans la détermination de ces constantes de
rigidités, on vise la satisfaction de l’'éguation de Huber toule en
gardant dans Ll esprit la sécurité de la construction, cela
expligue le fait qgue les rigidités de flexion et de torsion prises
en compte sont des valeurs minitma .£n génerale, dans lta dalle a
nervures assymétrigues, les rigidités rdelles varient de peint en
point et sont toujours superieures aux valeurs minima. La plague
orthotrope déterminde est donc moins rigide gue la plague nervurée

réelle.

La méthode d*homogéneisation qQu'on a opter dans cette étude est

une méthode gui consiste & remplacer une plague réelle Cguil peut
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atre complexe wvis & vis de sa forme ) par une plague de gdomstrie
homogeéne aquec wne orthotropie fictive présentant les méme

rigidités moyennes de flexion et de torston.

La mé t hode d’homogénaisation étale  continiment les
rigidités des nervures sur une largeur égale & teur enire axe el

{gnore ainsi les effets concentrés de ces nervures.

Exemple des plaques raidies :

* Plaque renforcée en croix par deux series équidistantes
de renforts symétrique par rapport a son plan moyen 3

L

N, ) a7
W i a7

Wﬁ&"

lLes coefficients des rigidités édqguivalentes sont définies
comme sutlt '

E A? E I E R’ E I
D = + x R _D: + Y
* o12¢ 1 - uo s Y tzc 1t - uo s
u E R £ R’
D = 5 , D =
I F-TGlE S b XY 24C L + p D
Ix ou Iy : Moment d’inertie d'une piece de renfort
s : L'espacement des renforts
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& Plaque renforcée par une serie de nervures
équidistantes:

i )

17
Fig.’]]I_Z

Les coefficients des rigidités éguivalentes sont
définies comme sutt

D = E s h . ) 5 = ESI
X 12Cs -t + CAH7 D Y
L) =0 » D = D‘ + c
% Xy Xy s
l&y : Rigidité & la torsion de la dalle sans nervures
C : Rigidité & la torsion d'une nervure
NB:

Une solution rigoureuse d'un probléme pratigue des plagues

raidies s'obtient . en posant selon la forme réelle de la

construction, des éguations différentielles en fonction des
déplacements u ., v, w dans les sens de trois axes de coordonndes.
En éliminant les déplacements u et v , on peut transformer ce

systeme en une équation aux dérivdes partielles du hurtieéme ordre
pour w, l’éguation d'MHuber dont nous parlions jusqu’'ici est du
quatrieme d’ordre, il s'ensuit qu'il n'existe aucune dalle
orthotrope exactement éguivalente a4 une dalle a nervures
assymetirigues. Cependant (1l est possible de trouver une dalle de
Huber éguivalente approximativement & une dalle & nervures
assymétrigues ; st on remplace les rigidités de flexion et de
torsion résultant de la théorie de 1'dlasticité par certaines

rigidités fictives.
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IIT-1-2 MATRICE DE RIGIDITE ELEMENTAIRE POUR L’ELEMENT RECTANGULAIRE
D*>UNE PLAQUE ORTHOTROPE :

La numérotation des noeuds se fera dans le sens

trigonométrigue
4 3
1 2

On a quatre degrés de libertés pour chague noeud, gui sont:

woo Déplacement latéral
ex Rotation autour de x
ey Rotation autour de y
8 : Gauchissement

xy

Les directions positives adoptés seront définies
- Vers le haut, pour la déflexion ;

— Selon le sens ilrigonométrigue, pour les rotations.

Le vecteur déplacements pour chague noeud est donc

{

R
L,
il

D
x
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Le vecteur forces correspondant en chague noeud :

(2)-

donec pour un &lément, on a 16 degrés de Llibertéds, et por
conséguent, la matrice de rigidité é&lémentaire est carrée, et
d'ordre 16 )

Pour trouver des fonctions gutl satisfassent aux limitations
citdes dans le chapitre précédent, il est possible d'utiliser un
simple produit de fonctions de déformde uni—dimensionnelle,

chacune portant sur l’'une des directions x et y

Dans ce cas, les fonctions d'interpolation pour L*élément
rectangulaire des plagues en flexion, sont obtenues en effectuant
les produits de fonctions d'interpolation de la poutre sutvant x

et y.

2 ? z
w Cx, V) Ca1+ a x +oax+ a x )Cb‘+ bzy + bsy + b‘ya)

w Cx,y2 = Ca‘+ X + ay + a‘xzi- a_xy + adyz+ a7x3+ aoxzy
+ 'apxyz+ a‘°y3+ a‘icay + a‘{z‘yzt atgya CIIr-1d
+ a‘§3y2+ a‘§zyg+ “1’5999
On obtient ainsi un élément de plague conforme & {6 d4d.4d.1
qui a de trés bonnes propridétés de convergence.

A partir de cette fonction on obtient les expressions

suivantes pour les rotations ainst gus le gauchissement.

_ dw _ 2 2 3 F
a = —oc=+a5x+8a6y+anx+aa°xy+3a18+a‘>‘c+2a§y

x By

2 3 z 2 3 2
+ + + +
3 at;cy 2 a x'y 3 atg \Y; 3 ot’.x y
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= — F 4 2 r 4
—_— Caz+ aa‘x + a.y + 3 a,x + 2 o xy + ooy + 3 a X'y

+ 2 aiyztyz-'- atga-ﬁ- 3 ct‘fzyz+ 2 atgjcya+ 3 aixzya 3
CIXI-2)

2 2 2
= o = <= -+ + = + + . +
%0 o 2 AX g ay 3 a x 4 a Xy 3 ay & axy

-] z 2
+ 6 axy +9 ax
15 ‘dy

VERIFICATION DES PROPRIETES DE LA FONCTION DE DEPLACEMENT :

En examinant la fonction de déplacement pour L’élément
rectangulaire en flexion, 1l est é&évident gue le —pol.ync‘.’:me est
continu sur l'élément et gue le nombre de termes indépendants est
égal au nombre de coordonnées nodales tndépendantes, de méme le
critére de déplacement de corps rigide et le critére de l'état de
dé formation constantes sont assurés par L'utilisation dJd’un

polyndme complet jusgu'd l'ordre 2 en x et y

Vérifions maintenant gque la condition de compatibilité & travers

les frontiéres de l’élément & &té satisfaite

On consideére le bord (1-4):

- Le déplacement latéral et les pentes en chague point de
ce bord sont donnés par :

- z 3
w €O, ) a‘+ ay tay + oy

- 2
GICO.y) = aa+ 2 a_y + 32 a ¥

- - 2 3
eyCO,y) = Caz-i- ay +tay+ay b

= 2
exyCO.y) = a5+ 2 ay + 3 a ¥

- Aux extémités de bord :

Noued 1 Cy = 0):

45



noeud 2 C(y = b)

WCOB) =a+ab+abdb+ab

1 3 -1 10
8CO,P) =a+2ab+3ab
x 3 (-1 10
BCO,B) = —Ca+ab+abdoreabdd
vy z 5 o 13

8 OB =—a+2ab+3abd
Xy 5 o 13

On dispose de 8 édgualions pour obtenir les 8 coefficients
i nconnus Cal.az.aa,as.ad.ao.albataj. Le nombre d’dguations Stant
égal au nombre d’inconnues, d'ou les déplacements sur la frontiére
considérde seront définis de fagon untgue.

On dira alors gue la fonction w est une “"fonction conforme™.

Ferire les édguations C(III-1) et C(CIII-22 sous  forme

matrictelle peut dtre résumé par Ll’'éguation génsérale:

e} el ()

[fo.y)]: Fonctions reliant le déplacement d'un noued de

coordonndes (x,y2) aux 18 coefficients a .
{ a } : Vecteur colonne des coefficientis inconnus .
On aqura :

1 x v xz xy yz xa X§) xyz y3 X'; xzyz xys xsyz xzya xaya
0010 x 2y 0 x2 2xv 3?2 x? ad 3 axy 3x*y? 3x’y?
01 02xy 0 3l axy yv:E 0 b 207 ¥y 3% aa® axy?
0000 1 0 O 2x 2y O 3x* axy 3v° Bxy® 6&xy® 9x°y’

[{mey)]f

A partir de la matirice [f(x.y)].on constiruit une matrice {A} qui
lie les déplacements nodaux aux coefficients génédralisés inconnus,
en remplagant chague noeud par ses coordonées et en plagant les
blocs selon la numérotation adaptée.

On obtient

(0}t {e)

MATRICE [Al:
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O O O '

-

'O O O = O O O P O 0O ©

o 00 0 O O o o o 0 o o o o 0
o1 0 0 0 0 o© o o 0 0 o o0 © 0
4 0 0 0 0 O O 0 0 0 o o o 0 o

o 0 1 0 0 © 0 0 0 o o o o 0
a 0 &2 0 0 & o 0 0 0 0 o o 0 o)
601 0 a 0 0 & o o & o o o o 0
-1 0 -22 0 O -3a° 0 0 o 0 0 0 0o © 0

o 0o 1 O © Z2a O 0 32> o o} o o© o
a b o ab b o° a’b  ab® bt a’s a®b® ab® o%b azba ab?
01 0 a 2 0 da° 2ab 35 a a’b  ab’ 2a b 3a°6% 32757
1 0 -2a285 0 -32% -2ab b7 0 -3a°b -ab® -b? -32%b%-2ad’ -32%%°
o 00 1 O O 2 2ab 0 3a® ab 3 Ba’b Bab® Ya’b*
0o b5 & 0 b & o o ? o 0 o o 0 o
o1 0 O 2 0 © 0 aww: o 0 0 o o 0
14 0 0 & 0 O © »* o o o - o0 o 0O
o 00 &t O 0o © 2b o o o w* o o o0

De ce systéme d'éguations, on peut exprimer le wvecteur

colonne des coefficients tinconnus en fonction des déplacements

(-} ()

D*'ou on peut exprimer le déplacement en n'importe guel point, en

nodeaux:

fonction des déplacements nodaux :

{ U } =[ 7cx.v2] [ 4 ]"‘{ U } CIII-4D

L*inversion de { A 1 peut é&tre faite nunériguement, mais pour
pouvolir cobtenir une expression pseudo explicilte de la matrice de
rigidité élémentaire, pour plus d'éfficacité numérique Calldgement
du programme et gain de calculd), on peut effectuéd cette inversion
algébriquement,comme sult : Aprés auolr posé a = 1 et b =1 , on
tnverse {A 1 numérigyuement, et par la suile on introduit les.
variables tsa, 15, Lrsab. .. dans { A) ' de fagon & ce gue :

[AJ[A]"= [ 1] = Matrice tdentité




En reliant les déformations en chague point aux déplacements
nodaux, l’é4tat de déformation en chague point peut dtre representd
par 3 composantes :

8w

z

- La courbure de la plagque dans le plan xz : -

Ju
i P
La courbure de la plagque dans le plan y=z : - 2

: ay
- la torsion ;- fif_
axdy

ﬂg- Les moments internes ert H;agissent chacun sur deux cdtéds de
l'élément, Ll en est de méme pour les moments de torsion PQY et
H;x, mats pulsgue f&yest égal a ﬂ;x vONn peutl considérer gue Ll'un
des deux, par exemple ny agil sur les quatre cédtés, cela en

doublant le terme de torsion dans le vecteur des déformations.

L'état de déformation dans l’éldment est donc représentéd par :

r 5

@
€

Qh Q

€

w

L ay

S

En remplagant w par son expression polyndmiale, on obtient une

éguation gqui peut &tre écrite sous la forme

e} o1 (o)

Avec ¢

©O00-2 0 0 -6x -2y O O —6xy -2y> 0 -6xy® -2y° -6x°
[a]- 000 0 0-2 0 0 -2x -8y O -2x° -Bxy -2x° -8x% -~6x5
000 0-2 0 0 =-4x -4y 0 -Bx-8xy -8y -12x% -12xy*® -18x3?

£n remplegant (o) par [A]_ifﬂ). on obtient la relation

sutvante déformations-déplacements nodaux:
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{g(x.y)_} = [@] [A]"{ v } =[ s ]{ G } CIII-5)

Avec [B1 = (@) (41 !
Les relations entre contraintes et déformations, c-d-d entre
moments et courbures, comme (1l a étéd déja vu dans la théoris de la

flexion des plagues, sont définies par les relations suivantles :

2 2
H=—co"‘:+p.o.a‘:)
* " e Y ax
2z 2
M=-cp T2y p . 22, CILI-B)
y b4 Oyz y x 5.2
2
aw
Hx; 2'0)0}8)(051
Ces troils dguations peuvent s'dcrire sous la forme
matricielle suivante :
~ 4 ~
" D u D o 1 [ -2
o X vy ax
Hx 2
M =1 ub D 0 {-2» U c1r1-m
b 4 y X b4 ayz
M 2
e o o D _p Ow
L *Y | Ixdy |

Ce gutl définte la matrice [D} comme suit :
{ Efforts internes } = [ L ] sCx.y)}

On note. gue (D] est symétrigue, car “iDy= ny;
On reliant les efforts internes aux dédplacements nodaux,on
obtient :

{E‘fforf.s internes } =[o][2 ] { u } =[x ] { Z) } CIII-8)
Avec : [Hl = [D] (B}

la matrice de rigidité peut donc peut &Stre déterminde &

l’aide de la formule sutvante :
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[(]-[[sT[o] [s] e con

v

Cette formule est démontrée dans le chapitre II

la détermination de la matrice de rigidité Slémentaire

d’'une plague orthotrope peut s'effectuer sutvant deux méthodes

1) la premiére méthode consiste & déterminer la malrice de
rigidité élémentaire nunériguement par le biais d'une intégration
numérique ,cette méthode est simple mais augmente sensitblemement
le calcul &ffectuéd par le programmne d’ott une augmentation dans

le temps d’éxecution .,

2) la deuxiéme méthode consiste a déterminer la matrice de
rigidité analytiquement ce qui allage le programme et diminue dans
le codt de revient; mais cette méthode nécéssite wun travail

laborieux pour définir tous les expressions de la matrice.

L*utilisation d’'une méthode gqul évite d’ une part
1*intégration nunérigue, d’ou un gain important de calcul et
d’autre part la détermination laborieuse des expressions de la
matrice de rigiditéd élémentaire, est une méthode qu'on peut la
localiser entre les deux méthode citées précédament et gu’on peut

lui donnde le nom de Semi-analytigue.

Cotte méthode est défintie comme suil

or [x1=[[B1(P1[E]
ot [8]=[471[a]

@ o [<]=[ L4 (arIollall«]

v

1. T

lLes motrices (A7) et ta ) ne contenant gue des

constantes, on peut les sortir de U’intégrale, on obtient donc
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[<1=[4"7 [[a)[21[a]e (4]

En posant :

[R]=J[Q]T[D][Q]dv CIII-10)

[X] devient comme un produtlt de trois matrices

(k] =[4"1[”r]I[4"] _ CIII-11)

L'expression C(VI-9), sous le signe "intégrale™, peut é&tre calculée
et intégrde explicitement sans Llrop de difficultés en la comparant

& l'expressiton CVI-10).

Nous avons en premier lieu calculé le produit {Q) (o) tAl
et nous l'avons intégré en deuxieme lieu.les termes de tla matrice

[R 1 seront cités dans l'annexe

Remargue :

Pour s'assurer de l'exactitude des termes de [R), il a
fallu Calculer [R ] numériguement, en utitlisant pour le calcule
de la double intégrale, la méthode de Simpson puts on la compare &
celle déterminde analytiguemeant,

Le plus grand écart entre deux termes étant de Ll'ordre de 1o ',

d'ou les termes explictes de [ R 1 sont correctles.

La détermination de la matrice de rigidite LX) ‘devienne
une tdche facile en é&ffectuant le produit numérigue des trois

[x]=1¢ AT IRILA Y] CIII-12)

TRAITEMENT DES CHARGES REPARTIES:

Pour pouwvoir utiliser la méthode des &léments finis pour les
plagues soumises a des charges réparties. On doit remplacer ces
charges réparties par des charges concentrées éguivalentes

51 :




appligudes aux noeuds, Pour ceta il faut gue les trovaux virtuels

des charges réparties et les charges concentrées solent dgaux.

A

Le travatil virtuel de la charge répartie est :

b o
6wcha.rga répc.rti.o= I { Su } { gCx, ¥ } dx dy CITI-13>

or {m} - [~ ]’{5{:}

D*ou

T
= o T
6wchcu‘go répcu'ti.e‘ { Su }_[ [N ] {q(x.y) } dx dy C(III-14>
R
Le travail virtuel des forces nodales est

s
: ) R )
wforcon équivalentas {6u} {F} CITI1I-15>

Lrégalisation des deux travaux nous donnera donc:

”~ [
{ F } = J- [~ ]"{ Gl X yD } dx dy CIII-16D
R
Q
Avec { gCx, 2 } = o
0
)

Aprés intédgration, on obtient le vecteur de forces nodales

suilvant
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£~ a. b ) -ab/, 36
{ F } = 229 g CIII-17)

III-2 ANALYSE DES PLAQUES RAIDIES ASSEMBLEES 1@

I1TI-2-1 INTRCDUCTION :

L*esprit humain a des limites telles qgu’il ne peut
englober en une seule opération le comportement,K des systémes

complexes gut l’entourent.

C'est pourquot l'ingénieur, adopte la démarche naturelle
de subdiviser tous les systémes en leurs composants dlémentaires,

dont le comportement peut é&tre facllement compris.

On peut alors étudier le systéme original en le

reconstruisant & partir de ses constituants.

Ainsi l'analyse des plagues raidies par la M E.F peut &tre
approcher par L'assemblage de deux comportements respective des
plagues et des poutres en introduisant l’influence mutuelle entre

tes deux &léments
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On  se basant sur les hypothdses adoptées dans le

paragraphe I-3 , on peut définir cette influence comme suit

* Négligence de l'éffet membranaire des plagues da & 1lag
dispostition éventuellement assymélrigue des poutres par rapport au

plan médian de la plague ;

* La plague influe sur les poutres par un excentrement de

leurs axes neutres, d’ou une résistance membranalre des poulres

III-2-2 MATRICE DE RIGIDITE D*UNE POUTRE EN FLEXION :

Pour wun élément de poutre sollicité par  un  moment
concentiré ou une force concentré l'équation régissant son

compor temenlt est N

R
£

= 0

4

&

Od w la fléche de la poutre, ta fonction d’'interpolation est

estimée par un polyndme du troisieme degré,

A
w, TR0, | 6, A%
\\\[\\\\\ \\\\\\*X\--—————;
{4} (1)
fia: -3
wCxI= o+ a x+ a3x2+ cz‘.xa CIII-18)

A partir de cette fonction on obtient l'expression de la rotation :

BCx> = dw = a + 2a x + 3a xz
2 3 4

Ix CIII-19>

Ecrire les équations CIII-18> et CIII-19) sous forme matricielle

peut &tre resumer par l’dguation génsérale :
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feo) - ool ()

[fo)]: Fonctions reliant le déplacement d'un noued de

coordonnédes (x) aux 4 coefficients o .

{ o } - Vecteur colonne des coefficientls itnconnus
Cn aura :
2 ]
1 x x x
[r¢ ] = .
o] 1 2x 3x
A partir de la matrice [f(x)] , on construit wune matrice
[A}) gui lie les déplacements nodaux aux ceefficients inconnus , en

remplagant chague noeud par ses coordondes et en plagant les blocs

selon la numérotation adaptée.

{?J}=[A]{a} CIII-21)

On obtient :

MATRICE [A]

1 o 0 0
0 1 0
1 1 L? L?
0 1 aL <]k

De ce systeme d’éguations, on peul exprimer le vecteur
colonne des coefficients inconnus en fonction des déplacements

nodaux:
{a } = [ 4 ]'*{Z}} CITI-22)

D’ott on peut exprimer le déplacement en n’importe guel

point, en fonction des déplacements nodaux :

{ 7, } =[rc0] [ 4 ]_‘{ U } CIIT-23)
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MATRICE [A) 'z

1 0 0 0 "
0 1 o 0
312 a/L 3.2 L
217 112 -—a2® 117

La relation entre déplacements et déformations se définie

par la theéorie de la flexion des poutres par :

eCx> = —2

CITI-240
2

dx

En remplagant w par son expression polynémiale, on obtient

une sguation gui peut étre dcrite sous la forme :

feo} - to3 )

[@a]=[0 o -2 -6x ]

En remplagant ( a > par [A17 ¢ Q ), on obtient la relation

Avec

sutvante déformations—déplacements nodaux:

{s(x)} ={a][4 ]‘*{3} = [B]{G} CITI-25)

Avec (B) = tQl rA41 *

la relation entre contrainte et déformation,c-d-d entre
moment et courbure, comme il a été déja vu dans la théorie de la

flexion des poutres est comme suit

W= - £ LY

x 2

dx

CIII-262

On reliant les éfforts internes aux déplacements nodaux, on

obtient

, .{Hx}=[9][3]{a}=[”]{a} CIII-27)

Avec : [Hl = [D] [B)
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En realiant les forces nodales aux déplacements nodaux par
le biais du théoréme du minimum d’énergie potentielle totale, on
obtient la matrice de rigidité de L’élément (K.

[«]-f[e] o] [e]=

v

Aprés tout calcul fail on a :

12 8L -12 8L
[x]=EL- 6L ar? 6L aL?
L? -12 -8L 12 -6L

F 4 2z

sL 2L -8L . 4L

ITII-2-3 MATRICE DE " RIGIDITE ELEMENTAIRE POUR L® ELEMENT
RECTANGULAIRE D*UNE PLAQUE ISOTROPE :

La matrice de rigidite élémantaire pour l'alément
rectangulaire d'une plague isotrope peut élre dédui te directement
de la matrice de rigidité élémentaire orthotrope établie dans le
paragraphe II1I1-1 en remplagant simplement les coefficients de la
matrices d'élasticité orthotrope par les coefficients de la matrice

d*élasticité Lsolrope.

Doy D =D =D =L "
* y 12¢ { - 4>
1 -
D‘ -'}JD ny"TDC1 ].l)

III-2-4 ASSEMBLAGE GLOBALE DES DEUX ELEMENIS :




L’assemblage global consiste a construlre la matrice de
rigidité globale gui tient en compte des rigidités dgivalentes de
la flexion des poutres en additionants ces rigidités aqux d.d.l

communs avec ceux de la plaque .

L'assemblage est {(llustré ci-dessous :

makrice de ri ke
elémentaire ( Plao‘ue)

By,
/ / / / By

/ W,
f _________ ) / / 0,
ARG ) / O

/// / | _B;ﬁ
/ W

/ 3

————————— 4 / 50

W Oy, ( W,

B [
matrice
de. ri ‘K |
clenlot —

W, / makrice de
Or, riaidite
entaire

L] g !/ Eementaire
(povtre ) 1]
1]

—
-

|
1

e / (?ouhe. /3)

= A B

=5 E
S4B

makbrice de r.‘ﬁfdf&é
de 'clement Comf)\el:
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Chapitre 1V :

Présentation des programmes HOMOFLEX et
ASSEMFLEX.




CHAP IV : PRESENTATION DU PROGRAMME HOMOFLEX ET ASSEMBFLEX

IV-1 PRESENTATION DU PROGRAMME HOMOFLEX :

IVv-1~1 INTRODUCTION:

Mathématiguemant, la M. E.F revient & poser le probleme en

terme de résolution d'un systéme d'éguations simultandes, dcrit

1 {5} ()

sous la forme :

¥-1-2 PROGRAMMATION :

Pour le bien de l'évolution scientifigue , l’'ingdénieur
doit apprendre et mattriser les travaux faites auant lul pour les
compléter et les adapter pour d'autres dtude scientifigues. Ainsi
nous avons adapter le programne s falt par F. Al ssaout et
M. Benallegue destinég a L'analyse fléxionnelle des plagues
mul ticouches, par é&ldéments finis conformes gul &td proposé et
dirigé par Pr.M.Tiliouine et M. Demidem en vue de l’'obtenkion du
dipldme d4d’ingénieur d'état, a un programme destind & Ll’'analyse
fléxionnelle des plagues raidies homogénisde par é&léments finis

conformes

On peut distinger deux parties gssentielles
* Module de génération des donndes

* module de résolution et d'exploitation des résultats

Les donndes sont construites principalement d'informations sur les
noeuds Cnombre de noeuds total, conditions d'appuis, conditions de
chargement...), et sur les dléments (nombre Jd’'élédments suivant la
direction X et la direction Y, la taille de l'élément, les

caractéristigues géoméirigues et mécanigues des matériaux.
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Debut.

!

Programme principal

{

LECO

FORMNF

ELMT

1

FORMNG 1

ASSEMBL

Test

RESOCLV

[

Impression des déplacements

l

MATCONT

CONT

H

Impression des contraintes

l

fin

Organigramme du programme HOMOFLEX
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I¥-1-2-1 ENTREE DES DONMEES:

*

Pour gu'on puisse résoudre le probléme, le module d’entrée
des donndes doit transmettire toutes les inforamtions nécessaires
aux auires parties du programme, de fagon a permettre la
construction de tous les tableaux gui sont utilisds par la suite.
Dans notre cas, la subroutine LECO gui permet Ll'introduction des
caractéristigues gdéoméirigues et mécanigues des matériaux , ainst

que le calcul de la matrice d'élasticité (D).

IV-1-2-2 ASSEMBLAGE DES MATRICES (K°] ET VECTEURS { F'):

La régle Jd'assemblage gue nous exposons est une reégle
simple, dans laguelle le risque d'érreur par introduction des
donndées est minimiséd, la seule contrainte &tant le sens de
parcours, car il est trés important de choisir un sens de parcours

pour la numérotation ds noeuds el des Slémenls.
On optera une numérotation par étage, de gauche & droite.

* Subroutine FORMNF :

Cette subroutine se charge de numdroter les degrés de
Liberté actifs, et d'annuler les degrés de liberté tnactifs, et ce
pour chague noeud Cdans l’ordre de leurs numérotationd.

Ces informations sont stokées dans un tableau gppelé [ NF]

x Subroutine FORMG 13

Dans cette subroutine, pour chague &lément, un vectleur de
localisation élémentaire est défint.

Ce vecteur <G> permet de positionner chague degré de
libertd des noeuds de l'élément dans le repére globdbale.

Elle permet donc un transfert de chague terme  Rij de
la matrice de rigidité é&alémentaire en Kij de la matlrice de
rigidits globale, et sgalement le transfert de chague terme fi de

vecteur force élémentaire en Fi de vecteur force globale.
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lLors de notre détermination de [K! on a choisi un sens
bien déterminé. iL est donc important de spécifier pour chague
élément, son premier noeud, le deuxidme, troisidme et guatridme

Cdans le sens trigonométrigue) guil seront déduits automatiguement.
* Subroutine ASSEMBL :

Comme Ll'opération de localisation exige L'introduction des
conditions aux frontidres et gu'elle affecte la valeur zéro au
degrés de liberté ilnactifs, seuls les degrés de liberté actlifs
sont numérotés, et n’est donc plus nécessalre de passer par
l’opération d’'expansion des matrices de rigidités é&lémentaires

pour effectuer l'assemblage.

L*opération d'assemblage se fera donc par un simple
tranfert de chague terme kij des matrices de rigidités
élamentaires en Kij de lavmatrice glodbale, atnst gue les termes fi
en Fi, grace au vecteur localisation é&lémentaire <G> dont les

composante nulles sont automatiguement éliminges.

L'assemblage s'effectue comme sult

Pour tout GCL) = O ec-pour tout GCJ) = O falire :

K = K + R

1J IJ 1]
ou 1 = GCO i = 1,DOF
J = 6C J = 1,DOF
ot F} = F; + {
I = 6GCo i = 1,D0OF

% Prise _en compte des conditions aux limites :

Comms la technigue d’ asemblage chotisit . exige
L’ introduction de conditions aux limties avant méme d'assembler la
matrice de rigidité globale, et gue seuls les degrés de liberté
actifs sont pris en considération, cela favorise implicitement

L’utilisation de la méthode de supression des dguations :

Cette méthode consiste A& restructurer la matltrice (K] de
maniére & suprimer les é&dguations correspondant aux degrés de

litertd imposés U .
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Elle a l'avantage de réduire le nombre d’ inconnues du
systéme, et par consdguent elle réduit L'espace mémoire rdservé au

stockage de la matrice

La technique de restructuration de (K] ; LU et <>
correspondant & U£= Di’ consiste en la suspension de la ligne

Cid et la colonne CiD.

IV-1-2-3 RESOLUTION DU SYSTEME [k1<(U> = <F)

#% Subroutine RESOLY 3.

Permet la résolution du systeme {F> = [KICUY , <FY ot (K]
étant obtenus apres l’assemblage et Uapplication des conditions
aux limites

Pour notre cas, on a utilisé l'algorithme de résolution de
CHOLESKY, car il est recommandé pour la résolution des systémes Qg
matrices symétrigues définies posttives, enfin de diminue le

nombre d'opération & exdcuter, et donc le temps de calcul.

IV-1-2-3-~1 ALGORITHME DE CHOLESKY :

La résolution du systéme des équations d’équilibre par la

méthode de Cholesky peut s'organiser en trois phases de calcul
1- Factorisation de [K]

Le principe de la méthode est basé sur le théréme

suilvant
THEOREME : St [K) est symétrigue et définie positive, il est
possidble de la factoriser sous la forme [K) = (S1°(5] ou [S] est

une matrice triangulaire supérieure, L’algorithme de factorisation

de cholesky est rappeld ci-aprés . on a :
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N
p-1
z
s = k -
PP pp EP
k=1 y pour
p-1 P = 8.. - st
s = e - 5 s . , ur Jj = + 1, ...,n
pi [ pi Z kp kJ] po J g
k=1 r

2~ Résolution du systéme‘triangulaire :
s{r}-{r}
auec : { b4 } = [ 5 ]{ U }

3- Résolution du systéme triangulaire :

3o} ()

Iv-1-2-4 CALCUL DES CONTRAINTE :

# Subroutine MATCONT :

Ce sous programme est utilisé pour le calcul de la matrice
de contraintes élémentaire [H] donnde explicitement en fénction

des caractéristigues géometrigues de la plague.

% Subroutine CONT :

Une fois que les déplacements sont déterminés =t la matrice [H)
calculde, ce sous programme permet de trouver les contraintes,

pour chague élément.
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IV-2 PRESENTATION DU PROGRAMME ASSEMBFLEX :

IV-2-1 INTRODUCTION:

Une analyse por &léments finis, ne peut se faire que par
l'aide de U'informatigue, vu la mantpulation de natrices et
vecteurs de grandes tailles et de résolution des systeémes
d'éqguations importants, ce qui rend l'utilisation de L’ ordinateur

essentielle & l’'application de ces méthodes.

V-2-2 PROGRAMMATION :

Aprés auvoir donnéd un aperqu géndral sur l'organisation de
programme Homoflex, on aborde maitenant le programme Assembflex
qul permet la modélisation des plagues minces raidies en Fflexion

par le biais d concept d’assemblage

-

Ce programme a une structure tdentigque au premier, il est
donc constitusd des méme subroutines, utilisdes dans le. Praogranme
Homoflex, plus D'autres quil sont propre a lui et qui vont étre

commantées cil-dessous :



Début

LECO

FORMNE

EILMT1

v

ELMTZ2

ELMT3

i FORMGA

FORMG2

Test
-

ASSEMBL

i
RESOLV

1!

Impression des déplacements

!

MATCONT
+

v

CONT
+

Test
-

Impression des contraintes
+

Fin

Organigramme du programme Assembflex
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Le programme est constitud par les subroutines sulvantes

® LECO : elle permet l'introduction des caractéristigues
gdométrigues et mécanigues des matériaux de la plagus et
des poutres, ainsi que le calcul de la matrice d'élasticité (D] de
la plague isotrope et l'inertie dguivalente de la poutre

% FORMNEF : elle est identique a celle de programme
Homo flex

* ELMT1 : elle est identigue & celle de ELMTI vue dans le

orogramme précédent

* ELMIZ2 : cette subroutine forme la matrice de rigidite

slédmentalire d'une poutre [KIP dans le sens de l'axe des x.

#« ELMT3 ¢ elle forme la matrice de rigiditéd é&lémentaire

d*une poutlre (X1P dans le sens de 1'axe des V.

% FORMG1: cette subroutine est identigue a celle de FORMG

vue dans le programme précédent

® FORMGZ2 : Dans cette subroutine, pour chague élément de
poutre, un vecteur de localisation élémentaire est défint.

les wvwecteurs {(GG> et {GGG)Y permettent respectivement de
posttionner chague degré de liberté des noeuds de l’'élément poutre
positionnéd sutvant l'axe des y et l'axe des x dans le repére

globale.

J
matrice de rigidité élémentaire des poutres en Kij de la matrice

Elle permet donc un transfert de chague terme hf de la
de rigidité globale

* Subroutine ASSEMBL @

L'opération d’assemblage se fera donc par un simple
tranfert de chague terme ktj des _matrices "de rigidités
dlémentaires de la plague et kfi des poutres en Ktj de la matrice
gslobale, ainsi gue les termes fi en Fi, grace aqux wvecteurs
de localisation slémentaire 6>, {GG» et LGGG> dont les

composantes nulles sont automatiguement élimindes.
#* Subroutines MATCONT et CONT sont identigue & celles

vues dans le programme précédent .
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vi-2 APPLICATION :

VIi-3-1 EXEMPLE

Dans cette wapplication , on é&tudie une plague carrée
encastrée sur tout son contour, renforcée par deux ratdisssurs, un
dans chague direction .Cette plague esl chargée transversalement
par une charge uniforme q = 0.5 }Qg/cm.z , et a pour dimensions

a =b = 20,18 cm , l’épaisseur t = 0,2817 cm . La poulre a une

tnertie I = 3,96 10°* cm® et une excentricité nulle.
les caractéristiques mécanigues sont : E = 2.116 10° kg - em® et
u = 0,3
N - 4 .
— Ji
-~ WM/ g
=
=Z
—Z|- - I R £ .
A1 Z T a

T,TITTTHITT

Y

\
§
§
§
§
\

&&0
W

Cope A-A

l'étude de flexion de cette plague, sera effectude par trois
méthode : méthode d*homogénéisation CMEF), méthode d'assemblage
CMEP et la méthode des résidus pondérés. Cet exemple est traité
dans un article par la méthode Bspline functions Cvoir référenced,

gqu'on l'utilse pour comparer nos résultats
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TABLEAUX DES RESULTATS

b B R Wt e

x MEF MEF méthode des Bspline
homogéneisation| assemblage résidus pondérés function
0 Q O 0O o
1.8 a G, 042883 0,0405843 0,038169 0, 0406985
1.4 L
0,118035 0,112955 0,112171 0,112957
378 a 0,176313 0,12300 0,175267 0,16899
172 a 0,138440 0,1383024 0,1899415 0.,18901
MCKg.cn ZJem Dy = b2
x MEF MIF méthode des Bspline
homogeneisation| assenblage résidus pondérés function
0 -7.,952a -7.314 -86,788 -7.,482
18 a -1,533 -1,730 -2,134 -1,568
174 a 1,899 1,714 1,421 1,781
38 2 3, 499 3.229 3,652 3,299
-2 a 3,966 3,823 4,412 3,609
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IV—3-2:INTERPRETATION DES RESULTATS 3

T

En Studiant la convegence, aussi bien celle de la déflexion
maximale (x = a2 et vy = b2 I gue celle du moment fléchissant en
ce méme point . on remargue gue la méthode des éléments finis dans
le cas d'assemblage des éléments constituants, et plus précise gue
la méthode d'homogéneisation, bien gue la convergence se fait de la
méme manidre, en effet l'erreur donnde por la deuxiédme méthode, et
plus grande gue celle donnge par la premiére ; c'esl ce gu’on peut
volr sur les figures 1 et 2

Dans les figures 3 et 4 on a voulu, comparer les courbes de
déflexion suivant l’axe x pour y = brs2, et de moment fléchissant
dans la m8me direction, par les deux premieéres méthodes ainst gque
par la méthode des résidus pondérés . Ce que l'on a remarqué powr
la convergence, se confirme en étudiant ces courbes. En effet les
courbes données par la méthode des &léments finis dans le cas
d'assemblage épousent parfaitement cellesdonndespar les fonctions
B .splines, alors gue les autres méthodes sont moins précises

On peut dire alors que la méthode d'assemblage est plus précise
Qque la méthode d'homogdneisation gqul peut reste toujours
applicable avec une précision appréciable = pour des

problames (ndusriels.
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CHAP V : INTRODUCTION A LA METHODE DES EQUATIONS fNTEGRALES
AUX FRONTIERE

¥-1 INTRODUCTION :

En physigue, on s’'intéresse forcément a ce qui se passe
dans un domaine D, limité par une swurface S s'appuyant sur un

contour C.

S{ le probleme est bidimensionnel, le domaine est une

surface S limitée par un countour C.

En appliguant au probléme considéré les principes généraux de la
physigue, on &tablit des éguations, au mieux différentielles,
souwvent aux dérivées  partielles.  Leur intégration comporte

toujours des conditions aux limites.

Par exemple si on prend le cas simple de la poutre homogéne de
cection constante, Ll sera nécessaire de préciser les déplacements
aux extrémités et les pentes C(dérivés premiéres) en certains

points, encastrement par exemple.

L'équation ainst é&tablie sera dite éguation gouvernante. elle
concerne essentiellement le domaine. Sa solution est dite solution

fondamentale.

Cette éguation tenant compte des conditions aux limites ., donnera
les lois de comportement des fonctions & 1’intérieur du domaine et

sur ses limites.

les solutions analytigues sont trés délicates a obtenir.
Ainsi les ingénieurs ont-ils cherche des méthodes purement
nwnérigues : di fférences finies puls éléments Ffinis. Leur
inconvénient est de devoir traiter, dans de nombreux cas, des
problémes & trois dimensions, ce gut exige souvent de grandes
capacités de mémoire des ordinateurs. La méthode des équations

intégrales aux frontiéres permet de reduire ces problémes & deux
dimensions.
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Y-2 HISTORIQUE 3

Du point de wvue historigque les fondements de la méthode
des sguations intégralss aux frontidres s trouvent doans les
travaux de FREDHOLM (18032 ot dans ce de l’'école russe
MUSKHELISHVILI 19530, MIKMLIN (19572, KUPRADZE (1954).

Les premieres publications sur le traitement numdérigue de
l’dguation de Laplace sont celles de :3YM (189830 , JAWSOMN et
FOINTER (19630,

C’est a RIZZO (19672 gue revient les premieres approches
nunériques de l'elasticité par la méthode directe., CRUSE
19690 é&tant le procédé aux domaines tridimensionels. RICARDELLA
€1972> introduit une variation lineaire des déplacements et des
tensions entre les extrémités de chagque segment, ce gui améliore
la solution et diminue le nombre de segments necéssalires.CRUSE
{18742 adapte alors ta variation lineaire au tridimensionsl,
Enfin LACHAT et WATSON (19750, en utilisant la representation
isoparamétrigue courante en éélément finis ont développéd la

résolution de l'elastisité bi ot tridimentionnelle,

Dans le cas de la formulation indirecte , on remarqgue les
noms de WATSON (19720 de BUTTERFIELD, BANERJEE (19762 en mécanigue
des roches .CROUCH C1876> développe la méthode des discontinuitéds
des déplacements. CRAWFORD ét CORRAL/ 19832 Ltutilise en

viscodlasticité,

V-3 PHILOSOPHIE DE LA METHODE :

Lle principe de la méthode des édguations intégrales aux
frontiéres consiste & transformer les dguations Jd'dvolution des
phénoménes considérds (dguations aux dérivées partielles dans lLe
domaine et des conditions aux limites sur la frontiére > en
dguations intédgrales liants des fonctions connues et ilnconnues sur

la frontieres du domatine exclusivement .0On a ainsi une diminution
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de la dimension de Ll'espace ou Ll'on résoud les équatibns.
puisqu’on remplace un probléme tridimensionnel; par exemple; par
un probléme posé uniguement sur la surface, la résolution ou le

traitement numérigue en sont grandement simplifiés

V-4 SIMILITUDE ET DIFFERENCES ENTRE LA M.E.F ET LA M.E.I.F:

¥ Lla M.E.F et la ME. 1.F sont toutes deux des methodes
approchées pour la résolution des problémes physigQues régits par
des éqguations aux dérivées partielles. Avec le développement des
technigues informatigues, ces deux méthodes ont trouvées le chemin

pour bien se développer et devenir éfficace

* Ces méthodes ont pour point commun l’'utilisation d’une
discrétisation de la géomdirie du probléme posé: maillage du

domaine représentative, choix des fonctions de formes.

¥ Fn M. E.1.F ce procéssus de discrétisation ne concérne
que les frontieres du domaine, ceci gréace a une intdgration par
partie, ce gui réduit le nombre des inconnues par rapport a celul
de la M.E.F, ce qgui constitue un avantage é&conomigue,exemple:

matllage d’un barrage.

# La résolution des prodbleémes en milieu Iinfini ou
semi-infint est particulierement é&fficace par la M. E. I.F, exemple:

probléme de rayonnement.

# Pour la ME.F la solution approchde vérifie les
conditions aux limites mals pas nécessalrement l*éguation
gouvernante .Alors gue la M. E.I.F, sa solution dpprochée vérifie

1’ dguation gouvernante mais pas les conditions aux limites.

# Dans la M E.I.F la dimension du probléme a traiter diminue
d*une unité , en contre partie la résolution conduit & une matrice
pleine et non symétrigue ; ce gqut ne permet pas l’utilisation des
méthodes de stockage et de résolution sophistiguées comme en

alément finis
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Chapitre VI :

Analyse des problémes bidimensionnels par la méthode
des équations intégrales aux frontiéres .




T

CHAP VI : ANALYSE DES PROBLEMES BIDIMENSIONNELS PAR LA
METHODE DES EQUATIONS INTEGRALES AUX FRONTIERES

Vi-1 FORMULATION :

Vi-1-1 INTRODUCTION :

L' atude des problémes de 1'élasticitd bidimensionnelle,
gui sont souvant traités nundriguement par la méthode des &léments
finis et la méthode des di fférences fints , peuvent ausst étlre
traités par la méthode des éguations tntégrales aux frontieres =t
offre alors aux ingénieurs une nouvelle manidre, de modéliser el

de résoudre ces problemes gui peut s'averer prométeuse.

Ainsi dans ce chapitre , on va présenter cette méthode
appliquée a ce type de probleémes , en se basant sur la méthode des

résidus pondérés pour formuler les dguations lntégrales

vI-1-2 ELASTICITE PLANE :

VI-1-2-1 DEFINITION :

Avant d’'exposer le cas de l'élasticite plane, {1l convient
de préciser ce éue l'on entend par cette expresstion.

Considérons le solide prismatigue homogéne de la figure 1.
Les surfaces Iinférieure et supérieure sont daefinies par x = ¥ ho2
et la surface cylindrigue paf X = x‘CF) at x, = xzcr). r gtant

la longueur de l’arc sur le contour Limite.
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X3 u3

Xz, uz
h/2

) - o
Xy.ug ‘F13_-§I‘A
lL'dlasticitéd plane est définie de deux fagons :

a> Contrainte plane :

- L'épaisseur du corps est Llrés petite comparde aux

dimensions caractéristigues suilvant xiet X s
- Aucune force de surface n'agit sur les faces Limitant
a
le solide & x3= ¥ h2;
- Les afforts de volume sont plans et indépendants de X,

et fonctlion seulement de xiet X, 3

- Les forces agissant sur la surface limite cylindriqQue

sont planes st indépendantes de Xg e

= =g = 0 dans tout l= volume et Io S S o sont
13 31 a2 11 22 12

indépendantes de X,

donc o

b> Déformation plane :

On admet gue u, = O ; cela impligue gue

- L’épaiseur est grande comparee aux dimensions sutvant
x el x_;
1 2 :
- Les forces de volume =2t les forces de surfoce agissant

sur la surface limite cylindrigue sont dans le plan ¢ pas de

composante sutvant xa) et ne sont pas en fonction de x, -

On peut donc admettre gue les déplacements plans uiet u ne
dépendent pas de xaec que u = a.
Donc U = udlx ,x_2 . u = wlx ,x 2 y uwu =0
1 1 12 2 2 12
soalt;- £ = &£ = £ = 0 mails o = 0
a3 31 3z 33
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VI-1-2-2 EQUATION DE L®ELASTICITE PLANE :

Considérons un milieu continu dlastigue, homogdéne, plan,

occupant un domaine {1 limité par un countour I de normale n.

— Les dqguations d’éguilibre :

o, - . +b =0 dans Q CVI-1D

— Les conditions aux limites

Essentielles : uh = uk sur Fl

Naturelles PP T Bh

Cv1-2)
sur l"2

o : u, = coan.ej) et F +r =T

b

I

o YI-2
Fig

- Les relations de compatibilité

P —i—-C LT T CvI-3)
tj e il jsi

— Les éqguations de compatibilité

f + £ £ = - -
Likm km,ij ik, jm jm.ik CVI-4>

— La relation de Hooke pour l’élasticité

o = A skkétj+ 2};1 € CVI-5)

ij 3

Avec 6j symbole de Kronecker (6i= 1 st £ = ;5,6 =092 v &2 jO
£ 9

J L)
et A, 1 : constantes de lamsd |
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L

En utilisant les édqguations (VI-3) et (VI-52, nous pouvons
obtenir une expression des contraintes en fonction des
déplacements et en reportant dans l’éguation (VI-1D nous sommes

conduits a l’dguation de Navier de l'élasticitéd

CAN + D u +

Lt puw =0 dans C(VI-6)
Iy 1, 1)

Avec les conditions aux limites CVI-2D

Remarqgue
L’état -de déformation plan est obtenu & partir de 1l'état
de contrainte plan, en remplagant dans la matrice d’élasticitéd de

cat &tat v par wsCL-v)

Vi-1-2-3 Théoréme d’uniciteée @

Le théoreme d'unicitéd de la théorie de L’dlasticitéd,
s'énonce rigoureusement de la maniére suivante :st en chague point
de la frontiédre, solt les forces superficielles, solt les
déplacements sont sgécifiéds, alors pour des forces de volumes
donndes Il ne peut exister gu'une distribution des contratntes et

des déformations dans le corps considérsd.

La solution gui satisfait a toutes les conditions
d'éguilibre et de compatibilité, au sein du corps et sur ses

frontieres, constitue ceotte solution unigue.

Pour que le théoreme d’unicitéd puisse s'appliguer, (1l faut
que le matériau soit lineairement élastique, et gue l’analyse se

limite aux petits déplacements

¥i-1-3 FORMULATION INTEGRALE :

Pour résoudre L'éguation d sguilibre . nous  devons
interpoler le champ de déplacement, ceci nous conduit & un résidu,
gqu'on va minimiser en utilisant la méthode des résidus pondérés,
gul va distribude cette erreur dans tout le domaine , aprés avotlr
pondérer cette déguation dJd'éguilibre par une fonction de

pondeération notée wu on aura alors

¥
o *
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I(o' .+ B Ou do.= 0o CVI-7)
J R

En appliguant! la formule de Green & l'éguation (VI-7), on obtient

* * »
—J-n dh}'“k,_}‘d{) + Jﬂ _bhuh dr = L" akjuhnj dr C(Y1-8)

* ¥ # *

or : o, = CVvi-9) et ohjskj = akjgkj CVI-10)

kj¥R,j T Rj%Ry
En remplagant C(VI-9) et C(VI-10) dans L’éguation (VI-7D et sachant

Que ohj nj = Py, O obtient

» * *
_J; okjskj dar + J; bkuk a0 = —Ir P #F ' (VI-11)

qutl aprés intégration par partie s'dcrit

» » E o
J; ohj.jukdn + J; bkuk dfl = —J} Pt a5+ J} phuhdr (YI-12)

La solution u: n*est gu'une fonction de pondédration parmis une
infinité .On va choisir cette fonction de telle sorte gu'elle soit
solution de L’éguation d'éguilibre définie dans wun domaine
infini , solliciteé par une force unitaire concentrée ; elle sera

appeldée solution fondamentale.

VI-1-4 DETERMINATION DE LA SOLUTION FONDAMENTALE :

Imaginons wun corps bidimensionel de dimensions infinies
sollicitée par une force concentrée et unitaire appligués au point
CiD & Ll’intdrieur du corps dans 'la direction du vecteur unitaire

e les forces wvolumigues seront négligdes ; ce corps sera régie

l.
par l’éguation d’'équilibre sulvante ;

o . .+ At e =0 CVI-13)
Ly, J t
Avec A" foction de Dirac
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Cette imaginalion n’est qgu'un artifice de calcul gui nous
permettra d'écrire, en utilisant une des propridtés de la

fonction Dirac :
*

* "—i =—i -
J; akj.juhdn D = uh ek ul e, CVI-14)

»
Pour la détermination de la solution fondamentale wu, ,considérons

kR
l'équation de Navier (VI-8> , et écrivant les déplacements en
fonction d'une représentation de Galerkin [ref:S].
u. =G - s G
J Fomum 2CL-v) "m, Jm CVIi-15)
En  dérivant ’expression .(VI-15) autant de fois , pour la

substituer dans l'dguation de MNavier et en mant lant avec adresse
q /u

les indices , on obtient qprés simplifications

6 .L* e, =0 CVI-16D
l,mmjy ¥, 3

Pour reésoudre l’'équation CVI-18), faisant le changement de variable

sutwvant
F.oo= 96 CVI-17)

On aqura alors

Pr. + L Ate =0 CVI-18)

En  premier lieu on résoudra Ll'éguation homogéne puls on
déterminera la constante d’intégration en intégrant Ll'déguation

CVI-18) dans un domaine 1 de dimension infinie.
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/
/
/
|
|
) /
\
~ ~
~ - - 7 'Fia..m-S
r : distance entre le poeint consireréd at le point

d'application de la force concentrée CiD

En dcrivant lte laplacien VzFl en coordonndes polaires

L’ équation homogéne aura pour solution :

F, = C InCr> + C (YI-19)
L 1 2

La determination des constantes d’integrales Clet Czrevient a

tntégrer l'éguation CVI-18) , on obtient alors

J VF,da = I - a'e,da = -1 e, CVI-20)
Q n * H '
Cette intégrale présente une singularité , puisgue
VZF'I. * 0 pour r # 0O
CYI-21)
Pr, - L at =
L m A e, pour r 0
Pour sSurmenter cette singularité , écrivant L’éguation CVI-20)
comme suit
I VF, d0 =J Va0 + J v, a0
9] -ﬂs Q.—:
CYI=22)

! e
7] 14
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ou Qsest un disque ,

de rayon roqui tend wvers zdro wvolir figE;Q_
donc :

VzFldﬂ =0

0-0
o

P{a:m_.dr

£t en appliquant la deuxidme formule de

Green pour Ll'dAguation
CVI-20) on a :

ar, ;
I vzrldn = I S A =~ e, CVI-23)
Q 0 H

Cecl nous condult 4 dcrire

. sachant gue les vecteurs r et n sont
collinealires

N
-

6FL arl 1
J n dlr = I p dr = el CVI-~-24>
£ aQ H
CDans ce cas dI est

le contour du disgue D

La résolution de Ll'éguaticn (VI-24) nous donne la solution

sulvante

F, = L in (1/rd> o, + C (VI-25)
3 2 t F 3

L'éguation C(VI-17> s'dcrira alors
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V6, = L. inctor> e + CVI-26)
3 2y ] 2

B

dont la solution est

F4

H 2 r
G, = 0— r” InCt r> e, + e
1
R CVI-27)
+ y3 r + Caln Cl/02 + C‘
On prendra pour simplifier les calculs
= 1 = -
CZ = m E‘l at CB = C‘ = 0
On aura alors : G, = S r? InCi/rd e CVI-~-28)>
X Brp l
Sachant gue : Gh = Glh e, > Glh =06 61&
avec: G = L r? inctor> CVI-29)>
anu
telgue le est la composante R du vecteur de Galerkine en toutl

point guant une force wunitaire concentrée est appligqudée au
point (LD dans la direction | . le déplacement en un point du
domaine du infini causéde par cette force unitaire s’écrit

‘_ »
Y T Yk %

* ,
avec u,, représente le déplacement du point P dans la direction k.

On aura alors , en utilisant 1’eguation CVI-15), l'expression
sutvante:
* =6 L CVI-30)
Ytk T Cim,om T 205 tm, km

En dérivant l’éguation 240 et en utilisant les propriétés C(VI-19),

l’éguation (26> s 'dcrira

»# 1

En revenant a l’'éguation (VI-12), on remargue Gqu'on a besoiln, non

» .
seulement de u* mats aussi de Pra * catte derniére peut é&tre

LR’
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dédterminer,en utilisant ta relation déformation—déplacenant (VI-3D

et la relation contrainte-deéformation (VI-3),et en faisant appelle

&g la notation indicielle , on aura :

»* »
dkj = Stkj el CViI-32>

avec S* = [ 1L 5 ¥ *

T1-2o5 %kj Yimem T ¥k, 5

*
Lk + ulj.h)] CYiI-33

En dérivant l’dguation CVI-27), en la remplagant dans L'éguation

E ) . E 4
CVI-33> , et sachant gue : Pre = Slkj nj ’
on obtisent
* H ar _
Pik T ARCT-v3 ¥ { an-  CITEIe tEr r.h]

+ Ct"ev)CnL r.h - n‘l‘z r'l)} C(VEI-34D

¥I-1-5 EQUATION INTEGRALE POUR LES POINTS INTERIEURS :

Pour les points intérieurs au domatine (1 ., on wa reprendre
L*éqguation (VI-123), puis on utilise la propridtsd (VI-14D, on aura
l'éguation (VI-12) guil sera écrite auec représentation des deux
composantes du déplacement et des deux directions du chargement

untitaire au peoint <{J

L » _ * »
u, + J}Plk u, dr = J}ulk pkdr + J;ulh bh ol CVI-35)

Cette édguation donne les déplacements en tout point interieur au
domaine :

ot
u,: représente le déplacement dans la direction ! au
potnt d’application de la charge unitaire CLD.

u et p:k : sont les R déplacements et les k
contraintes du & la charg? unitaire dans la
direction 1.

u et P représentent les déplacements et les.

contraintes sur la frontidres nd

Cette dguation est dite tidentité de Somigliana pour les
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Les contraintes pour un point interieur (i> sont obtenues aprés

différentiation de l’éqguation (VI-34> (Ref:8> , soit :

-l

oij = J Dkij ph @F - f Shij uh gr + I Dhéj bk a0 {VYI-362
r . r £}
o les composantes des tenseurs Dhij at Shij sont
— 1 — —
Dkij = { Cl1-2vd [ 6hi r,j + 5kj r.i 6ij r.h ]
r CVI-37)
+2r r r ___3_____
i ' k[T 4rCt-uD
_  2u ar _
Shij = rz { 2 o [ C1 av)éij r.h + vC 61& r.j + 6jh r.i)
- 4 T, r,j r.h] + 2 v C n, r'.j N + n T, r.h)
CVI-38)
+ (1-2v) C 2 P Ty r.j + nj 6ik+ ni 6jk)

1
“ti-dvd.ny ‘Su} TS =T

VI-1-6 EQUATION INTEGRALE AU FRONTIERE :

L’'identité de Somigliana ((VI-35) permet de donner les
déplacements en n’ tmporte guel point interieur , une fois vy ot P
sont connus en n'importe gQuel point de la frontiére | par
caonséquent les valeures aux points interieurs ne seront connues:
que si celles de la frontiére le sont. Cependant, L’'éguation
CVI-342 peut éLlre prise sur la frontidre pour obtenir une dguation
intdgrale au frontiére
Par ailleurs, guand (L2 est pris sur la frontiére , Ll'intégrale
aura une singularité; pour y remédier ,on supprime un secteur de
disgue ,dont le rayon £ est petit ,au niveau du point CL) situéd
sur une frontiére régulieére Clissed) . Si on fait tendre & vers
zédro , et apréds un calcul oux limites Cvoeir Brebbial) on obtilent

L’édguation intégrale au frontiére :
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B ¥ _ » 2
e YR + J}pth uy, ot = J}ulh P dr o+ J;ulh bk g CVI~-39)

ou les intégrales sont au sens des valeurs principales de

L . .
e = tr2 & guand (L2 est! sur une frontisre.

Cauchy . et ik

régulidre IM; cette guantité représente le rapport entre le secteur

de disgue quil revient au point (i et le disgue complet.

VI-2 UTILISATION DE LA M.E.I.F POUR L’®ANALYSE NUMERIQUE DES
PROBLEMES DE L"ELASTICITE BIDIMENSIONNELLE :

VI-2-1 INTRODUCTION :

Les solutions analytiques des gqguat ions intégrales
relatives aqux problémes de potentiel ¢ ILquation de LAPLACE O et
a celles de l'sdlasticité ¢ Eguations de NAVIER O sont extrémement
rares et n'existent gue pour guelqgues gdomdiries ot conditions aux
limites excéssivement simples . Pour &tre en mesure de tralter des
cas un peu plus compléxes et correspondants & ceux rencontrés dans
la pratigue ., il a fallu attendre l'essor des technigues

numérigues et le développement des ordinateurs.

Dans ce chapitre, on pésentera wun programwme type de la
mathode des dquations intégrales aux frontieres VELQUABE™ [rerf: 8]
quil traite les problémes d'délasticité bidimentionnetltle, il utilise
1'élément guadratiqgue pour représenter proprement les gdéomatries

courbées

Ce prcgramme'est une étape préliminaire; son initiation va
nous permetire d'édtablir deux autres programmes pour la résolution

de la flexion des plagues minces



Les grandas dtapes pour la résolution d'un probléme par la M E. I . F :

Début

Introduction des donndes

~ Caractéristigues du matériau

- Coordonndées des noeuds

- Nombre d'éléments .

- Conditions aux frontidres

- Coordonndes des points intérieurs

|

Formation des matrices ,réarangement des matrices

en tenant compte des conditions aux frontiédres ,

obtention d'un systéme d'éguations lindaires sous

la forme A.X = B,

Résolution du systéme A.X = B ¢ Utilisation de la

méthode d'élimination de GAUSS pour notre cas >,
pour l’obtention des déplacements et des

contlraintes sur la frontiére.

l

Calcul des déplacements et des contraintes

pour les points intérieures au domalne
Impréssion des résultats

l

Fin
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Début

3

INPUTEQ

r

w

EXTINEQ

-~

GHMATEQ

»

l

Test

Organt gramme général du programme

SLNFPD

l

INTEREQ

l

EXTINEQ

[

SIGMATEQ

l

oUTPUTERQ

Fin

L]

LOCINEQ

PELQUABE™




VI-2—2 PRESENTATION DU PROGRAMME:

Ce programme est congu pour L’étude des problemes en
contraintes planes ou en déformations planes , il est constitué
par huit sous — programmes , gui ont en commun des blocs "COMMON »
blancs et dtigueteés ,permétcdnt le passage des param&lres entre

eux aquec une bonne rapidité lors de l'éxecution.

Les sous - programmes utilisés sont les sulvants

Sous — progranme INPUTEQ

Cette subroutine perméttra de lire toutes les informalions

nécéssaires au dérroulement du programme

-Titre du programms.

~Mombre d'étéments, nombre de points interieures et les
caractéristigues du matériau

-Coordonnées des noeuds de frontiéres qui seront lues
dans le sens contraire des aigutlles d’une montre
—Conditions aqux frontieres : sSix valeurs Ju code et
six valeurs des paramétres connus seront lues pour chague
éléments Cqguadratigued, c'est une fagon pour permettre
aux contraintes d’avoir des valeurs différentes aux
noeuds gul relient deux &léments succesifs , les

déplacement sont unigues pour chague noeud

st code = 0 =—> le déplacement est connu
st code =1 =m> lg contrainte est connu
—Coordonndes des points intérieures , ot on wveut avoir les

informations.

Sous — programme GHMATEQ :

L*éguation intégrale aux frontiéres discrétisée s'écrit

comme suit
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J=NE
c.u, + Z {J‘ p*.cp.dl"}uJFZ {J u*.qb.dl"}p)
LSS r r
= J J=1 J
sous forme matricielle
[«]-{+}-[1 {-}

Dans cetts subroutine , on wva calculer las matrices G et H , cect

en faisant appel aux deux subroutines EXTINEQ et LOCINEQ.

Sous — programme EXTINEQ :

Dans cette subrout ine » on catcul les matrices
alémentaires Hw et Gw gut vont rattacher le point de collocation
avec 1"&lément ou tl va intégration . Uine formulation

isoparamétrigue est utilisée .

» »
sz] p.¢.dI"=j p .o .|6] g
. rj
» »*
Gw = W Lol = u.p . |6]. aF
r. 1"].
~ - " » " - -]
o = ™t '] Pix Paz ? 9 ¢, © ?, o |6]. az
- - » - . L .
STHL Py Paz L O @, o ¢z 0 &,
4
— . i, -
Gw = **] Pea Pa2 ¢ 0 ¢, O & o 16]. az
a » : . !
L ~'—11-[:’21 Paa - LO ¢1 o sz o ¢3-
ou qb1. qbz. cpa : sont des fonctions d'interpolation guadratiques
tel que : ¢ = 1/2.5.CE-1> , ¢ = -2, $, = Lr2.8.C1+ED
et |G| : le jacobien tel gue :

j6] = gr‘_g__ = {Cdx/df)z + Cdy/dz)z}
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Sous - programme LOCINEQ

Dans cette subroutine , Il wva y auoir le calcul de la
matrice é&lémentaire Gw , qQuand le point ou il ya singularité

appartient a 1’'slément ol U'intdgration est &ffactude.

Méthode d'intégration

L'intégration est une édtape trés importante dans la

methode des éqgualions intégrales , car 1l 25t nécédssaire d’'éuvaluer
ses qguantilsés aqguec précisions | celles ci seront calculdes en
utilisant une forme de Gauss , on a alors deux cas

12Le noued ou l'on écrit L’éguation intégrale n’aqppartient

pas a Ll éleéement ou l’on &ffectue L’intdgration

22le noeud ou l'on dcrit l'éguation intégrale appartient a
I’élement od l'on éffectue l'intégration , plus particul {érement

lorsgue le point courant de l’intégration est un point singulier.

Dans le premier «c¢as , on utilise Ll’intdégration par
guadrature de Gauss , ainsi pour le cas unidimensionnel
i=k
1
r fo).d{":Z wi.fCE)
-1 -
i=1
ol
Ei : point de Gauss.
w, s facteur de pondération de Gauss.
Dans le deuxidéme cas , la procédure précédante n’est pas

utilisée surtout guand l’intégration atteint le point singulier
Pour cela » une formule spéciale pour cette intdgration est
tntroduite
i=R
1
J~+ fCoO lLogllrad. da = E: zi.ffai)

1 0
=1

a2



ou :

o, coordonnéde du point d'intégration.
z, facteur de pondération.

Pour cele il faut faire une tranformation lindaire sur Lles

coordonnées intrinségues,.

Ceci pour le calcul de la matrice &lémentaire Gw, pour
t'autre matrice élémentaire Hw, plus particuliérement les termes
Hu(Y, LD , on n'a . pas de formule spécilale pour les calculer
On a la matrice globale N dont les termes sont

Hw(Ci, yo + <y st i = j

HCL, jo =
Hw( i, jo st L &= J

Ces termes MHCi,U) seront calculés en considérant un déplacement de

corps rigide.

Ainsi pour un probléme intérieur limité dans l'éspace ,

St on provogue un déplacement de corps rigide A la structure a

étudier , celle ci ne donne pas de contraintes d*ou :{p} = {O}

Tous les noeuds de la structure se déplaceront de la guantits A

sutvant la direction x et de la guantité B suivant la direction y.

on a
[ {3 - ()
d’ou
[ M . . . H [ A4
11 12 in
K B
z1 22
. 4 ) >={O}
A
| Hn4 . . . . H;n4 L B8
Pour l'éguation intédgrale édcrite au noeud kR , on a deux équations

Ck et R*D , pour it’édguation k
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n = 4. NE
et
NE : nombre Jd’'éléments,
Mathématiguement, puisgue A et B peuvent prendre une Iinfinité de

valeur , cette expression est nulle , ssi . les quantités

sutvantes sont nulles

{ Hk.1+ Hh,a * * TRon-t e
——
Hk.2+ Hh.4 o * A k.no o
[ 2NE
W 'Z Mo, 2i-1
i=1
) 2i-1 ¥ k
ENE
M, k™ 'z Hr. 2t
=1
L 2t # e+l
Pour un probléme extédrieur gur s'étend & Ll'infinie , mails pouvant

présenter des régions creuses ; on a:

Comme un déplacement de corps rigide
engendre des contraintes nulles ==

I u.p. d = O
r
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»

d'ou : c..u, +J o dr +J p.u.dl. = 0
L X r 3 r 2

Pour l'intdgrale sur la frontiére Fz ; connatssant l'expression de
* ,
o , et sachant gue , guand r tend vers l'infinte les wvecleurs r

et n seront colindaires ; aprés intégration , on Lrouve

-1 o

#
J o .drz =
r Q -1

]
1
~

2

le reste de Ll'intégrale sera calculé comme pour un probléme

intérieur , on aura alors
i 2NE
Heow =1 'Z He,2i-1
=1
) 2L-1 #2 =k
. ‘ . eNE -
Hrored™ ’Z H. 2t
i=1
~ 2t 2 Rk

Les matrices élémentaires Hw et Gw seront assemblées dans les
matrices gtobales H et G au fur et & mesure
Une foils les matrices H et G formées , on procédera a un
réarangement du systémne d’'éguations obtenu et on l'écrira sous

forme A.X = B

1 : X : est le vecteur des inconnues C4ANED
A : est la matrice dont les colonnes sont une combinaison de
celles des matrices M et G
F : est wun wvecteur connu, calculé en multipliant les
conditions aux frontieres connues avec les termes du'rang

correspondant des matrices W el G
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Sous - programme SINPD ;

Dans |, cetie subrout ine . on utilisa la mé t hode
d’élimination de Gauss pour la résolution du systéme A.X = B,
Cette méthode est appligude en deux Stapes , & savoir la
triangularisation dw systéme cuils la résolution au

systéeme triangularisd obtenu .
St la matrice A contient un =zéro sur sa diagonale , les lignes
sont interchangées , le systéme est singulier si l’interchangement

des lignes ne peut donner un coéfficient non nul sur la diagonale.

Triangularisation

Elle s’éffetus selon l'algorithme suivant

CkO CRkR-12 Ck-12 Clk-12 k-1
a. | = a, - a, . s a Lal
i 1) T kk k;
b{k) - b;k—l) _ a{&vl) P aCh—l) .bCh—l)
L T 1] Rk R
avec
t = R+l.n
J = k¥tl,n
k= f,n+1

Résolution du systéme triangulaire supérieur :Cette dtape

est relativement facile el son algorithme est le suivant

x =& ra
n n nn
aquec : L = n-1, n-2,....,1
x, = [ b5, - z Q. X ] soan,
T z Ly ti
J=i+1
Une fois les inconnues détermindes . elles seront utilisdées pour

le calcul des informations d(déplacements, contraintes? pour les

points interteurs.
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Sous - programme INTEREQ :

une fois l'éguation intégrale de frontiére résclue en ce
qui concerne les déplacements et les contraintes sur la frontiére,
cette subroutine wa réaranger ces dernidres.les déplacements dans
un vecteur et les contraintes dans un cqutre vecteur, Elle
réutilisera apr2s Ll’dquation intégrale discretisde ¢ 2 pour
calculer les déplacements pour les points intertieurs Cen prenant
CL: 1 > . Les contraintes seront donndes en calculant l'éguation

itntégrale ¢ O

Sous — programme SIGMAEQ

Cette subroutine calcul l'intégrale des coefficients 5 et

D mul tiplids par les fonctions de forme , en uttlisant la
méthode de guadrature de Gauss. [a procédure est similaire & celle
de la subroutine EXTINEQ , la seule différence , c’est gu'au lieu

. ¥ »*
de calculd u et p , on calcule D et 5.

Sous - programne OUTPUTEQ

Cette subroutine va imprimer les resultats suivants

*D Déplacements pour chague noeud de la frontiere.
#2 Contraintes pour chague noeud de la frontiére.
X2 Déplacements pour les points intérieurs choilsis.

*2 Contraintes pour les points itntérieurs cholsis.
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vI-3 APPLICATION :

YI-3-1 Exemple :

Soit une poutre cloison chargée unt formément, reposant sur
deux appuis simples & ses extrémites.

Cet exemple sera traité par la méthode des &lémentis aux

frontiéres, utilisant des éléments quadraligues.

Une fois la convergence atteinte , on comparera‘ les
résul tats trouuves avec celles données par la meéthode des &léments

finis, et par la théorie de l’adlasticilé.

REMARQUE :La solution dite exacte pour cet exemple, donnée par la

théorite de ltalagsticité, sera obtenue, en se proposgnt une
fonction de' contrainte : "Fonction d'Airy” ,cette fonction dott
vérifier !’éguation bilharmonigue, puis satisfaire les conditions

aux limites Cunicite de la solutiond.

. !

Données -
q = 0.8MPa . Lt =1m ' v = 0.3
L = 15m , H =Sm , E = 1340MPa
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COVERGENCE :

I i
- 1 1
b
~

T A e
Iy}
w
L £ —

7 ’ o x
75 75
- 4

Notre étude wva se concentrde sur le point A oa la

déplacement verticale donnéde par la théorie de l'élasticité est

w Aexacte = (—4.7351 E-030m
Y

on fatilt varier lo nombre d*aléments de frontiadres, en las

augmentant a chague fols, 2t cecti jJjuguw a atteindre la convergence

Déflexion au point A

d?ZTz;ZnLS VyACm) d¥ZTz;Znts VyACm)
4 -2. 273348 E-03 10 —4.74452 E-03
8] -3.086013 E-03 14 ~-4.80415 E-0O3
B —-4.572902 E-03 16 -4.74732 E-0O3
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COMPARAISON DES RESULTATS

Les déplacements verticaux V

bd

xC mD Elasticitsas 80 &léments A% 14 #léments 2%
’ finis de frontigres

1 -1.0373 E-03 -Q. 980 E-03 4.3 -1.0316 E-03 .4
2 —-2. 0008 E-03 -1.929 E~03 3.8 -2.0143 E-03 Q.7
3 -2. 8564 E-03 -2.785 E~03 3.8 -2.8695 E-03 0.8
4 -3.397%52 E-03 -3, 454 E-03 3.4] -3.5882 E-03 0.4
5 -4.1343 E-03 -3.997 E-03 3.3 -4.1473 E-03 0.3
& -4.5167 E-03 -4,.3689 E-03 3.3] -4.5295 E-03 0.3
7 -4.7107 E-03 -4. 857 E-03 3.3 —4.7235 E-03 0.3
7.3 -4.73%1 E-0O3 -4.593 E-03 3 -4.7479 E-03 0.3

A% = Erreur Str - San

San
Str solution trouved
quee San : solution analytigue
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¥i-2 INTERPRETATION DES RESULTATS:

Pour étudier cet exemple, on a wvu gqutil a fallu bien
modeliser la poutre cloison en inirodursant certain condi iions
aux Llimites supplémentaires connues, ceci nous a permis de
converger vers la solution exacte, en wutilisant moins d’eléments

de frontiéres.

La frontiére a st discrétisde par des dléments
quadratiques de méme longusur, et on remargue  sur le premier
graphe , gu'on a atteint la conuergence aved un malllage de 16
élément. Ce qui nous a permis d’utiliser ce maillage pour comparer
les déplacements,Cpour v = 2,5 m ot x varie sutwvant la position di
point 2, avec ceux donner par la théorie de I’élasticites et par la
methode des Sléments finis . On remarque deux choses : La premiére
est gue les résultats données par la M. E.I.F (14 éldments> sont
mellleurs gque ceux donndes par la ME I F ¢80 élementsl;la
secénde. -bien qQue inclue dans la premiére, et gue preés des

frontieres la ME.I.F C14 éléments) est elus précise.

On peut conclure qgue l'&ldément Fuadratigue est excellent pour les
problémes d'élasticitd plane et notamment pour ceux qguil trauail en

flexton ¢ exemple :poutre cloison
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Chapitre VII :

Analyse des problémes de la flexion des plaques par la
MEIF




CHAP VII : ANALYSE DES PROBLEMES DE FLEXION DES PLAQUES
PAR LA METHODE DES EQUATIONS INTEGRALES AUX FRONTIERES

YII-1 INTRODUCTION :

Bien gue l'analyse des plagues élastigues par la méthode

des éguations intégrales de frontieres a &td Stablie 11 ya

-

longtemps , ce n'est gue récemment ot les tngénieurs ont lourné
leur attention vers elle. Cela est du & deux ratsons : la premidre
est gque la mé thode intégrale est formul éde SOoUus forme

mathématigue, plutdt gue d’une méthode accécible aux ingénieurs ;

la seconde est gue le développement des ordinateurs correspondait

au développement d’'une nouvelle meéthcode ,celle des élément fintis

De nos Jjours , les problémes de flexion des plagues gui
souvent sont analysés par la méthode des différences finis (M. D FD
et la M. E.F peuven! d&tre reésolus en utilisant des éléments de

frontiéres.

La premigre application des éqguations intégrales aux
frontieres & la flextion de plagues est due & JASWON et MAITI gut
ont tranféré le probléeme enn un cas biharmonigue de fronlisres.
D' autres ont utilisé différentes formulations pour des problémes

particuliérs de flextion des plagues

Réc t, en utilisant la méthode indirecte, ALTIERO et
SIKARSKI, ont présentsd une technigue qui consiste a remplacer la
plague réelle par une autre plague fictive dont la fonction de
Green est connue; le probleme se réduilt donc a la détermination
des inconnues du probleme réelle. D’ autres ont étudid le cas des
plagues encastrées seulement & cause des difficultés gul se posent

auec d'autres conditions de frontiéres.
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Toujours auwec cottse technigue, tl Ffaut souligner Lo
travail de WU et ALTIERO gui ont introduit des conditions de
frontidres arbitraires , mais en considérant gue lag densitéside la
force et du ‘moment , agissanta des distances “'non spéct fides

autour de la frontiere rdelle.

Une formulation directe pour l= Flexion des plagues a &té
introduite simultanément par BEZINE et STERN.lLe premier a présenté
une formulation intégrale pour l’élément constant ot il a donnsé
des résultats numériqQues pour certains problames de plagues en
flexton sous divers conditions aux limites sollicitdes par
une force concentrée. Sa Fformulation est basée sur l’identits
de Green. Le second a suggéré une formulation intégrale géndrale
en terme de deux éguations intégrales , qui donrnent : le
déplacement, la rotation normale, le moment fléchissant normals

et l’éffort tranchant éguivalent sur la frontiére

YII-2 PRELIMINAIRE :

Comme c’édst montrée sur la figureYl1l , on a une plague
modéliséde par une région plane (1 et délimitée par une frontiére

dal ; avec un certain nombre de coins A,, k = 1,2,...... K chague

*
point d’un coin a un angle intérieur non nul.

W

Mg >
e A
n r
)\Iu‘l ey "
~/B
x Xk o o
fig: Im-1
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On suppose que la plague est chargée transversalement par
une charge d’'intensité g sur 0 . On note gue pour une pldague
élastigue , lindaire et isotrope, la défléxion w est gouvernéde par

l'éguation différentielle suitvante

T = gD sur 2 CYII-1D

Avec des conditions aux frontadres approprieées, Imposdes sur la

" frontigre a0

La rigidité de la plague est D = Eha/lafi-sz » ot £ est le module
d'élasticitd, h est L’épaisseur de la plague , v =2st le module de

Poisson et V' est U'opdrateur Laplacien

Sotit u la déflexion de la plague, et en considérant la

forme bilinéaire symétrigue:

2

ax® ay a2 ax? Ixdy Ixdy

CVII-25

2 2 2 2 2 2
UCw,w> = D I Vuu - Cl—u)[a wou, L dwdu 2 @ Jdu ] . da
¢

On note que UCw,wd est l'énergie de déformation Jde la plague dont
le déplacement est w = wx,yr.5¢ on tntégre l’éguation CVII-2>,

deux fols par partie, on obtient la formule

K

Uw, W =D | uvhuda + ¥ Cwu - MY lys o+ LM Cwdlu)
a a0 n n dn 4 kk

_ k=1
CYII-3D

ou, pour les points réguliers de la frontiére on a

azw 2 azu z azw
.MnCuD =D —ng + Cl—v)[a > sin‘a + — cos a - 2 sina.cosa]
X ay Ixdy
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dzw azw

2 2

ay ax

azw

dIxdy

D2 {-C1+07w + €1 -1 [[ ]cosaa -2 sin2a ]

azw azw azw 2 2
.Mth) = —DC1-v) [ 5 —v;]sina.cosa + Ccos aa = sin o
ay ax axay
2 2 2
= -Dcé"”) [a :’ -9 :’]sanaa + 2 cos2a
ay ax Ixady
d .d
¥ (wd = D T + g M, 0w
CVII-4
Avec
*Ja  : l'angle formg entre 1'axe x et la normale extérieure
*#*J0) : saut discontinu dans la direction d’dévolution de

l'arc sur la frontiére

*¥2dsdn ot dsds : dérivées normale et tangentielle sur .

tn utilisant la symétrie de UC..,.> , on obtient la formea de

l’identite intégrale

¥ Cud)w—-M Cu)c—lg + EE.M Cw) = w¥ Cw) . ds = Di Cu V‘w - wWIY 2 da
n n dn dn n n
N [§]
K
+ 2: [Lﬂt(w)lu - [.zl!lt(‘.-z,z)]w])\'k
k=]
CYII-5>
Les opérateurs de frontiere - Ahc.), J%C.). W}C.) produi sent ,

respectivement, un moment fléchissant, un moment de torsion et un

effort tranchant équivalent.

Pour les équaticons C(VII-4),si on note 3 1’angle entre la direction
radiale et la normale extérieure, tel que :. 3 = a - & , et si on
considére la fonction w écrite en coordonnées polaires Cr,8) alars

on audra
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M Cwd = 0/2{—«:1+v3v"w + CL-vd [[ 1 ow, L2 w2 ]cosaﬁ
r ar r ‘ae ar
ar r do
DC1—1) 1 & 1 3%w  dw 3 (1 dw
Hocwy = XL {[ e, L 2 ]sinaﬁ * a-—[ Lo ]cosaﬁ}
2 r ar r ao ar r* r Jdo
CVIL~-6)

f£n supposant gue le rayon de courbure R tend vers I'infinie
Cfrontiére rectiligne?, on aura les dérivées tangentielles
da di _ _cosp

— = 0 at =

3s ds - CVII-7>

par conséguant, en considérant Que Hth) est fonction de Cr,o,0,

on trouve l'expression de VnCw)

v, (wd = [—D 2 9y o+ L[;é—-HLCw) -9 H£Cw)]]cosﬁ
ar 3O ar ’

N

—[—D— 2 Py e 2 Hccm]smﬁ'
do

r ar
CYII-8)
e disconlinuitd du moment de torsion ?ﬁ v tnterprétde par une
force concentrée appellée "force de KIRCHOFF" , peut apparaitre au
ntveau des coins A, , cela est da & la discontinuiteé de la normale

k
@ la frontizre Cnotons qQue st un coln peut se déplacé librement,

cette force est nulle et le moment de torsion est nulle).

VII-3 SOLUTIONS FONDAMENTALES :

La solution fondamentale pour la déflexion d’une plague
est une fonction singuliére au niveau de Ll'origine C(point
d’application de la charged, mais biharmonigue en n'importe quel

point du volsinage. autre gue le point d’origine
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Pour notre probléme , on ai concernéd par deux solutions
Ffondamentales, la premiere correspond 4 une force concentrée
unitaire appliguée au niveau de l'origine , la seconde correspond
& un moment concentré unitaire appligué en ce méme origine

La  solution fondamentaie correspondante & ta force
concentrée unitaire prend la forme suivante

* 1 2 -

En utilisant les formules CVII-B) et CVII-8) on obtient

c:h,Ie

N =L Ly aia e

f dn 8nD

* *0 _ _l+v _ 1-v

an = HnC'U. 2 = —-‘i';_-[—-—cl + 1in o Wosaﬁ

CYITI-10D

»x L ot P

Hf.f Htfu 2 = --SH—SLHBB
vio= v el = €228]a 41 < uycoszp

nf n f Anr

La deuxiémes solution fondamentale prend la forme

» 1

= = VITi-11D>
u Er i ln r cosp CVIT-11

De la maniere on obtient

*
du
N* = R cosp cosf? + In ~ cosCp+d
m dn 2nD g : v
¥ _ l1+v cos 1-v sing .
M - anum) - er r =T r stn2p
y - sing CVII-12)
Htm = NtCum) = 35 cos2f?
» 1
v =V Cud = { cosCﬁ—p)[ s + Cl—v)cosaﬁ]
nom anr

+ 2C1l-vising cos? sin2p }
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VII~-4 EQUATIONS INTEGRALES DE FRONTIERES :

En utilisant L'éguation CVII-5D, la fonction u est
tdentifids cuvers chocune des deux solutions fondamentales , gut
produtsent des singularilés au niveau de leur point d'application,
cecti pour donner deux dguations intagrales aqux fontieres
nécdssgires a la résolution d'un problame de flexion des plagues

par te M EI.F

D' une fagon générale, on suppose gue l'origine P et lozaliss
en un coln de la frontidre de la plagus zvec un angle i{ntérieur cn
, et notons gue st P etait un point réguzlier de la frontiere : la
fronti2re est donc lisse et la tangente est continue. A cause de
la singulaorité des deux solutions fondamentales en P , on dout
dliminer de la région Q un petit volsinage de l'origine P, qul se
traduit par un secteurde cercle de rayon p . Cela produit une
nouvelle région Q* auver une nouvelle frontiere 00* Qui differe dea
o , par la présence d'un arc de cercle dﬂpet de deux coins X' et
N, alors gue les arcs aﬂ;ea an;
et le point "coin” sont #&liminés .COn notera aussi gue les

»* »
frontieres & et M ont la frontiere anp en commun; wvolr fig




En appliguant la premiére solution singuliére u; & l’expression

CVII-S), on trouve une &quation tntégrale de. frontisgre gqu’on peut -

derire de la fagon sulvante , sachant gue an* = BQ; + an:
o » dw » E-3
I { an w an an + Nf M%Cw) uf VnCw) } ds
ko
I+
e e
> € K x 2
»
+ E: { { Htf]w { HthD luf } + E: { i Htflw ( HLCw)]uf }Kk
ATonT k=1
£
= uw, q da . CVII-13)
< /

Q

3
7] EE indigue qu'on a éliminé la contribution de P

Maintenant guand p tend vers =zdro,le seul intégrale au- dela de la
frontiere an qut reste est celut du pgremier terme , et la
contribution des coiln Aet N tende ausst vers zéro. le resultat

final est donc l'éguation suiuvante

cwlp + J

{ V* wo— H* dw + N* HnCwD - u* Van) } ds

nf nf dn f f
ot
o CVII-14)
S % »* 2
- L M, Cwlx =
E: { [ Htf]w ! w)lJf }Rk J uf q da
k=1 a
auec c = {72 qguand p & an*
On Fe ] : J}.) Ads = lim I&.) ds eastit uns valeur
o™ p——0 ao;

principale de Cauchy qgui converge sSi les intdégrales sur an et aa’
: =)

tendent vers zéro guand p tend vers z&ro.

110



le ecalecul =en ce gul concerne la deuxidme solution

E
singuliéere u. et donec la deuxidme édguation intégrale de. frontiére

est un peu plus délicat .En remplagant u; dans 1'déguation CVII-S52,

une nouvelle éguation intégrale de frontiére est obtenue , sachant
* *
toujours qQue N = aop + 6Qp , on peut l'dcrire comme sult
3 )
V3w - M L N M - v cw s
" num nm dn m n m o on .
g+ o0
e [

+
™1
——
-
€
|

K
E 3
[ M Cw 1u } + E: { (M dw - [ M Cwiu, }
t m tm t m Kk
‘IQ:

1

k3
- [ w, a da . : CVII-15)

La premiere chose a noter est gu'on général si wlP Z O,l"intégrale

au deld de la frontiére aﬂpdiuerge- On v remédie , en remplagant
la fonction w par w = w - wIP(on &dlimine la défléxion au niveau

du peint P>, et en dvagluant w sur anp en terme de ses dérivées par

rapport aux directions & et 7 ; otnsi toutes les dérivdes de w =t
de ¥ coincident: les autres termes de U'équation (VII-15) ne
seront pas affectés . D'aprés STERN , la seule contribution de

L’integrale sur la frontieére 6Qp, pour un point régulier et guand
o tend vers zéro, serattl —dw/dn|P ;. on aura alors la seconde

douation intégrale

L v o - Mt L % - v ocw las
dnipP ™Im nm dn. m n m n
™

o
K CYII-16D
* " ~ »* »*
E: { [ Htmlw -1 Hth)]um }xk = I u. g da
k=1

2

1t



Les deux éguations intégrales Jde frontiéres (VII-14) et CVII-183,

aprés introduction des conditions aqux limites , vont étre
utilisdes commne boase s pour la détermination des variables
tnconnues .Pour la défléxion en un poilnt intérieur au domains 0 ,
on peut utiliser l'éguation (VI1.14> une autire fois avec ¢ =1, ou
an; est remplacde par I , et l'origine P sera & l'interieur du

domaine 1 .

Les éguations (VII-143 et CVII-182 définissent des
intégrales dvaluées sur la frontiére , a L’exception des
intégrales de distributions de charge et gut sont
L *qad

= u,. q da
f

et

L = *qd
= u q da

Cos deux intégrales peuvent étre ramener < la frontidre . cecl

pour garder le caractére de réduction d'une dimenston de la
méthode des édquations intégrales de frontiédres .I[ls seront écrits

alors

3
_ r _1
L.1 = I 9 3570 [ ln r Y ] cosf? ds

2 I g r? [18 ln r - S] cosf3 cosyp
a

—[4 ln r —3]cosﬁ cosg } ZCB4nD) ds

=t

r
t

1tz



Chapitre VIII :

Présentation des programmes CONFLEX et LINFLEX




VIII : PRESENTATION DES PROGRAMMES CONFLEX ET LINFLEX

VIII PRESENTATION DES PROGRAMMES CONFLEX ET LINFLEX :

VIII-1-1 INTRODUCTION :

Le but de ces deux programmes CONFLEX et LINFLEX est e
résoudre les problémes de flexion des plagques par la méthode des
dguations intégrales aux frontieéres en discrétisant dans le
premier la frontieére par des segments de droite dont les {nconnues
cont situdes au milieu , ce gui é&élimine les probleémes sur la
diagonale dag aux singularités géométrigques ; la solution est
supposée constante sur chaque segment de droite, ce gul permet de
calculer les intégrales de la diagonale analytiguement. Dans le
deuxieme programneg, les variables sur la frontiére sont
interpolées lindairement, cela engendre des singularités sur la
diagoﬁale. gu’on peut les surmontées par Ll'utilisation de la

notiton de déplacement des corps rigides

VIII-1-2 PRESENTATION DES PROGRAMMES :

Ces programmes CONFLEX et LINFLEX sont constituéds chacun

par huit sSous—programmes

Les sous-programmes utilisées sont les sulvantes

L=



début

l

INPUTEC CELD

l

4

LOCINERQ CELD

S GHMATEC CELD

!

Test

Y

SLNPD

l

INTEREC CELD

!

EXITINEC CELD

!

OUTFTEC CELD

1!

Fin

v

EXTINEC CELD

ORGANIGRAMME DES PROGRAMMES CONFLEX ET LINFLEX

On note Que les noms des subroutines gui se terminent par E£C sont

propres au programme CONFLEX alors gue ceux qguti

Ll sont propres & LINFLEX
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»* i ead i dui £ 3 »
—[ { an i F w, an,-_i F I + anti‘f-' anluf) - fi E } ds
- <

=1
J j
k * n
+ C M dw ~ 1 M Cuwdiu = L CVIII-1)
tf t F Kk 1] il
k=1 J=1
n

” . . .
o+ v SF‘M_— AT Y e v SFLH Cwd - u*ir‘v cwd } ds
dnli ‘ nmoLoo L rum, dn oLl m L ni

n
o

v=1 L

— -
J j
R n CVIII-2)
E: { (M, Yw — [ M Cwlu } = 2: L
t J\.k 2)
k=1 J=1
g =1 aélément constant
g =2 élément lindaire
Avec
IL".L fonction d’interpolation

* Pour l'&lément constant Fi=
* Pour l'élément lindaire F'= 1.2 C1 - HI
FP= 1,2 1 + w

sous forme matricielle

[ 10yl o [o T {w - L= T () - {2}

Cen, D CnD Cén,nD Cnd Cen,nD nd CZn, ) Cnd Cend

Avec n : Nombre Jd’'s&lément

Dans ces deux subroutine, on va calculer les matrices N1,H2.61, G2
et B, ceci en faisant appel aux deux subroutine EXTINEC ot
LOCINEC de CONFLEX ou EXTINEL et LOCINEL de LINFLEX

Une fois ces derniéres sont calculdées, cette subroutine forme les

matrices A et F ,aprés réarengement, de tel maniére gu'on obtient:
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[<T{}-{-} |

ol { w } > Vecteur des Variables tnconnuas

¥ Sous-programmes EXTINEC et EXTINEL

Dans ces subroutines > on  calcul les coefficients
d’influences des malrices M1, ¥2, 61, G2 et B . Cela ast fait gue
lorsgue le point de collocation n'appartient pas au segment sur
leguel porte L'intagration, dans cea cas, U'intégrande varie
lentement le long du segment ot LU’on peut utiliser une méthode de

Gauss classique auec une fonctiion de poilds dgal & 1.

. L=k
Jw FCLO . JdE = }: wi.f( Ei)
-1 :
=1
ou
Ei ! point de Gauss.
w. ! facteur de pondération de Gauss tabulés

Cette formule est exact pour las polyndme de degré inféArieur ou
égal a 2k - 1.

Dans notre cas, on a utiliséde 7 points de gauss

Lorsque le point de colliocation est un noeud de L’&ldment
sur leguel on intégre, la procédure précddente se metira en
défaut, car scit la fonction & intédgrer varie rapidement soit alle
est singuliére pour quelgues coefficients de la matrice N1 dans
LINFLEX. Ces coefficients peuvent S&tre obtenus analytiguement ou

en faisant appel a lg notion de déplacement des COorps rigides.
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¥ Subroutines LOCINEQ =t LOCINEL:

Dans ces deux subroutines, on calcul les coefficients
diagonales des matrices Hl, H2, Gl, G2 et B analytiquement lorsgue
le point de collocation appartient & L'é&lément ot L'on intégre
sauf pour le progromme LINFLEX, les coefficients de Ml seront

obtenues par déplacement du corps rigide

* Subroutine SLNPD

Méme subroutine gue celle vue dans le programme ELOUAEE

*Subroutines INTEREC et INTEREL

Une fois les inconnues sur les frontidéres sont obtenues,
on peult délerminer les tlnconues & L’intérieur du domaine en
utilisant l’éguation discritisée CVIII-1D et on prend une valeur
de ¢ égale @ 1. Lles coefficients de ces éguaticons seront calrulés

par la subroutine EXI1TINEC ou EXITINEL

On note gue les intégrations s'effectues numrdriguement auec la
procédure de Gauss classigue car ces intégrations s’ opgérent plus
facilement gue pour la constitution de l'éguation intégrale de
frontigre ; {1l n’y a pas de singularité, y dtant toujours distinct

de point source.

* Subroutines COUTPUTEC et OUTPUTEL

Ces deux subroutines vont imprimer les resultats suivants:

*) Déplacements généralisés pour chague noeud de la frontiere;
*¥2 Efforts internes pour chague noeud de la frontiére;
*2 Déflexion pour les points (ntérieurs cholsis;

 ¥) Force de Kirchoff par OUTPUTEL exclusiuvement
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VIII~2 APPLICATIONS :

VIII-2-1 EXEMPLES :

APPLICATION : t

F’ROGRAMME : CONFLEX
MeTHODE METHODE DES EQUATIONS INTEGRALES AUX FRONTIERES
CB.E.M
ReEsuME

UTILISATION D 'UN ELEMENT DE FRONTIERE CONSTANT

POUR L'ETUDE D'UNE PLAQUE CARREE EMCASTREE SUR

TOUT SON CONTOUR . SOUMISE A UN CHARGEMENT
TRANSVERSAL ET UNIFORME.

I- CoNvVERGENCE -

*) DEFLE X ION MAXIMALE

*) EFFORT TRANCHANT EQUIVALENT

¥) MOMENT NORMAL

II-COURBES COMPARATIVES :

¥IEFFORT TRANCHANT EQUIVALENT

¥IMOMENT NORMAL
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DONMNEES :

a2 =b = 10m g =1 MPa
v = 0.3 h = 0.3m
D = 495.4 MN.m E = 2.E+5 MPa
Y a
] N
B L=
NN § I
b RN - A §§ q
\ \ P —
N §§
R N o
N
N -
b
Nombre N . .
Al feant WL CA A% M_CBD A% v _CBD A%
4 -2. 9504 4.0111 21.8| 2.4817 43.6
12 -2. 5455 3.83| S.1784 0.9 4.7338 7.5
20 -2.BOSS z.26! 5.2356 2.068| 4.4333 0.76
28 -2.6039 2.19{ 5.2384 2.11 4.5440 3.27
36 2. 6021 2.12] S.1151 0.29| 4.3642 0. 81
44 -2.8018 2.05] S.1700 0.78) 4.4202 0. 66
S2 -2. 6003 2.05| 5.1583 0.55| 4.4207 0. 47
80 -2. 6003 2.035] 5.1543 0.47| 4.4183 0. 42
Solutions =SS = .
-2, 548 5.13 4.4
Moody = = =




|
[
=)

2 .
S —1.50-
. 4
= ]
2 -2.00
g ]
] —2.50
3 1 — > ’
g—lOO-:
0 -
2 N
@ ~3.50
I ;
Q ]
~4.00 -
_4.50 Tl[ll1'l|ilTlIITI'I|Iiflll!llillflilllllllrll'lllTi]lllTl-liIl!lTll!l!'IT
0.00 10.C0 20.00 30.00 40.00 50.04Q 60.00 70.00

Nombre d'elernents

Courbe de convergence de la deflexion maxrimale d'une
pl carree uniformnemnent chargee el encasiree sur
toul son portowr.(Point A)(BEM : element constant).
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6.00

> o
3 8

LW T T T T N O S N O T S W T T T O N O O O I O O I O |

MOMENT FLECHISSANT NORMAL Mn
=
o
o

|
Y | B T T T T T 7T Y T
2400 36.00 48.00 60.00 72.00
NOMBRE D'ELEMENTS

Courbe de convergence du momenis flechissant Mn d'une plague
carree uniformement chargee encasiree sur tout son contour.
(BEM :element conatant) ,(Point B).

T

2.00 F——r
0.00 12.00

E
5.00
¢ .
S
.
3 4.00
S
=, 3
E 3.00
‘i? .
S .
= 200 3
Fhokick 8 NOEUDS (60 noeuds)
1.00 — MOODY

0.00
0.00 1.00 200 3.00 4.00 5.00 8.00

POSITION DU NOEUD (x)

MOMENT DE FLEXION SUR LA MOITIE D'UN COTE D'URE PLAQUE CARREE
UNIFORMEMENT CHARCEE ET ENCASTREE SUR TOUT SON CONTOUR.
(BEM :@ element constant) ;
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5.00

NN

>
w
o

fat
=)
=)

EFFORT TRANCHANT EQUIVALENT ¥n
L
D
o

2.50

%]
o
ALt bbbt Ly rr e g s et b e it

2.00 3+
0.00  12.00

L T T T T T

T T T T
2400 3600 4800 8000 72.00
NOMBRE D'ELEMENTS

Courbe de convergence de Ueffort tranchant d'une plaque carree
uniformement chargee encastree sur toul zon contour.
(BEM: element constant),(Point 8).

T T T T

3.00

4.00

3.00

2.00

1.60

Frkkk 8 NOEUDS (B0 nceuds)

0.00 — —_ MOCDY

EFFORT TRANCHANT BQUIVALENT Vn

—1.00

ALt g b bl g ey bttt i bea i taaaesd

=200 T T T T T T T T e T I T O T A T T I Y P TP Y T T T T T T T ey T )

0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00
POSITIGN DU NOEUD (x)

EFFORT TRANCHANT EQUIVALENT SUR LA MOME D'UN COTE D'UNE PLAQUE CARREE
UNIFCRMEMENT CHARGEE ET ENCASTREE SUR TOUT SON CONTOUR.
(BEM : elernent constant).
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PrROGRAMME

METHODE

ResumE

APPLICATION : &

COINFLEX

METHODE DES EQUATIONS INTEGRALES AUX FROMNTIERES

UTILISATION D'UN ELEMENT DE FROMTIERE CONSTANT
POUR LETUDE D'UNE PLAQUE CARREE SIMPLEMENT
APPUYEE SUR TOUT SON CONTOUR ., SOUMISE

A  UN CHARGEMENT TRAMNSVERSAL ET UNIF ORME -

[- CONVERGENCE :

¥) DEFLE X ION MAXIMALE
%) EFFORT TRANCHANT £QUIVALENT -

%) ROTATION MNORMALE

1I-CouURBES COMPARATIVES :

¥IDEFLEXION MAXIMALE
¥IEFFORT TRANCHANT EQUIVALENT

¥IROTATION NORMALE
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DONNEES

a =b =10m q =1 MPa
v = 0.3 h = O.3m
D = 495.4 MN.M £ - 2.E+5 Mba
Y a |
........ o
T e ‘
b - A »
—*_n...--—
B -4
A ; L4
o
Nombr & W CAD A% 6 ¢Bd A% v B A%
d’'<el ément max n n
20 -8. 5073 3.55! o.02386 |13.96| 4.3749 4.16
28 -8. 4177 2.46 0. 02642 3.94 4.3340 3.19
36 -8. 3954 2.2 0.02752 | 0.07] 4.4558 6. 09
44 -8.4114 > 33| o0.02778 | t.02] 4.2720 1.71
52 -8. 3087 5 24l o0.02782 | .18 4.1773 0.34
60 -8. 4138 2. 42| 0.02781 1.311 4.1712 0.21
Solutions s ‘§§§ ‘Q$§
- s
eantugticisl 8. 215 § 0. 02756 § 4.18 §
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Deflexion WF(cm).

Deflexion maximale W(om)

—-6.5
-7.0
~7.5
-
~8.0 3
-8.5 - el - — —
~9.0 ] /
;
-9.5 3
—10.0
-10.5
—1,-0-TlITil!llillllllTrTiliIl[lIli[lllllilTTTIIIET!iIilIiIT‘FIIIiIIIII]lll
C 10 24 30 40 50 &0 70
Nombre d’elernents
Courbe de conuvergence de la deflection marimale d'une
plague carree unformement chargee et simplement a ee
sur tout son pourtowur. (BEM: eletnent constant).(Point A).
~0.00
=200 5 —— TIMOSHENKQ
p Fdck =k CONFLEX(28 elements)
- 4,00
-6.00 4
3
-8.00 4 ¥
] *
—10400 —I"l'llll"lilil'rrl'['l’ll[l'llI'lIIIII.IIIII"IIIII‘TITI'IYI"[T[I!'TFI'III
0.00 1.00 2.00 3.00 4,00 5.00 6.00

Position du noeud ()

Courbe de deflection des points inlerieurs d’une plague
carree uniforrnemnent chargee ef simplemment appuyee sur
tout son poutour ,(BEM: element constant).
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0.0300

I

0.0250

ROTATION NORMALE dW/dn
[
o
[ v
&

0.0130

l!It_lllllllLILLl]tlllllllllLI|1lII

0.0100 T

L T 7 T
0.00 12.00 2400 3600 4800 60.00
NOMBRE D'ELEMENTS

T T 3 T T T T T T T

72.00

Courbe de convergence de la rotalion normale d'une plague
carree uniformement chargee el gimplement appuyee sur tout son confour.
(BEM : element constanl) , (Point B).

] £
éo.o&i
) 3
o ]
30.022
P ]
] ]
2 ]
2 0.02 J
S
(= ]
= ]
- 3 ___ TIMOSHENKO
5001 3 foktick 8 NOEUDS (60 total)
L .
0.01
0.00 = Il'l‘l!l'lI[illllllli|l!Til!lll]TilFII!Il]llllll‘ll|li]lllrll|
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 5.00

POSITION DU NOEUD (x)

ROTATION- NORMALE SUR LA MOITIE D'UN COTE D'UNE PLAQUE CARREE
UNIFORMEMENT CHARGEE ET SINPLEMENT APPUYEE SUR TOUT SON CONTOUR.
(BEM: element constant).
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5.00

N |

o »
o [w]
o O

EFFORT TRANCHANT EQUIVALENT Vn
X
o
o

JlllJilIJ|lllJI!LJI|j])lIIJilJJ

1.00 ——g
0.00 12.00

T T T T T T T T T
2400 36.00 48.00 60.00
NOMBRE D'ELEMENTS

T T L} T

72.0Q

Courbe de convergence de Ueffort tranchant equivalent dune lague
carree uniyformement chargee et sunplement appuyee sur !ou,lp son confowr.

(BEM : element constant) ,(Point B)

B.00 .
£
B N
N .
gs.oo—:
=) i
Q -4
o ]
E.‘ -
3 ]
& 3
B N
a2 p
® 2.00 ] —.. TIMOSHENKO
o % FEkkk 8 NOEUDS (B0 total)
P ’
0-03 —‘lIllelII]flTlllllI]Ilrilll’l’l[l]’lIIITIl|[flll1!ll1ll|lllll1|
0,00 1.00 2.08 3.00 4£.00 5.00 5.00

POSITION DU NOEUD (x)

EFFORT TRANCHANT EQUIVALENT SUR LA MOITIE D'UN COTE D'UNE PLAQUE CARREE
UNIFORMEMENT CHARCEE ET SIMPLEMENT APPUYEE SUR TOUT SON CONTOUR.
(BEM: element constant), 128



APPLICATION : 3

PROGRAMME : LINFLEX
METHODE METHODE DES EQUATIONS INTEGRALES AUX FRONTIERES
ReEsumME : UTILISATION D'UN ELEMENT DE FRONTIERE LINEAIRE

POUR L'ETUDE D'UNE PLAQUE CARREE ENCASTREE SUR

TOUT SON CONTOUR . SOUMISE A UN CHARGEMENT

TRANSVERSAL ET UNIFORME-

1- CONVERGENCE :

¥*) DEFLE X ION MAXIMALE
%) EFFORT TRANCHANT EQUIVALENT

*) MOMENT NORMAL

[I-COURBES COMPARATIVES :

¥)EFFORT TRANCHANT EQUIVALENT

¥IMOMENT NORMAL
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DONNEES

a=b = 10m g =1 MPBa
v = 0.3 h = O.3m
D = 495.4 MN.m E = 2.+5 MbBa
Y a
J3 S N
RETEEIER TEY % i
N
X a
Y [
A SR
X
—
R =
Nombre s o s
AL Gment W A A% M_CBD A% V_CB) A%
8 -2. 6765 5.04] 5.5502 18 5. 5371 25. 8
16 -2. 6055 2.26| 5.3689 4.66] 4.5622 3. 69
24 -2.6028 2.15| 5.2849 3.02] 4.4446 2. 38
3z -2. 6002 2.05| 5.2284 1.9 4. 4847 1.9
40 -2.5994 2.02| 5.z2002 1.37| 4.4377 0. 86
48 -2. 5992 2.01{ 5.1844 1.068| 4.43869 0. 64
56 ~2.5992 | 2.01| 5.1746 0.87| 4.a276 0.63
Solutions T s ﬁ
-2.548 S.13 4.4
Moody = = “ =

{30




—-2.40

+
¥
+*
+
*

DEFLEXION W{(cem)
s
[+ 5]
<

—
p
—
—

-3.00 TT T T T TP i | BRI SR LN UL
0 8 16 24 32 40 48 56 64

NOMBRE D’'ELEMENTS

COURBE DE CONVERGENCE DK LA DEFLEXION HAXIMALE D'UNE PLAQUE
CARREE UNIFORMEMENT CHARCEE ET ENCASTREE SUR TOUT SON CONTOUR
(BEN: etement lineaire) , (Point 4)
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S & & & 8 N
N D b o N D
W & & o @« ©

MOMENT NORMAL Mn
o
o
<

o @
[~ S
S

4.75

crag tada g bty g gt by g gl La bty

4.50 Tli[TT[lTllr'l LA lrrTlll[[ll

8 16 24 d2 40 48 56 64
NOMBRE D'ELEMENTS

=~

COURBE DE CONYERCENCE DU MOMENT NORMWAL D'UNE PLAQUE
CARREE UNIFORMEMENT CHARCEE ET ENCASTREE SUR TOUT SON CONTOUR.
(BEM: element lineasre) , {(Point B)

6.00

oy n
o o
=] S

MOMENT FLECHISSANT NORMAL Mn
-
)
o

iokkck BEM 56 elements lineaires

o
=

N
<
o
O YR ICI TIT IR TUCI VAN ENINNEUNURENI SR NNNIEC AR SN UUNDE ST

e MOQOY
%
0-00 Ill'!r"(i?l|lT'll|'|lT!7lllll'[Yl‘ifllII]llllllII"lllT[l'lll
1 2 3 4 5 33

POSITION DU NOEUD (x)

MOMENT FLECHISSANT NORMAL SUR LA MOITIE D'UN COTZ D'UNE PLAQUR CARREE
UNIFORMEMENT CHARGEE ET ENCASTREE SCOR TOUT SON CONTOUR
(BEM : elemeni bneaire)
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EFFORT TRANCHANT EQUIVALENT Vn

- & & e
= [~ ] A
= =Y 3 oS

e
o
o

TS TN W T SO0 WU TN T O S OO SO TSN N A WO N0 A0 A N T UV S O A 1

.
Y
(=3

) -

4.20 LZNLANK I [ N S (L B I B A I N A B A B S S A
0 4 18§ 24 32 40 48 56 A4

NOMBRE D'ELEMENTS

COURBE DE CONVERCENCE DE L'EFFORT TRANCHANT EQUIVALENT D'UNE PLAQUE
CARRER UNIFORMBMENT (CHARCEE ET ENCASTRES SUR SON CONTOUR.
(BEM: elemend Hnegire} , (Poind B

EFFORT TRANUCHANT EQUIVALENT Vn

5.00
3.00

2.00

1.00

ikt BFM 56 elernents lineqirer
_____ MOoOpY

a.ca

-1.00

JENTNECR VL ANANAR IR ARUNSR AN SRS IV RNV SENEE RS NANNCUTUNEISTENUTUN N

_2.00 "IT'TTT'TTI||lli[ll!ll[’l’llll’l’iTTfT'—rl[Ill!lll’llllfil]ll’l'[

1 2 3 4 5 6
POSITION DU NOEUD (x)

EFFORT TRANCHINT EQUIVALENT SUR L4 MOITIE D'UN COTE D'UNE PLAQUE CARRER
UNIFORMEMENT CHARGEE ET EINCASTREE SUR TOUT SON CONTOUR.
(BEM : clemnent lineaire)
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APPLICATION : 4

PROGRAMME : LINFLEX
METHODE METHODE DES EQUATIONS INTEGRALES AUX FRONTIERES

Resume : UTILISATION D'UN ELEMENT DE FRONTIERE LINEAIRE
POUR LETUDE D'UNE PLAQUE CARREE SIMPLEMENT
APPUYEE SUR TOUT SON CONTOUR . SOUMISE A
UN CHARGEMENT TRANSVERSAL ET UNIFORME .SANS

CONSIDERER LES FORCES DE KIRCHOFF.

[- CONVERGENCE :

¥) DEFLEX ION MAXIMALE
%) EFFORT TRANCHANT EQUIVALENT

*) ROTATION NORMALE

[I-COURBES COMPARATIVES :

¥IDEFLEXION MAXIMALE
XEFFORT TRANCHANT EQUIVALENT

¥IROTATION NORMALE
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DONNEES :

a = b = 10m q =1 MPq
v = 0.3 h = O.3m
D = 495. 4 MNmM E = 2.E+5 MPa
Y a
1[4 >-
...f.._._._
: B
: - —
b . A i q
|
B Fe—
* %
Nombr e W CAD A% 8 B A% v B A%
d’ &l ément max ? n ’ n °
8 -9, 3234 6.55| 0.03199 7.75| 7.3469 82. 6
16 -8.5838 4.49| o0.002860 | 3.768| 3.1486 24.7
24 -9, 5409 4.08| 0.o02821 2.531 4.6909 12.2
3z -8.5267 3.8 0.02814 | 2.08]{ 4.0018 4.27
40 -8. 5008 3.6 0.02807 | 1.67| 4.2716 2.19
48 -8. 4974 3.44! o0.02802 | 1.67| 4.1604 0. 48
56 -8. AB76 3.32| o0.02790 | 1.558| 4.1g999 0. 48
Solutions NS RN —
-8, . 4.
Tiooohonne 8.215 ;:3§§ 0. 02756 §§§Ss 18 gifhﬁ
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DEFLEXION W(om)

DEFLEXION MAXIMALE W(cmm)

—=7.00

—‘EI.G'JNC)-E

_s.oﬂé / T # T r
-!0'.005

—-H.OOE

—12.00:.-rr... LB B 0 B 0y S 2 e AR B o e e o

0 8 16 24 32 40 48 56 64
NOMBRE D'ELEMENTS

COURBE DE CONYERGENCE DE LA DRFLRYION MAXIMALE D'UNE PLAQUE CARREE
ONTFORMBMENYT CHARCER BT SIMPLEMENT APPUYER SUR TOUT SON CONTOUR.
(BEM: element lineaire,sans conaiderer les forces de kirchoff) . (Point A).

~0.00 4
-2.40 3
] btk BEM 58 alemnants linexirss
—4.00 3 —— TIMOSHENEKOD
]
-6.00 3
3 K
—8.00 - .
3 *
"10«00 4I(l!lf!llfITITlITT'[TrI"FIIIll]ll’li![ltI]’II'lIIllTl1lllllltfi
Q i 2 3 4 o 6

POSITION DU POINT (x)

COURSEK DE Li DRFIAXION DES POINTS INTERIFURS D'ONE FPLAGQUE CARRER
UNIFORMEMENT CHARCEE ET SIMPLRMENT APPUYER SUR TOUT SON CONTOUR.
(BEM : eolement linsgire,sans sonsiderer les forces de KIRCHOFF)
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0.040 ;

S
o
€
¢

o
o
La
=~

+
: 3

ROTATION NORMALE d¥/dn

0.025

R N0 W N U NI U U 0 VO S N WU 00 1N T A W VO U O VO O O O

0-020 Ilr[rll[ll’l"[(l‘r'l!'rrl‘lll'!ll'
0 a3 16 24 32 40 48 56 64

NOMBRE D'ELEMENTS

COURBE DE CONVERCENCE DE LA ROTATION NORMALE D'UNE PLAQUE CARREE
UNIPORMEMENT CHARCER ET SIMPLEMENT APPUYEE SUR TOUT SON CONTOUR
(BEM: clemend linecire.sans considerer les forces ds KIRCHOFF), (Point B).

Q.03
3 ;
\ —
3 -
-3 -
N -
go_oz .
3 i
% ]
2]
3 )
E_' -~
& 0.01 - Fitt ¢ DEM :56 elements bincaires
g 1 TIMOSHENKO
0.00 lli'llllII]Illlll!IlfIYTIITlllji!TTTlFlellllllIll]’!llllT'lI‘
0 1 2 3 4 5 6

POSTTION DU NOEUD (x)

ROTATION NORMALE DE LA MOITIE D'UN COTE D'UNE PLAQUE CIRREEZ
UNIFORMEMENT CHARCEE ET SIMPLEMENT APPUYEE SUR TOUT SON CONTOUR.
(BEM : elament hnecire,sans conmdever les forces de KIRCHOFF)
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Al B - T~ R . -

S th (= th o th S

[~ ] L=} Q [~] 1] =] 1~}
Ll g by tla gl gl it

has
o
<

P oy
i

EFFORT TRANCHANT EQUIVALENT ¥n

>
I~
<

b
o
<

3.00 T Y LONLARLENS SELIN R0 D S B EL U it A 2 L A N ) SN S0 B S un

0 a4 (6 24 42 d0 48 58 64
NOMBRE D'ELEMENTS

il iy

COURBE DE CONVERGEN(E DE ['EFFORT TRANCHANT I UOIVALENT D'UNE PLAGUE
CARRRE UNIFORWEMWENT CHARCEE ET SIMPLENENT APPUYEFP SUR TOUT SON CONTOUR.
(BEM: elernend lincoire,suns corsiderer ley forves de AIRCHOFPF),(Point B).

3.00

o
o
o

okt BEM 58 slevnents bncaires
— TIMOSHENXOD

EFPORT TRANCHANYT EQUIVALENT V¥n
N ~
o o
) bt

Ll L i i v g Lt b e e ek

0.00 llll|lllr“lll'!'ll"lr[llllllll[llllIllf[[lllllllllilifl!ll'r

1 2 3 4 5 6
POSITION DU NORUD (x)

o

KFPFORT TRANCHANT RQUIVALENT SUR LA MOITIE DUN COTE D'UNF PLAQUE CARREE
UNIFORMEMENT CHARCER BT SIMPLEMENT APPUYEE SUR TOUT SON CONTOUR.
(BEM : element lineaire,sans oonsiderer lea forces da KIRCHOrr)
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APPLICATICN : 5

PROGRAMME : LiINFLEX

METHODE

REsuME

METHODE DES EQUATIONS INTEGRALES AUX FROMNTIERES

UTILISATION D'UN ELEMENT DE FRONTIERE LINEAIRE

POUR LETUDE D'UNE PLAQUE CARREE SIMPLEMENT
APPUYEE SUR TOUT SON CONTOUR . SOUMISE A
UN CHARGEMENT TRANSVERSAL ET UNFORME . EN
TENANT COMPTE DES FORCES DE KIRCHOFF.

[- CONVERGENCE :

¥)DEFLE X ION MAXIMALE
WEFFORT TRAMNCHANT EQUIVALENT
¥IROTATION NORMALE

[[-COURBES COMPARATIVES :

¥IDEFLEXION MAXIMALE
WEFFORT TRANCHANT EQUIVALENT
¥IROTATION MNORMALE

[I1-FORCE: DE KIRCHOFF :

¥ A CONVERGENCE



DONNEES

a = B = 1Om o = 1 MPQ
pr = 0.3 h = O.3m
D = 4895 . 4 MN. ™ E = 2. E+5 MPa
y a
Te- -
e
lP .E--- -
‘; b —————]
b . A —
. C B L
- - L ]
v
Nombr e WA A% 6 ¢Bd A% v o A%
d'élément max i n b n :
8 -11 8502 44.3| 0.03163 14.7 7. 0307 68. 2
18 -3.6188 17.1 Q. 02835 2.83 3. 6780 12
24 -g. 1569 11.51 0.02812 2.01 4.3787 4.79
22 -8, 9208 8.68| ©.02804 1.73 4,135 0. g3
40 -8 7801 6.881 0.02737 1.58 4. 2082 Q.6
43 -8. 6755 3.61 Q. 02797 1.49 41833 0. 08
56 -8, 5954 4.6831 0.02795 1.42 4.1835 0. 08
Solutions| - N =SS —
. -8.215 0. 02756 4.18
Timoshenko = = =
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> ]
E, ~7.00 -
= :
3 -8.00-
§ ]
= —9.00
2 ]
S ]
b i
4 ~10.00
A ]
& 4
2 ]
—-11.00
~12.00 LI A S AN S S B Gk S A G S U N L BN SN AN N N AN S M S 0 R O A
0 ! 168 24 J32 40 48 56 64
NOMBRE D'ELEMENTS
COURBE Df CONVERGENCE DE (A DEFLEXION MAXIMALE D'UNE PLAQUE CARREE
UNIFORMEMENT CHARGEE ET SINPLEMENT APPUYEE SUR TOUT SON CONTOUR.
(BEM: element lineaire.en tenant comple des forces de KIRCHOFF),(Point A).
-0.00 A
—2.00 7
g ; Ffkk BEM (56 elements linegires
— —4.00 - — TIMOSHENKOG
= ]
=z 3
O -
3 ] *
W p
G —-6.00 -
(&) 3
- *
-8.00 E -
. *
_10.(‘/0 _‘_rllll"l'II['l'l||ll!|ITITT]|I"I!ll'I'lli!llllllillill'illlli'l
0 ] 2 3 4 6

POSITION DU POQINT (x)

COUREE DE LA DEFLEXION DES POINTS INTERIEURS D'UNE PLAQUE CARREE
UNIFORMEMENT CHARGEE ET SIMPLEMENT APPUYEE SUR TOUT SON CONTOUR.
{BEM : element [lineaire.en tenant compte des forces de KIRCHOFF)
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0.040'

§ :
\Q‘ ]
X 0.035 A
Iy .
w3 .
3 ]
S ]
% 0.030 A
S s
[ 7 al Ll L o 2 b 3
N ;
= ]
0.025 -
0-020"!!!7!’!’ 'Trrlllrlll T Ty TrTIrryrTITrr
0 B8 16 24 32 40 48 56 64

NOMBRE D'ELEMENTS

COURBE DR CONVERCENCE DE LA ROTATION NORMALR D'UNE PLAGUE CARRRE
UNIFORMEMENT CHARCEZE ET SIMPLEMENT APPUYER SUR TOUYT SON CONTOUR
(BEM: glement lincaire.en tenant compte des forees de KIRCHOFY) (Point B\

Q.03

: &
] %

= ]

o —

\

> ]

1,0.02

lj ~

=z 4

P 1 ~

@x .

Qo i

z —

=z 4

o] ]

= -

hast 0.01 7 tickick BEM :56 elerments finedires

(%) i — TIMOSHENKO

m -

0.00 TVETTPT AT T T TN T vI T rIT Y q T P r I T TP RYTFFTAT(VEOTITIRY

0 1 2 3 4 5 6

POSITION DU NOEUD (x)

ROTATION NORMALE DE LA MOITIE O'UN COTE D'UNE PLAQUE CARREE
UNIFORMEMENT CHARGEE ET SIMPLEMENT APPUYEE SUR TOUT SON CONTOUR.
(BEM : element linevire,en tenant compte des forces KIRCHOFF)
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ol
<
S

.
£
e 7.50
5 ]
3 7.00
S
3 R
D 6.50 ]
o .
& 6,00 -
3 00;
3 5.50
3 .
E.‘5.00—:
by ]
% 4.50 -
a 7 /*\\* N " N
o 7 e S A 4 4
iq 4.00 - \‘/

3.50

3.00“ II'[TII[Il'llT[{I'I'I[TIIrIII[TII

0 8 16 24 32 40 48 56 64

NOWBRE D’'ELEMENTS

COURBE DR CONVERLCENCE DE L'BFFORT TRANCHANT EQUIVILENT D'UNE PLAQUE
CARREE UNIPFORMEMENT CHARGER ET SIMPLEMENT APPHTER SUR TOUT SON CONTOUR.
(BEW: elemant linecire,en lenant compte des forces de KIRCHOFF){Point B).

5.00

4.00

3.00

2.00

wickick BEM 56 elemnants linecires

1.00 . TIMOSHENKO

EFFORT TRANCHANT EQUIVALENT ¥m

-0.00

IilllllL-!]lIlllLIIILLJ.[IIIIlli!Illlllll[lllllllllllllllllli

‘-1-00 'll'l!"lTl‘llIIIIT"'I’i[IIlilfl[['l|I|lllT[l|Flll1ll]I'|lIIIII

0 1 2 .3 4 5 6
POSITION DU NOEUD (z)

EFFORT TRANCHANT EQUIVALENT SUR LA MOITIE D'UN COTE O'UNE PLAQUE CARREE
UNIFORMEMENT CHARGEE ET SIMPLEMENT APPUYEE SUR TOUT SON CONTOUR.
{BEM : element finecire.en tenont compte des forces de KIRCHOFF)
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TEST DE CONVERSENCE DE L4

Nombre Réactio,, A%
d*'éléments
3 1,889 ""“f,.;’g;'
16 4,548 30,03
=4 5, 500 15, 38
32 5,920 08,92
40 5,145 05, 46
48 6,276 03, 44
56 5,361
S?lu:Lon 'de 8,500
Timonshenko
8.00
B
. E
&e&oa;
2 ]
§ ]
S ]
§ 4.00 ]
o ]
S i
& §
]
2.00
o-ao—rrilIIT'IIlTrll'l!ll"ll'[llllll
0 a8 16 24 32 40 48 56 64
NOMBRE D'ELEMENTS
COURBE DX CONYERCENCE DE IA FORCE DR KIRCHOF
D'UNE PLIQUE CARREE UNIFORMEMENT CHARCEE ET

TOUT SON CONTOUR.
(BEM: elemnerd lineaire)

, {Point C)

ks

"ORCE DE KIRGHQFF

R SortyE su




APPLICATION : 6

Introduction :Pour appliguer la méthode des equations
. - . . . . e
intégrales cux plagues raidies, il nous a fallu associera catte
plague un modele fictiive éguivalent Z'une plague i{sotrsope aves un

coefficient de rigidité flexionnel éguivalent

E A E 7
o = +
12¢ 1 - & s
Programme linflex
Methode methode des équations intégrales aux frontidres
Resume - utilisation d'un &ldment de frontiére lindaires

pour l'étude d'une plague raidie homogéneisfe
carrée encastraés sur toul son contour , sSoumiss

a un chargement transversal et unt forme

Courbe comparatives

I
|

comparaisan de la déflexion ¢ pour x

varie 2 par les mathodes

*

Adssemblage (M. E.FD

x

Homogdén&isation CM. E. 2

* ME.I.F

145



‘DONNEES:

a =b = 20,18 cm q = 1t Kgsém®
E = 2,116 10° Kgrem® I =5,95 10 ¢
D = 0,8582 10% Xg.cem 2 = G
= 20,18 cm t = 00,2817 cm
v
b
§5?f2ﬁ525522332223253255222252
Z Z
Z Z
—f//——-_—————-————-—-%
= =
= = 1
A T == == | A

DA

AN

A\

Zim

\
§
\
|
%

i

R LR o e e L ———— i -

A d

w Cmmo , v = b/2
» MEF MEF MEIF
horogéneisation| assemblage homogénelsation
0 o 0 0
1.8 . 0.042888 0,0406843 0.,042249
14 0.118035 0,112956 0,114998
378 0.176015 0,16900 0.171294
L2 0,198440 0, 189024 0,191749
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0.20

B
R
q
ﬁ -
E 0.15 -
R
: ]
S 0.10 -
.(‘) :
T
) o~ :
¥
0.05 —

0'00 & | ! 1 1 ] | 1 | i ] T 7 i t | | H 1 i [ T T 1 1 i 1 1 [ I | | ] I 1 T T 1 1 i 1 T [ | | ] I ] | “3“

0.00 4.00 8.00 . 12.00 16.00 20.00

Axe x(em)

Courbes comparatives de la vartation de la deflexion:
suwwant l'axe x pour y=b/2.



INTERPRETATION DES RESULTATS:

Les cing applications gu'on a pris en compte doans notre
stude, wont nous permsitre de ten woilr le comporismeri des
variables sur les frontidres, ainst on peut repérer le degré de

puissance de la méthode des éguations intégrales aux frontieéres.

La structure prise en constdération est toujours une
plaque carrée de dimensions bien définie, sounise a un chargement

uni forme apligud sur son plan superisur.

Les résultats de ces gpplications, obtenus par les
programmes CONFLEX et LINFLEX, wvont étre interprétds comme sultl:
Pour les deux premiéres applicaéions. la frontisre est discrétisds
par des éleéments constants de méme longueur (un noeud au milieu de
chague #lémentd. En faisant varter le maillage, on a cbtenue des
courbes de convergence dont l'allure varie d'une variable & une
autre, on peut expliquef cala par la ddépendance gu’il yv a entre
ces vartables, puisqgue l'une s'obtient & partir de l'autre pgar
différentiation; mals pour chague cas on arrive toujours a une
bonne convergence. En effet pour un nmaillage de 60 &ldéments
constants ¢ pour un point stitué au milieu du bord de la plagus)d
l’erreur varie entre 0.21 = et 1,31 % , a l'lexception de la
déflex ton au centre de la plague ol l'erreur est guasiment
constante , enviren 2 % |

Pour les courbes ccmparatives,‘les résul tats obtenus sont
d’une bonne précision, comme on le constate sur l2s groghes, &
l'exception de l'éffort tranchant qgul pour la plague simplement
appuyeée ol le moment fléchissant et la déflexion sont nuls, les
résultats au niveau des coilns sont'érronés.On peut expliguer cela
par le fait de la presence d'une reaction concentrée préscrite par
la théorie classigue des plagues, au niveau des coins. Cetlte
reaction appellée force de Kirchoff n'a pas &té prise en compte
par le programme CONFLEX pour wune raison de simplification

Dans les trois derniéres applications, les variables sur
la frontiere, sont interpoléeleinéairement d'ou une convergence

plus rapide at plus neatte
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Pour les deux dernidres applications, ou la plague es5t
simplement appuyde sur tout son contour; on constate Ggus duans la
premi2re, ou la force de Xirchnff n’est pas prise en compte, les
résul tats sont légeremsnt bons gue cesux oblenus avec CONFLEX,
alors gue pour la deuxiéme, o on a tenue comple de la force de

Xirchoff, on remargue gu' au niveau des coins l'a&ffort tranchant

s'améliore netlement . effectivement auec un malllage de SB6
Aldments lindaires t'erreur est de 0,1 % pour Vn , =t pour la
force de Kirchoff au coins, elle est de 2,85 %

Aprés cette Atude, on peul dire gu'on peut ce contenter de

1rélément constant pour Uétude du comportement de cercainsplaques

*ry !
[

sountse & la flexion, telle gue lta plague sncastree; alors gu
est bon d'étudie les plagues appuyde simplement par U'é&lément
lindaire.

EFn ce gul concerne la éémQ application, on remargqus gue la
courbe obtenue par la M. E.1.F est relativement plus proche de
celle obtenue par la technigue d’assemblage CHM.E.FD, gue celle
obtenue par la technique d'homogéneisation CHM.E.FY) , cala est du a
ce que le coefficient de rigidite flexionnelle de la plague
isatrop=s flictive associée,s‘adapae mieux & l'exemple cosidére.

Enfin on dira gue les deux programnes, basss sur une
formulation intégrale, ont donné des résultats satisfatsants

surtout au niveau des frontiéres., cecti est du principoalement a la

putssance de cette formulation.
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CONCLUSION



CONCLUSION

Lles ploagues minces raidies sujettes seulsment & des
petites fléches, représentent une classe extremement. importante de
problemes, qul ont un grand nombre d’applications pratiguas  Notre
but est de présenter guelgues formulations nursriguas , adaptses
aux plagues raidies ,économigues & l'usazge, d'utilisaticn alsde ,
raptde et donnant des résultats précis .

Ainstl on a présenté en premier lieu, une méthode simple =t rapotdes
gqut  constiste & étudier le probléme des plagues roidies ear
assimilation ¢ des plagues orthotropes en wtilizcant des rigidites
fictives de torsion et de flexion de cetts plague dguivalenta &
celle de la plague raidie réeslle, cela nous a conduit a appliguer
la methode des Zléments finis systématiguement , en etablissant
seulement la matrice de rigidité orthotrope d’'un alément
rectangulaire & Guatres noeuds Caldmant conforme?’?
semi ~analytiguenent. En  second Lieuw, pour bBren definir le
comportement réel de la structure en tenant compte de 1'interaction
plague-raldisseurs, (1l nous a fallu sulvre la démarche aaturelle
de subdiviser tout la systome en leurs composant
elémentalires. Ainsiy on a 2tnudié les plagques raidies par la méthode
des &leéments finils en approximarnt le compgortement reel par
L assemblage des deux comportements respeclifs, des plagues et des
poutres, et en introduisant l'influence mutuelle entre ces deux

&léaments

Vu , l'importance pratigue des plagues raildies sujettes
notamnent dans les superstructures ,l'application de la methode des
élements finis dans de telles structures exige de grandes
capacites de mémoires des ordinateurs et la resolution de grands

systemes d’éguations algdbrigues .Cela nous o mend & chercher une
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autre méthode trés éfficace dans ce genre de problames gul est la
méthode des dguations tntégrales agux frontidres ylaguelle & un
procéssus de discrétisation ne concernant gue la frontiere de la
plague raidie ,cser grace & une Lnitegration par partie .Clela
reduit le nombre des tnconnues par rapport 4 la méthode deos

eléments fintis ,coe qui constitue un auantage dconomique tmportant.

La difficultd gui réside dans Uapplication de la mathode
des éguations intégrales aux frontidres aux prodlemes des plagues

raldi=s ,nous a conduit g sulvre les &dtaopes suilvantes

£n premier, nous auons 2tudis le comportement membranal re

théor:gusment ot num@riquement par cette dernidre mathods

E£n second ,nous aveons analysé les plagues Lsotropes en
flexicn en slaborant deusx programmes , utilisant la méthode des
2quat inns intégrales aux frontidres dont 1'un exploite t’'sldment

consiant et l'autre l’&ldément Lingaire

En dernier , uwu la méthode d'homogdndisat Lon Quil a &t
validés par la méthode des @léments finis ,nous 1'avons aussi
appliguée a la méthode des 2quations inteégrales, mais dans ce cas,
On a associé a cette plague raildie wun modéle fictiy egutvalent,
d’une plague ilsotrope, et non par wun modéle orthotrope . Ce chotx
ast obligatoire =i on ne veut pas entrer dans d'aqutres

considérations complexes des plagues orthotroges
Enfin, on peut conctlure par

¥ Lo méthode des &léments finis s’appligue plus factlemant,
aux probiemnes complexes de Structures,gue la méthode des sguations
Integrales aux frontiéres)qui exige la connailssance de la solution
singuliare de chague prodlame particulier, gui est trés délicate

a obtanirp

* la méthode des éguations intdgrales sao préte bien oour

dimensionner les structures de grande dimension
&

* la répartition transversale des charges dans les
constructions planes dégend de lU'éfficacité de la liaison des
éléments portants erinci paux. Un plus faible pourcentags Jdu

chargement total est reoris par l'élément directement chargé
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¥ Une construction soumise & l'action de lourdes charges

L
est d’autant plus dconomigue & l'aide des Sléments non
sallicités, directement apportes 4 ceux chargés, qu'&t’aide das

éldments directement chargss
* Afin de pouvoir choisir une méthode par rappont & une

autre, L’ingénieur pourrailt &ire aidé par son Intuittion et son

sens physigue de realitsds . Clest & itravers un sauvant dosage de

.

ces CcONNAlsSSances , gue les meéthodes numdriguas peuvsnt Sire

utilisdes auac le maximun A &fficacite

15)
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