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Résumé

Le but de ce travail consiste a faire une étude sur les plans d’expériences et leur utilité
dans I’industrie. Donc on a défini quelques aspects relatifs au sujet et on s’est basé sur le
plan factoriel complet.

La méthode de constitution du plan factoriel complet et les tests de validations de ce
dernier font aussi partie de cette étude.

A la fin on a fait une application du modele mathématique sur un cas réel qui sert a
déterminer la productivité d’une sableuse automatique en fonction de ces parametres de
fonctionnement.

Mot clés : Plans d’expériences, Plan factoriel complet, Tests de validations, sableuse
automatique.

Abstract

The purpose of this work is to make a study on the design of experiments and their
usefulness in industry. So we defined some aspects of the subject and it was based on the
full factorial design.

The method of incorporation of the full factorial design and validation tests of this
latter are also part of this study.

At the end of the mathematical model an application of the mathematical model was
made on a real case for determining the productivity of an automatic sandblasting
machine according to his operating parameters.

Key words: design of experiments, full factorial design, validation tests, automatic
sandblasting machine.
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Nomenclature

Nomenclature

nombre d’expériences
k  nombre de facteurs
a; facteur de sablage
R? coefficient de détermination
S variance
g; résidus
SCEL variance moyenne
SCER variance résiduelle
SCEL variance totale
F coefficient de Fisher
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Introduction générale

Introduction générale

Les plans d'expériences permettent d'organiser au mieux les essais qui accompagnent
une recherche scientifique ou des eétudes industrielles. Ils sont applicables a de
nombreuses disciplines et a toutes les industries a partir du moment ou I’on recherche le
lien qui existe entre une grandeur d’intérét, y, et des variables, xi. 1l faut penser aux plans

d'expériences si I’on s’intéresse a une fonction du type : y=f (x;).

Avec les plans d'expériences on obtient le maximum de renseignements avec le
minimum d'expériences. Pour cela, il faut suivre des regles mathématiques et adopter une
démarche rigoureuse. Il existe de nombreux plans d'expériences adaptés a tous les cas
rencontres par un experimentateur.

La compréhension de la méthode des plans d'expériences s'appuie sur deux notions
essentielles, celle de I’espace expérimental et celle de la modélisation mathématique des
grandeurs étudiées.

La méthode d’expérimentation choisie doit faciliter I’interprétation des résultats. Elle
doit également minimiser le nombre des essais sans toutefois sacrifier la qualité. La
théorie des plans d’expériences assure les conditions pour lesquelles on obtient la
meilleure précision possible avec le minimum d’essais. On a donc le maximum

d’efficacité avec le minimum d’expériences et par conséquent le colit minimum.

Dans la premiere partie de notre étude, on va définir les plans d’expériences en se
basant sur la méthode du plan factoriel complet, son importance et ses domaines
applications avec présentation de ses avantages par rapport aux autres méthodes et aussi
présenter quelques concepts relatifs a ce sujet.

On va consacrer la deuxiéme partie pour présenter les étapes de constitution d’un
plan factoriel, le modéle mathématique suivi et les étapes de validations de ce dernier.

Finalement, on va terminer par un exemple d’application du mode¢le sur une sableuse
automatique installée dans ’atelier d’Algesco. Pour avoir une idée sur la productivité de

cette machine avec les paramétres de fonctionnement sans passé par I’expérimentation.
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Généralités

Chapitre |

Chapitre |

Généralités

I.1.Introduction

Dans cette partie de notre projet on va donner quelques notions relatives au plan
d’expériences et leurs domaines d’utilisations. On va aussi définir la méthode du plan

factoriel complet et ses avantages par rapport aux autres méthodes utilisées dans 1’industrie.

I.2. Notion d'un plan d'expérience

On nomme plan d'expériences la suite ordonnée d'essais d'une expérimentation, chacune
permettant d'acquérir de nouvelles connaissances en contrélant un ou plusieurs parametres
d'entrée pour obtenir des résultats validant un modele a bon marché ( nombre d'essai le plus
faible possible, par exemple).

Un plan d'expériences peut €tre défini aussi comme étant la suite d'essais rigoureusement
organisés, afin de déterminer avec un minimum d'essais et un maximum de précision,
I'influence respective des différents parametres de conception dun produit ou de

fonctionnement d’une machine.

La compréhension de la méthode des plans d'expériences s'appuie sur deux notions
essentielles, celle d'espace expérimental et celle de modélisation mathématique des grandeurs
étudiées.

Janvier-Juin 2016 2



_ Généralités
Chapitre |

1.3. Domaines d’utilisations et objectifs d'un plan d'expérience

1.3.1. Domaines d’utilisation
Les plans d'expériences sont utilisés dans les études industrielles en recherche-
développement. lls interviennent dans de nombreux domaines industriels. On peut
notamment citer :

e L'industrie mécanique et automobile.

e L'industrie métallurgique.
e L'industrie chimique, pétrochimique et pharmaceutique.

1.3.2. Objectif d’utilisation d’un plan d’expérience

Leurs utilisations visent les buts suivants :

e Détermination des facteurs clés sans la conception d'un nouveau produit ou un
nouveau procede.

e Optimisation des réglages d'un procédé industriel ou un appareil de mesure ou
d’une machine.

e Prédiction par modélisation du comportement d'un procédé.

Les plans d'expériences s'inscrivent donc dans une démarche générale d'amélioration de
la qualité.

I.4. Notion d'espace expérimental ou domaine d'étude

Un expérimentateur qui lance une étude s'intéresse a une grandeur qu'il mesure a
chaque essai. Cette grandeur s'appelle la réponse, c'est la grandeur d'intérét. La
valeur de cette grandeur dépend de plusieurs variables. Au lieu du terme «variable»
on utilisera le mot facteur. Le premier facteur peut étre représenté par un axe gradué et
orienté (Figure 1.1).

Janvier-Juin 2016 3
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Chapitre |
Domaine du facteur
/ Facteur 1
| —
/1 + 1‘\
niveau bas niveau haut

Figure 1.1: Le domaine des facteur

La valeur donnée a un facteur pour réaliser un essai est appelée niveau. Lorsqu'on étudie
Iinfluence d'un facteur, en général, on limite ses variations entre deux bornes. La borne
inférieure est le niveau bas. La borne supérieure est le niveau haut.

On utilise souvent des variables codées ou centrées réduites. L'utilisation des variables
centrées réduites présente I'intérét de pouvoir généraliser la théorie des plans d'expériences
quels que soient les facteurs ou les domaines d'études retenus. Remplacer les variables
naturelles par les variables codées va permettre d'avoir pour chaque facteur le méme domaine
de variation (entre -1 et +1) et de pouvoir ainsi comparer entre eux l'effet des facteurs. Le
niveau bas est ainsi codé - 1 alors que le niveau haut est codé + 1.

S'il y a un second facteur, il est représenté, lui aussi, par un axe gradué et orienté. On
définit, comme pour le premier facteur, son niveau haut, son niveau bas et son domaine de
variation. Ce second axe est disposé¢ orthogonalement au premier. On obtient ainsi un repere
cartésien qui définit un espace euclidien a deux dimensions. Cet espace est appelé l'espace
experimental. [2] .

La réponse est la grandeur mesurée a chaque essai; le plan vise a déterminer
quels facteurs l'influencent ou quelle est son évolution en fonction de ceux-ci. Cette
grandeur est le plus souvent mesurable mais elle peut également étre qualitative.

Dans ce cas ce peut étre par exemple une appréciation visuelle sur I'état d'une

surface ou une appréciation bon, moyen ou mauvais sur un produit alimentaire.
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Chapitre |

Facleurl 2

Espace expérimental

»

Facteur 1

Figure 1.2: L’espace expérimentale

1.5. Notion de surface de réponse

A chaque point du domaine d'étude correspond une réponse. A I'ensemble de tous les
points du domaine d'étude correspond un ensemble de réponses qui se localisent sur une
surface appelée la surface de réponse (Figure 5). Le nombre et de I'emplacement des points
d'expériences est le probleme fondamental des plans d'expériences. On cherche a obtenir la
meilleure précision possible sur la surface de réponse tout en limitant le nombre

d’expériences [2] .

Réponse

g SERE ®p
/
DA — o
<A " B Facteur 1
-1 +1

Figure 1.3: Surface de réponse
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|.6.Méthode de plan factoriel complet

1.6.1 Définition

Parmi les différents plans expérimentaux, les plans factoriels sont courants car ils sont
les plus simples a mettre en ceuvre et ils permettent de mettre en évidence trés rapidement

I'existence d'interaction entre les facteurs.

Un plan factoriel complet est un plan pour lequel toutes les combinaisons possibles aux
limites du domaine d'étude auront été réalisées : c'est le nombre maximal d'essais pour un
plan d'expériences factoriel. Le nombre d'essais N se calcule d'aprés la formule suivante : N
= 2ol k est le nombre de facteurs.

1.6.2 Modele mathématique

On choisit a priori une fonction mathématique qui relie la réponse aux facteurs. On prend
un développement limité de la série de Taylor-Mac Laurin. Les dérivées sont supposees
constantes et le développement prend la forme d'un polynéme de degré plus ou moins élevé :

n

n
Y=a0+a1X1+a2X2+-~+aan+ Z aUXlX]+ Z aijk'XinXk (11)
i,j=1 i#j i,j k=1 i#j*k

Ou ao, a1 ... sont les coefficients du polynéme et les termes produits de type par exemple
a;j. X;X; correspondent aux interactions.

L'intérét de modéliser la réponse par un polyndme est de pouvoir calculer ensuite toutes
les réponses du domaine d'étude sans étre obligé de faire les expériences.
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1.7.Définition d’une interaction

Une interaction est présente lorsque les effets d'une variable indépendante agissent sur le
changement de comportement aux différents niveaux de la deuxiéme variable indépendante.

Une interaction est présente lorsque les valeurs d'un ou plusieurs contrastes dans une
variable change indépendantes aux différents niveaux de l'autre variable indépendante.

Lorsque les simples effets d'une variable indépendante ne sont pas identiques a tous les
niveaux de la seconde variable indépendante, on a une interaction.
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Constitution du plan factoriel complet

Chapitre 11l

Chapitre I

Constitution du plan factoriel complet

I1.1.Introduction

Dans ce chapitre, on va présenter les différentes étapes de constitution du modele
mathématique passant par le choix des facteurs d’études au modele mathématique jusqu’aux
étapes de validation. Ce qui va nous faciliter ’application de cette méthode pour des
utilisations réelles.

11.2. Détermination de la réponse et des facteurs d'étude

L'étude doit avant tout avoir un but précis: minimiser un colt de fabrication, chercher les
parameétres influents ...etc.

Une difficulté importante est la détermination du domaine d'étude. Le domaine de
variation des facteurs doit permettre de couvrir le domaine réel d'utilisation des facteurs...
mais pas plus. Il est ainsi inutile davoir des informations pour une substance a une
concentration qu'elle n'est pas autoriséee a atteindre a cause de contraintes environnementales.

Ainsi le domaine ne doit pas étre trop large, mais a l'inverse pas trop étroit si on cherche
a déterminer une influence possible. Dans ce dernier cas des limites trop étroites risquent de
"noyer" une influence dans le "bruit” de I'erreur aléatoire due aux incertitudes de mesure.
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La connaissance du sujet acquise auparavant dans l'entreprise peut rendre de grand
services a cette étape. Le résultat final peut étre erroné si un facteur oublié se trouve étre un

facteur d'influence.

11.3. Choix des expériences a réaliser et matrice des effets
C’est la partie technique de I’étude. Il faut que les essais soient menés avec beaucoup
soin et il faut étre sOr de la qualité des résultats.

La méthode des plans d'expérience peut étre sommairement comparée a la méthodologie
traditionnelle dite de "variation facteur par facteur".

Pour le plan factoriel complet, La matrice des essais a realiser pour obtenir le plan
d'expériences optimal se déduit en fait des criteres permettant d'obtenir les coefficients avec
le maximum de précision. Le systéme d'équations a résoudre doit présenter des coefficients
devant les inconnues (qui sont les coefficients du modele a déterminer) pouvant se mettre
sous la forme d'une matrice nommée matrice des effets. Par exemple pour le plan 22 la
matrice des effets s'écrira sous la forme :

1 -1 -1 1
1 1 -1 -1
1 -1 1 -1
1 1 1 1

Ce type de matrice est dit matrice de Hadamard.

11.4. Choix du modele mathématique

Le modeéle le plus utilisé c’est celui du plan factoriel complet vu ses avantages et son

efficacité. Il est déja définit comme suit :

n
Y=a0+a1X1+a2X2+---+aan+ Z aUXlX]+ Z al-jk.Xl-Xij
i,j=1 i#j i,j,k=1 i#j#k

Ou ao, a1 ... sont les coefficients du polyndme et les termes produits de type par exemple
a;j. X;X; correspondent aux interactions.
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11.5. Calcul des coefficients du modele

Dans un plan factoriel complet ou fractionnaire de N essais, tous les coefficients a; sont
des valeurs de variables aléatoires, et ils se calculent par une formule du type:

a; = N

(I1.1)

Une autre méthode plus simple est d'utiliser la matrice de Hadamard et un logiciel de
calcul comme Matlab par exemple.

11.6. Tests de significativité des effets et validation du modele

11.6.1. Qualité d'ajustement des résultats

La qualité des résultats est évaluée a partir du coefficient de détermination et le
coefficient de détermination ajustée.

e Coefficient de détermination R?

Le coefficient de détermination R? qui varie entre 0 et 1, mesure la proportion de
variation totale de Y autour de la moyenne expliquée par la régression, c’est-a-dire prise en
compte par le modéle. Plus R? se rapproche de la valeur 1, meilleure est l'adéquation du
modeéle aux données. Un R? faible signifie que le modéle a un faible pouvoir explicatif,[2].

Ce coefficient est donné par la relation suivante :

n (v, — )2
R2=1—§§£&—¥% (11.2)
Zi:l(yi - }’)
Avec: y; les valeurs de mesures, y les valeurs prédites et y la valeur moyennes des
mesures.

e Coefficient de détermination R? ajusté
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Le R2 ajusté (utilisé en régression multiple) tient compte du nombre de parameétres du

modele. Il est donné par I'expression suivante:

»  _,_((-DA-RY

Rajusté (Tl _ p) (”- 3)

Avec : n:le nombre d’expériences réalisées.
p : le nombre des coefficients du modele.

11.6.2. Test de significativité des effets (Test de Student)

L'outil fondamental de ces tests de significativité est I'estimation de la variance des
résidus du modele linéaire qui n'est utilisable que s'il y a moins de coefficients (p) que le
nombre d'expériences réalisées (n).

L’analyse de la variance permet alors de tester l'influence des facteurs sur la réponse Y,

qui est donnée par :

2 1 2
S —E i=1 €i (11.4)
Avec : n : le nombre d’expériences réalisées.
p : le nombre des coefficients du modele.

g; : les résidus.

Dans ces conditions, on peut montrer que tous les effets ont la méme variance donnée par :
2
S;° = — 1.5
== (115)

Pour effectuer 1’évaluation statistique de la significativité des coefficients a; on utilise le
test de Student:

Si: tj>t;, alors le coefficient est significatif, sinon il est rejeté du modéle.

Le coefficient de Student est calculé par la relation suivante:

_ay

ti=—<—, i=1,n (11.6)
l

Avec: t; est le coefficient de Student calculé, t. est le coefficient de Student critique et S;

la variance et i variede 1 an.
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La valeur de tc est déterminé par une lecture sur la table de Student a (n - p) degrés de

liberté et avec un seuil de confiance = 95%.

L’intervalle de confiance de tout coefficient est alors :

S
a; + tepie ¥ —= (11.7)

VN

On utilise alors une table de Student a (n - p ) degrés de liberté (n est le nombre
d'expériences réalisées et p le nombre d'effets y compris la constante), et a (n-1) degrés de
liberté dans le cas des mesures au centre .On choisit un risque de premiére espece (le plus
souvent 5% ou 1%).a partir de la table de Student on détermine la valeur de terit qu’on
compare avec ti

11.6.3. Analyse de la variance et validation du modele (Test de Fisher)

L'analyse de la variance consiste a comparer a l'aide d'un test de Fisher (F), la somme
des carrés des écarts due uniquement a la régression (donc au modele), avec la somme des
carrés des résidus [4][5].

On notera, Y; les réponses observées lors de la réalisation des expériences et Yiet la
réponse estimée a l'aide du modeéle linéaire. On notera, de méme, Ymoy la moyenne des
réponses. On définit alors trois types de "variations".

e Lavariance due a la liaison moyenne :

SCEL = Z (Yi® - Yoy )? (11.8)
e Lavariance résiduelle :

SCER = Z (Yi-Y&)2 (11.9)
e Lavariance totale :

STCE = SCEL + SCER (11.10)

On definit de plus un "carré moyen™ qui est le quotient d'une somme de carrés par son
degré de liberté. En outre, on note CML le carré moyen associé a SCEL, et CMR le carré
moyen associé & SCER. Le tableau de l'analyse de variance se présente alors de la fagon
suivante :
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Variance due a: | Somme des carrées | DDL Carré moyen F
SCEL CML
Liaisons SCEL p-1 | p=g - CML 52
SCER _
Résidus SCER N-P n—p
Totale STCE 3

Tableau I1.1: Analyse de la variance

Le test F permet alors de comparer pour un risque fixé a I'avance le Foos que I'on a calculé
dans le tableau précédent avec un F(critique) lu dans la table de Fisher-Snedecor avec (p-1)
et (n - p) degrés de liberté.

Le test est le suivant :

- Hypothése Ho: « les deux carrés moyens sont de méme grandeur » et donc la régression
n'est pas significative.
- Hypothése H:: « le carré moyen di a la régression est significativement plus grand que

le carré moyen di aux résidus » donc la régression est globalement significative.

La régle du test est alors pour un risque choisi: Si Fobs st inférieure au F(critique), on
accepte I'hypothese Ho. Si Fobs est supérieur au F(critique), on accepte I'hypothese H1 avec la
confiance 1 - a [2].
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Chapitre 111

Application du modele du plan factoriel pour une
etude reelle

I11.1.Introduction

Dans cette partie du projet, on va essayer d’appliquer le modéle mathématique choisi
sur un cas réel qui est 1’étude de paramétres de fonctionnement d’ une machine de sablage
automatique située a Algesco, un centre de maintenance de turbomachines. Ce modeéle va
nous permettre d’estimer la productivité de cette machine en fonction des parametres de
sablage déja déterminés.

I11.2. Plan factoriel de notre étude

Pour appliquer ce modéle on a choisi une étude déja faite sur une machine de
sablage. On a déterminé les parametres optimaux qui assurent le bon fonctionnement de
la sableuse durant la période du stage chez Algesco.

111.2.1. Choix des expériences et présentation des résultats

Pour cette étude, on a choisis 3 facteurs clés parmi les facteurs influents le processus
de sablage qu'on a jugé plus importants: la distance de sablage, la pression de sablage et
le débit d'abrasif. La pression d'air (et donc la pression de pressurisation) et maintenue
fixe a une valeur de 6.6 bar pour éviter les chutes de pression.

Pour un Plan factoriel complet du type 2° (k=3), le nombre des essais qu’il faut
réaliser est égal a 8.

Le tableau I11.1 suivant nous résume les valeurs réelles et les valeurs centrées réduites
des facteurs des expériences réalisées et le domaine de notre étude. A partir de ces
facteurs, nous pouvons déterminer les réponses (Yi) qui représente la productivité de
sablage pour chaque essai. Ces réponses sont récapitulées dans le tableau V1.3 suivant :
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Variables réels VCR
X4 X, X3 Xi
7 2 15 -1
9 3 20 0
11 4 25 1

Tableau I11.1: Les variables du plan factoriel complet

# EXP X1 X5 X3 La réponse Y;
1 -1 -1 -1 3.31
2 +1 -1 -1 2.92
3 -1 +1 -1 3.44
4 +1 +1 -1 3.29
5 -1 -1 +1 4.38
6 +1 -1 +1 3.3
7 -1 +1 +1 5.17
8 +1 +1 +1 4.48

Tablelll.2: Le plan factoriel complet des expériences

111.2.2.Etablissement du modele mathématique

Le but est la détermination de I'équation de notre étude qui peut étre représentée sous
la forme suivante:

Yi= T (X1,X2,X3)

Avec: Yi: Laproductivité en m%h.
X1 : La distance de projection en cm.
X : Le debit de sable en nombre de tours de la vanne de dosage.
X3 : La pression de sablage en angle d'ouverture de la vanne.

D'apreés la relation (1.1), le plan factoriel 2° donne une réponse de la forme suivante :

Y = ag + a1X1 + a2X2 + a3X3 + a12X1X2 + a13X1X3 + a,23X2X3 + a,123X1X2X3
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Les coefficients du modeéle sont exprimés par la somme algébrique des réponses
expérimentales Yi affectés des signes de la colonne de la matrice X correspondant au
facteur Xi divisé par le nombre d'expeériences (11.1).

Pour faciliter les calcule, on a utilisé JMP 8, un logiciel d'analyses statistique trés

puissant et le plus utilisé pour la réalisation des plans d’expériences.

E% JMP - [2«2x2 Factorial- Fit Least Squares] o= .
# File Edit Tables Rows Cols D[DOE  Analyze Graph Tools View Window Help
- || %
NN BFAdes rtaa(flreeNd PQA+EHS 0 O
2y2y2 Factorial -
Windows * = |¥ T Response Y1 o
- [#] IMP Starter ¥ Parameter Estimates
.8 DOE- Full Factorial D
- s racana Term Estimate || Std Error tRatio Prob>[t 3
=-{me| 2x2x2 Factorial Intercept 378625 | 0.01875 20193 0.003 =
-8 Report: Fit Model X1 -0.28875 | 001875 1540 0.0413
L. 5m 2x2x2 Factorial- F X2 0.30875 | 0.01875 1647 0.0386*
X3 054625 | 0.01875 2913 0.0218°
K1*K2 007875 | 0.01875 420 0.1488
X1*X3 -0.15375 | 0.01875 -8.20 0.0773
X2*X3 018375 | 0.01875  9.80 0.0647 -
Wl T 3 . -
CAP NUM
Tableau I11.1: Coefficients du modele calculés par IMP
Les résultats sont représentés sur le tableau I11.3 suivant:
Coefficient a; do ap dz a3 a2 ai3 azs a123

Valeur de ai | 3.78625 | -0.28875 | 0.30875| 0.54625 | 0.07875| -0.15375 | 0.18375 | 0.01875

Tableau 111.3: Coefficients du modele

Le modéle mathématique correspond a notre étude est donc le suivant:

Y = 3.78625 — 0.28875.X; + 0.30875.X, + 0.54625.X; + 0.07875.X, X, — 0.15375.X, X5
+0.18375.X,X; + 0.01875X, X, X5
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C'est une fonction a plusieurs variables (trois variables ) avec : ap est une constante,
a1, a, et as les coefficients des trois facteurs ; aj,, a3, et ay3 les coefficient des interactions
d'ordre 2 et a;,3 le coefficient de l'interaction d'ordre 3.

Attention :

Si I'on réalise un plan complet et que I'on calcule tous les effets, le calcul de s? est
impossible puisque on aura alors n = p (un plan complet 2° conduit & 8 expériences
et 8 effets : 3 effets pour les facteurs, 3 effets pour les interactions d'ordre 2 et enfin
1 effet pour I'interaction d'ordre 3). C'est pour cela que, dans la pratique, il est
d'usage de négliger I’interaction d'ordre élevé (3 ou plus). C'est souvent le contexte
et la connaissance de lois régissant le phénoméne étudié qui permet de négliger
certaines interactions et donc de pouvoir conduire des calculs statistiques.

On néglige donc le terme d'ordre 3 et le modéle mathématique retenu finalement sera :

Y = 3.78625 — 0.28875.X, + 0.30875.X, + 0.54625.X; + 0.07875.X; X, — 0.15375.X,X; + 0.18375.X,X;

Le domaine de validité du modeéle est le suivant :

7 cm < La distance de projection < 11 cm
2 tours < Le débit de sable < 4 tours
15° < Le réglage de la pression de sablage < 25°

111.3.Etapes de validations du modele

111.3.1 Statistique de la régression du modeéle

La validité du modéle mathématique représentée par la régression linéaire a été
estimée par 1’approche des points suivants : 1’analyse du coefficient de détermination
(R?), I’analyse des résidus, 'intervalle de régression et de confiance et la significativité
des coefficients (le test de Student) et le test de Fisher pour la validation du modele. [50]

111.3.2 Coefficient de détermination R?
Ce coefficient est donné par la relation (11.2) suivante :

it (i = 9)?

R2=1- —
Yis (i — )2
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Avec: y; les valeurs de mesures, y les valeurs prédites et y la valeur moyennes des
mesures.

Par une application numérique, on trouve :
R? = 0.9994

D'autre part, R? ajusté est donné par la relation (11.3) suivante:

_ (m-1)(-R?)

R? =1
(n-p)

ajusté

Par une application numérique, on trouve :

IR%; s =0.9985)

Statistiques de régression de la régression

Coefficient de détermination multiple R 0.9997
Coefficient de détermination R? 0.9994
Coefficient de détermination ajusté Rjuste 0.9985

Tableau I11.4: Statistique de la régression du modele

L’examen du coefficient de détermination R? et le coefficient de détermination
multiple R, ainsi que le coefficient de détermination ajusté nous indique la bonne qualité
d’ajustement de notre modéle.

111.3.3.Analyse de regression et des résidus

L’examen des résidus accompagnant le modele permettra de voir plus clairement la
localisation de chaque point expérimentale par rapport a sa valeur estimée. Nous avons
détermine a partir du modeéle les réponses Y et on les a comparé avec celles obtenues en
experimentation, les résultats sont portés dans le tableau I11.5.

Les résultats sont représentés sur le tableau 111.5 montrent qu'affectivement le modéle
proposé s'approche fortement du phénomeéne étudié.

Les résidus sont les différences entre les valeurs Y réellement observées et celles qui
sont fournies par I’équation de la régression.
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Pour un point donné, le résidu ait une faible ou une forte valeur n'a absolument aucun
rapport avec le fait que le modele soit bon ou mauvais Mais bien sQr, si tous les résidus
d'une région sont faibles (resp. élevés), alors le modele est bon (resp. mauvais).

D’aprés le tableau I11.5, on remarque bien que les résidus ont des faibles valeurs ce
qui nous confirme 1’adéquation de notre modé¢le.

Yi expérimentale Y; estimé Résidus
331 3.32875 -0.01875

2.92 2.90125 0.01875

3.24 3.42125 0.01875

3.29 3.30875 -0.01875

5.17 4.36125 0.01875

3.3 3.31875 -0.01875

4.89 5.18875 -0.01875

4.38 4.46125 0.01875

Tableau I11.5: Statistiques de la régression du modéle et analyse des résidus

I11.3.4.La significativité des coefficients du modele proposé

Calcul de la variance

La variance est donnée par la relation (11.4) suivante :

1 n
§2 = Z e;? e; : étant le résidu.
n—p <
=1
Doncona: 8 ;2 =8.0.01875)" , Ce qui implique que : S? = 0.0028125

] A . 2 SZ
De plus, d'apres (11.5) = S;" = —

2 _ 0.0028125

S. ;
l 8 ’ L

e Calcule des coefficients de Student
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Les valeurs des coefficients de Student calculées des différents coefficients du
modele sont calculées par la relation (11.6) en utilisant JIMP et les résultats sont résumés
dans le tableau I11.6 suivant :

¥ ™ Response Y1

¥ Parameter Estimates
Term Estimate Std Error

Intercept 378625 0.01875 =
X1 -0.28875  0.01875
X2 030875 0.01875
X3 054625 0.01875

H1¥H2 0.07875 0.01875
H1*K3 -0.15375  0.01875
K23 0.18375  0.01875

Fl [T [

Figure 111.2: Coefficients de Student calculées par IMP

Coefficient de Student | tao ta ta tas ta12 tas | Tazs

Valeur 20193 | 154 | 16.46 | 29.13 4.2 8.2 9.8

Tableau 111.6: Coefficients de student calculées

D'autre part, la valeur tabulée du coefficient de Student retenue de la table de Student
(annexe D) avec un degré de liberté : v = (n - p) = 8-7=1 et avec un seuil de confiance de
95% (un risque 0=5%) est égale a tc=6.314. La condition ti > tc est donc vérifié par tous
les coefficients, sauf pour le coefficient aj, car 4.2<6.314. Donc on peut dire que tous les
facteurs du modeéle sont considérés influents sauf a;,-0.0788 que I'on retire du modeéle.

e Intervalles de confiances des coefficients

En se basant sur la formule (V1.8), on a déterminé les intervalles de confiance des
coefficients du modeéle :

o
o
a1
w

ap+ 631422 = 378625 + 01183 . ag € [3.6679,3.9046]
a, + 6.314 % = —0.28875 + 0.1183 . a, € [-0.4070,—0.1703]
a, + 6.314 % = 0.30875 + 0.1183 . a, € [0.1904,0.4271]
a; + 6.314 % = 0.54625 + 0.1183 . as € [0.4278,0.6645]
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a;, +6.314. T = 0.07875 + 0.1183 , a, € [—0.0395,0.01971]
a;; +6.314. 75 = —0.15375+0.1183 , a5 € [-0.2720,—0.0353]
a,; + 6.314. f = 0.18375 + 0.1183 , ag € [0.0654,0.3021]

Les résultats sont rapportés sur le tableau I11.7 suivant :

Coefficient Statistique t Limite inférieure Limite supérieure
3.78625 201.93 3.667986 3.904614
-0.28875 154 -0.407014 -0.170386
0.30875 16.46 0.190486 0.427114
0.54625 29.13 0.427886 0.664514
0.07875 4.2 -0.039514 0.197114
-0.15375 8.2 -0.272014 -0.035386
0.18375 9.8 0.065486 0.302114

Tableau I11.7: Intervalles de confiance des coefficients du modéle

Nous pouvons bien remarquer sur le tableau que les coefficients de notre modele

appartiennent a leurs intervalles de confiance, ce qui prouve la significativité des
coefficients.

111.3.5.Validation du modéle mathématique proposé

L'objectif de cette partie est de vérifier I’adéquation est le degré d’approximation des
résultats expérimentaux et ceux des modeéles.

En mathématique statistique on utilise le critere de FISHER pour vérifier
I’adéquation du modéle qui consiste principalement a comparer deux dispersions :
dispersion d’adéquation résiduel, et dispersion expérimentale.

Si Fobs > F(critique) ; on accepte I'nypothese H; : « le carré moyen di a la
régression est significativement plus grand que le carré moyen di aux résidus » avec la
confiance 1-a .Dans ce cas la régression est globalement significative.

Le tableau 111.8 résume les résultats de calcule :
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Essali Yi Y& Y moy (Y - Ymoy )2 | (Yi-Yeq)?
1 3.31 3.32875 0.20930625 | 0.000351562
2 2.92 2.90125 0.783225 | 0.000351562
3 3.44 3.42125 0.133225 | 0.000351562
4 3.29 3.30875 0.22800625 | 0.000351562
3.78625
5 4.38 4.36125 0.330625 | 0.000351562
6 3.3 3.31875 0.21855625 | 0.000351563
7 5.17 5.18875 1.96700625 | 0.000351562
8 4.48 4.46125 0.455625 | 0.000351562

Tableau I11.8: Calcul pour la détermination de F observé

D'autre part,ona:  SCEL = Z (Yi® - Ymoy)2 = 4.3256

SCER = Z (Yi- Yi#)2=0.0028

On fait une analyse de la variance et on rapporte les résultats dans le tableau 111.9

suivant:

Variance due a: | Somme des carrés | DDL Carré moyen F
Liaisons 4.3283 P-1=6 | 4.3256/6=0.7209 257.46
Résidus 0.0028 N-P=1 | 0.0028/1=0.0028

Totale 1.659 7

Tableau 111.9: Détermination de F observé
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F(critique) lu sur la table de Fisher (annexe E) pour (p-1=2) et (n - p=1) degrés de
liberté et un seuil de confiance =95%, est de 200. D’aprés le tableau, Fobs = 257.46 on
remarque bien que Foos> au F(critique) , I'nypothese est vérifiée et donc la régression est
globalement significative.

111.4. Essai confirmatif de la validité du modéle postulé

La validation des résultats donnés par le modéle consiste a vérifier si les hypothéses
retenues au départ du plan d’expérience sont bien vérifiées. La validation peut étre

réalisée en effectuant un essai complémentaire en dehors des essais du plan d’expérience.

Un essai au centre du domaine d’étude peut nous vérifier la linéarité de la réponse. Si
la réponse de cet essai est égale a la moyenne des réponses du plan d’expérience, la
linéarité des facteurs est Vérifiée. Dans notre cas d’étude, trois essais complémentaires ont
été réalisés au centre du domaine d’étude sous les mémes conditions opératoires. Les
résultats sont représentés dans le tableau 111.10 suivant :

# Essai X1 X1 X1 La réponse Y; | Moyenne de réponses
9 0 0 0 3.85
10 0 0 0 4.12 3.92
11 0 0 0 3.79

Tableau 111.10: Résultats des essais au centre du domaine
En outre, Si on remplace les coordonnées de ce point dans notre modele on aura:

Y= 3.78625 - 0.28875(0) + 0.30875(0) + 0.54625(0) + 0.07875(0) -0.15375(0) + 0.183(0)
|Y=3.78625 m°/h

On remarque bien que la réponse moyenne déterminée expérimentalement est tres
proche au résultat théorique, ce qui confirme la validité de notre modeéle.

I11.5. Discussion et interpreétation des résultats

Le modéle mathématique que nous avons obtenu en utilisant un plan factoriel
complet 2* nous permet d’estimer la valeur de la productivité de la machine ( le nombre
de piéce qu’on peut traiter efficacement par heure) en variant les paramétres de sablage.
Ceci va permettre aux responsables de bien choisir les paramétres de sablage pour une
productivite optimale. Il est a noter que ce modele est valide juste dans le domaine de
variation des parameétres predéfinis.
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En analysant 1’équation de notre modele, on peut remarquer que 1’effet du débit
d’abrasif, représenté par le coefficient 0.30875, est le plus significatif sur la productivité
et I’efficacité de la machine. Ce résultat théorique confirme les résultats expérimentaux
obtenus, car on a noté une amélioration importante de 1’efficacité de sablage lorsqu’on a
réglé le probléme de I’orifice du débit d’abrasif. On peut remarquer aussi que les deux
autres parametres influent aussi sur la productivité avec une significativité moins
importante. On a constaté aussi que I’effet conjugué de la pression d’air et le débit

d’abrasif, représenté par le coefficient 0.18375 est le plus important.

Si on veut passer des variables (paramétres) réels aux variables centrés réduites ou le

contraire, on utilise la relation de changement de variable de I’annexe F.

Ce résultat montre 1’utilité de notre modele mathématique car I’étude expérimentale
nous permet de savoir I’effet de chaque paramétre sur le processus, mais elle ne donne
aucune information sur les effets conjugués entre les parametres.
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Conclusion génerale

Dans ce projet, nous avons mis en place une étude sur les plans d’expériences ou on
a défini ces dernieres en se basant sur la méthode du plan factoriel complet, et on a
constaté que cette méthode présente beaucoup d’avantages, on peut citer parmi elles
qu’elle est la plus facile et qu’elle montre clairement les interactions entres les paramétres
d’étude.

On a présenté aussi toutes les étapes de constitution d’un modé¢le mathématique, ses
équations et les tests de validations, Avant de passer a I’application du plan factoriel
complet sur une étude expérimentale déja réalisée sur une sableuse automatique.

L’utilisation du logiciel de calcul statistique JMP 8 et la méthode des plans
factoriels complets appliquée aux résultats expérimentaux obtenus, ont dégagé un modele
mathématique propre a la machine qui va permettre a I’entreprise d’estimer la
productivité de la machine pour des paramétres de sablage bien déterminés, sans avoir

recours a I’expérimentation.

Apres détermination de 1’équation du modele et la vérification de sa validité on a
fait une application utilisant les paramétres de bon fonctionnement de la machine, On a
noté une productivité trés proche de celle calculée expérimentalement ce qui fait preuve
que notre méthode est valide et peut €tre utilisée par I’entreprise pour déterminer d’autres

combinaison de parametres optimaux on se référant toujours a la productivite.
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Annexe A

Annexes
La table de loi de Student

o 1 0,8 0,6 0,4 0,2 0,1 0,05 0,02 0,01 0,002 0,001
1-a 0 0,2 0,4 0,6 0,8 0,9 0,95 0,98 0,99 0,998 0,999
v =ddl

1 0,0000 ] 0,3249 | 0,7265 | 1,3764 | 3,0777 | 6,3137 | 12,706 | 31,821 | 63,656 | 318,29 | 636,58
2 0,0000 | 0,2887 | 0,6172 | 1,0607 | 1,8856 | 2,9200 | 4,3027 | 6.9645 | 9,9250 | 22,328 | 31,600
3 0,0000 | 0,2767 | 0,5844 | 0,9785 | 1,6377 | 2,3534 | 3,1824 | 4,5407 | 5,8408 | 10,214 | 12,924
4 0,0000 | 0,2707 | 0,5686 | 0,9410 | 1,5332 | 2,1318 | 2,7765 | 3.7469 | 46041 | 7,1729 | 8,6101
5 0,0000 | 0,2672 | 0,5594 | 0,9195 | 1,4759 | 2,0150 | 2,5706 | 3,3649 | 4,0321 | 5,8935 | 6,8685
6 0,0000 | 0,2648 | 0,5534 | 0,9057 | 1,4398 | 1,9432 | 2,4469 | 3.1427 | 3,7074 | 52075 | 5,9587
7 0,0000 | 0,2632 | 0,5491 | 0,8960 | 1,4149 | 1,8946 | 2,3646 | 2,9979 | 3,4995 | 4,7853 | 5,4081
8 0,0000 1] 0,2619 ] 0,5459 | 0,8889 | 1,3968 | 1,8595 | 2,3060 | 2.8965 | 3,3554 | 4,5008 | 5.0414
9 0,0000 ] 0,2610 ] 0,5435] 0,8834 | 1,3830 | 1,8331 | 2,2622 | 2.8214 | 3,2498 | 4,2969 | 4,7809
10 0,0000 | 0,2602 | 0,5415] 0,8791 | 1,3722 | 1,8125 | 2,2281 | 2.7638 | 3,1693 | 4,1437 | 4,5868
11 | 0,0000 | 0,2596 | 0,5399 | 0,8755 | 1,3634 | 1,7959 | 2,2010 | 2,7181 | 3,1058 | 4,0248 | 4,4369
12 0,0000 ] 0,2590 | 0,5386 | 0,8726 | 1,3562 | 1,7823 | 2,1788 | 2.6810 | 3,0545 | 3,9296 | 4,3178
13 | 0,0000 | 0,2586 | 0,5375 | 0,8702 | 1,3502 | 1,7709 | 2,1604 | 2,6503 | 3,0123 | 3,8520 | 4,2209
14 0,0000 | 0,2582 | 0,5366 | 0,8681 | 1,3450 | 1,7613 | 2,1448 | 2.6245 | 2,9768 | 3,7874 | 4,1403
15 0,0000 | 0,2579 | 0,5357 | 0,8662 | 1,3406 | 1,7531 | 2,1315 | 2.6025 | 2,9467 | 3,7329 | 4,0728
16 0,0000 | 0,2576 | 0,5350 | 0,8647 | 1,3368 | 1,7459 | 2,1199 | 2,5835 | 2,9208 | 3,6861 | 4,0149
17 0,0000 | 0,2573 1 0,5344 | 0,8633 | 1,3334 | 1,7396 | 2,1098 | 2,5669 | 2,8982 | 3,6458 | 3,9651
18 0,0000 | 0,2571 ] 0,5338 | 0,8620 | 1,3304 | 1,7341 ]| 2,1009 | 2.5524 | 2,8784 | 36105 | 3,9217
19 0,0000 | 0,2569 | 0,5333 ] 0,8610 | 1,3277 | 1,7291 | 2,0930 | 2,5395 | 2,8609 | 3,5793 | 3,8833
20 0,0000 | 0,2567 | 0,5329 | 0,8600 | 1,3253 | 1,7247 | 2,0860 | 2,5280 | 2,8453 | 3,5518 | 3,8496
21 | 0,0000 | 0,2566 | 0,5325 | 0,8591 | 1,3232 | 1,7207 | 2,0796 | 2,5176 | 2,8314 | 3,5271 | 3,8193
22 0,0000 | 0,2564 | 0,5321] 0,8583 | 1,3212 | 1,7171 ]| 2,0739 | 2,5083 | 2,8188 | 3,5050 | 3,7922
23 | 0,0000| 0,2563 ]| 0,5317 | 0,8575 | 1,3195 | 1,7139 | 2,0687 | 2,4999 | 2,8073 | 3,4850 | 3,7676
24 0,0000 | 0,2562 | 0,5314 | 0,8569 | 1,3178 | 1,7109 | 2,0639 | 2,4922 | 2,7970 | 3,4668 | 3,7454
25 | 0,0000| 0,2561 | 0,5312 | 0,8562 | 1,3163 | 1,7081 | 2,0595 | 2,4851 | 2,7874 | 3,4502 | 3,7251
26 0,0000 | 0,2560 | 0,5309 | 0,8557 | 1,3150 | 1,7056 | 2,0555 | 2.4786 | 2,7787 | 3,4350 | 3,7067
27 0,0000 | 0,2559 | 0,5306 | 0,8551 | 1,3137 | 1,7033 | 2,0518 | 2.4727 | 2,7707 | 3,4210 | 3,6895
28 0,0000 | 0,2558 | 0,5304 | 0,8546 | 1,3125| 1,7011 | 2,0484 | 2.4671 | 2,7633 | 3,4082 | 3,.6739
29 0,0000 | 0,2557 | 0,5302 | 0,8542 | 1,3114 | 1,6991 | 2,0452 | 2,4620 | 2,7564 | 3,3963 | 3,6595
30 0,0000 | 0,2556 | 0,5300 | 0,8538 | 1,3104 | 1,6973 | 2,0423 | 2.4573 | 2,7500 | 3,3852 | 3,6460
40 0,0000 | 0,2550 | 0,5286 | 0,8507 | 1,3031 | 16839 | 2,0211 | 2,4233 | 2,7045 | 3,3069 | 3,5510
50 0,0000 | 0,2547 | 0,5278 | 0,8489 | 1,2987 | 1,6759 | 2,0086 | 2.4033 | 26778 | 3,2614 | 3,4960
60 0,0000 | 0,2545 | 0,5272 | 0,8477 | 1,2958 | 1,6706 | 2,0003 | 2,3901 | 2,6603 | 32317 | 3,4602
70 0,0000 | 0,2543 | 0,5268 | 0,8468 | 1,2938 | 16669 | 1,9944 | 2,3808 | 26479 | 3,2108 | 3,4350
80 0,0000 | 0,2542 | 0,5265 | 0,8461 | 1,2922 | 16641 | 1,9901 | 2,3739 | 26387 | 3,1952 | 3.4164
90 0,0000 | 0,2541 | 0,5263 | 0,8456 | 1,2910 | 16620 | 1,9867 | 2.3685 | 26316 | 3,1832 | 3,4019
100 0,0000 | 0,2540 | 0,5261 | 0,8452 | 1,2901 | 1,6602 | 1,9840 | 2.3642 | 26259 | 3,1738 | 3,3905
200 0,0000 | 0,2537 | 0,5252 | 0,8434 | 1,2858 | 1,6525] 1,9719 ] 2.3451 | 260068 | 3,1315 | 3,3398
o | 0,0000 | 0,2533 | 0,5244 | 0.8416 | 1,2816 | 1,6449 | 1,9600 | 2,3263 | 2,5758 | 3,0903 | 3,2906
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Tableau de la loi de Fisher
(n-, P) (p-1) degrés de
degrés de . .
I liberté
liberté
Pr 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

0.25 5.83 7.50 8.20 8.58 8.82 8.98 9.10 9.19 9.26 9.32 9.36 9.41
1 0.10 | 399 49.5 53.6 55.8 57.2 58.2 58.9 59.4 59.9 60.2 60.5 60.7

0.05 161 200 216 225 230 234 237 239 241 242 243 244

0.25 2.57 3.00 3.15 3.23 3.28 331 3.34 3.35 3.37 3.38 3.39 3.39
2 0.10 [ 853 9.00 9.16 9.24 9.29 9.33 9.35 9.37 9.38 9.39 9.40 9.41

0.05 18.5 19.0 19.2 19.2 19.3 19.3 19.4 19.4 19.4 19.4 19.4 19.4
0.01 98.5 99.0 99.2 99.2 99.3 99.3 99.4 99.4 99.4 99.4 99.4 99.4

0.25 2.02 2.28 2.36 2.39 241 2.42 243 244 2.44 2.44 2.45 2.45
3 0.10 5.54 5.46 5.39 534 531 5.28 5.27 525 5.24 523 522 5.22

0.05 10.1 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 8.89 8.85 8.81 8.79 8.76 8.74
0.01 34.1 30.8 29.5 28.7 28.2 27.9 27.7 275 27.3 27.2 27.1 27.1

0.25 181 2.00 2.05 2.06 2.07 2.08 2.08 2.08 2.08 2.08 2.08 2.08
4 0.10 [ 454 432 4.19 411 4.05 401 3.98 3.95 3.94 3.92 391 3.90

0.05 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00 5.96 5.94 591
0.01 21.2 18.0 16.7 16.0 15.5 15.2 15.0 14.8 14.7 14.5 14.4 14.4

0.25 1.69 1.85 1.88 1.89 1.89 1.89 1.89 1.89 1.89 1.89 1.89 1.89
5 0.10 [ 4.06 3.78 3.62 3.52 3.45 3.40 3.37 3.34 3.32 3.30 3.28 3.27

0.05 6.61 5.79 541 5.19 5.05 4.95 4.88 4.82 4.77 4.74 471 4.68
0.01 16.3 133 12.1 114 11.0 10.7 10.5 10.3 10.2 10.1 9.96 9.89

0.25 1.62 1.76 1.78 1.79 1.79 1.78 1.78 1.78 177 177 1.77 177
6 0.10 3.78 3.46 3.29 3.18 311 3.05 3.01 2.98 2.96 294 2.92 2.90

0.05 5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 4.28 4.21 4.15 4.10 4.06 4.03 4.00
0.01 13.7 10.9 9.78 9.15 8.75 8.47 8.26 8.10 7.98 7.87 7.79 7.72

0.25 1.57 1.70 1.72 1.72 171 171 1.70 1.70 1.69 1.69 1.69 1.68
7 0.10 | 3.59 3.26 3.07 2.96 2.88 2.83 2.78 2.75 2.72 2.70 2.68 2.67

0.05 5.59 4.74 4.35 4.12 3.97 3.87 3.79 3.73 3.68 3.64 3.60 3.57
0.01 12.2 9.55 8.45 7.85 7.46 7.19 6.99 6.84 6.72 6.62 6.54 6.47

0.25 1.54 1.66 1.67 1.66 1.66 1.65 1.64 1.64 1.63 1.63 1.63 1.62
8 0.10 | 3.46 3.11 2.92 2.81 2.73 2.67 2.62 2.59 2.56 2.54 2.52 2.50

0.05 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.50 3.44 3.39 3.35 3.31 3.28
0.01 113 8.65 7.59 7.01 6.63 6.37 6.18 6.03 5901 5.81 5.73 5.67

0.25 151 1.62 1.63 1.63 1.62 1.61 1.60 1.60 1.59 1.59 1.58 1.58
9 0.10 3.36 3.01 281 2.69 2.61 2.55 251 247 2.44 2.42 2.40 2.38

0.05 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.29 3.23 3.18 3.14 3.10 3.07
0.01 10.6 8.02 6.99 6.42 6.06 5.80 5.61 5.47 5.35 5.26 5.18 511
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Conversion des variables réelles en variables centrées réduites et

inversement

Lorsqu’on attribue la valeur -1 au niveau bas d’un facteur et la valeur +1 a un niveau

haut, on effectue deux modifications importantes:
1) On change I’unité de mesure et la nouvelle unité est le pas est mesurée en unité
d’origine.
2) On déplace I’origine des mesures et la nouvelle origine, noté 0, differe donc de

I’origine exprimeée en unité courante.

Ces deux modifications entrainent I’introduction de nouvelles variables que I’on
appelle variables centrées réduites (v.c.r). Centrées pour indiquer le changement

d’origine et réduite pour signaler la nouvelle unité.

Le passage des variables d’origine, A, aux variables centrées réduites, X, et

inversement, est donné par la formule suivante:

- Ao: est la valeur centrale en unités courantes
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Annexes

Utilisation de la méthode de Student

Soient :
n le nombre de mesures effectuées.
X la moyenne des résultats des mesures.

U. (x) l'incertitude type combinée de la série de mesures.

Table des coefficients t de Student :

(n est le nombre de mesures)

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10
bys 12,7 4,30 3,18 2,78 2,57 2,45 2,317 2,31 2,26
tyo 63,7 9,93 5,84 4,60 4,03 3,71 3,50 3,36 3,25
n 12 14 16 18 20 30 50 100 %

b 2,20 2,16 2,13 2,11 2,08 2,04 2,01 1,98 1,96
fag 3,11 3,01 2,95 2,90 2,86 2,76 2,68 2,63 2,57
q, 0,28 0,24 0,21 0,18 0,18 0,12
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