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Inlreduction
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premier chapilre

[ T —

rappels sur lesforclions de transfert.

L. Founclion defransfer! des systémes scalares.

4.4. définibion - la Fonchion de fransfert dun sjsi'e'me scolaire

lineoire el invoriant esh le rapport de la frans formée
de o reponse dv g );sf'éme par la fransformee dv 5:'3;131 dentrée cor-
r'c’sponclani'.,
les condifions mitinles dlants nolles oo le sysfeme est inilialement au
r'cpos W

Uie l Y(?
===l Hip} >

Y (p) = H{p). U(p} =3 H(p) .:_.___Y(P)

U (p)
ou: U} : est lafransformee do Laplace d= la grandeur dentree
u(t. Ulp) = L {ult}}
Y{p}: est ia fransformee de Laplace de la grandevr de sorlie
GE Y(p)= L {1y} ]

H(P}s est la fransformee de LaFiace de la fonchion de trans.

_Fart dun sysleme dont la r'cfponsc impuls;onne”e est B(ES
Hep)= Hp)=L{ ]

A.9. Caleul des fonchons de fransfert: Soif le cireuvit sowvant

ACE

-‘-t-..-y L
o ~YYY
C - R ; TU‘(&%
- K. .9 *
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la grandeur dentree esh L(H dont la fransformée de Laplace est I(p)
L1ilbi=T¢p).

la 3randeur de sorfic esl U(H dont lalransformde de Laplace est U(p)
-f{ ulel = U({?J

iz schema 5ym£a!:'quc du cireuil Pra’ce’dcnf’ ast

1) Ly, Le
W i.[q" . ]

4
cp
O ]

ICp) = Ta(p) +1g(p)

() R Vip)

O ————Q

dons la maille @) ona:  I1aER _ 1, p) [LP+P]
Cp

or  V(p)=RI:(p) == Ie(p=_Y
"R

J‘oﬁ Iq(PJ::: C?ER+LP]I2CP_)=CP[R+LP] \;(PJ

5 - Vi(p)
o Tph=Le+leld= ZE[14Rcp +Lept]

alors H(p.\ — \’(p) — R
L 1+Rep+icy

A_3_ Fonchion de ransfert de syslemzs scalaires associes en chaine.
Y

u = LA Ya
(p) _,_Mpx_ Y (p) [“(Pj v P[_—_—_—:HnCp) (p)

b




en apph'quan?' la defimbion de la fonchionde Fransfert achague clage -
Yalp) = Halp) . Ulp)
Y'i(f') = Ht(p). Ya (p) = He p. Ha (p). U(P)

i

L - R M M s = o w wmew W AN W e —m e ow o

\"'n(PJ:: Hn (p}. Yn.a (p)

dov: Yn (p) = !: Ha(p) . He (p). ._.__v-_..Hh(P_}} Ui(P)

d'vne fagon generale :

H{p) :l\; H: (p)

done la fonchion de fransferl d une chaine de syslemes scalaires ,
lineaires el invariants esh crgnlc av Procfu'n" des fonctions de fransferl

des ‘.fysf'e:mu ASSOCTILS »

4. 4. Fonchion de transfert de sysfemes scalaires assoctesen poralléle .

on a Ya (p) = Ha(p) . UCp)
\:z(p} = Help). U(p
Yo (p) = Hun (p). U(p)

.9



doi YOIVl + e lp) + ok Yulp) = 23, ()

ou  Y(ph=Ha(p).Ulp) + Halp).U(p) + -+ Hn(p). U(p)

dbﬂl 'FGI&'-OH 31%@1‘0\0:

s

Hlp) = 2 H, (p)

A=A

done la fonchion de transfert d Une associalion en Pam“éle de sysfémas
scalaims, lingaires el invarionls est c’gale a la somme des fonclions de

transferf individuelizs.

I . Fonclions de fransferf des syslemes mullivariables

9 4. Malrice de fransfert. Comme un s_);sl'imc multivariable Possia’e

(m xm) réponses s'mpuls'mnnc“es il

Posséée nacessairemen’ un nembra e'SQI de fonclions de I‘rqnsfcrf‘a]u':
sonl rcparh'es de la maniere svivantfe :
2.4.1. peur une sorfiec de rang A G lmfwﬂe m rc}wnsds impulsion-
-neiles h"d (¢} sonl associees (4=4,4, ..., m), ondoif donc peévoir
. fonctions de Fransferf H,:.g (p) .

H:glp) = LA h;q (v}

H,i:a(p} =d hie (B}

H;:'m{f’j zdf { Lli‘m 5‘)}

2.4.2. poor A ollant de 1@ N mous avrons M combinaisons de fonch.

—ons de transfer! aamlogucsp auvx P!‘at’cc’:!&nfcs

6.



dos: izt = Hu(p) ; Haalp); ... . qu(pJ
A=l = Haa(p) ; Heelp); ... .. ; Hem (p)

. A o o  S—— —— R e T I e —

j!'.:'ﬁ = :HM(P) ; H?‘u(p)_,-,...._..anm(P)

les (mxn) fonchions de transfert conshiluent les élements dune malrt

ce qﬁ:a!e’é : malrice de Fransfert Formee de n lignas ef m colonnes .

] H«(p); Halp) ... .. ... H«'m(P)- 3
Hip) = Healp) Heelp) ... . Helm(pJ
: H;u(p) H;\!(P) Joegy, Hn.m(pL

la malrice de transfert est done kee ala malrice des reponses impuhL

.Qt\ncuﬁ [;l (ﬂ} Par lq re Iaf"r'on: H (,] :[{[ A(HJ} :
on conslalz que cette relakion genéralise celic des systémes scalai

i Propriefe de la malrice de fransfert

2.24. on saif que la ra:'ponsedc rang A diun sysleme molfivariob.
-le, lincaire , invariant esl donnea per la relalion.

» Yi(p) = Hiq Cp).Us(p)+Hizg Cp). Ug {p) +~~--;+H1m(p)-Um{p)_

2.2.¢2. lorsquz A varie de 4 & M on aura des relations analogues

Ya (p} = Haslp) . Un {p} + Has (p).Usz(p) + - ----- +Ham(p).Un(p)

Y2 (p) = Har(pl. Unlp) + Hax(p). Un(pj +------ + Hem(p)-Unlp)
Yr;fpj = Hnalg). Uy (p) + Hnt {p). Us (p) +--~-- +Hnm(P).Uu(@) :
7
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‘ou [Y(p)] - [H(p)] . [U(p)]

calfe relation generchise celiz des sysfemes scalaires .

Vip) I:H:"‘(‘P""""} | YCp) Wwipil ‘[“"“"} { (p““"}l Do)

Systeme scalaire sysleme mulFivariable .
2.5, Exm_v_?,:_»!g_ Seif un sysi”é'ma a devr en'raes ¢f deux sorties

mpréscnl‘g' par iz schema s, m&oh’:’uz

Uslp) mmj*____..g. Yalp)

Vel o W)

le sysfeme est suPPosé mihalement av rapos ef Je::r;f'f}arlcs cé‘uqhbns :

Gk gy =t Ue [eY G+ YaG) =pUntp)+Ustp)
gy +y, =LUs-Us Ya(p) +p Ya (p) =~ Un (p) + 2 Uelp)

apres tasolvbion do sysiume &iz:quqhans an Ya(p) of Y2 (p),cn trovve

Yatp) =2 ¥4y (oy 4 P‘—i Us(p)

P -1 P =
Ye {p) :-Zf;fm Uslp) + 2p-1 Uelp)
p-~ 1 pi-1
e 2 =
{ P+ 4 Fl..E {
Ya(p) e o | [t ()
e é‘
g o4
L.Yi' (P') “;‘i*:%"“ ;MQZT J L Uzlp)




onai Y]z [He ] [um]

avec : = )

i p+4  p-2]
Yalp) Usl JE 2

[val=| )5 [uol=| 0 fuol) T 7

Y p) Ualp) ';;-? ff-}

A e - d

BL_ Péles ef3éros des fonchions de fransfer!

MoUs SOvONS que mous
pouvons l‘oc.jwrs ramener une Tonclion dz lransfert don 5)'sl'¢i'm¢ ala

forme svivaale .

T T
AP d-meee +9PHGe  D(p)
3.4. Par définition les racines dv denomnalteur D(PS sonf las F::Iu
dela fonclion de Fransfert. Soicnt Pa s Pe;
D(p) =0 , alors;

wevg B les racines de

Dp)=Cp-p(p-pe)------(p-pu)-an

3.2. Par definition los racines dv numerateur N(p) sonl les zdcos de

la fonction de hransfert » Soient 34i305 33m fes racines de N(p)=0

alors

N(P) = (p-3,)(p-32) = - (p=Fw) - bm

5.8 comphz -Fenu de ces devx ddfinikicns la fonchion de fransfart

gera s

Hp) = NP _ K 1-!; (P-3:) avec k=bm
'D(PJ "EI;(‘:“FH)

. 8



N. Syslemes arclour ou systemes boucles .

4_4_ Genéreliles

Generalement la relation enle lentree ef la sorfie

esh modifice par des enlrees secondaires ( perlurbalions) qui sonk hou
-jours presenfent | lors clu'on affiche cerfaines valeurs de la comman.
-de , on nast pas sure en Prqh'qug que la sorhie avra la valeur desi.
-ree. Pour remedier 4 cel inconvenient on boucle le sy.sf’c;nc de ma.

-nierz o ramaner la aram‘cw en surplus de ce que lon désire .

Up)  + _ E(p) Y(p)
_ _T » KG(p) {20
Flp) Mo
U(p): est la Fransformee de LaP[qce de lq_amncfwr dentree i&(lj
Y(p): est latransformae de Laplace de la ﬁmr\clwrcle sorhe j(!-)
KG(p): est la fonclion de transfert de la chaine directe
F(p): est ia fonchion de Fransfert de la chaine de refour

ECp): est l'eearl anlre la 3mnalcur dentree ef lagrandevr romenés .

P!us lecarl est minimum plus le :g,'s[';me est bon.

4.2. Calcul de la fonchion de fransferf du sysleme bovcle .

D’apr‘e’s le schéma ci.dessus la fonchion de Fransfert est:

on q "Y('p) = KG(p). E(p) Y(pl= K G(p} . U(p)
s {E(P)=U(P)..Y(PJ-F(PJ e P

ov

H(Pj____Y(P): KG(p)
uie) 1+ KG(p).F(p}

10



Y. _S_El!:ui]iré.
5.41. Noflion de sfabihle”

on dif qu ‘un systeme est stable quane’ il fond
Q revenir a son efat inihal apre’s une perivrbalion. Jl estinstable quand
lfend a sen éloignar dqvqnl'aﬁe.

Parmi les méthodes d'¢fude dela stabilile dun ysrc‘mc,noos allons cifer deur
méthodess la méthode des poles el la méthode du Jiajrc.mme de Bode .

5.0, Ef‘udc de la sfabilife’ par la méthode des p?:-lles D’aPra’s edhipi

-h'd! ._E._ hous avons ramanc’ fa Fonch'on c]e l'ran.sﬁ!r}' S0Us |q ‘rorme:

Hepy NGB _ ) 1.1, (P-3:)
DR .1 (p-Pi)

Pour c’u’an sysfeme soil sfable il 'Fauf'qu:m ail: -l’j: (P"Pg’):o
admel des racines G partic reélle m:fga hive.

Si la Parhé reelle esk nulle on esh & la limife de la stabilite .

P—-pa-:o = p:pd:::q+g'b

a>»>o le systeme est instable
=0 limita de stabilite”
a<o le ysh‘mz est stable.
]mqg'mqire
x a<o a=o (limite deshabilite)
stabilife”

x >0 (inskabilité)

» reelle

M.



45_3. Eiuda dela slabilite par le diagremmc de Bode . onale sysféme.

u Ep) 1 (e
(p) L_i& iKGfF.-‘ P

=] Rl e

Pour ¢ludier la shabilife de ce systeme par catte methode, on doit éludier la
fenchion de fransFert en boucle ouvarte. Lo Fonchion de fransfertde ce
s'ysf'eﬁrnx en boucle cuyerte eskh: H, (P) =K G(P},. F(P)

on fracera le J:'agrammc de BSde en amplifude elen phase.

Pour que le systéme soif stable , il favt que pour lafréquance Wep pour
laquc”e le clépinas:ase ast (-}, le module da H,(p) en decibels soifat
-gafif c'est.a.dire

20 Log IH,(P)! < O

12



deuxieme chapilre
heorie des variables dglat

L. Nohon d'dlfal: Iq theorie moderne des sysfomes repose sur

la notion d'¢tal, on va montrer qu'il est indt'spm
-sable d'attribuer un etal & touf sysfime .

4.4. Attribulion d'un éfat & un systeme .

U affribution d'unclalt G un 5)«_;_.
-leme st intuitive . Considérons per exemple scalaire dont on lui appli.
.que un sianql dentrde L (E).Ca signq! nous donne une reponse 5((1:]
Le signa| denlree ef la réponse de sortic seront lics par une relation

§ = f (4). Nous savons qua la connaissance de cetle relahion ehdu
signal denlrée ne nous permel pas de déferminer complefement I réponse
dv sysfeme , on aura besoin des condifions inhales afin de délerminer les
conshanfas J‘iﬂfi’grah’an de la réponse.

Examg_f_g_. Soil le circur'!"e'fcc!'ﬁa’ue suivant:

R
+ O~ _._,._.,.M O osons! ‘U’{E): g(&)
e(y A (k) C -L va j {e(_{.): L)

b ..

e(&):R,i!tJ+€_/,£(£)dt- => [Y+Y=U| si:Rc=A

o

Re;o!voﬂs celle c'ciuaﬁon. Lla solulion de l‘czlml'fonsnns%ncmbm esf:
- . ‘_t
Py =0 =D i::...":;.fn :—t-!-'hk:f-'# =ke
i+ i s J
la solution 5-z'n¢'rai¢ par ia varialion de la constante est da la forme :
g::Ce’t—_-—_» ce_cet+letzu = C'= uet

Si on avaik g(t}: Uit} = Q-b onavra C=1 =3 C=F+a

ot 3&}:::: tetiaet = (¢ raye~*

15



on consfale que pour deferminer completement §(H W nous favtune donnee

supplemenfaire pour la deferminalion de. a. : :

prenens  Y{o)=4 onavra a=41 clla refpanse - (H=e +t.¢
13 g(f-’,’ =% onavra az=¥% offla M;pansa 4y (t)= 46 ket

Lar cane%:,-gnf , Ce s/sfcba bren Gue sollieite” par le meme s.:'ynaf e({):&t
fournit avtant e m;pyq:u gue j{.y ngw‘ /:rmd?e de valevrs. Donc |a datsr
minalion Jétnifive de lione da cas rcjomnes exige la connaissance da:

o é%vnffbn 70.; Jeceil le Vsl‘;ma

% 5:’5::41 goi le sollicite

~ lavalevr initiale de sa réponse. Celfe derniere donnee Jé finit 1Gkat
inifial du sysfa‘}wc .

Un s’rsfcl;u decrit par vae a'?uaf.rbn differantiolle dordre 4. Possic{e un

Jfa_i‘ inctial definr rsi!ns vn espace a vne metnsfan

1.2. elalinihial d'un sys?‘éme !

Soit un S/sf‘ﬁmz scalaire rc’gii‘ par [ '(éoa.

iR eetinke 2,y iy T a,§ + 2,48 = bo Ut

00 les coefficiants Q. et by sont constants .

Jest evidant gue la s=lubion de fﬁ%vai‘:’on sans second membre ait
n Constantes Ca;Cq;. L Cn . La solution Parft’cv/r‘c}f qe contienl
pas Je constantes denc la solvtion 3¢'ném|¢ contiandra M constantas .
Poue las detarminer on doit ayoir W cenditions initiales . Choisissons
las valawrs inibialas de 3"({-/' ot de ses (m-4) derivaas: ’(aﬂ J i(d;- 3 y{‘-d{oj
&marﬁuans gue si ces donneas sont modificss sans gue /e signal Jenrée
Ut le soif / les W constantes seront modifiaas d'03 la medification
de la m{fanse y (&.

A



les n nombras a[jéLrit,ucs b (OF jfe} L gh'f"’(o} 5on§.cionc caracteristi.
-ques du sysleme a linstant bzo , ondif qu’it’s définissent son éfatintfial
on Fu’/‘a!ars le rcl,-rc’scnf'cr par on vecteur 70‘05 nfpcz”er.a. vecteur detat

nikial dv s/vsh}ne o ?w' avra la 'parmc saimn}‘e

i r 3(0) L g(é’:}

X (o) = gH s¢ £5£0 onavra: X{&)= g[k’} }
N P ECR))
y %) 4"

A.3. Efkal d'un Syﬁféme a vn nsfant donne

done facon 3£n;rafc,anpwf'
formuler le vectaur d'¢tat a un inshant ?uclcom‘;ua . par:

g
;Z([.J = g(ij — cehfe rcfréenf‘nh’an ast dite veckaur
(u-1) de Pﬁasz, carlafat ast a.xpra'me' an fonc.
L 3 (H- tion dela reponse et ses J;n‘ veas .
en posons: /ﬁ (6 = x,08) EAGE

g(ﬂ A .}?(l:) e xg UE)

g"‘""(é).—. Xl EXCH

on constale gue la notion Jd’ctaF :ﬁgf’:‘que gue le vackeor detal est ‘{;ncﬁm

Ju f‘cmf;. Ce vccl‘eur évofue a Pat‘f’fr‘ Je sa Va'eur in;h'a.lc J ccH‘c Pl’ﬂjms.

.ston n'est doe qu ‘e {ackion du sfﬂna‘ d\H;!fciu; ay S)fsf';m¢. Donrc fe signal
entrec rassé de devx rra’:m'c" fes .

—J! commande Ia rfponsc du s_‘ysl‘e‘mc

= commande |&volvlion da levr état.
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1-4. Postulat de la théorie des alals .

La dilermination a che.qus insk.

conl de |akat d'on sysfeme el de sa ré‘oansa novs met davaat Awéfefmuéme.
Pevr ramédier 4 ces Prabk‘mas of trovver lasolotion , un cerbain nombre
de donnces esk nacessaire. Cos deonndas sont fovrnies parls faaﬁfu/a}‘sa}vanf:
Rostulat Fondamental . Lekat ef Ia ré?ansec!:)n Eysl"e‘me Peuwnf‘ éfre
délermings a Fout mskant_E. a condition de connailre .

a ). f::’fuah'an r?w;' le deerit.

bi. letat Jansle?sfa.’i!'se trovve & va instant donns - Ea.

c) /e s{jna/ 79’; fo/ ast .aﬁpf"?o'e’ de linsbant o a (instasf  F.
1.5. Formules fondamentales .

1.5.1. Vecleor d'enliee ; vecleur de sortie
Lolt); gl . . My (&) élant des signaux t_AFr.‘fﬁueés & lantrae dim $ys.

Aeme of Pavvul' done éfre consideres comma les ComFosnnf“zs dun vecleur

quc 12’% aﬁpaﬁtra vecksur dﬂdn fr;: U“.') .
Ne méme s Jilt ; Je W .., Fn (4 sont les rc}ar:n: Ao Sj:f‘e'f)m, /e
vcc‘l"cw' Jc 54#’!!‘@ Sa e Y(("J.

J:u: H - aqu —it i 340-."
Yt"chwr d :znﬂ'rmg = U ( 5) = | Uzl of vé'c:’".sw da sartie= Yl'l‘} = 3, &
Umlf PRC

1.5.2. expression du véclewr d2fal d'un sysleme .
Du Posfvfaf Ffondamental de la théorie des &lats onen deduit que le

clteur délat avra laform : - s —
agiegs © X =F{Xk; Uttt ;¢

dent las meoianh’i secont
2 == {X(t,)_; UL, b, Ej L2412, . m

16.



1.5.3. @xpression du vecleur de sorfie d'un sysleme

Dala méme maniere gue /ore'cea’:mmf e:‘a"}oarfir dv fasfw::f' fonda

~-mental | levectevr de sorfie avea la forme

Yt = G{XtL) Utk b); ¢ )
Ji = X UL ;L)

dont les c.om/pasmsfes seront:

I _Vecleur détal

la Fheorie moderne des sjsi‘e\ms est basee surle

rofe imfarfam‘ gue jove le vactevrdtat, la connaissance de ce v;c.
~faur ast z}:d'ispema“e povr la datarmination Jela reponse, [efvde
de sa stabilits”, lamélioration de ses fpe'r'y('arnmaces S ek,

Les cnmfcsanl‘es dz ce vecteuvr sonf aﬁog/és variables Jd'efat et sa

Jdotarmination est dre auvx ¢}wnf(bn; dtat .

1. Variahles d¢fat

L'étude de /éaa{yn ef de [a 5jnHm'sc das sys

Lémes f‘mfo:cnf‘ le cholx oe variables d'dtat. :

La mélods Jes éfats gst caracterisee pacvne 3ram-fe $o u//usc cesh
-o-dire 9ve le choix des variables d'ebat w'est pas limi loti £

2.4-1_ Variables de ?hase

les variables Je phase sont constilveas
par vaz fonclion at ses dériveas svccessives .levectavr Je fslmu avra

pevr composan fas :

X, (k) y iy
= 4 (¢
xy (8 y &y

fes variables Jefalmse ne sonk pes fogf'auf.s observabizse ov mesurables

\ 7.

S er TR Y



L. -
2.4.2. lesvariables doudes de mémoirs

on arrcﬂc variahles <“ dovees
de mémeire 9/ les variables 7:;} re/anr'unfcn! (etat das wm/oasanl‘s don

sys!‘e}rgf ?w' sonl c::fa“cs d2mma jau'ncr de febeﬁyak j

£
Exemp/c g i'efne?jf'c cmmajas:'mfz parvne selF ast. WL:::.;... L,i.‘ -:- .g |

fr r - 3 L Z z
= f. ueaj;'e zmma3qsin¢e par vne caro.ca[': ast: Wc :.;_. Cr = %.%
Ramar?uass 70-; la rc}mese d ua 3y Fema est :ko’c}m:/a»l‘c
Jv clwig de ses variebles Jfé'/'a‘f :

2.9 _g_c;uqﬁl;ms délat,

2.2.1. définition de !aéuaf:;n d'élat.
lavalave initiale X (k) dvvecteur rcfwe'smf'ah"f‘ X () de cetebat
at Jo signal dentree U doit wous Jeterminer [atat Jo sysh"mc :

Parmi les méthodes 7.9:' e;aus)pcrrhc.ﬂ'enﬁ' d obtenir ce resvltal, la P/vs
sme!& consiste & former el & resovdre un sysl"&me o’:@:m tions diffe.

-renticlies dordre .un. de forme gern;rafe A

x":iﬁ (xQ ;xl;-.-)x“ ;k,,ﬂ“...,uhjl:) j'.!:,.(oj Conny

M
JC‘Z_:_,_ Ie (‘-‘«!C,, , X8,y Xy, § Ay, U, -y Aom ;é) ’ x’-[-) Cosny

L4

Hp= 7{-;-; (2‘4; Xp)oid Bnygily, Yy,..., J‘-‘-M}t) 3 %y{e connu

ouLim: x‘i:f:{X _;U‘; t’) avéc ; .11:4,2,...,11,; x‘;{ﬂ)w:mv

soif encore !

X =F[Xw; Ut ;t] 5 Xt conna

2
£3
- W ome



la relation PréEJJenEa ast Qﬁ:d{e -EQUATION D'ETAT.
son Frattement par les machines & ¢be” {M';!Eé'g’ gr&'cs av choix da sa ‘fbrms

?w' est vne éfuat‘rbn differentielle vectorielle dordre [unite.

2.2.2. Formulchion des équqhbns dekal .

comme Jes ysée‘me; owd.
cels nevs nowvs mferrzssons sont lingaires L ils doivent alors veriFier
e principe de suﬁo.zrf!asif;'zm 7:};’@:!‘ le suvivant ;

" = - ' -~ :
S¢ 4.8 Jol¥, - SE% (t} sont fes repens:ss dun s;y.sfcmz Qux Si-
-anavx denbree 4,04 ; Uylly | Uyl 2gissank sc’fam’mu.‘ , lars .
~pense de ce sjsf*c‘me & bovle combinaison lhdwire deces sighawx
d sntrec Z @, 4yl asf fa méme i le combinaison findaire des

.

4 Lw b e

Stgnavy de sorfiz L., ;{A(;"J

be e -ﬁ::’" e 8 Pe‘y:‘ !}.f:; r‘é/p feignﬂt’f‘ ’par /¢r e';ua'f?‘:m; ﬁeffi{fafiﬁs .

X (6 = A, X +8. UK
Y8 = C8). X +bs. Ty

06 A : B’C , D sonf olas matbijces de Srmiensions nuf::‘tfv'ms (‘l-nr:y i
(hxed; (sxn) ; (4xea)
-5/ [e s/y:t{e‘nw est invariant dansle f‘cmfs (stationnaire] les ﬂunl’rcs

malrices sont constantes cosk 3. dive z'nch}mufan(‘es Jdv femfr-

X(6) = AX(E + B UK
Y =X +DUH

S8 e s)'sf‘a‘mz est avlonome cushc.dire aboidenaes alui. mame
—

sans commande [ U = Q,.) , fes u%uof:’ons deviennant -
é

bl

A8,

AT Iy Rp T pa W



- ¢ de plus

, Hest lindaire :

e
X =Aw X |
Y S E0 u:; J

R L RS P— B S S ——

A v malrica &vaiu?’feﬂ

. r 0
maliice d Dgs.m rvalion

N

malrice de ransmission

. g1 ¥ ;-
malrce o mppl:cc{?ian cde la commande

diracts .

commignde | : : - X
e Zaf‘rices ._?,Ef o observabion CX
{ ; 2 '
u- i (A B X £
: +§ sorfie
l{ .
| 5 Y
Lol fransmission
mmmmmmmmmmmm ’ - i o sote - . - -
directe. D —
DU
commande L, /s £ = S B
el il N Kaf}'mes ._.E_{f_f__; observahon ._C._.,)E
L i af B \ i
: D 4 e N
: SO!”'IE
L] “h--;-
: -ty
e i e S el f‘ransrm*ismn i
Qlirae scatairy _J:lre;ra“ D Ui
i P DU
Y
_20.




g.2.= Mui‘r{;a de fransfert

R

-&}quf‘ir dela fransformationde Laplaoe
avy e’imf‘fms d¢tat et d'observation ,on Peczf‘ détarminar la matrice de

bransfFect
o il

S i o — -2
X =AXlS +BU® [pXipy X, =AX()+BU(p)
e - s s —

O =Cx 40U | Y =CKp) +0Ug

» - s . 11— T
Y(p) =L [pIR»A] X, +C i[.f’ln“ﬁj BUG) +DUG)

50}?63#‘“5 Gua lag conditions iniFiales sont nolles.

d'ov ? 7
E e
[

e - —s

Xy =Lp1, _AT BUG

- p LI -
ii‘{(;} =C{pl - P-j B Up) +DU(p)

v } r r ’ ' iy s
lo malrice de FransFert ash la qeneralisalion de la Fonction de frans.
%)

Fert Hz 2 d'un systdma monovar’able . fas dimensions (4,¢)dels

Ma*}"rica a.'-gs:E i‘a"-a:ﬁz}'fdl'i’ Soﬂ{' C&ﬂ@& d‘d’ ysf‘a‘mq

R s s

las elemeonts da lg malrice de fransfert sont des Fonelions de fransfart
entrs uag Ce.:rr.‘iaosanf‘a de |‘anfree e une camrasaﬁf‘a da sorfie

5’,‘;,} = .E,.i (P)

8 ugj



0P = | 5iaG) -5

POW‘ uns)ys,"s‘nm a: 5 eﬂ‘}m’e; afb b4 Sarf-;'es on averg Ie ﬂr‘aflu‘

Ay
hoag 7
Y

. ?——-—‘ L
‘uz ,_-;'3:!. Y

3*:‘,‘7"%.‘?__3&..“__’ .
#3 ...n...._,.__....,.,:'.%-‘i"h;

Rem&fq% : .]! hfﬁﬂ pas f‘at}purs é?Ui\fﬂliﬂCé’ Qﬂ"rﬂ lﬂ féFfG;!ﬂl‘G"iOﬂ

par fes ¢'?uczh'ans detal of par la matrice de Fraasfert, du fait que [a

malrice de FrassFart ne décrit qo'cm.r Fdﬂ‘r’a dne systéme. onditalos
que {a n}vre'sanf'ah'on d'élat nash Pas minimale ; novs verrons que ceei
pevh se produire farn'fuz le sysféme n'esh pas comr!il'emeni"jgaunma.
ble” o0 pas cam‘gféhmml' “ observable”. La matrice de Fransfert
n‘ﬁliga les Par‘f’ies iﬁjauvzrnqhiw al les ;}ars‘”{as tobservables du

Sysf‘é"me ef n'en :‘cz}or-z%a,n‘{‘c ;iuc les Parf‘ies ala fw's 3auv¢rnn“¢.s
et observalsles .

2.2.4. Relalion avec la malrice de Fransfert

ensat gue la sorhie
Y do s)’sf'é'mc esk liez a l'élal ek & lentres par 5 =Cx+Du

c.eH‘st rcs'qf'l'on i camPose cjrun f"erme s‘i'&rer z!‘ qua f‘armc -farcé‘.

Yp=Ce? - xte) = C®(b-ty. x(ty

¢ .

Je=C [ ¢**® B u(r)de +puwy
&y |

22




I3
oubion gz C S H ety 1@ dT + DU

dont les fransformees de L::.Fi-:w.e sont donnces par:
o -1
Y (R=C[pL,-A] X, +C[pL, -A] BUG) + DU()

s¢ Xo=0 ornauvra:
-4
Y(FEZC{PEH._A] BU({:}'&'DU(P}

la f;'gure suivante delaille Ia -}n@urz Fm'cé'dfznl"‘g, le role des differentes
malrices est bien -;;Pé.‘::"ﬁ'g’ d'ed laurse .af;fu”n!‘!'ohs a'éfcc‘f;'ves(g,a,ctn)

la matrice de frans fert est :

-
Z(p) =Clp1,_A].B +D

s -1 —
X={pl,-A] BU s
U(e) + 4 i clri-A)BU
—r—3 B ——3 e : -
: + e |
E ! ¥ Yip)
; ;A% "‘—l é—)
; +
i :
i i
=

]
.......1......._...._.......__..............._._.........._ﬁ.........._....*. D =t

la matrice de Fransmission directe [ est souvvent nwile, on dif alors Gue Ia

matrice de transfert constitve vne representalion propre .
cast le mime cas Jorsaw Gus Fonctions da fransfoet do syshime 3 = 9
Ay Aty

e Ja.gre’ da dénominatevr ook supe rievr & celvi duv numérateus.
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2.9.5. Emmpie soif [esysfeme 4 refour svivant:

U + U Xe A X4
__‘% p+4 »

l Xz o
, a3
588 s'?uah'om cile’f“qf' Sont: L
5 o
.X,, ‘5‘/(4 — U«-XE ) y “1- 4
ov sous foeme ma&ricjg"e: & 0 o
Y = 4 0: X

2.2.5.4. Bj‘punﬁe libre: la matrice de transition QA%JE lastank }JI‘G

a bt aurala 'POPMC.

i ] - -3k " -
-2¢ 4+3e — 2 %.i.e 3
zm-
= R ot _3f
6e _Be 35 3¢ -2¢

3 T
la réponse libre dv sjsll“g}nc avlenome a Par‘h'r de |'ekat inihial ['x,, 25;]

&t . -3t -2t -3t
:x:ﬂ(éj;—.(_ie +3e )x1°+(..e +e X,

sefa |

. ik -3k -2k 3t
I_“ (U:—;(Ge ...60:3 x+(5€ ~2e JX

la ra}aansz libre 4 la sortie ast:

HE (6) = xjd (8

24




2.9.5.9, Efpansc forcée & lantree. LU (¢

¢n vhlisant la brassformee de Lar!ace la fonction dedransifien sera .

[ p+5§ 4] P -
[PlzmA]J*— Skl el [G ’”s]
=y , "p+s A 2+5 26
et | o, fe et

la fonchion de transfect est

C[sz'-ﬂds =[1 o] LP ?:] m _ P

p£+5{o+6 p"‘+5p +6

aﬁPiu P re},ansz 'Por»cei' éla sortle Qura Faur +rqnsform.:

Yelpy= P 7
f(p) o5 eE (p)

9.3 . Réalisahion des équah'ons differentielles

les ¢r¢iua|':'ons detatne
sonk pas I‘mjours donndes sous une forme shandard. las cr.?uah'cns d'etal stan
~dard nous sont ian‘srcmn‘o\ﬁ,c ‘est poor Tuo} nous deveons appraendre
a converhir las é?ua'h'ons di fpercnﬁc.l]u en c}«mf‘!am detak standard

celte conversion esf'aPPele'h realisation .

2.3.1. realisalion des Jﬂuoj';ons h Eferentislies : Premier cas_

e T | —

soif le s)vsf'imc: U»(H s {:’«; ?&J
z,

2J



ohas gi“rz}_f a 3(#-!}_1__,_.‘.4- Q“j‘ +ng :bo‘u(a

Mt
et un S)’sh‘zm« scalaire et invariant, Prenons les variables de rhase
xz -‘j

S ¥
d

comme wvariables d'slal .

(n-1)
n

Fw’s?w ] ;'T:Jah‘an differentielle est ingasra L alors f;:iunh'an d 'anf' 701' lvi

. -
Serd Associes sarlag

X=AX +8U

Y e CX +D U
70:’ est vne 'ﬁ:rmz standard .
avac : 3. o :E:'.,..
% = [ ”] I RE "]
L% | 2, |

(%)
Qour parve Y@ une ‘f‘o."mn srandarcf, il '&wé Jﬁr‘iver les¢a! q‘hons :r =

el Je remnniuer ffue as ("ﬁ 4) Pramgat as Jrnvzes 5¢of¢ron}¢n F"ﬂvhﬂ'ﬂ

Je.s Va.rtaﬂ:ales L+ ] ef‘nf .

et la derives d'ordre (M) se Jdéduif de cTunfmn diFferentialle.

= ™ s {(m-1} L
:ac.n:g J::bad——vﬁn_‘g _-._._u-.._f-\,,;(..uaoté
Bl ey 8

26.



doi ; X, z0x4 + Xy "%'0’::_:3 + i Q e, F Ol
_:"z"“":O xﬁ*Dx£+ Sy -r----'"ermh +0u

»
L3

'x,\-::ib S o T

1%-0,X3—.....=-0 X, & bo U

ov sous forme matricizlle.

2,7 [O 40— 0 ©07[x 0
. 0
e | |0 oA Oy T
I — ) : £ ‘ A 1 :
: 0, 0,8, -aflz] 1t
e <N L~ e T 2 g M LTw T
ou bien: .

AX +BU
= ( -+
da ’:'us: ﬂ:":::g ,Ji-z';rif‘: y:x4+0xz+—-.+oﬂf“+0u

soib encora:

Y =[100--0] *& +foo-—0] T

x‘h
ov bran

:-.—..Cf+ BU

nous ovens dene converk: fza.i.mhon diFferentielle sovs latorme
si‘anar«J

Jnrerpm Fation : on Ftuf‘ refrovver le meme resvlfat a Far’fa'r da la

CQns‘f‘ruci"r‘on cafes ﬁ!‘qfal\es de ?'uancc :

wa  ON Far?‘e SUF UNE Mmeme L"gna les variables d'éfat af lavrs Jerivees
premicras, an infercalant eatre devs variables datal consecufives
la darives de celle donk |'indice ast Ie F!Us Faible .

T OB Pi!if('t?. C-La c;:;’t?u? JﬁrfiVCE Qavés sa v'an'alnie Jé’iaf‘ carre:foacfaqfe

=]



qafui‘ sa prim%ﬁva. C‘nac;us liais on symloaiiw va inl‘e'_zjraf‘cuf (I) Pw'u,ue
le sens de la liaison sefait de :f;j’ vers 2 (.}.._I__,@
x4 xq
me On rehe cha que derivee > a lavariable d'état ‘.'-t'a'“ immediafement
éjauckz . Le sens delaliaison se fait e Xjey vars '35"
le de liaison seront munies o 'une fransmithance e'qu'a &

Vonike ce ?wl s;ymbofise Jes a”’f lifieatavrs de 3a:'n (enite”

x. . x -
g+9 b of —
* § = MW=
f.‘ca‘: xd}-d o‘au: < ! * .
g :
i
\ xn—l: xn

ma Nous lz;qu,aﬁs a ﬁauchc de netra 3raph¢ la fonchin d enloas Uiy
of nous relions la dérivée o, & bovles los variables d'éhat A
—e, %y @insi ev'd l'entree U[H.

fovles les branches de liaison sont orientess vars ff,, el seront muaies

des Fransmitfances réspcch’v«s ~Q; =@y jenenjma, , ;-a, ek b,

qui symbolisent les (ns) amrliﬁ}:qf‘eurs -

U(n‘d ‘.i:,, x,. é.-g - g :;:-4 Xa
(@] /9 O
~Qn.g
il i Qq
-0

on remarque que ce 3:&1?%: traduil le relation

o T 0, Xy - Qg m@, X, b, U

e Nous Flagcns o dreile de ca sra‘p‘w la réransc du sysfeme y(b' ek nous

-28.




e novs ralions '3‘(1:5 a la variable 4'ebat Xy pacune branche orierto e
vers U] oF de Fransmitfance égm{e a Ponile” cest. a.dice: ¥=24

= Nous oblenons alors 2 3rqphz c.omf:irzl':

AL&J in I x’l 1‘: n-1

b 4 = 3

X 4 ‘.E.' I 4
/"‘@_w :
- /

" . ‘ 1 i - . !, ' .
Nous Grons Frace sans paine le Jm_njmma ehal a Parhr de Ir.cluahon At

a F - . . r [l
_Fe’rcnhaf!c, an va mam!‘znan!‘ Jafdmrz Iss ¢:quhans Jz'f‘af' assauc:'.s-

- En Veiyan" le Jr'aﬁramma de la droite vers la ﬂaud-se. on avra :

§ = Xg

A S 3

HeRe R

nT =X a%p ... 4b, U

-l 5‘3"“5 de sorfie est donne par fa relation : g - x4
nous remarcfuohs alprs qug;
o les variables d'éfal sont les sorfies des g.nhe(gral‘curs .

o le nombre des variabies d'ekal esk egal a l'ordre de l'e?'uai‘fon
HFférenticlic .

- o Foule Equahhn differenticlic dordre M. est realisee par-m.
c@yuah'on.s délat scalaires d'ordra " .

EXEMPLE: soib on sysfe‘M¢ a deur antrees ef deux sorbies .

o —— —— —

g4+2 94 =5u4-l’lj£

§t'3. =6 U, =

-29.



la pmmiire. éa]uahon est cecri
. - ¥ n L . . * te
la davxieme equahonu% decrife avsst par deux variables defat Xy 5%,

le J:’ajmmmc sera le svivanb:

Ua(E) L S x4 Yolt)
5 4 T g 1

X3 'j,, (E‘)

.

dv Jia'ﬂramnm on wa deduire |es équah‘ons detat do sysl‘é'me y
2] o 4 o off=] |© 0
ey 1=10 2 A Oflox, | + 3 O Ua
53 o 0 0 A|lxs| [0 O |LUz
g, | {0 A A Ofxy 0 6 |
da la e ¢ - — —>
i %X =AX +8U
aE -’Ij
g 4 0 0 OY|x,| |O Of}Us
Yl 1o 0™ O x;|Tlo ol|ue
LZYL:\;.~

de la 'porme '.

-50.



2.3.2 Réalisation des équal’fons differentielles — deuxiéme cas.,

soit le systéme : ) tnd (n-2)

. lm) .
g + Q‘_lg + qn-z’j o &y g.}.q'g = bnu +...+b,‘u+k,u

‘b’ob le ijLc da ‘ﬂuance. :
b

D= J»ckijnahbn de derivaleour.

& P - . - - e ¥
Nevs JG vens dl“’rﬂﬂ!l‘ Ics erivahwrs o D... PUJSﬁUFIIS ne san[‘damm; Uh’IIGS

an 5imulah'on . Daux cas Pcvven[‘ se )oragcnf’cr: m < N w mMmgn

2.3.2.1. Premier cas: m <wn

enmodifiant le grqphe Pré'c;écn}' nous obleacas

choisissens une variable delal_x,. ‘?”; veritic une t;e’uqh'on ditfaren.

hielle dela mame forme que celle du Parqgrq':im Prcrt,_édml‘c‘ul' ne

contient aucuna derivee de e .

sm}‘. (m) {n-1) e ( 1)
Xyt 4%, tomta,x, +a,x, = Uy

9,



Prenons les variobles de P!-mse comme variables défal d'oa .

xXg = 3.(:4

X3 T X, = x |

: 1 Xg xXe (2)
' (Tl"l) )

::x:q o :S'I‘;‘ﬁ i ’3('."_4

de | fz’%uah‘on 4} on Pcuf' deferminer la dérivee de Xy.

® (“) ™ (n-l}
Xy Z Ay quHym g 4 U (3)
:in:-a,;xﬁ._qqx S e -a,,X.+ U

QU Sovs ‘fﬁarmc maf’n'c:'e "e. onagyre

l":;._,"’ -

C
g ?

I

1
H
'
-

4 0
0 1-— 0 || g [U]
‘ 1

%] |-0,-0,-0,0. -a,,
’o‘l}' -;-ii —_— P

A = AX + BU

Pove dilermines Jrn'7ua|‘ion de sorhie , il faok faire afpamil’m les.m. premienes

decivees de WP & qu’h'r de {4) el lag rcmrlcccr dans i:z'?udfu'on de Jcrfa.!‘f

La Prem}é‘re derwation denne :

o ('hj Of""'.’ v e 3
‘ ey +qn_lx4 Hee+ X 49, = U
mais ’;l:':4 =2, dou ! {n) {(n-1) -

x, +q, %, +--+ao,&,+a,x, = U
La deuxieme dérivalion deme en fenant Cﬂmf:’;‘ﬁ que 9':'-3 =%

(n) (r1-4) o o'y
xgta, 2 4o+ ax; +a, Xy=U

2

=32



-
-

ala.m' derivation onaura:

(n) (N4}

‘ m)
Lmea T Ay 42X 00 Tt Quae L, QX

(
ma44 =u
.en Por?“nnl“ !'ouf’es. [es &a{r}w}s dans Igc?ual';on dc déPnI'I', novs Outhﬂ"\&:

{n} (n-1 . {m (m-lj
'j +Qyz.,,' : Qag +Qog '.:'..bm LL j'f-‘om_' W 44 b’u-

{ - L
Son secongd memlara'. se i}f'¢$¢nlz s Ea "FOT"F!HE .

- (m) 5 -
“’:‘.‘im Lxm«u oo dq X ’

i

+ by [0, - Hag, ]+

+ b [, i - R ].,,_
bob [ 4o tax, ]

Pove ditermine YL onegalise les bermes en a sitves dans e premiar

et le devrieme terme  d ob la reponse :

Y=o Z iy, + by x4+ tbyx, +b, 2,

oV Sovs forraa matricieille BN
Xg
o !
i : x
| 4= b, By by by, by 00 ] |2
, =ty ] _‘XH;
ou bian Y =L X ._
J’l;’h ‘c J;ﬁ‘i Famme dgﬁ'ﬁé' ' ‘{:i.s:....[ :_L
. 5 - f,.,..__.._.._‘_._.. ______ \\
Ulg) i3 A i 7 S Y .
B— b ~-¢--O —
x




EXEMP{-E seif le systeme . g’ +
Pw'SeTv tlest do

Rous olofcnons la 3ra‘5j!ef

3;-#-4;-!—3::2& +SU+FU

2

@_4:

e 2

-
: f ’f .. . - 3 ._':':(.

Uy l

dov ['eiiluqf”:;m detat dedvite a vve
O
J::: [.O D 1

O 4

:a,,]
Xy

%y ik -

i m £ 4
14,

i

3 _
5 =

2.3.2.9 deuxieme cas _

[ r

i

<

> O O

r
+ 1 U
X3 L 4]

-

B

'+ [0] [u]

limite sufcn'z vre de validike .

mgn

troigieme ordrcg il existe alors trois variablas detat: x,; %, , %,

cette mathode est moins simple que Iapra';:éc‘:nﬁe.C¢ He methode
realiser \'a'?un.

Mﬂl’lh"ﬂ- IQ Sﬂﬂrlliﬁt CI!. in{’a’cim

ique des etats . Son idee estde

_tion dfffu‘cnﬁt”c (4} é?nr‘f{r dv 3raP11a svivaal :




fas branches mferieures ol 5uPér5zures sonl oreniees en sens anerse)?our
oblenir ce resullal .

Posons (1) y=x, 4L, U
3) = + fy U
v) Xy = X, tp, U

f
() xn:.-.q’x,‘nq’_xg*"“"‘"""“qn_th +ﬁl‘! u

fm‘soas a)pfara}f?'e les derivees de (L(E) en derivant -n-Yois ;fa‘)

-

x +;ﬁ, 7

x; + 8,0 +RBoll

i i ) i - {;}
Xyt UF Bl foll

i

= i

ST, QL8

———
—
o
'
-
-

o (x-1) (-1
2:I‘l +FJ‘I-; a +,ﬁﬁ-.{, u + """" +ﬁ4 L{ +’ﬁo a

# +ﬁn~; f'{' +F"‘1{I+“““"+;&! &““)'P'Fg &ﬂj

i
R

-

oL ol
3

be (1?} on avra .

an remplagant loules las deérivees de Y dans :'iréua?'fon (] on Fcuf' en deduire
par identification dv premier membre de (4) (qui est une combinaison
lincaire de U ot Je ses derivees dont les coafficienits sont formes avec
fos - Qs . akifes _j}ﬂ,,; _) et dv second membres de A} gui esk une com.

-binaison linenire Jde U el de ses derivess donk les coe Fficiants sonb. b -

Jentification des coe thiziante e ™, b, =g
(m-ij
LA N LZ{H): b, , = 8,+ A, o
— Lo u b, =feta,, po+a, g,
PR e £ Bo:fjn+qua+a;?j + ““+Qn4Fn~1




ou sous forme malricrelle:

(b7 [1 O 0----0 O7[f]

bn..ﬁ qﬂ--‘l ‘1 0 """" O 0 ﬁ"
(&) by, Une 9y 4----eaQ 0 | | Bt

1 ! : i ] i H

[] ¥ i ' ¥ 1 L]

o) LA a e at | [

L mversion de (6) quiest une matrice oe frans Formation rriangulairc nous

?aurn}f' les coefFicignts _ ﬁ.&, L.

Bo = bn
/54 o bn-?“an..;ﬁo

@ B =bne =0y Bo— 0y, fa

. -

-

n= bo -—Qapo«—- aqﬁd -—qzlﬁl- —ee —-an-«:ﬁn-l

!

En conclusion lgs (:‘;?U:‘J;Ibﬁs detab fovrnias far{B} (8, (5)F aF (8] sont .

FaEn]l 10 4 0 =ansens 07 =] [A7
x1 0 0 4---aeuuue. O [[xe| |Fe

; : i ' -
n - -G "'Qg*“»-- =Ona | | %n | ..Fn.a

o

il
+

y = R Y R O By +8, U

%
EXEMPLE 0a reprand le m@ma exemple que précédemment

;j+5§+@g +y =20 +5U +7Y

36,




les coelfFicients _ B - sonl dfnPre:s (%

Bozb,=0

les Jiua."fons delat scront :

=] [0 4
3&9
23

lj[U_:[’i o 0]

C
0 G4
A 4. 3

e
P

2
+ |4

| 2

+ o] w(e)

U (t)

en rzmarerue que ce diqgrqrsume et celuidv quugraphe Preréerclenf‘ conshifuent

devx representalions d'zkats differantes dv meme systeme .

fert

2. 4. Rédlisalion des fonctions de lransfert.

les fonchions de Fransfert sonl Pre}mm’zs UK re'ciuaf’ ions differentialles

on deit donc éludier la conversion des fonchions de fransfert an ¢7uahlm.s

ey O



d'e¢hats . Suivant que les poles des Fonclions de Fransiert sont :-f'mf:/es ov mu)f?/a

on df'sf‘f}rgua devx cas .

£_4_A. Realisation des Fonclions de fransfort : 1% cas_( piles simples)

Parmi les Plusieurs melhodes uﬁiisahlesj on choisil celle qui consiste &

ale'cavascr les fonclions de transfert en élements simples . Frenons vnoremp.
! 1

~le scalaire d'crdre -n - dent la fonction de fransfert n'a que des Féfrs

simflcs : ‘14 5 113 _____ .X

AL - Son exFressian 3£n£mfe est:

(4) | H(p) = Yo N(p
Ulp)  (p-3)(p-As) ... (p-A,)

La Jc’comf)os}fr;?n ea eléments simries donna:

(2) H{F)xgﬁ_[_g_.};.}_ _____ +§:’_qit‘:‘_ avae Ai::(p-n:i,;).'r{(p)

tel que p=1;
(3) Y(P)‘:: H(p}. U(P)::Yq{pj +Y1(P)+ ----- +Yn(PJ

: By Ag.U(p). . - An. Up)
avee Y4 Cp) _g_a{_%fj_); Yz(P):Fi : (P),_-__‘__’ YH(F)_ = 1:
mais on saif que «f’{ 30!{“} = p f{ .fft-)}
d'os -

(p-A)Ya (p) = p YA (p) — Ma Ya{p) = M.Up) = o (=34, 15 +Ay Uy
5) (Puﬁn‘}\fﬂ?} =t PY?.(P} — Ay Yz(FJ = AZU(R""}’ jrt{[-jn lzg!(i-)'l'ﬂgulﬂ

TR A i mm e e e e e - — - S n 4 em v . e e wmam

(?_ }n)‘l"n(ip) - PYnpr"‘ :’lnYn(FJ = Ah U(P_)-‘T%'-’ g,.,“’}: Anzdnu')*'hh Ll{l-)

af la relation (%) donne:

Yyl =y )+ y, (4 + Yo ()

D8,



Prenons pour variables d'¢fal les gmndeurs Yo s Yp Y
ei‘ 5o;eﬂf‘: x:Q::gi_ : xa';:gi AR, :Jc“:lé_n

on avra immediotemgnt le diajmrmnn détal ot les {.ﬁvmi’ions du ysl‘i.me _

Uiy
fEe] Pl Qo= o1 ] o Tl
w APi=1f & TH A+ ?2 U
' A Y ! :
EN I R p—— N E
= Jay] -
AR S e 1] |7+ 0 ] uw
=)
EXEMPLE

Soit la Fonch'andc transfert d'un sysl‘a‘m ;

T opt+6ptaMpes T pai p+ 2 e

dob Je diagramme el les e'c‘ud’fons & e (3)

=] 4 0 07 [= 05

@ |%|=|02 0] |x,|t !4 Wit
zs] |0 0.3} |= 0,5 |

- E? _

W Y=11 1 4] 21}1" ro]u&)

= K4 e ;



on remargue que la matrice [ﬁ] est oblenue sous formedfqgonq!z efses

elements non nuls sont ses valeors propres et comncident avec les P?-.-ics dela
fonction de fransfert

4.2.9_ Réalisalion des foncliomde transfert. 297 cqq

Prenons vn sysleme scalaire dordre v . qui a vne Tonetion debrans fart ay ant
. Féfes molfiples < A =dg=__ . =Am eF (m_m) P'&ics s?m‘olu:lm‘ 31.,,}'-};\»
son ¢xFr~¢e:;:ém 3c'n¢?qﬁeesl':

- H iPJ - Y(r) _ N(p

Uty -'(P"li)m(P-A';"‘)”' o (p-2a)

lq Jéomfo:}f{an an alespents Smele.s donne;

(gj H(P.}: Aéi g qu Sfo 1m e oimmmes Asm + Aow-l Fsh s A.
' (P'-:\‘!)m {p-2a)™" (p—-2A4) . - p-An
) ?w{ se¢ metfre sous la forme .(3)
@) Y‘:Pj: ﬁ“;u‘;:)‘i- Are U(Pi T _A_E'_'.l_}_@_ + Mg.}_-.__ + An Ulp
(p—As) fp.-l,)’"‘ P-Aa p..f-lm, P-An
\ 7 N\ b 4
b 4 \/
grou]oe,..]:_ grovpe o |
#-2.2-4. Traifons le grovpe . I de ““Fonchions simples”
soi!‘:
(4} X,,(,DJ:_.{.‘.&’L"T; Xelp)= Ute) ey X..0p)= Ute)
(?..1.3 (p-24)™" P—2A4
on voil qu ’n’ya das relafions de Jé!ncna'ances antre les Xi
N Xz X3 Xm
<] i ; e N -
(5) X4 = Tl X2 e 2 5 Xm_l =

o
]

2hn suﬁ.\osan!‘ .o\gjro‘y'f‘s que l2s conditions iniliges sonf nvﬂes! enfrovve.

40




(&) :i;‘_ (b)) =

Ay x, B+ x, ()
2, 0= A o A8+ 20,08
;'

-

fJCm-j :Fj‘i‘ 14!'{»‘-5({.} + rmu_)

%4.2.09 _!:_r'_aéf'ons le grovpe I de ™ fractions "_im_EJff»

—— e w  am [ c—— ——— B T — —

o it \
sait. X () = Y y Ko P) = U et Xn(f’} = Ul
(%) P~y P o1t p-2an
d'od en irversant ]

' ) 2l =hx, 0 + u(b

-T‘::mu (H = Amw Tmu(a + “{H

% (E) = X, xalh) + 4 (Y

I inversion de (3) donne en FJUS s

T m
@ Y22 S Agx B+ ) Ml

a‘:m-ﬂ
1 b o
soir ! i b 31 x,
V= Ay A B B ] | [0] 0
Zn
X et
EXEMPL% Soit |“{;"iCtl‘On .Je&'ansfzrf“ : { Cn ]
=_* —_2 4 A o5 le graphe ok las foncti
ng)_-__ s = T doo le graphe g 1as fonctions
(34-*!)“(;24-5) fp«H)'t ped 'p+3 d'étal .
" +
ule g":@d el S :
_h}Q;#.: _...._'){:
2y




P fonctions J;?{agi sont s

r;‘gﬁ’] 4 1 E' Cl'l rxJ B
(12) :a_,lz 0 .00 o, [+
' JRES

ld
™
| -
e
Lo
..i.....
(o

ﬂ
f_x,

() Y= [2 A 4] xp |+ [0] LUt

B

N remarque que lamatrice LAD est sovs la forme de Jordan et
!

ne se Fre’se:rfe sous forme oﬁ*bjoqa{e ?uéiprei lavoir qufajes an

Sous . malrices (Pas‘n‘f‘f'”e'sj

2L 2l




_Mrarsiome chapilire _
Gouvernabiliie _ Observabilile’ _ Stabilile

I . Geuvernabilife

un syslfeme est dif gouveirnable , si par vne commae.
.de convenaubhle on FciJf' lamener en un f‘cm}p.s {in dun éfaf & vm avtre.
— une partie sevlement dv systeme 2ot dife 7ouv'ernn|nfe si cerlaines
ca;rmfosaﬂ;'es seulemenl” du vecheur d'¢hal peuven &ire ramendes en un l"em:?s
$ini d'vn efal & un avlre %
D'une fagon intutive , on dif qu ‘vne variable ost govvernable sielle subif une
aclion de la commande d'antree Ul | sinon elle ast dite !hﬁowcrsc:v}a_
et cec/ dansle cas ob les savs.sj-'s‘f‘e“mes son b éé':ou‘plegj ce 7::;‘ 52

Fradvi £ mm{%@'rmaﬁ"?vcmnf Parfa matrice d ;z'v.ofufr'an.ﬂ-diajonaie :

4.4, Crileres de 3ouvernabim‘é’:

nous savons que fout s_ysl'é‘me Iiwdaire
qu il soit défini par sa foaction de transtert ou par ses e%uazfr'ms cif.

.?amni‘:},-:f:'e:; oY par ses e'?uatlr'ans J;’fazz Pewf cbre ramene souvs le .
r

forme svivante .
Xo=hALK +B,5U
Y :C*X +D4U

5

la matrice 4 hoast pas -fﬂorce;rmz"' dr'agonafe?, mais onfcuf I'bt:/’our;

ramener le :g;sfehe fre'cc'afen(' av s‘ysfé"me svivant

X =AX +BRU
Y=CX +DU

Sit; lCi t‘n{affi'n‘:ﬂ A 2'5!' dl'agona]e CI' /ema‘l(n'cc.ﬂ. Ubl'Cau!ol’Mt .

A2



1:4.1. la malvice diagc nale.A. a ses valevrs propres dislincles

G, 0 =-=-- 0 (b
X=[00C, ....0|X+ |b|U

[Qen ==Y L,
reiler i, C"JX + {p]u

le crifere de 3ao'vernaé}/.-'/'¢—sera alors ;

— vne variable X, cst dite 30u¥ernauc s¢ U'element _ by _ de lamstrice
B st differenl de sé—ra. b,{, :;‘:O CL::’?;Z,‘..-..; m)

alle 2st dite injduvermUe s b, =0,

— lz sysleme esh dif comfk'[‘emenl,‘ gauvermyc st fovs les élement's . ;.
g.ont" cf:’,%far.m./‘s a’e 53;‘5.
— lz = jsfé'me est it Parﬁc!femeﬂf 3auvernnue (une farfr'e sevfenent

oy Sjsfﬁ;'??a’ 23t jav»‘ema“g) st ?aciﬁues éfe;.mf‘s de lamatriceB. sont
diffarents Je 55?0 2

1.1. 2. la malrice df'qjonale -A.adesvaleurs propres mu:’;"if:ies-.

M / 4 . b i L]
S’i existe av moins une valeur propre mu/h,o/e, lo malrice .A. esk squlema.
- & !' 0. - 2 -
-nl ?r/q:.sl o aeajonafe; fq yafeur Pro,ora mwr";f;fe denne naidsance & . F....
blocs de Jordan | p clant |a Jcigchd' rescence de cetle valeur propre
'] : i
nolons que cerfains de ces blocs pevvent se redvire a un elements lavalo
] ; T : ’ s
prepre en ?m:sf'mn ; 3cn¢raknm{' fous lors?u J/jm d’eycnaras.:ence cont .
plife | cesi. . dire <gale a l'ordre de rnu!ﬁFIfc':!'f de la valevr prepre.

Prenuns: [;xxmfft 5w‘vanl",

45



soif lamalrice devolubion_ A. de dimansions (40, 10) ef‘Pasn'Je Une va-
devr propre muf!‘;;ple A=q dordre § avee o(e:ge'rmrescence ?aao’rufﬁz

(,p:-,#}a:"’ fes valeves propras 5imf1¢s h=b , A=cC.

il T §

&L 40 by
o a1 b,
0 0ca by
o 4 l’q

Am ¢ at B = b -
a 4 b,

° a by

L ‘ bg

b by

£ b

2 'l =

les conditions necessaires el su,lcﬁsﬂﬂ"‘cj de jauvlzrna'o'lli Fe sont .

— FPour f2s modes sémffes : que les fr'jnas carrcsfoncfun‘l'u de la matrice
d ;lffﬁcﬂff‘ﬂﬂ de la commande ne soimnt pas nolles . dans netrea axcm,é

il -faw:' 7‘!-’%‘ ¥ 53 % O ek L)ia *o '

— Pour c.kqarm mode nw"w'r fe - gue les -p- fr:gmas de 8. 7#/5‘@;:1‘ en
rx.ja.rd’ dis dernieras f@au des - P- blocs ds Jordan 7w' loi corra.
--'-fon.Jdn" soient [inéairemen’ iné;a'fendaﬂ"m- chsta. dire qua la
meitrice gu ‘elfes formest ait un rq@ a}q.’f av nombre de ces blocsy

q
a lordre - p- de Jddodnerescence dv mode. Bans notre c.um}o/e:

ranﬂ Je t: - 4'



1.2. Gouvernabilitz’ des s_ysf'a"mes boueles

Soit le s:'jsfc‘me survant :

‘@ ¥ '_? S f Ya _;r
l s " Ur.
Y

U

e

|¢§ysi‘€mc est qovvecnable si' et sevlement s la cascade (S., S.) est
-
jouvarnaUe {entree L, ; sortia Yi).

ee z'l"afor;me L] fasf V::e[‘n‘bze aue s C{?f (I +B,} ii}i’.’) % c

oU - by of . D, - sont les ma{n'ces de caupfizje antrat -sortie des f}”ﬁ;’“"

II. Observabilk .

uns.,ysl‘e.‘me est dit observable si de l'observation de la sorkie
Puu’anf vn i"cmFx fini | on pevt dédvire |'élal inilial .

- Unaz an“:‘z sevlement dv s)::l'c”mz est dite observable 5Bt de lobservation
de zerlainas 3rmm’awr sevlement de la sortie , on Pcuf‘ dedvire | dlat nibal
carl‘13fonc:f€‘mé.

-—.brvne ‘;ag.vn f'n‘fw‘f}'ve , on St 70 ‘Yne varia é’c est observable s¢ de (bbser.
—valion de sa sorfie pendant vn 'l"cmf: Fini, on reuf‘ dédvice son étal
inthial . Siwan elle seca dife imobservable, Ceci dans le cas of les

maJcs sanf’ Ja'caufnfcrs, ce 70;" se f‘r-ncfvff' rar lq ma'fre‘ce-ﬂ - o'l'ﬂj onqlt -

2_.4. Crilere d'observabilik”

nous savons que foul Sjsf'é'mc lineaire
Cfuiil soit dafini par sa fonetion trans )cer{",, 3Qs ar-:..l?a-'ah‘ans Jfffamn‘h‘e”es

ou’par ses a:Tuah'on_c, cf'u'f'qf‘, Paul‘-é(’r 2 mis sous laforme.

RzAX‘f‘BU
Y =CX < DU

45_



00 lamalrice. A. est cit'a.cjonqle ef ia mafrice - C.dobkservalion est une

malrice !;39‘!6‘ . Deux cas f:wmnt‘ se Pré'seni'u.

2_4_4. malrice c:is'asﬁonq[e -A- a ses valeurs propres distinetes .

ls cerbare djo‘m servoblibe sera :

= |

A

Q

t

o

]
Rl

]

X = |5 % X +

o

L

=

L o
O mm e 5

Y =y !I:Cd C’_ _____ CM_} A,W‘: = D \ U

— Une variable X ast dite observable s¢ af sevlement si 1&lement 'C‘i‘ e

lamatrice .C . o5t dif erent e S{{ro, ,cg':;éo (3’:{,1‘ W)

elle est zcl."l!'ez i'éimissarvaiole i g =0

_le sysfeme est dif compléfament observable s bous les elements <, dela
mafrice - C_ sont differents de ﬁe’ra. Hest Ji!’Fa:'b'c”umcné‘o’oserua‘:lc

sf 7&zia?v¢s éfc;m:nfs ,52' saufcmenf -soni‘ JiFﬁ:’renI"s Je 587"9-

2.1.2. malrice c:ifqgonqle -A_ a des valevrs propres molfiples

S'il éxiste av moins une valeur propre mulh‘pfe, la mafrice A esk seulemenl
quas:'.- o‘l'aﬁanaiei favaleur propre mufh}:f& derne naissance 5-f)- bloes
de Joranﬂ; p éfant sa c!e’jcfnarasccnt.e de cetis valeur propre.

Nofons que cerfains Je ces blocs Peuvcnf“ se réclvice a un c'.:e?nen{'; la valevr prepre
en quzsh’on, ge'nsrrademenf fous a’orsr?:ui'f‘ya :-.-'rséezrnemscence carnflih, cots
_dire ?:?q{e & lordre de mv”’a}o/r'cffc: dela valevr propre.

chre neas | 'zzx'a.mf:fa Fre?:e'duf: -
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les condilicrs ne cessaires af suFFPSqnf’m 4 observabiiite sont -

. Povrles modes gimrles: que les colonnes ::arresi:onc!an‘hs dala malcree
dobservation ne -5or'ml°Pas nulles . Lok | k%0

N 2T chmjue mode multiple que fes -p- colonnas de - C _ qui senfan
r::f;arc[ des mer}zres celonnas des P blocs de Jordan lu ’-’""'"“f""“l“ﬂ*‘
sw‘enf fa’ne?z:'mzmmf‘ 1'ncfe37¢nc!an es , césf' a. dire 7ue la malrice ?ul}z”ﬂ ffc';rmeu?
ail un rang rz:jq,{" au nombre de ces blacs (ordre e Je:c}}-;:nerasccnce -p- v

"’-xad..z:n . bans netfre cas f:C.' Ly £ -‘Cg] =4

7.2, cbservabilife d'un systeme bouclé .

o s
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le 5_)rs"ém3 ast observable s of sevlement s¢ la cascade (525} et observable
(anfres Uz ; sortie Y3, Ce Héoceme w'est valable quesi det[T+D,b,) 0
ov A af be sont las matrices e coufhje entree .sorlie des fyrt‘e'mﬂ (5,) ek (s3).

Ji égi:.uéma}‘isqﬁan et in!’erpr&fbhoﬁ physi?w de la gnuvernabilile

ef de ['observabilife’

2.4 f-_c_.héfﬂ_gh'sahbn de la gouvernubilii&' et de 1'shservabilifé .

on saif gue lo Ffa'f:nr}’ des syslemes sont considerds comme des ensembles Je
L]

quq?‘r:: saus-s_ysf”dﬁ:es svivanls :

2y e o
u_/ S e
s 44
S —— ‘, lx
[ PSSR +
Qpg [ \
x.S X, 4 i
_)
fi- e +%
~ Q3
'il; / XLy ! C(f /
t i
Sdroné;

jes :a’?mf:'ons d ¢tat {X = AX+BU
Y = CX+0U

48.




. O Q00 O© b
X = X +

(t] 0@;30 &
O 0 0 Qg

Y

[o €2 0 4 |X

- les variobles d2fal x, et x; sont gowernauas ok les variablas defaf xs
el %y nele sont pas. En offet la commande_U . w'a aveon moyen d::ajir
sur elles , comme ‘cxrﬁimm!' sur la figure |‘absence de linison de .U
vers g el 2y . et sur les aqua'f cas e nollite” des coc Fficients b; ek by,
de la wmalrice colonne . B _ d qrf:fucmwr de la commande .
- les variables d'clat Xy ot Xy son b chsaervalles.

lns variables o'élat X, ot X3 he le sont pns. On voit en effet sur la f's:gure
?feues ne débouchent Paiaf svrla sorfie .Y., ca ex ima ses fcsd'?vnﬁons
la nollile” des coefficients £y ab €3 de i mahice lfa d'ooservahen . C .
done: g lavariable d'dtat 2, est gevvernable ma s non oloscrvalah

s lavariable delab g osh govverna’le of observablé.

* la variable defat X3 n "esk i gou iernable , ni ocbservable .

% lavariable déhat Xy wost pas 5au-.f¢rm,ofe,mni5 est observable .

3. 9. ]hi‘crpréf'qhbn Physiquc de lg sovvernqb'dih' af de obsarvabilite .

les Propr’ic'f'cg de gouvernabilite’ ot d'observabilifs”que nous avons déFinies
sont des Prarn'c.h!; dela uPra'unl'nl'l'o'n d'on sysheme .
Novs savons A]u'uu rafrcsul'qh'an d'dtat povvail akee gcwernaklc oY nowm,
vbservable ov non , af ?urr.mg rcrréun[‘a“icn par vna meirice de Fransfert
chaik par contre f‘mjaun gouvernable i observable, ooP|us exastement qu’un

tel modile ne rcprcun!‘ml’ que la Pnrhe conrhl’amrnf' 9awern¢|nl¢ d‘alsu

.rvable dv sjsl'cme

4G



Novs soavons auss gus fa connexion de systémes Comflihrmcnl' 90u¢crnq‘n\es ok chse.
.rvables conduil G un systéme global n’ajanPP’us ces Prnfrié”e’s, done vne que.
-slion se pose : ff{ve faire de ces Proce’ofé'.s de. rcfre'senfah'ons lor‘s?uan esk
an face de Pracehf:& roels?

Phys{rfwmz.nt uh s)fsfé'me nen sachrnalale est vnsysteme dont certains ehats
he seni- pas relics directerment ov inJ;}"ecl'ammf'} par l'inter midiaire d'avkres
a’f‘afs, d vne enlree , ou ancore ua s_ysf‘afme 70;’;1:3 pas se FFisamment dantres
Delo ménme maniere , vn s)fsf'é'me Fh’ysr'?ucmenf' “non ohservable”esk un
s.ysf.‘i‘me sur lg quel on ne ‘ﬁaff'faas Fovtes les masures nacessaires pour ohse.
-.rver son < éi"‘;f‘ Ff cerlaing de ces dfaks ne sonk pas relies directemant
e f.ﬂle‘fac'f:G mﬁ'nf (2175 o -;‘;orﬁ'es j ey eénceore lﬂprg.“zr?fsaffvn l'nfarne a'v.fys!';-
-we ast tells qv ‘on ne i;:euf‘ se}:sa.fer devi elats

I ast dvident gue la commanda et la reja;fa.fz‘an de toot frocefJe'PLjn‘fve
fmf:osani' gue [on soit mailre du rruceﬂc;e'af?m {on sacke dans 704!/
ibal il se frovve. Pove cela, il nous favl choisir correctement losent
.rees cf jes zorlies Enfin il favdra veiller & ce ouve “'msaciqf-'an dv
Pro::e’gef faf‘ a’fe sA cgmn-;anée wne rcm:!e Fds fe !’oa{‘ nen gaw'eraé“t af
avenivellement non obsarvable .

On montrera dans le cas monovariable 7a'an pevrra faire qﬂoami'he
dans vne rapresariation par fonction de *rans Ferf, los ferﬁ'x de govve
-enabilife” ov d observabilibe” par Jes simPlEtha+abns de Fabs at de 35&-;},
mais cee: est ‘p!us difficile dans le cas molkivariable af Jusf'r‘ﬁé l'intere
de {a re J;x-‘e";en'é{m??:on dtat ( f'ftd:z}am Jarment dv fart gve son vhilisat on

est Irés souple dans tovke Ebvde par caleviateu~ ﬁvmaf;‘I'ﬁUQ)
[



N . JInteret ce la gauvemabif{fe’ el de |"observabilile pour la commande .

4_1. Elude de la camPansqh'on par refour defal

os ate systome : A=AX+BU

X=0LX 08U
ov: X, U ot Y cont des veckewrs de dimensions rd’spcc‘fu'vas ne et 4
las makrices A B ,C ek D sont done resfuct:’mmen(‘ de Jimansions C'n.,‘h];
(we); (A,m) et (4,¢).
la matrice Ju ?ran!pcrf' de UeltY seerit: C [pI,, ..A] B +D

i smoa‘ef sor" oanr Izs racines Je (c vation caracleristy ve
i 7

det [P Ih .._A:! o do5 e schema svivant:

it W
1]

U
L_-.-.-..-.--.—.r-::ezi K @:-:—.::.-_-:sw.':z'a-re =,
L - s

IR 2 . - r i i} ;
le principe dune comFlnscfhon consiste a t’-lﬂ"flmr la loi e commande

bl s \‘/ﬁ..,z,, I X 60 K ast lameatrice da reation de dimansion (o)

associce al'antree V da dimensions (e)

on a qfoi‘s H

X=AX +B(V+KYX) X =(A+BK)X+BYV
Y2CX+DOVAKY 7 | Y =(C+DK)X +DV

la maliica daltrensferfde Va Y de ce S)JSHME an boucle Farmee sera ¢

9.



fC+DK)[p%~A—BK]AB+D

las modes ¢fant les racines de liz'quah'on caraclerishque: dét[plh -A..Bk]:o
donc i ast possible parle cheix de K d’l'mpour les modas du systdms en boucle
Fermee, ajissan!' ainsi sur la stabilite’ of la ?ﬁmamiquc dv sysfeme.

On ne pavl Fixer arbifrairement fous les modes que st le systeme an boucle
ouverle est govvernable , Si ca nast pasle cas on ne pevrra agir gue sur
’Cs maJas 5ouv¢rnai:!¢s, on vvif‘ Jonc [e dﬂﬂ?dr ‘ivc Pt‘eschfenf“ C;es MuJes
instables ou non geuvvernakbles.

Stle sysfeme en boucle ouverle est gouvernable, il le raste qvano' onleboucle parK.

3.2. Commande par refour d'¢lal

X=AX+BU
Y=CX +0U

soif [e s_ysfime !

(1)

onfarfe de commande par refour d ¢lat lorsciuc la lo¢ daction est de la forme
U=V_oLX 06 L estunematrice constanke 2v variable

ce ?:)IFG O‘G IOJ cf’q::h'on SUPFOSC quc [G vech: ur J'dff-ﬂ{'- X.. GS" QCC&SS'lLIC -

L!c'e.?uq bon d'etat du sys}imc avec la lof d acton s'eerif.

X=(A_BL)X +BV
Y = (

(2)
C.DLYX + DV

X~ X  —— t Y
4+ R+ s . o ‘%..........C..._... C e
A ’-r.—""jl

]

:-l:‘-‘?--‘::::-'-'-‘:- “-——- =SS Eizaezsso= ==.;.i
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on menire que 51 le sysfame (1) esh commandable por U, le sysfeme (2) st
l‘aujaurﬁ cammandable par V ?uelgyue soit L, mais Pe.ol‘ c?ucf?w Fois ne pas
atre observable ,
fes valeurs propres v systeme (A) sont log 1 racines de l&.h‘uah‘on caracheris.
-tigua det (AT_AY=0
calles dv sysheme boueld’ (2] sent f2s n racines czlelle’qvﬁ\';on !
det (21 _.R+BL) =)

on va_'sf'-z}wez fos valaurs prepres dv systame Louciierl sont directement lides
au choix de lamatrice - L. d'05 la thebreame suvivant:
Sitle systéme esk commandable avec vn refour d'dtat dela forme

U=V X , lasvaleves propres dv sysl'ém_»- boveld (Z)Peuvaul‘"i!‘re
fixees arbifrairement, cela signiplé que lon est maifre dela J_ynqm:‘?ve
du sysi‘é‘,ne ( i‘em?m de s‘e’Fanse ,-Parme dela rcs!f:a:rsc, e )

Y. ¥
on 705\”}'{0 fq commancfe FQSU”‘C!Hh‘.’.’ {;E Commans: mats!qle.

B-3A_ Dualite des nofions de gower#m‘oifif&’e;"5’c:£::serva!:'n|i}'e‘.

J éxﬁif“e une relabion de dualife ?w' unif ces devx nohons. On anvd!e
sjshe}ne duel dusyskeme S {X =AX+BU

Xz CX
la sysbeme ragi par: { » - o
j o r 'I,.? - A ,F +C
m= B'®

—
T,




la condifion necessaire as' suffisante pourque :

- le sys(‘c'mc 5 est govvernoble ¢i ek seulement si le gj:é‘{me duel Sd estobservable
~le sy feme S est sbservable si ef sevlement i lg sysf’é‘me dval Sd est govverna ble .
Ce Frinci_pe veilre les thaories dela jounrnnlb]le' Fe of Je L'observabilibe ek Perm!‘
par cxgmfafe {dtode des rrafri;fc‘} dobsecvabilire” dun s_y:f‘c"me par [efude de

la ja»uvgrnaisiffhe'de son duel

heped - ” . -
I¥ . stabilite.  Ia skabilite est un imperalif de fovt systeme congu par un
ingenigur , ¢t [une des pramiéres gualites gue lon reclime
& une r{quiﬁi‘c‘an ov une commande.

4.4 Crileres cie__ stabilife!  Jis éxisf‘mf' diverses définibions mathe”
,,mah‘?ucs de la stabilibs .

Pove las sysiemss lincaires slahonnaires ( avx7uafs ,AoUs nous sommas axclo.

-siverent (nfzresses Jm?u :a',:r;seuf') fovkas ces définilions seakpratfi__

_c?vcmen‘: e(:?uimlsnfus af Pwvcn!‘ élre ramendes & lo d¢ Finhen svivante:

- Le sjsl'c"me est stable s¢ povr vne enfree nolle aF das condifions iniFales

ﬂufcam’ue.s o ‘slat tand a?mrf'oﬁ'fuemenf' vers 3::::“0,

on avra devr resolfals imrorfnnh:

o systeine X=AX osh asjm};f'ah‘qua.menf' sfable scef seviement s¢
fovles las valewrs propres .Je lamakeice & onk vn module inferievr & lumite
Cec/ se damontre aisement for_sqau fa mateice A esk o's'ajonqle alors

% (t) = P (¢, t).%(t)

REES ¢ (e &) = dt‘aj [)\3 “-E')]
cfz:;' Fead vers zero Iors?oe E Fand vers linfini si |ljl<4
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. '.:_I_'s‘;"z\me }I( o A X +BU asf‘ shai:le (S"qLi';h'rSlfb\P’GJ st la ma}'n‘cc

s3-'q3anafe A atovles ses valeurs propres negatives, E¢ cec/ Sapres le
critere de Rouktk.

4.2. Shabilite d"Uh_isys feme bouvcld <ot le sy:hha bovcle svivant

Rappelons que meme si les devy systemes (S4) eF (S2) senk sdparement
q 9 P

u

Uy

+ ¥-

Sq

Y ¥
i

Ye

 S¢

/2

]
L]

zifizrement gaumrna}a'& et observakles , le sjsh"me BIaLa’ (SJPeuf‘mPas {'éFre
four i"étode de la stabilife' de (S) le choix de entrei o de la sorhz winhervi.

.enl” pas ef novs alions Faire [etude sorles s ystame svivaal .

o—1,

1

Se

Y
>

L

\a cascade (S4Sg) (sgsl'ime anboucie ouyerle) Pdvranl‘ rapresenter des

pariias non gouvernables eF (ou) non observables, son e'?uaf':‘on A etat

pevf étre mise sous la forme cancnigue de Kaiman.

SJFFasons que D=0 pour simPh‘Ps'er ecrifure .

5:-‘;!&‘:

[ 9

X

H

=

A

Qu - Q!E QI3 qw

0O 0 ag
ot

35

X <F

X

Pb4~
b2

=

0
&




H B ' ) Lia i 3 .
lamairice cavolulion du sysiame an boucle fermee { U= -Y) asf donc

iy

:‘:J..,. ﬂ'!u‘a! Cz 4'3 -C!"' - bl Cl‘

L

]
A - I-C-‘ r"lzg _.!521:2 (o] aa.’qﬂbg C‘f

‘ e O Ay Qg

o o O Dgy N

o

c!cnt les \u'c,ui-::urs _{:roFf'gs s.ohf‘ Ies racines Je l’chuah}m cqrncf‘c;'f.sthCO

det: ff‘\‘? ..»‘-\_g - f'«‘\,.q,,) [l-.{au..lng.cg}](l.. al(A-ay) =0
déb [}\‘[ A:j e i'.;;-"a - ﬁ.g;)(l —Qge+ b;c&)(ﬂ-—cag,}( A _..qw) =0

on Frouve o/ wn resultal aw:,uelron rauw}f‘ salfendic  sevles les valevrs propres
de la rarh‘z whhierement 3auvernnue e observaisle de la caScaJc(S,‘ Sp) son!
modifiaes par le Eovcfaﬁe [ A Opg +bgcgm e _] alors que celles des parhies
nen gouvernables of (ov) non obgervables en bouele ouverfe ne e sonk pas .
[ (l —ag){A.ay)(2 nq.n)zo] do0 le theoreme :

Pawrﬁwe fe s_ysf‘ﬁ‘m{ &n 'oovde ﬁ:rru"é sv?l' sf'due; i, ui‘ necessaire t?'ve snrarb'cs
non govvernables af (o) non ohservables en bovels ouverte soient stables .

Cela signifia que ces parlies ne sonk pas slabilisables,ce goi n est pasle cas dela
thk enbierement ﬁouv*crna!ole ek (ou) obsarvable 195 , st elle ast instable an beo.
-f:'e ovverfe { Fest surles racines (. qu)m) Pwi" ifre eventvellement ran.
-dve slabie an boucl Fermee par vn choix convanable de by o c, ( Festsor
la valeu- propre de (@,, _bye,) ).

cela Jarh'}’}'z lo diffrevlty que [on Pre.'vo’tf' delas Jn!‘hé'se dasrervissement mulh.
varizkle & !&-::;rhi" cde {4 rcpre'sc.n!‘ah'on par malrice detransfect.

st dans le cas monovarie iyi:, ﬁa?farih'on das modes fnﬁﬁumrnaues af (au) non
observables est avidsnte lors de la mise 2n cascads 2u en réackion de Jdevr

sjsf‘e‘me.s (ss'm?&-'f-}c:xf‘:bn da Péa’es ol Jde je}psj ce nash Pfc's le cas en moltivarialle .

6.



quairieme chapnrrcz
exemples

onva essayer de aiefgager les efFFats dela boucle de retour sur differents
axemples 2 ofilisant les variables d'alnt -

EXEMPLE _ 1. .
soif le sysl'c‘im. rczqi par la fenchion de FransFerk
Fip)= L+
P (p+2)(p +3)

n i me !ac { ‘e IVanRD U’! p+4 Y
Sen d agram bloe sk o suivank. e s >
F(p) pevt se malfre sous la forme :

F( P) o |2 o1
pP-+3 p+2

APP,i1vans vne boucle de retove (5!.) ek Vo)mns son influence surle sys-

tome (Sa) gutest lw 5ouvernaue el observalie,

]
So‘tt: 4 - :'fa f‘mnSm:thce Jc (52)} &y Aur 2 QIor's le Hac suvivant
~+ 4
P {s4
u th pP+1 Y )"
? (pee)(p+3) -
f Ye 4 ve
p+4 =

. ) {52) . o
Efvdions dabord [a jwumakiii['a of obsesvabiiite qus;y:f‘imc bouclk”

1.A. Gouvernalbiiite : on -.q'd'quz le syul“é’mc est gcuwarnaUe si ek seule.
-ment si la cascade (S, 52} ¢s"35m*3rmau.e .

{54 {52)
Uy 4 P+4 Y= Up 5 4 Yz
{p+2){p+3) P +4

57




aprss décomposition de F(p) on avra le dingramme synoplique svivant:
e L KR g (55)

M P +2 » -1 + - Y=,

o | + p+A >

N - 4 X3 . 2

P+3

on avera (es a’cguqﬁaﬂs d'éfal de ce sysl'imc.
'f

'::‘E:‘,:._:x;c‘,_.nc“‘-c»iamr.;2 -4 A 2] [0
Kz -0 + Uy X=10 ¢ o|x+|1 |y
{’3&3'-'-"-3953'**“4 = 0 0.3 1
\3!".:'-'!:4 _ _ B X

L a=|4 O O_X + ¢ O { Us

bfnﬂonn\isona e mabrice devolotion -A-

-1 1 29 \ Aud. A 2
ona A=| 0 .¢20 el [A-J\I]: 0O _2.2 o
0 0 3 (o) o 32

les valewrs propres ds . A_ soat les racines de |'¢.210ahbn caracl‘c'risﬁ'qve:

AT = (e DA+ =0  dos {:,-.-_4

g=~2
la malrice de ses cofackevrs est; A3=-3
G (A +4)(1+3) 0
L @ 0 (A+7{1+g)

-58.



la f’ranspou'e de lamatrice des cofactevrs ash:

(A+2){2+3) _(1+3) 2(2+2)
0 (A +1)(3 +3) C
O Q0 (A+4(2+9)

Pour les difFerentes valevrs de ) (1,=-

4 5).,_-_—-2 jl;: -3) C“l sé¢ra

2 -2 2 o -4 o 0 O .2
Az-1=> |0 0 ©]; Ag=-lH [0 4 ©]; 1,;:4:;. ©c © ©
6 © o o © O ©o o ¢

la malrice modale ast - 2Cs .Cp -2C
M = 0 -Cy o)
() 9] 2Cs
"4 4 4]
e.nprznan{‘ Cs -:.'Cg:%- et Cy=-4 onava: M=|0O 41 0
o 0 1
Son déferminant esk M| =4 b J
la malrice des cofackeors deM est{bii il que: = [+ O O
malrice o¢s colacisurs oe as ‘;J e :’ua. .'J" ,1 4. 0
1 0
|a malrice h-amppxee - 1 "
de (Byf) est : R a- [4 4 17
C 4 0 = Lhversede M=M = 0140
0 O 4 0 0 14
i . . 2
doo 4 -4 411 4271 141 M 00
dagh=M"'AM= |0 4 0|l0 2 0/{0 10{=|0-20
oo 1|lo 0o3{loo1] |0o03




lamalrice ddiolobion eslt diaaonalisl on Pau!"a!'w;; afpf:':;dar log crifares de

1(:“.’ Y rfnan F“Ir r:' &

i A o . — 2 oy
i on ot En C{'--'a':.c}onasn:' (.\-‘:'—,;zrinsala A= Mi Gy AUFa 2::’4

% 3
AM.Z+M BY
:fhu}'r:% sark un g:h‘f"';mi' egk qouvtrnaksc s ".‘-1 ;’hat’f‘!'\'.‘.t dﬁ (:Dmﬁ‘!ﬂl“-'f-‘,e h:ﬂ PC\S

"0 Iy o

PRERE
¢
1 |
ad

"
|

| |
L |7

1

A !:5;;-3 i ; 4 4 17
0 0 4]

| e

. 38 " f & 1 g
!q f?f'ﬁ'f}‘:-a 2R vasraklc ;‘,‘ ta i'hafr‘l-;é' -:fe COoOMNGHDE 525; nv’ilt é:‘:ri(. !a ‘M‘Gh!le: €

wariasie zst fm;,mwe.»“n:\'h'..t dov iﬁsjs-f'e:'me bouvele ext m:‘;a;;w'vcrnaiolc
.. o~ Ry - . ot
~verifiens Vsbrorvabili’s oaa Y CX 40U =CMZ+DU

Vo e _,iq;"e'i -'_-_)?_E" )ik!.ﬁiruai;{@ ‘f f?m,*"quz iq mn'f’ri'cr«-cM r.e Ca’.‘an:‘(gnl‘ F.:.\ﬁ
e Cﬁi\? nAD ﬁfr:;z? A - A& T ,__"

oonc la cascade (5,S:) 4t obsacvable .

; N Mok ] For
1.2, obsersakdild

daods le memebhaoceme , e rjsf'q?ang tet observabie st oF
i 4 . 3 o= - ¢ s L\ ' i
saviement s ia cascade (5;5,), (enbrde Uy ; sor}wj;! et observable .

i f L
on AVSL 8 Sraslammd gloe _:;,::v'.-:m!‘:
it

{9}
Lis T bus | o 44 ""il Y,
T e d | "‘"7! [p+2)(ped) | -
L F J el i

,»-——:z-! e
e / s
T
< i \\ &~ "";"""_-"H




iese‘quahons d'afal de ce sjsf’ime sont
5 "4 0 0 4
X=|1-1 00 4+ |0 |U
[ Tt Lﬂ 0 3 0

-

x',, =, 4 U
G‘Cg:_ix;_ +x1
5‘;3:..'_.3x5 —HC;..

p I SR o )

Yi= [0 4 2]x+ [o]u

ijunqlfsons la malrice davolulion A .

onar T4 0 0 -4+ 0 0
A= i A4 ¢ 0O et A_NI= 4 _{2+}) 0
(1 0.3 1 O _(3+1)

t . . . {, .
les valevrs propres de fa malrice d'dvolulion sonl les racines de |¢cjuahon tom.

_s:?'e?':'sh'c;uz :

Ag=-¢

1“1-“!-:-—-(Hd\(l«-z}(ha)-_-o BN JL Aq=-14
Az=-3

la mateice des cofactecrs de A AT ask:

(A+23(X+3) K3 A+l
0 (A+4)(A+3) 0
0 o (3+n(i+1)
qw' avra pour malrice f‘rnnsrosc'e .
(A+2)(X+3) 0 0
A+3 (2+4)(A+3) 0
A+g {A+2)(A+4)

pour las differentes valeors propras elle sara aénfe é -

2 6 0) o 0 ¢ ¢ o o
A:’?A:}'I:g 9, 0!5 '\£=“""*['4 -4 o}i Ay= -3 :*"Pl:o o o}

A0 0]

C C o 4 o ¢
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. ‘ 2L4 0 (o]
lamafricemodale sera alors: . M= lac, cp o
3 X\'.A"O'Iaflaj'

. r | 4 00
ov Mf\M:dlbﬂA:’:[o -2 0
6 03

En appliquant las crileres d'observabiiite & lo matrice CM= [0 -4 2] |
on remargue gue fa mabrice d'observation contiant vne colonne

nolle (la premidre ) done nolre systeme est inobservable .

1.3. Conclusion: Lordre dans h.qucl sonl'Plach fes deux Snu‘-s}!ﬁm!ﬁ (S
ak(Sa) w'esk done pas ndifferant . Envhilisant les fenctions de transFert on
aura avcuna difFerance selon que le sysfeme (54) ou (Se) ast place allentree
du manl‘qge ¢n cascade puisque la Fransmitfance de (S2) sera s:'mfliﬁ'c’c

avee le numeratevr dg (S,). Ceer :}»fl:‘?mra que letode par Fonction de trans
Fert ne Fiendra pas camF"'e del'infivence de (Ss) (dv F-'mi‘ de vue de (ks
arvabilife "of de la 3497#»4‘:'{:?‘; ).

la. fonetion e transfert do systéme an cascade est H(p)= —1

(p+2)(p+3)
— la fonchion de trassPect laisse bomber lcs Par!‘fcs ingovverna bles ¢f les
Parh'u inobservables du systeme. Elle n'en mprnmfcqw les rarf‘a'cx
guisont 4 la fois govvernables of observables .

- alors que réfmh‘on d'itat ne constitva pas ung rcprc'unfah'on minimale .,
On pevf S&c}ahsu no'tre resuvlfal s

vne cascade de deur sous. s yshémes ne Pwl‘ thre swmrnafole o obser.
.Vable qua si les deux sous . syshimes le sonk. Mais cebhe condilion wedt
pas suffisante: mime ¢ elle ast remplie,, larﬂiu"il ya simrlipicah'an dans
la fonekion de Fransfart , le 5jsl'imc glolml n'ast pas a la Fois qeovernable
el obsarvable. I s‘hjif' d'vae in_,ounrmhilil‘c' ov d'vne observabilite selon

le sens de la simrlif-fcah'on; cast.d.dire selon que le Péh ?m' Jiz’amif.
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est rnasc?uef vers | enkree ouvers la sortie.

D'apra's nolre efude :

¥ Sila _lpé[e Piacc' en aval esf man’u;qu‘!c 5¢’ro en qnwnf on avra vae
fnjas'vsrnqbéia'f‘c'du sjsl’e\mc en cascade ab par coast’qocnl‘ useg ingauvcr_
-nabilils” du sys?‘e“me bouveld.

. A ~ - Id

¥ Sile Po!e P’zm‘e en amont esf‘ma.sc‘wz par le 3ero an aval onavra vne

inobservabkilife” Ju s‘ys'f'e?nc encascac’s d“qu .::9;;1,;}?0“[' vna inobser.

vabilite” do sjsi'ime bouvele -

1. 4_ Elude de lo skabilile . onale sysfame <vivant »

54 Uy Y Y
4 (o+2)(p+3)
i ¥y 4 e Uy
p+1

4-%4.4. methode des psles p
ne E ""'{'F = }a Fanc"ion dc\'ransFer}‘ Ju sys"c;ne Lwek ﬂf

F(p)= L1
i p’+§p+’f

les P::ie.t sont les racines de I‘éf?oaﬁ;n ; D(FJ = ?”4-'5? +T =0
J'oﬁ ’p, =_ 5% Vs

Ll wiah 3

P4

§ V3

i - \/3

H P!.::' e e o B e

SLa St
les dauvx poles ont leurs Far“as reelles na';_)a‘hw: donc notra s‘yrfe‘me
bouele” st clable.

1_%.9 . cetere de Routh: e 5ysi"¢'in¢ X =AX+BU ast stable si la

malrice d;'ajo nale . A. & toules ses valeurs propres d Parh'u
reeciles méﬂaf‘ives o

63.




on saif'qux pour letude de la skabilibd du s.c,sh"me boucle’(S), le choix de lantree
eb de la sortie n'intervient pas . Nous allons faire | CFude sur e sysieme an cascade

(S)Sg) suivant

L & P4 1 14

WWTT——" (P+2)(p+3) o lpe) g

la mabrice d'évelofion d!'nﬂanah'se; du sjsl‘é‘me(s.%i}en boucle cuverfe est

MT"IA'M o cil‘ﬁﬁ RQZ'.‘: ["’4 ? o] = clmﬂ (l‘ilr_;lg) = A

0 -2 © |
o p .2 .!
le sysf‘c‘mz ci.-dessusr a pour e'?uah'onsd’éc"af : J:X =AX+BU
LY =CX
mais dans nefrs cas: Um-Y=.CX R: (A..BC)X
les a'ciuah'ons J"e'f‘af' daviennenk - Y=_.U
-4 0 ¢
o5 ¢ A_BC = [-..1 -3 4
|1 -1 -2
cd‘l‘c mq{‘r:‘ce Qura Fam" an!urx ?ro’ore.r lcs racines Jl I'e%aa‘h'm cﬂl“ﬂfﬁf‘c‘.
_sf‘l':[u'ss ¥ 3\ 4
FA_BCH= (4+ (0551 +7) == | """
de=-g_j V8
2 g.
' _ O SR ]
les valeurs propres sonl dishnches, ellsseront alors A’“'T""T

les elémants dela malrice c‘i'qﬂonq[e: tﬁ; — JMJ( k= SC}

4 © o 7
R=lo -L4f o

o
o o -F4F

-

o4




la malrice d‘évolution de notre systéme boucle a Foutes ses valeors propres
a parhies realles negatives, on pevt alors conclure ok cect d 'cifr;s le ceikere

de Rooth que le s:js\‘ime ast ghable, of par conu'qucn!" hsjsh’mt de
cjclrm-l‘ ast  shable.
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EXEMPLE T _ Soit e sgshf'me re’gi por la fonction da bransfert

F(’P): - 4 ; :juipcuf’semH're sousla-fimes
P +6p +44p 4o (s}
F{ ) e 1 => U] 4 r--?;
: {(p+A(p+2)(p+3) 31 (p+R)(p+2){p+3) B
les c;ruaf:'ons d'afat correspanciqn!' a (Sa) seal:
.;rX = A X+B,U
= Cx +D U
s 4 6,5

mais  F(p) pevf s¢ metbee qussi souslaforme Flpl= - +
; : Vi (p+t)  (p42) (p+3)
donc les 0-705!‘13!15 detat daviennank

. rA o a 05 -

Xﬂlo K OJX+[.1JU1
o 0 .3 %9

Yy=0441]x+ [o]u

la matrice d'dvolubion . A, . ast c!faaannlo : les matrices B aF . C. rl:’.fec'f:'.
vemant de commande oF d'observation ne contiennent avcun elemant
nol; Netre sys%‘a‘me (Sa) estalors 3ow¢rna|ni¢ ek observable.

Ce resuilal pevt.clre pedvu, car [’oul’s_ysﬁmc défini pacsa fonetion de frans
fart ne represente que les parties ala 4ois gouvernables ot obsarvables .
Au systeme(S)) , on qppi’:'c!ug une bouele derefour (S4) (systéma dériva.

fevr) dela forma p +4). D%s Efc.!iqjmmma. du systime bovele” .

U g Uy A I s Y
= (p+iip s 43 i
l__ Yo P +1 Us
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Q.1 @’Juve'fnabim’c" 2 sﬂsfé'me est Bouvernu!ole st et sevlement s la caseade

(34()1) (nul’rc’n U4 jsarHc 3!) as!' 3ouv¢rano!e

i~ H ey I . " .
le s‘-j.zlen':r j)eui‘ se metlre sousia fonme du Jm_gramme sjna;:f'n?ua survank,

‘ 4 X4 =
{,-._._yl ryY e Q§ o,
e » +
= o Ty ]
; A o o'} ~ + /e Yo
-i')!é—— - » ~4 — Dtd e
\ g )
AN T s %
L2t ] g
i’)’ ] L ,1_,5 . o — . -i.
i fm-,.-:t{...x}:'!"-, 23 3:4 ...-x‘ u,1
(é “,5.3 }}4 ¥ ."':'.".“;' :ég ':-'-—:tg +£U,
e=05%, -2y 406 #y +052) -2, 4062 X3 = - Tyt 3U,
les €quations d“ekab seronts
’ . -1 0 07 17
X st v} ..1 0 x + 2 ua
o 0 A 3

=10 0 o]x+ [o]u,

la mateice d'evolobicn ast dn’aﬂonnle et lamaltrice e commande n 4 aveune
h'gﬁz nuffe donc le sqsf‘é‘mc an cascade (S|Sg) ast ﬁeuvarnab‘ne ::f'fm.r
Consaf:fuanﬁ‘ f¢ sjs;f'é‘me fuouc.’e' es!" 5:: uv‘eraalo‘c A Rama.r?uens 7ua Ia caasmufe

fgquj 36':‘ inabsirvabie v *Faif‘ quc !c\ mm!n'cc J&!}sc-e waHon ns:? hu”e.

2.2.0bservabilite e agal‘e."mz 25t oloservable i eF seviamant si fa caseade
{8954} (dm‘ra'e Us : sorkie V) askobservable.

!c schamn Sjnofh}:}uc ds!‘ alor.s ‘c suivanh
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A Xaq
p+1

p+e

P +3

én ovra los éc}uaf?'ons:
gf i e i" .!
£ (_"__,g i t«{z + {*!,
i ~n s
w4 ‘}:'j T 3:4
P -
5; S._q.ﬁ.’: ...DC4+ LM
Togm L+ 2Uy

(eCyz=~XL3t3Ua

s -
xy =X, + Ug +UWUy

< 3:-!: —x£+2 !:13,+2U.g

\9:".3:..'):3-%3(12-!'3“2

Seiert (:‘*;;,, =y r:ﬁ“ -:g
4 xa':'d. ==y "j'-z:g.
L&' = ty = g
8=y 3 =¥
‘o0 -
f}é,,‘*iz"i"é;:-(x.f '.‘*l+xg) +6u£ "*‘6“9_
v biens H"sz‘ +2g+y =6y +6Ug

an rimargue que M 4&n donc onast dansle deuxiame cas
. ) (3)

]
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P éigramm-:. de floance devient:

d'ov: ‘ [0 4 07 he
X= 1o 0 1|X+ | o {Uy

~7-2 -2 14
v- e sth¢-{o'u&

done ' la matrice davelution esk;

ro 4 0 -A 10
A= %o O1) = A-AT=|o .2 14
o <F 2 1 =g =g=)

" i M * . ! .
ies VQ{EUPS ’-;I'-‘-?OF?G_‘S dE ln mah’lcc dravaluhon SOH‘*‘ ICS racinas Jl l'equahon:

———

A= 2(A+2)+2) 4 =0 = A=

Ag=_4 _;iV3
A g
Az=_A4 . ,4V3
3 24"12

les valevrs propres de la maf‘ricc.A‘ -sonZ'JJ'sft;tcf&f:

-4 O (o]

E R

4 V3
1 o O ~t T

ia malrice des cofacleurs de A, 21

[2(f+1+4} =4 -2 ]
2(a+1) () - (2A+4)
L .
4 A AT

J69.



sa mairite 'Mnspa.sef:: esh aloes

2(ATex4A) 2(A4t) 4
<4 9x{2a+4) :*2
S -(2A+1 A
povr: 11::-4 G¥ Aura I"g 0 47
.4 0o _4J
| L1 4 4 .
ouvr, A :-._1_..-.3-]’_._5 4443 4
p e l‘o i ﬁ‘!
o
| P “'{"'a'ﬁ'
L A4 _if1 LA, V3
LTt T 3 7717 -J
pevr Az=_ A i ¥i i..O 4-%-"(3_ 1
IR ) . T
!;-4 o "fé"“l"{
i 4 EY -y .
LT-iT 9T -8
la malrice medale 25t alors: .
4 i-49%  4+4V3
M_..:: ...1 -3 -0 avac C,:C,:CF‘I
I ) | G LTS
|1 43 =12
Son deferminant zs-: iMl = 4 6\V3
f

la mairice o|£s co f-;c"ew‘s de iq malrice modale s:";

T 44vE  -2-4v3
(A ) = .
‘ 32\@ -'4“22!/?
-g‘-’-;lﬁ:' 4 ~4V3
>

-

£



ona le Fro&uﬂ- C!M qu:' daviendra .

REEEZ R D 5
(M=[eco]l? -2 -2 =0 -6-643 ~6+613)
L‘? ’.'E "ﬂﬁ ]

) } 0 LY % - -
la matrice d obszrvalion ?oscha la premigre cobrne nolle dowe iaPrcmw.
-ra vaciable est incbservable alors la sjs;h"ine an cascade (55,  ast non

obsarvalle ol pac conseguant e :jsfimf bovele” ast non abservable_- _
i J ;

2.3_ Stabilité

2. 3-'?.. rmf"i-cxde vfff-zs P:}Ies.,
-fart F (-P} —— 4

P sjsl'c}nc direct (54) o povr Fonction de frans.

L e i —

{? +} fp +23( P 3}

Povrque ce s‘?sf‘a}ﬂa sorl shable il favt joe ls denon v abevr de sa Fonchion

de transfert aif Jo: racines o gar Fresedelles m:e?a?fw; .
(p+tips2i(p+3)=0 = Py -1

Pz=-1

ps=-3

fovtes les racines sont narﬂnh;fas done le sj:h‘me ek slable .

En ajou}"qnf' la bovele de retour (Se) ?w q pour transmitfance k’{l:) = p+1

le systeme gnbouvle Farmes (8) avra pour fonekion de bransFert H(p)

H{p)= Lo 1
44 X(p). F{p) (p+4)(p*+5p +7)
les racines Ao dinominateur de H{p} sont ; "p;‘: -4
| po=-5_,¥8
Pa T 21—
e VI
ps= g il

il 1



footes les cazings sonk a pari‘{ns reglies m.r;ja?‘n'ms done le syf!‘r‘me an bovcle

‘Furmu: asf" 5?'«'-55::19.
dans €4 cas la boucl de colout nh pas ar_,}k[‘ suria stabilite de (s,)

2.3.9. Eﬂr-_i_!}:“ra de Kouth. onsaif que ‘pau-"f;'}z;-'cle de la stabilite dun

s‘gsi'e?nc boucis’ le choix delantede af dela

sorlie winterviest pas.

U+ [ 7

L =i P{-J S
__% (p+i) (p+21(pe3)

i

les d'?vnh;ms d'stat dv systeme (5,5¢) en cascade (bovcle ovverds)

| r 9 0 l’}‘l 4

A=10 40 g | Us
to o) s
- e o]
Y = Uy e X:( -4 X
or Y = LO01 X+Lolu, s L? afAJ

ef y ” e
I‘ouhs IGS Vra'?urd ?rﬂprcs Je }a m.q,r;fé ~:aa}unale rﬁ«:foiudl‘a an sonf'ncga‘hvg
donh le SJS ame an La.rc.lc 'Fd.rmec ¢s[ St'ﬂ ble

tous les ¢limentc onb un module aqqi a lunive , on act alors a la limite

de la stebilite afymio}'afl‘fﬁfe-



EXEMPLE ..H _ Soit un sgsl‘é'me (Sa}rc:qi par la ?%ncfi'on de ‘f‘f‘ans;c!f' F{F).
Flp) =t2 R

(pes)(pew)  pr¥  pe3
on aPPI!q&JE a ce _,HS,'DMG ($31] LOUC’C JC fﬂh‘:uf’ ( g] Jf E'!‘QHSMIH-GHCE T{PJ

Tlp) =

fcmar?uons que fugsl‘cme (Se) esk irregulier,

p 2
icsgsl‘éme bovele™ ash le suivank: v “ o= Y}
(p#9}{p+Y)
Yt 4 Uy
! i

X4, Gouvernabilite

lo cascada(5,5,) (entrae Uy ; sorfic Yo ) esk -

(sl}_____ (5¢)
.._U"--,q r-t Vi= Us - 2 Yz?'
(pe3)p+y Eea

b an‘CS ln e.compds:han c‘fc ’a -Fanchon c:!a f‘rausrdrf' F{p} c}e fS.,) !¢ L‘a:
synoptigea du systeme an cascade(S:S,) deviendra -

i X, _5

_ i
Uy ﬂL" 2 . 4 Xt=;4
. P 13 P~ Z .

3 6

Py

les aﬁivahbns détat sonk:

p 2 5 6 v}
:?ngx_!_—ﬁxg‘l"gxa] *:: o -3 0 x-i- A u1
Xy = 33X, + Uy, S—. o 0 .4 4

Xy= — 42Xy + :
v ki e=L1 o olx + o] u,

T3



la matrice J;e'vaiuf“:'on dv 5ﬂsf'e"mc (S‘SQ ast

2 5 ¢ 2.7 -5 -6
A=l, o-‘ ob AAT=) ~-(3+¢1) ©
© o -% 0 0 -(&+2)

les valeurs propres de lamatrice d'evolvtion Ay~ sont las racines de ':t;iuq-

A 2Tl (2-203+2) (% +2) = 0 =>{1 =2

-tien carac f‘c?'fsh'ziue.s

1;:—3
| =¥
la matrice des cofactevss de A_AT ost:

(3+2)(4+2) O O
5(441)  —2(2-2)(&+1) o
L 6(3+)) o) -(2-2)(3+1}|

qm‘ avre poor matbrice ‘-rans?asc‘iz

~2(2-2(4+1) 0

|' (5+1 (6+1)  -5(4+)) & (342)
!
L o o) ~(2-2)(3+))

Povr los differentass valeors de ) celre malrice sera c’gnlea‘i

M=t = [3c _%0 ;a‘] y A==3 >0 5 6] 3 A=¢>[0 o -6
lo & OJ b =5 B © 0 0o
o} o o 0 0 0O cC o §

lﬂ n\ai'rfcg mada;e S &0, caicr‘s: (avc::; C,'...-‘:]-

M=[11 j]

o o -1

C;::--.‘.’f.._ 3 C;:’:*"‘")

(4.



le déferminent de ta malrice modale ach iMI = .4

le cofactevr de la melrice medale est A.‘J‘

1 o 0] ot F AT

A£J= 4 -4 51 Son !‘mns;m';w;:! (fu',“) =106 4 0
o ' ‘ '

-4 0 4] Lo 0 4

la malrice inverse de M est; - (4 1 47

= Lo 4

G B =1
le rroJuif‘ des desx matrices donng ¢ M- B— r.".er
4
=4

/I <~ Fd g §lep 4
Dos les eiuarmns AT

. 2 007, [0
XZ%D”BG A'i‘l‘/' u4
0 0 -4 L=

~
Y =[1 1 14]x
it qua ! it il ernable d tee sysher
on vmf‘ qwz ia f.mmm & ry sk ra.s g:)a:wvrr:rna. e gers nalre s_-js eme en
boude 10&:".&:; i} rczsf' pas 3ouverv|ai:i-f.

5.2. Observahilite : 1o cascade (S254) {anfree Us; sorkie Y4) deviendra
aPr‘tz's cga::om?as'th'm de F(p) .

() o — xi;-a- -5
+
= P 42. :‘t\,//— £ Yy
e \ 4 X3 +
——
p+& 6

L0



les m%ucahhns d'éfat sont:

e ity ] X = [£0 O“X_}ﬁ llegd Uy
X3= Xy -0y F v Eili
Y4 :_‘53&2-&62:3/ Y, = :Q ) 6: X + in e

De la mére maniera que pour fa 3ouv¢rﬂaiaill'f{ on Frouvera la matrice

mpc;’aje M.

30 0 ©
M - 6 41 0 avec: Cy=1; Cz.‘:-% ; c,_-_%__

le Proéuit"‘ de deux matrices . (. et .M. a3k

CM= [0 -5 6]

f . . Ll - Cad
ia mateice d c:'hssi‘vczhcm Nous renseigne sur la, non o’aservalnld"c
de la Prcmié'r'g variable fprgmh}uo‘onu de C.Mestnolle) done e sysheme

-~ -~ -
an bovele Farmez agh inobservakle

e . 1 Sf'c:l:\;h:i:cé

3.3.1 methodede Bade: o fonction de transfert du sysfame
giabnl an bovele ouvarte est

Hip= Flp). K(p)= —1
8 i (p+3) (p+4)

H(p} est une fonchion de ransfert du second ordre .

on sail qu ‘un s.gﬁ}‘e\mz du second erdre gsh "ou)ours stable .

6.




3.5_2. critere de Roulth on sait que pour [2tvde dela sf‘a'a‘;li!‘ef, te choix
de [entree ot delasortic n'inkervieak pas locr.

! - - -
-qUuon & un -sg:hme (S) an boveler Farme .

u + p-2 4 Y

——-—)@———T i > =2
i

(p+3)(pey P-2

: i .
on atrouve que la matrice éi‘aaonn|e Jc'vssluf'mq an boucle ouvverfe dela

cascade (5,5,).
“ 2 0 O
M7 AM= |- =
12 ol

Lo o -4

le s:shcme schemalise ai.dassusr qura fourc'?uaf:'sns d'dtat

{S(:AX*P-BU

Y=CX .

mais: v g a { =~ (A-BC)X
e

1 =4 A

doi LA_BCY = {'Q o 0}
L1 1 -3

les valeurs propras da cotte nouvelle mate'te < dvolobion sont losac.

-ngs de ['c'efum’.‘:‘oea c.aracfé?':‘sf'n'iw:

deb [A_BC.AT]=02_2) [(4+2)(3+n) +1] =0

d oo A, =2

Ag=..

A=

v
-4

rof.«'r'l Mtﬂ
“m ~fS

ol s



h;s va]eurs Pfarr.ss Soﬁ.i“' dist‘ind‘a& 5 iis Swlf' a!arx 'u éfclmeqi's de Iu ma‘l’n'ce

A'é\fa[uf‘fo " ci"ajanaln'sei _

oy : 8 0 =
iag ( A-BC) = .
0 £ ¢
L0 0 ~E G
¢ d2

la fremiéfe va wlme cJ aa mu:*'rn.e' cl tVaHJhﬂﬁ cj -'iﬂoﬂﬁll-fet a sa rafhe
caelle pesitive ; d’ aprm le eritére de Roublh cabte variakle n'esh pas
stable deuc Iaz sysheme (S)anbovcle farmde ~'ast pas stable .

RaFralms qua i'dhede faike par la méthode de Bode novs adenns un
sysheme skable fcspre’s s.-‘mPliFa'caHon Pnr-fn parhe irraguliere -f_—_—i)
doae 'éfude par las variables d’¢hat ast P!u: ComFlil‘e .

ﬁemuamm gue catte Pr&mere variabie instakle est avssi mobsarva.
~lle ci' ingeuvernakbles En boucle ouverfe elle est aussi nstable .

donc comme on gy entheorie: lg raaction d'etal ne PcrmcH'fq dl{tjir
gua sur les modes aouvernables ek obsarvables du $js"‘;m¢' ak restera
sans elfal sur les mufres. Le systeme boucldne povcra done atre

S\'a.b'diseﬂ:i!;e dans la mesure o0 ces derniers modes sontinihalement

stables.

(8.



3' - "_-_- 19 '. 5 l - . ‘.p-. - . -‘-é £ d 5 { }“ £ _' 3 £ !- -

VRGU G QUOLenl ADUS Y QVoas Condidiere que aas fa.xam:r" 2 menf!ﬁ-trz:. cesi.c.

H i i
H H : 4 i, ¥ = - ¥ v
~ IS del aremngs g ne .’é:pr'ef,:nf!n{“ ;ms ura raghte’ Pht;:ique L
/| i el
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oo celle dan Fonctions de bransbert exige Ses condifions invhiake

\‘u“tt .

Par o fownchion da tvanglary dun 5\{‘&*(!&4,0“%"‘"& tes par-
biew @ g for 3ouvquo\n\u «t obpervalbles of on lalsse Fombar
las ?uw&'ui imﬂoqunab\q. et (ou\ \no’ooarcak‘ct} Fandis Que par

la theovia des varniablas d'etat on lrate tovkes les ?nvﬁ«n.f gouvumhiq,
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i
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1 _Malrices

1-4- Inversion dune malrice : deux malrices sonf inverses si levr
produl ast dgal @ {amalrice unibe (T) |

444. condifion: Pour guline malrice soif inversible if Faut que son dafar-
~minanf soif different de 5!.2!";) .
142 éeé_?icjfni@g@q: Pourdiferminer l'inverse d'vne malrice _A.
on procede de lamaniére suivante .
#* fcmpfacer L‘.l'ltacguﬁ clement C'I;;Ai de A par son _cothcf'eur Au}
on oblient ainsi la malrice des cofactevrs f‘f}aij} :

Ti‘ansFoszr- la malrice das cofacteurs . on obtient ainsi la mdr-’ce(‘jc)

* *

Biviser chacua des termes de cetle malrice (4j£) par le deter_
—winant de la mafrice a invarser _ A . .:iui esf 1A}

en oblient ainst la mateice tavarse Je 4 .

At o (45)
Y
4.1.3. Exemple - 423
Soll Az 2 1 3
4 2 4

* Sen deferminant ast; 1Al =45 donc lashk difFarent de 5e'ro.

& Sa malvice des cofactevrs esh:

-5 40 o‘]
f&gﬁ" = |4 - ¢
3 3 -3

on fQFPa'.He f,iua' le co ,fr"ac.!'ttur de Ct,;_a' a‘xsf' son miney” m'.m; Jv signe (-'ﬂ*ﬂ
sk la f'rqa-'..pesz} de (AJ) sera
-5 4 37
fi‘sgi = |40 -}t 3;
o 6 -3
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* L nvarse cia i !mzfi'n:e A rrsi‘ : A —-— 3 g 5
£ _4
o} 5 =
al }’ Fri
1.2. Valeurs propres d ung malrice
. (Q, Qg oo g
Soit vne malrice A = : . k
Q2 Qpq--- - --Agp
4 -
: s i
: S o
L-Q.“ q“’- ——————— Q"lr.""

les valzurs propres de catte maltrice sont les racines ce I“a'ﬂvahon corac.

# TQ;-ish'c‘ue :

Q=A Qg e Ry
i
| a Bpgick =meminimmons Q
det rﬁw AL = i;“w}‘tl“" l“ 2’; y ,"“ =0
" : ~ :
i ' TN :
Any Qpg + ====-- . Qpa-A

1£92.1. Ex:zrr'ale-

T ek A=t 3
g 2

9 R “'il

alors

les valeurs propras senk les racines de Uefl}‘-ue["'l'cn :‘.q;‘qct'c'ris?fﬂue:
X & .
A-AT] = (.22 -2 .6 = X'L3A4=0

dou: r}u = A

Yo B AyeF Ag sonb les valeurs propres dela matrice A
P

. ' - " f r o7
Dans caf t)szP;r:‘ ), ef Ag sonkt raelles distincles. Dure fagon gemra’e,a"ts

pcuvm\‘ ehe reelles ou complaxes distinetes ov mulhi oles.



1-3_ Malrice des vectaurs propres ou malrice mocale: M

4.3.4. de F{n}h'orl_: cest la malrice dentles colonnes sont constitudes parles

— e s

composantes daos vacteurs prop res de la matrice _A.

r £
onla Jutgncfo.r M : I« xu g N I,m
B Xp; Lyp =cvccuue..
R
T I Liin

.. s | —— — 0 —— at— 0 h———

J suffit de remplacer c\nqc{uc element de la matrice TA_XI]

B .
par son co fFactaur, puis de i‘ransPoser la malrice des cofactevrs;on
. P ~ . r :
obliecnt donc une malrice nofee: LA _ '.\1]+ qu on qlnrc."e matrice
ac_’foz'nf'e éo, A s La maﬂln'ce moJalc M aura c‘ls ca.-fonnes Pt‘urorftl&m-

—nelles avr colonnes de TA_A13 non nulles dans lag alle o faif: A=)}

41.3_3. Exe maé_e_;:_

Sl dli on mfrcncf l'axemple rre"céden!‘

A= P 371 on avail Frouve J\.,_::. A ek ,4 = 4.
LE 2_\

CA_XT] = [4"}‘ 51;
L ¢ 1.3

la malrice des cofacteurs ash: [2..1 -2]
doy L[A_ATI = [22 -7
L—z, 4-2 - -

+
pous Ju:-..'l on aveao LA —;\‘1] =

.i.
P:JU!“ /qu‘ﬁ onavea [A "J‘ZI] — r:.. )




1.3.4. Prqprfé!'s'r---amarqyauc de fa matrice modale :

T T e e b s v [ v o s - — v S—0 aw——— . —— — o—

hq o (»]

le Prac}uif das trois mafrices donne M":'A_M . '1’” iy :c}a'qﬂﬁ
1 i i
O Ohsimacy Kool

ou (;\4 ; }ua; s 3.;) sont las valeors propras de la mafrice A.

calle Proprc'e"f‘e"n ‘est valabie que dans [4s cas svivanks:

— Pdor.f'au!‘c; l2s maktrices dont les valeurs propras sont distinches.

- So0r une Farh‘: das avlres (quionl’ un spectre dandnere ) .

Malam’ cette rasarve | la Fropr?c{f'c' M“AM == cjiag(l,;lg;--.ﬁn)
consar ve un farje:. c.}nam'b é!app,l’cash‘an d%v le Pra’ncipe dela d:'ajonnla‘rqf‘:'on

de la meateice _A .

1_.4_ Biagonulisuhbﬂ d'une malfice

So“‘ l’tfiuah'on cj?l‘af‘s)'qnalafc{ !
A=AX+BRU
posens: X=MZ  dbd: X=MZ=AMZ+8U

En mu”ipfs'ani" par: M on Qura;
Z =M AMZ+M7BU = diag (1,2 1) Z+M B U

4 oy
SuPPuans que (e produilty M B donne une malrice colonne [‘Q}

i L A W m_| {I‘ ‘1-|
dou ¢ :

7 — | © Age-cceec 0 | « U
. wdlxl Lu,

X

Rtmmqua v Quand uae malrice a va sPcci're c'a'gcrnerreh (valeurs propres mulk.

-?lu), iareiakion MmiA i peu t' conduire a une forme de Jordan




caraeterisee par beors sorles de Fermes:
* bcs hl;»mt:s t_-‘“tzﬂursa'.r): can:?‘ii‘ue's Far c',lés va!curs ?rr.?re,; J.e 54. n"“%""‘te .
3¢ bas burmes zzapm"dr‘aﬁonnvx sitods immediatement o pres les fm'édau‘fs ctegavx
a Lunita.
s¢ Des bermes auls sarlovt aillenrc .
Mais cus Jormes de Jordar nont pas Lcau—cﬂur d'intecsl ( devant lesforme |

diaanmx’es:- povs norre stvde .
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