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INTRODUCTION

Y

Ce travail est consacré a 1'application d'un concept,la foncticn
Signe d'une matrice,i 1'élaboration d'aleorithmes résolvant numéri-
querient les équatinns de Riceati et de Lyapuncv gue 1'~n rcncontre

dans les problemes de commande optimale et de stabilité des systemes.

Ce probléme peut parattre démodé A beaucoup de spécialistes.Il ya
plus de quinze ans qu'il a été formalisé et que les premiéres esolu~
tions numériques cnt été rresentées.En fait les sclutione connues et
largement cnseignées jusqu's une date récente sont inéfficaces dans

au meins deux situations:

-lorsque 1la dimension du vecteur d'etat est importante.

-lorsque le systéme "linéaire" est instable{ou veisin de

1'instabilité).

L'évolution actuelle des applicatione de l'automatique conduit
scuvent a4 la résolution de probléres qui peuvent nntamment dérasser

le cadre de la ccrmmande de systémes intrinséquement stables.

A ce rencuvellerment recett des domaines d'applications deit corré-
spondreun rencuveau des m&theodes auquelles nntre travail contribue.
I1 rrésente en effet une méthnde efficace de calcul direct des para-
nétres stationnaires cptimaux d'un feedback de cormande dans le cage

de systémes non nécessairement stables et de dimension quelconque.

On attire 1'attention du lecteur que ces nouvelles m&thodes ne
sent pas le fruit du hasard,mais sont liées etroitement au probléme
de 1la reducticn des calculs(temps machine) et 1a possibilité de co=
mmander en terps réel un processus (instalations industriclles et
Probleme de la prur suite d'une cihle)et ceci argbe a la prssibilité
de disprser de calculateurs nruissants et ranides.

€e concept(foncticn signe)et surtcut son application en &ntomatiqué
résulte de 1a convergence d'idées,d"tudes de plusieurs auteurs entre

autres "Casti en I977"[3] "Anderson" [4] au congrés IEEE 1977 et 1978

o
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et les travaux de "Beavers et Denman"en I9763ainsi que ceux de Baraude.

Par ce travail nous nous proposons dans un premier chapitre A'etudier
p. P

le concept de fonction signe de matrice. Ie deuxiéme chapitre est relatif

& 1l'application de ce concept & la resclution Aes équations de Riccati et
de Lyapuncv.
Quand au Adernier chapitre ,il1 fait 1'objet de Aiverses applications et de

tests numériques avec interpretations.
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INTRODUCTION

Nous allens introduire dans ce chapitre, le concept de fonction signe
A'une matrice et nous montrerons que l'algorithme de NEWTON permettant

de calculer cette fonctiom, présente d'abord une convérgence linéaire &
évolution chactique avant d'aborder sa phase finale du second ordre.

NDe cette analyse découlent deux nouveaux algorithmes,1'un fini ncur les
matrices A spectres réels, l'autre relatif au cas général constituant une
méthode de NEWUTCON accélérée.

Quard » 1'application de cette technique, elle fera 1'objet des parties

gui suivent.
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I-INTRODUCTION A LA FONCTION SIGNE D!'UNE MATRICE

On sait par definition qu'une matrice carrée A(n.n) est semblable a

sa forme Ade Jordan:
A=MIM~ 1 (1)

ou M est la matrice des vec teurs propres de A et la matrice J 2 1la
structure:

d

T Ty 4
ED o o sl P M1 o !
L 1 ' £ l ‘
! ! avec Jj =1 4 e !
! ! : '] - !
1 0 Ji - i
G = : A

1 i

ou le nombre de blocs de Jordan Jj associés A la valeur propre ) jiest
éral au nombre de vecteurs propres lineairement independants relatifd a )

Soit maintenant f£(A) d'une fonction definie sur 1le spectre 1e A.On aura

£(A)=Mf¢ J)ML

avec ‘ -
T - — : . e i !
L £(g,) ; ¢ 5 OV R O M
. ]
£2( )= P e(I)=1 . :
! 0 ! J ! . '
1 Nt ]
' ' ' fr{se) 1
) L] . !
4 £ 4 ! £(x 9 :
— —d
On définit le signe A'un nombre complexe Z=x+iy comme dtant
X
i Z2)=—
sirne(2) lx‘
Appliquons maintenant la fonction sipne A une matrice; on aura
sipne (A)=M.signe(J) .M~d& S (2)
avec
e —
'signe (7)) :
1 5 n 1)
simne(J)=1 0 !
1 - 1
' signe(J )
- k' |

k=



I-INTRODUCTION A LA FONCTION SIGNE D'UNE MATRICE

On sait par definition qu'une ratrice carrée A(n.n) est semblable a

sa forme de Jordan:
A=MJM~ 1 (1)

ok M est la matrice des vec teurs propres de A et la matrice J 2 1la
structure:

TS . ... .00 I o !
] t t . l ‘
t 1 . t i
! ! avec Jj = . . '
: : Voo v
1 0 J: E . };

= Ai

ot le nombre de bloce de Jordan Jj aesociés 4 la valeur propre M jest
ézal au nombre de vecteurs propres lineairement independants relatifd a )

Scit maintenant f(A)} d'une fonction definie sur le spectre de A.On aura

£(a)=Meg ML

avec . ~
T - ™ : . . i1y !
U (g, ) ; PorOD £rOW). .. g0 D
- L)
£(J)=1 VP E(T3)=1 . !
| ° : ! ' :
[ .
1. ' ' Ft{ie) '
» 1 . 1
L 19 : O |
—_ —f
On définit le signe d'un nombre complexe Z=x+iy comme étant
. X
51gne(Z)7§‘
Apvliquons maintenant la fonction sipgne 4 une matrice; on aura
signe (A)=M.signe(J) M-z S (2)
avec
[ —
'signe(Jy) '
1 ]
sipne(J)=1 o ) e '
t * L]
' signe(J )!
i ko4

ke



et

rsigne(hi)

i
'
sinne(Jj)% ® ! = X
: ¥ igne (N0)]
0 signe b
I si réel(A\i)0 -I si réel(N)0

Resumé et propriétés

A=mam-1
S=sipgne(4)

S=MDM D=diag(.eeeeesigne(AD coeeas)

81 si réel(A()oVi
BT si réel(Ai ) 0oVi
B=A si A orthognnale symetrique

Signe (A™)=8igne(A)

Signe @cA)=Signe (A) Y& R' *
Signe(AT)st

; -1 -1
Signe (B)=VSV si B=VAV

2-CONSTRUCTION D’ UNE SUITE ZxTELLE QUE 2 #Sicne (Zo)

On a vu ultérieurement que pour connaitre le signe d'une matrice, il
suffisait de connaftre les signes de ses valeurs propres.Donc il nous a
paru utile de voir dans ce paragraphe comment trouver le signe d4'un
nombre .On demontrera ici que pour trouver le signe d'un nombre(complexe
ou réel), n peut utilieer une suite qui & 1'infini,ncus donne son signe.

Une telle suite peut &tre introduite en cherchant & determiner les

zerns de la fonction complexe
f(Z):ZZ—I
par la methode de Newton.Ce qui donne 1'algorithme

_ £ Z,)
Zy + - 2%~ "R Z)
c'est 4 dire(annexe):

Zy f“% (3

ety

._.5_



et

rsigne( 2O

'
:
stene(pd ° D= I
.t
i_ ) signe()\t)_{
§ ei réel (X0 -I si réel (M0

Resumé et propriédtés

A=Mgy-1
S=sipne(4)

S=MDM D=aiag(.escetigne(D) ceeess)

8=1 i réel(AL) oV
ST si réel(Ai )X oVi
B=-A si A orthogonale symetrique

Signe(A4)=Signe(ﬂ)

Signe @ A)=Signe(4) Yx € R *
Signe (AT)=8T

. -1 -1
Slgne ( B):VSV el B=VAV

2~CONSTRUCTION D/ UNE SUITE ZxTELLE GQUE 2 +Signe (Zo)

On a vu ultérieurement que pour connaitre le signe 4'une matrice, il
suffisait de connaftre les signes de ses valeurs pfopres.Donc il nous a
paru utile de voir dans ce paragraphe comment trouver le gigne d'un
nombre .On demontrera ici que pour trouver le signe d'un nombre(complexe
ou réel), n peut utilieer une suilte qui & 1'infini,ncus donne son eigne.

Une telle suite peut &tre introduite en cherchant & determiner les

zeres de la fonction complexe
f(Z):ZZ-I
par la nethode de Newton.Ce qui donne l'algcrithme

£{ 70 )
o 0 i A

ctest & dire(annexe): .
I I 3
Zg, 1= 3¢ ZK“”ZR) )

....5_



2-I- CAS REEL

Etudicne maintenant plus en detail 1'evolution Ae ZK‘ Pour cela nous
allons supposer dans un vremier cas que Zo est réel(Zo=x,) .

Notre suite devient:
- L iTi
on voit clairement que:

Eiﬁne(XK)zsigne(Xo) % K (5)

On peut donc supposer pour la suite de notre raiscnnement que X@)O
et par raiscn de symétrie de X et I/¥ par rapport AI,il suffit de

gide;
considerer Xn)I

~ » .
d'ou 1'cn peut écrire

It IR vvvneons { X0 (6)
2
P I
Si on prend XK=I+£ = XK+I"=I+"'§_"&" (7)

1+€

c'est a dire

X :I+E§(£E)
K+I =

resultat qui caractérise la convergence A'ordre deux de 1'algorithme
de Newten.

D'aprés (4) et (5) on peut écrire

X
i?{<x?+l
et sachant que :

XZHDI =3 1/x{1I
donc
1/2(Xp+1) ) 1/2(Xy+I/Xy)

d'ou
1/2(Xg+I) > Xy, 1

finalement on aurz 1la relatinn:

XK/2<KK+I<I/2(I+XK) (8)

En prenant K+I=n dans 1' négalité (5), on aura:

Xo0/2"{ Xn {(I-1/2")4X0 /2" (9)



2-I-_CAS REEL

Etuilicns maintenant plus en detail l'tevolution Ade ZK‘ Pour celsa nous
allons supposer dans un vremier cas que Zo est réel(Zo=x,).

Notre suite devient:
_ I I
Xy, 1= 5Xgr,) (4)

on voit clairement gue:

Eigne(XK)zsigne(Xo) Y K (5)

" On peut donc supposer pour la suite de notre raiscnnement que X@)O
et par raiscn de symétrie de X et I/¥ par ranport aIl,il suffit de

. Fd
considerer
ny I

-
d'ou 1'cn peut écrire

I IR vevnesn { X0 | | (6)

i on premd Xp=I+f ==> X ~.I+—--- .5_‘_ (7)

1+E

c'est a4 dire

4
Xe, =1+ GED)
+1 . 2
resultat qui caractérise la convergence A'ordre deux de l'algorithme

de Newten.

Dlaprés {4) et (5) on peut écrire

22{'1{(}{1{ I

et sachant gue 3

25T =3 11
denc '
1/2(Xp+I) ) I/2(XyeI/%p)
dtou _
I/Z(XK+I):>XK*I

finalement on aurz la relatinn:

KK/2<)CK+I<I/2(I+XK) (8)

En prenant K+I=n dans 1' négalité (5), on aura:

. Xo/2"{ Xn € (1=1/2") +Xo /2" (9)



Ainsi =i Xo est de 1

"crdre

de

2“, il ncus faut Aonc n itératicns

r~ur le ramener & une valeur comprise entre I ¢t 23 ce qui traduit

unc convfrzence linéaire dans un premier temns ,anrés ccl-n 1la conve-

rgcnce d'crire 2 intervient.

£ 1'aide de la relation (6), pour K>n+I, an reut connaftre 1le

nepmbre A'itératicns A

En rrsant

cn ~2uras

effectuer rour =voir une preocision dconnée.

Xn+n=I+En
fp< 4 BkL
1 A -+ Ef_i

ol {1

En rrenant éc:l, cui cerresrond au cas le plus Aéfavorable,cn pourra

Aresser le t=hleau suivant:

- = - == - -

to

(g

(aa)

b == = - ]

e e

(@)
n
n

TESESTE| Benes el

o]
o™
n
\n

™
w

8§I,I.IO'I5'5,8.IC

[]

£s Ly RS
, S
1 '

-

b y6.I0”

561

e

Ainsi le nombre total A'itérés pour nhtenir une précisinn machine vaut

N=n+4n

2-2-CAS GENERAL: Zn COMPLEXE

(

Sane restreindre 1la pgenéralité du raiscnnement, on neut supposer que

F D1

Par definition ~n =

Aoy

et °<e<g_

Ze=P~(cnsfr+isinfn)

V4, = T
K+1 ﬁ*+I(COEPK+I+151n9B4I)

Ainsi en utilisant (3),con chtient

et

Etant

> c ; 2 .2
PA+I=I/1+(qh—I/P}\;) +COE 6“},=I/LI-S93+I‘/PK) -sin" ey

Arnné

tge

que

2

G

1

___-:—tgeh_

K+17 1
K

+1

I0)

(1I1)

(12)



Ainsi si Xo est de 1'crdre Ae 2M, il ncus faut dcnc n itératicns
Tour le ramener & une valeur comprise entre I ¢t 23 ce qui traduit
une convirgence linéaire dans un premier temps ,anrés celn 1= conve-

rgence 4A'~rdre 2 intervient.

f 1'aide 4de 1la relation (6), pour K>n+I, on Teut connaftre le
noembre A'itératicns & effectuer pour aveir une procisicon dcnnée.

Bn rosant Xn+n=Ts+fn ' 0(2041

onoaurar g o g g’E-.
P - ‘-i- A+£f—l

En prenant EC:I, cul cerresnond asu cas le plus Aéfavcorable,cn pourra

dresser le tahleau suivant:

-

£2

0,025

61

2
ASH
A%}

-,__-__-_
IR N
= fe s n e o

£3 E gu E Es j 2‘ ! ‘21 -
3.107% 4,6.107% 1, 1,107} 5,8, 1731} 147+ 10

1
T
M )

S

fe bt = - -

Ainsi le nombre total A'itérés pour nhtenir une précisicn machine’ vaut

N=n4n ' (10)

2-2-CAS GENERAL: Zo COMPLEXE

Sans restreindre la genéralité 4u raiscnnement, on peut supposer gue

€1 et el0 (B}

Par definition ~n a Ze:fb(cos@o+isinpo)

At 7 _ o
n K+ 1 FE+I(COE€K+I+151n9K+I)

4insi en utilisant (3),~n chtient

2 L (o - . 2 . 2
PK+I=I/ (:eh-I/Ph) +cog fy=1/ 'Q;EAI/PK) -sin" €y (11)
et 2
G -1
thK_'_I_. 2 tf_{eu. (Ia)
K

Etant A~nné que



G D g

cn a ainsi

r’<lFK+I‘< | € (13)

ce cul traduit 1a convergence 4¢ €y vers zern.

Etudicne maintenant 1la decreissance 4&(’ en EUhhrsanth$> I et si
P >1
Marrés (II) ~n peut éerire
. 2
2 1 Z l
/] A 1 N
AP Pt P — + = <P
ik ~ 2 < Bk P T ST )

Si on prend K+I=n et en cpérant comme roup le cas réel,cn aboutit A

A2 12 RN S n
:ro - 5(1—1/4 )<<?n < Eﬁ.Pn + (1-1/47) (15)

et si A t-rue les itérés on 2

PP ua( o P P (16)
et d=ns 1'hy cthése ol
ang? o<2n+l Fg - L‘_H 1\<q< L

nn Trurra ‘~nc écrire

(ERCYC T J‘*"_f‘.< 5 (17)

ce qul tr=duit une convergence lineaire de facteur I pour .
y A
En fait le module de ZK decrcit 1légérement nlus vite qu '/ une progression

geonetrique de raison I lorsque © est srand (€ veisin de.lij et un neu

moins vite lorsqu'on se raproche de 1'axe des réels.

Maintenant voyons la décroissance monotone de e son évolution découle de
7 ; s
de celle du gain f (p>)=-P @ /Fﬁ+1 et de tg€,qui A priori ne reléve
\

A'aucun prrcessus simple tel celui mis en évidence pfurfﬁ.

Cn peut cependant 4éja conclure pour un Zo tel queﬁ >1 et tg0n>>1
v

L'evnlution de ZK se décempnse en trois phase :

-8~



r(t%‘\ (1 = YesCpa] ¢ NeaCy)

cn oa ainsi

e S LN | (13)

ce qul traduit 1a convermence Ac €y vers zern.

Etudicns maintenant la decroissance ﬂefD en Eupnnsantff;> I et ei

P>

Atanrés (II) ~n peut écrire
1.2 1 ¢p - t
TiDK -3 <€“_,, { ;;j[;( v <PK . (14)

3i on prend ¥+I=n et en cpérant comme mour le cas rdel,on aboutit A

A2 |
-::{90 - -2-(1-1/4”)<?i < zlrnf)fzw ¥ (1-1/4™) (15)

et 81 A trus les itérés on a

1<Fn_l<€ n-2< .<Pl< Fo (16') .
et dene 1'hyrcthése ol
2n<? c)<2n+l' {;é - t+n‘ 1\(0(( 4

nn weurra Ycne dcrire

o g
j—I;{Q, Ji7 et J—%—( e (17)

ce qui treduit une convérgence lineaire de facteur I pour .

En fait le module de ZK decrcit légérement plus vit% qu'/une progression

geonetrique de raiscn I lorsque €@ est arand (€ veigin de.lij et un peu

mnine vite lorsgu'on sg rapvroche de 1l'axe des réels.

Maintenant voyons la décroissance monntone de ©.s0n évolution découle de

de celle du gain £ (€>)=-P2-4 /F3+1 €t de tg@,qui A pricri ne reléve

d'aucun prncessus simple tel celui mis en évidence pourkﬁ.

On peut cependant d4éja conclure pour un %o tel queﬁ > 1 et tg@o‘}}li
o
L'evolution de 2y ce décompose en #reois phase

_8-



I2 PHASE/ décroissance de s (du type progression geometrique de raison

I/2 ) 4 © approximativement constant .

28 PHiSE/ décroissance de €y Poscillant autour de I,

\N
b

PHASE/ convergence du second ordre simultané de © vers zero etP

vers I.

3~EXTENSICN AU CAS MATRICIEL

Soit A une matrice carrée (n.n)dont la partie réelle des valeurs

propres non nulle: .Par analogie au cas scalaire definissons la suite:

g D !
by , 1= I/a(AK+AK ) An=A (18)

20

Suppesons d'aberd que A est diagonalisable,c'est A dire qu'cn pewut

ecrire:
=M o o 1ML avec An=MDoMT1
Ap 7 MDp M =I/2 M(DK+DK )
par identification on aura denc
=Ly . ., ;
DK+I=I/2(DK+DK Y=diag(ee. . . I/2(i4I/Mi) enens)
de s~rte qu'nn ait
D =diag(.cisonipneng) cvies)
oo

En vertu de ce qu'~n a vu au paracraprhe nrecedent ,on neut écrire:
» 1 L

. 1.
gipne(A)=8=MDM =1im Ay
K——soca

Maintenant supposcns que notre matrice ne peut &tre misc que gous 1la

forme de Jord=an.S~it  (J) un bloc de Jerdan,et définisscons la suite:

= =1 o
3K}I_I/2(JK+JK ) avec Jr=J
TRl K K o =
;_.i !?12.-......-31' v A .1 G;
1 ~ ' ' ] ~ ~
' ~ 1 ' . !
; \.\ ' ; : ~ % i
% I ~

JKZ! ~ "o Jo= S }
: S : ¥ e
- e - it
1 - dj) e A
= — — -



Ie PHASE/ décroissance de o (du type preogression geometrique de raison

I/2 ) & © approximativement constant .
EQVPHASF/ décroissance de @, Poscillant sutour de I.
38 PHASE/ convergence du second ordre eimultané de © vers zero etP

vers I,

3-EXTENSICN AU CAS MATRICIEL

Scit A une matrice carrée (n.n)dont la partie réelle des valeurs

prepres non nulle .Par a2nalogie au cas scalaire definissons la suite:

- “1 -
by . 1= I/a(AK+AK ) Ao=A (18)

e

Supprsone d'aberd que A est diagonalisable,c'est A4 dire qu'cn pewt

ecrire:
- -1 ML avec An=MDeMT1
Ap, MDp M =172 M(DK+DK )
par identification on aura done
-1 . g s 3 s
Dy, 1= 1/2(Dg+Dg }:dlag( cee I/2(R 1T/ Laul )
de eorte gu'on ait
D =diag(.....signe(Mi).....)
[

En vertu de ce gu'cn a vu au paragraphe mrecedent ,on npeut écrire:

-1
eipne(A)=S=MDM =1im Ay
O Km—p 2

Maintenant supposcns que nrtre matrice ne peut &tre nmise gque sous la

frrme de Jordan.Snit  (J) un bloc de Jerdsn,et définisscons 1a suite:

g _ =1 a e
;lK+I_I/2(JK+JK ) avec Jr=J
- K K ] -
! ai_az........ta; %’A 1 o
' ~ 1 t 1 ~ ~
' ~ L ' . !
‘ \\ ; : : ' A “ ) "~ ;
JK% \\ . Jo=| s ) T {
: - tK) ' ~ ~, !
1 A a ] ~ . 1 :
: Y L o A
| - ] — -



d'ny i -

T ,,.,,:.-—(-u) _!
—i 1
o A N\
Jo= ! ‘\‘ '
' ~ '
' ~. '
' ~ o |
| o4l
1 2
' —
or b 1
J1=1/2(J0+J77)
par identification en aura:
L T S 1 2 ] ( i-T 2 .
E\i: / (A‘l‘I/A) ﬂZZI/E(I"I/% ) ai: -I) .I/E) 123,01-1'
Prscns
1oty Ky —smes %yt
. Vs |
JI}lzi s ‘\\ E ruisque JKJI}l:I
1 N ~
: 0gy!
1 & . ]
L “x
_> 4 =1/3 X ,=(1/a )320<‘)C{h=-1/31.(52.0{r_. % AT gy +arq‘)

-l B
Sachant cue JP’+I=I/2(JF+JK ) , il cn Aécnule:

2\ =1/2(5 +I/a.7) &) :I/Z'jf(I‘I/("‘-',()a)

Kt K i Ky2 | Ka x| 2 :

A __.I/a_ﬁr E I-.I/(n' ) 5 -(I/Z-'a‘)(aa-‘x\r_r ...... Er 0(29
L- HJ

8l . K
Cette structure wontre clairement que l~rsque a; tend vers 2I,alcrs RT,

T=2G weivim 5o r tendent vers zero ,ce cui drnne:
réiﬁne(hy i
: |
] 1
: SR
JC‘ = E c 5 :‘:iﬂfne‘(J)
1 1
ta el{z_ne(/\._);



A'ey

]
-

— -t —
:_l_\; -L'L ] ‘—(-I) 1.‘1
[ BN . >\l
o LI r
Jo= ' S. . '
' -~ ]
] ~ . [}
t \‘ T
; Al
;. 24
or - 1
J1=1/2(J0+J77)
par identification cn aura:
] i - 2
a=1/2(A+1/0) ab=1/2(I-I/)%) 2l =(-D T L12)8 il3, ..
Prsons
T & om0
] A ‘\ ;
J%:E N i ruisque JKJI_{lzI
' \\ \\
: gl
t . . :
L !
—> ()(1 —_-I/al !:,.{2-_-( 1/a, )32N5)6<r=-1/a1‘ (32 J){r_‘ Foeons +arK‘)
J-}'. . .
Sachant cue JI\P+I:I/2(J}(+ k ) + il on Aécrule:
K+1 b K. k+1 K
:’:\l -..—.I/E(a' +I/a‘ } 32 :I/Z"§(I—I/("1"<)2)
K+ K i K\ 2 K K K K
AL =I/2.ar E I—I/(-’a. )7 E,_-(I/2a#}(a29‘!rﬂl+ ...... Ay .0(29
L -

. K
Cette structure montre clairement que lorsque a; tend vers 2I,alcrs a'f,

1=2,000u.. r tendent vers zero ,ce nui denne:
E_sifz;ne(x) -
' i
[} 1]
i ¢ '
Jog = ! o ' =siene(J)
! 1
1 1
v 'signe()\);



3-I-ALGCRITHN® FINI PCUR LE CALCUL DE S—signe (AY

N~ue allens considérer dans ce paracraphe un cas particulier & gavoir

les matrices rérulidres & grectre réel ; ~n aura deone 1a suite:

min

>\KH ‘_%_O‘*‘“L/i}( avec XP:mﬂx({)\'Waxt ,f I_ )

¢t le n-mhre A'itérés —our calculer S sera i~nné crmme Prur le cas réel

c'est 2 Adire:

N:rZH-T“

Scit : ;
s:{*wﬁxl t=iMrin et A =——
! \/T“.‘f'

Aéfinis~~ne 1= transformati~n

*
fqz(,"&
de fagrn A av-ir
Y
XE \2 * T
81%-; H t:E—\ "'—> S:—tx‘ (19)

i~nliqurne al~rs une itératicn Ae (18) »~ur K=C, il vient:

x 1 (Et‘+(“¥f:‘)—')

. K
d'arrés (I9),Ar a2 deux valeurs nrenres "e m~dule inverse,=lcrs "y aura

deux veleurs “r~rres Je mérme modyule maximum:

meq}(_(")l(-) _:2[ (-f?:-!-%:%"Q(S"'t)

Plus r*n’rieront ~rerpa:

* A A
Ezr%}‘m}‘('i | tF:P\mln(ﬂ:V)\ ’ qk?§ﬁ77 E
' '
e
*,f‘ o r
rJ"E’(K A’I") Jl o= =

En suprcsant Jque ’V mrgséde au moine (F4+I) v-lcur- “roares de ménme

~ Aule rmaximum I'axicrme Ae recurrencr rer~ct A'affirmcr, cu'len faisant
unc itération(c-a-- “V+I),c“11r~ci crn?uit % =au ~-ine (¥+2) valcurs
propres de méme mcdule maximum:

=11~



3=-1-3LGCRITHMY FINI PCUR LE CALCUL DE S=signe (A}

Neus allone crnsidérer dans ce raracraphe un cas particulier A savoir

les matrices répulidres & spectre réel ; on aura denc la suite:

>\K‘H ‘_%_O\K*,\;) avec >\ "‘m’X(P\'qul | )
AK

.lt’l

¢t le nomhre A'itérés wour colculer S sera 4-~nné crmme rrur le cas réel
clest A dire:

N:]’]:l-""' -
S5-~it . , . .
bz\Xmax\ t:%%min . etf%xwtf
i st
définisecne 12 transformation
*
A:(‘(A
de fagrn & avoir . ‘
) - A ' |
%
Y P * ¢ * T
. —_— -
S{:—} ’ tl&‘\; — : -9

irpliqueing alrrs une itératicn de (I8) w~yr K=, il vient:

* I (fﬂ+(PP)-‘)

: . *
A'arras (I9),4r 2 deux valeurs nronres de medule inverse,alcrs Ay aura

- eux veleurs “rerres He mdre medule maximum:

>\ max( f‘;i{_) _aI ($*:+1?S=£—-—O((E+t)

Plu=s céniriecront ~rs-nsa:

\ ,¥ | i ﬂjn‘ T 3
EFAI\ﬁ?X(WF)‘ y thmeln(qF)\ , C‘K?EE‘:T :
S
t > (20
e
* * :
P+I’—‘E><V If*""‘( b } ho=ho=A B

BUDTOE ue 4, mrgséde au moins (K4I) we lxur' rronres de rméne
n su ant g By
nodule rmaxirus . L'axirme de recurrence rer-ct A'=ffirncr, gu'en faisant
une itération{c-a-2 YT Jyeelle~ci conduit & au = ine (¥+2) valecurs
Propres de méhie medule maximum:

=131~



NS

[ Xx . ,.*
e S Amax (Al dAmin()]

I~ \/!A max (A% « Amin(7g) |

1

~n reut Acne affirmer qu'il existe l,gn-I tel que A

— ¥

ss¢de n valeurs
nronres de méme module .

Cn ~eut =1l-res ‘crire:

2
“=sir ‘:f:(-"s): ] (EI)
BN

insi il est neoesinhle A'éncncer le thérréme suivant:

5-it 4 (n.n) rf{ruliére % srectre r'el, S=simnc(4) est ~htenue nr

1'sleerithme fini:

i ;
' i ] '

e T R

E = el F Sag B i

1 :

P T a 2
AN st I

iy s * E

| St '
oyt :

! =

3-2- LGCLRITHME DE NEWTCN ACCELERE

IntroAucticn

L~ methrde gu'cn a vue précédement n'ect malheurese~ment utilisabhle cue
gi 4 est diaccnalisable 33 ceci il faut ajruter le fait le plus fenda-
rentale gue 1l'=l-~rithre ne s'¢tend mas au cas ies matrices 2 =rectre
comrlexe.

Il est néanrmoins nrssihle A'élaberer & rartir Authécréme vu précédement
une rr-cédureitérative rénendant & ces Adeux ohjéctifs et ~ui constituera

ce 7u'~n =npellera une versinrn accéléréc de 12 meth~dc Ade Newten.

Macrithme de Newton accéléré

C~nsidérrne A'ahord le prrhléme des v=1eur§ rrorres comnlexes.

S~ient Zl ct 22 leux Je cee valeurs.D'finiss~ns alrrsla trancf-rmatinn

ol



\>\mgx(,¢ I)! _ZI i.}\m.ax(f?;)*' +‘Amin('\i)l
X4

0 neut Acne affirmer qu'il cxiste 1 n-T tel que &T Tresdds

rrenres de méme module.

Cn -eut al-re ‘crire:

\/l) max ( A’I?) « Amin( ',\le 5!

e
cglpn&(q)jszi?ﬂ

Ainsi il est nessible A'éncncer le

thé créme

(21)

suivant:

501t 4 (n.n) réruliére 3 srectre r'el, S=siznc{4) est ~htcnue nr

L'sluecrithme fini:

W !
L] — —_—

t ¥ N [4 ;
E A-;!_I_- gi(xr.’\?::l (.A-_'::)' ; Pyl i
: : PR Yoeg 71 :
L] L]
o, I 5
P YRR (T A () ‘
! § ol !
: 3_ l '\'* :
t 9= . ot '
? ﬁa‘# 1 t
N :
: RN o

3-2-iLGCRITEME DE NEWTCN ACCELERE

IntrcAucticn

L> methrde

si 4 eet dismcnalisable

rentale gue 1'al-rrithre ne s'étend mae au cas

comrlexe,

I1 est néanmeins vnesible A'élabrrer 3

une rrroedédureitéirative rénendant A

(22)

gu'cn 2 vue précéderent n'ect malbeurese~ent utilis=hle que
32 cecl il faut ajouter le fait le rlus fonda-

des matrices A sarectre

rartir duthécréme vu précédement

ces deux chjéctifs et nui censtituers

ce su'rn 2ppellera une versinn accéléréc de la meth™Ae Ae Newton.

Aacrithme de Newton accéléré

C-nsidérrns A'ahnrd le pr-hléme des valeur§ rrorres comnleXes.

Srient Zl ct 22 dcux e ceeg valeurs.D'finiss~ns alrrela transforratinn

-l2-



MYLE
il 1 i
7= Z S ol
T( i+ .Z..l.) et Z= (21 «+ Zi‘)
n a dene
2 201 I 2
D =Z2i) =i + =—)"-=in“ei
Ky ‘ ) LY ¢ i
B :’ ll

S
X Q i+1
]

tngfi_/';jl—l Steli

fn vnit clairement(en oénéral)qu'il n'existe Pas -‘WeDl‘:fonctir‘n depi,C—i
~ 4 fY 7 i

tel que (—‘l:{-"a et f| = 6 gecient verifies simultanément.

Une premiere approximaticn ccnsiste mar extentisn du cas réel & faire

abstractirn des arcuments Cl et C2 et ne raiscnner que sur les mndules

{‘ll et fz.

le mieux qu'ecn nuisse faire est fi'e/{raliser la contribution de G et EZ

Adans les m_-“ﬂules?ll._g A'eu 1'cn preni:
]

O(_.l

| m l (23)
A'ou 1l'on = \fé’,l-?:z\ <i E”' s 6;!

. g (24)
=9 =2
o<|(T-(g] <1
et une égalisaticn Au factemr de reductirn Ae te € qui ”’Lei:cule des
relaticns
* % _
\P'Fz:m{’,-ﬁﬁ—i
2
&7, . -"1 i-‘
o = L5 gk
eged
tr*‘z:l :\V (ft) teO R
1 \ (25)
~ A<
te€, = “W(el)tgga J

wliF



Tuis

fa voit cl:\lrement(en sénéral)aqu'il n 'existe pas flecxfnnctlf\n de'/l ei
tel ﬁue'EJJB etf Er scignt verlflec simultanément.

Une premiere approx1matlon censiste par extenti~n du cas réel A faire
abstractirn des'afguments Ol et Ca et ne raiscnner que sur les mndules
f}: et ?2

le mieui qu'on nuisge faire ecst d'epallser la contribution de ﬁ et 62
dans les rﬂﬁduleﬁ?l > A'ou 1'en prend:

1 .
X = : (23)
Vii €g

Alow 1'en 2 \?. B az\ <i E’: - F;!

ve TH (24)
© <_(/|-2" 62 <1
" et une égalisaticn du factemr de reduction Ade te ’C qui rie?:cule des
relaticns .
R AEST AR
i ‘g - ! 2 :
Z
oy - =1 _ w4
W(C) =, W e \
t;;él =\¥(ft)t;:nl ' \
' (25)

- N . 0 f
. tg€, = \P( )tg‘@ J

~13-



CCNCLUSICN
~ e
Cn peut dire que 1la transformationC{ n'annule nlus 1l'ecart Zl-Zes

p-..J

mais contribue a réduire l1l'ecart en norme de Zl et 2 par rapport &
une itérati-n de Newtcn(Z! et Z') et égalise en valeur ahsolue le

T 2
facteur de réductinn de la tangente des arsuments Cl et Ca .

Donc i nn fait jruer é,Amax(Ai)et)min(ﬁ;)le réle de 7, et Z, Aans
1'alprrithme précedent .En raison des nroprietes d'invariance de 1la

foncticn sirne on a:

YK signe (A;):rsigne(AK) —signe (A)

clest a Adire
lim QK: lim AK = 8
Koo K—o2

Ceci étant,nn reut dire que 1l'algorithme acec&léré se comporte dans

s~n stade ultime exactement comme 1'algorithme de Newton,l'accélératicn
de la convergence 2u sens de la reducticn du nombre 4'itéré pour
atteindre S avec une precision deonnée,intervient donc esscntiellement

dans 1l'ecveclution Ae E; correspendant aux phases Iet2 du cas scalaire.

Prur éviter le calcul des valeurs prrpres on- est amené & faire

1'approximaticrn suivante:

(27)
cecl est lé}itime car:
| X max(2) | <]iQH et \}mln(ﬂ)[> 1/ “x
rd
L'akcrlthme de Newtcn ﬁcceﬁ?ﬁ est A~nc en ﬂeflnltlve defini par 1la
prccedure suivante.
A = &
[
» Ltee g€ 1 >é-1_!
= | O A (28)
K+l 2!__ ¥ D(K _:



CONCLUSICN
. ~ Piger
Cn peut Aire que 1ln transfermationC{ n'snnule rlus 1l'ecart Zl-zas

o~

mais contribue & réduire 1'ecart en norme de E& et Z2 rar repport A
une itérati-n de Néwtcn(Z} et Zé) et égmlise en valeur ahsclue le
- facteur de réductisn Ade la tansente des arsuments Cl et Cg .

Done s1 nn falt jruer A.Aﬂax(ﬁx)ethmln(A Jle rale de Zl et Z2 dans
l'nlrﬁrlthme précedent .En raison des Froprletes d'invariance de la

feneticn signe cn a:

YK signe (A;)z-signe(AK) =eigne (A)

cltest a dire
. * .
’ lim AK" lim AK = 8
) K 2

Ceci 6tant/on rmeut Adire que l1'algorithre acecdléré se crmporte dans
sen stade ultime exactement comme 1'algrrithme de Newton,l'accélératicn
de la convergence au sens 4de la reducticn du nombre 4'itéré pour

atteindre 8 avee une precisinn dennée,intervient donc essentiellement

; v 2 -
dans 1'eveclution de A? ¢nrrespendant aux phases Iet2 du cas scalaire.

Prur éviter le calcul des valeurs propres on® est amencé & faire

lt'approximaticn suivante:

(27)
ceci est lé&itime car:
[ Xmex ()| L wajl et | hmin(n) | 1/ a7t
L'aPcrlthme Ade Newtcn accef}e est drnec en ﬂeflnltlve deflnl par 1a
pro .cedure suivante.
(28)




5=3-IMPLEMENTATICN

n A vu nrécélerent que 1'alrrrithme de Newton acc’ lérd , tait défini rar

=
"\;"": )

i =
X 1! 1 F-1s
. = =¥ + —— A !
K+1 2 il < x &

=\

l fﬂ-"
[\N"' = at E“ .
K i f‘}r 1l

Nous rcemaraucns cque lo calcul ﬂei(w.ﬁasse rar celui dss ncrmes de matrices;

ainel s'imprse un cheix judicicux de ces dernidres.

3-3-1-Ch~ix Je¢ 1= ncrme

Cn a par Aéfiniticn

Al =maxiloxh
P 4
Wi =1
'HP
ce qui “Arnne

i8]
p=1 WAW =max(3_1aij
S RGE
‘_’?:2 " ']“2:‘ max (i I\)I
(8]
n= At =max (2 1aijl)
o 1 J=t
- . jﬁf 20
n=F U!LF:J P A

on en A¢4duit cue:
“ﬁlu = TN e
A \ (
ol il i

Y. Wl
1)

Jn, Wl ed

3 , S A
J%:-“WFQ“W‘Féﬁi{“"p

n~tre chonix 7-it 2incsi satiefaire deux critdrce:
-1le c~it calcul

-1l2 recherche Au rlus retit majorant Ae ‘):maxl

Cn remarque gue le plus netit majorant e | ) max'estf!ﬁ”a,tanﬁis cue

le critdére ccdt c=lcul est satisfait nar ilh“l -ullﬂgc

Un ccmpr-mis sera ainsi A~nné nar

Walt = minClialy Nl ) (29)

=155
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5=3-IMFLEMENTATICN

n o vy nrécéierent aue 1'alignritheme Ade Newton acced lérsd ,tait defini mrar

Nrus remsrounns que le calecul ﬂeU(F.nasse rar ceclul dss normes de matrices;

alngl s'lmprse un cheix judicieux Ae ces derniéres.

3-3-1-Choix Ae 1la ncrre

Cn a par définitien

foal =max“ﬁx“n
it et !
‘ .lxh?
ce qui “Acnne
i
p=1 \l!!\\l:nl-g)t(tl;.“_\aij] )
n=2 tl-’~\!.12=. max (A= ey
0
n=0 : i Al =max (2 taijl)
oo 1 et
. PN
n:F “”!%=J P I

on en A¢duit cue:

agdl = BT llog
Ju.. \t.;\!ll

teall (P e € {Jﬁ__

n. WAlieo

1 :
J;g:-nﬁnpéﬂau:EgJﬁ;unu b

n~tre choix 471t z2insi satisfaire deux critirce:

-le crut calcul

-1la recherche Au rlus retit majrrant Ae l>;?ax1
{n remardue gque le nlus netit majeorsnt ﬂel).max{estflﬁﬂaltandis aue
-le critdre ccdt calcul est satisfait nar f|ﬂ“l fullhgc‘. '
Un compr-mis =sers ainsi A-nné nar
al = wia (el Ml ) (29)
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5-3-2-Critire A'arrét

I1 convient de Aéfinir un critére A'arrét tel aue
=
g * ¥ #\
o = 7 = g
lir =5 ‘ Kil l —_—

R—= oo

.trﬁcc(gg) —_—

{n cn 4%7uit les cenliti-ns suivantes classfes

dcnt chacune reut constituer un test Ade convercence

-fo 1| € €

*
2= \le ?(”46 "ﬂ?"u E:
3_\_];7trace(-ﬁ;) 2—1! < E

4 s - 0 3
’T\ ctant 1la ~récisicn machine

Jerarcue X =1, mour une matrice crthas-nale

“'“Tflitue P28 A 12 rremiére ité

<

; drnc le 1¢ tcrt nc
ratirn cor H & U £C

Le 12 et 32 tcsts srnt “cuivalents.En rais~n “u c-fit calcul Au 38

P : ; 2 g
tcrt(nsrultlnllcatlrns) en c-rrarais~n avec le 12(n ), ~n a ainsi

¢liminé lc 3£.,(n »urs le test suivent

| :‘; _.?’k |‘
”tCﬁt“—fax(lﬁr-ll, L—%:%——K]
Kl
test
A
\./x_\
| SN

.y
‘V] -l

fin

L> variahle test évclue A'une fagon chactique avant de ceroftre

par c~dct crrissant

(30)

jusqgu'® une valeur de 1l'crdre de =zrandeur Ae} . T» Aifficulté réeside

"insi Aane la fixaticon A'un seuil £ .Cr 1-
nature qu=’ratique; ?-nec 1la variahle test
2 partir “'un cert=in moment vour arriver
f,'l_c"ren"’mnt ﬂe’YLet e A,

~-16~

crnvercence finalg a une

A¢cr-1it trés raridement

sur une asymptcte bhasse



3-3-2-Critére A'srrét

-

I1 convient de définir un critére Atarrét tel cue

i’K.__€>1
L n#: ¥
lim e = 5 { Rel !I",i -~
K=o

%.trace('ﬁf)a———-——bl :

‘R en Aé7uit les cenditi-ng suivantes classfes par c~dt crrissant

fiont chacune neut cenetituer un test Je crnvercence

1'10(}'“"]“ < Ei *
> il € 17 £ <My

3_\l:trace(ﬁ§)2—lt L E

n

, ’ » - -
’T\ etant la nrécisirn machine

Remerqueﬁ{:l, rour une matrice orthago-nale ; Arnc le 12 test nz
T — I

. . .. L s . Koot
s'arplicue pas A 12 rremiére itératirn cap llfl—aou A0,

Le 12-e¢t 32 tests scnt “cuivalents.En raiscn 4u c-G4t calcul Au 3£
. . . 2 o
tGFt(nBEUItlpllCﬂtl’nE) en c-rparais~n avec le 18(n ), ~n a =ainsi

¢liminé 1lc 3£.0n aurs le test suivent

| ;j_’i': - r?? '1
”test”:max(hﬁv-lj, hﬁﬁt&-¥K3 ) fin o (30)
' Kli .
test
A
\/x_\\h'—

IS Al
P

?1 : >
L2 variahle test évclue A'une fageon chactique avant de décroftre
jusqu'? une valeur Ade l'crdre de arandeur AeM .T» Aifficulté réside
ninsi “Yans la fixaticn A'un Feuil s .Cr 1la converrence finalg 2 une
nature qu=’raticue; “~nc la variabhle tecst Adcr-it trée raridement
a4 partir A'un certzin moment mour arriver sur une asymntote hasse
Ef%pendaﬁt ﬂe’q‘et de A,

~-16~



I1 faut Acne s'assurer 3'ahord gu'en ait atteind 1la zone ¢ convergence
*uairatiquc .Prur cel> ~n intrcdyit un seuil suffis-ment rrand vis 3 vis
de ¥} rour cu'il scit atteint, par oxem?leyi;.

La Aétection de 1'asympt-te se fait =sur 1= hase e deux valours consé—
cutives u Mtest":

S N 3 2 =
tohty+l-— tcstF et test?+l Q:te‘tr

A'cd 1'7n ~ura le critére A'arrét suivant:
':'-q i 3 a .]_‘.c._' \
u4&e"tK+l<vG;7 et te.tK+i> 2te&ty_‘l fin (31)

Enfin pour prévenir tout hruclare intempectif Ae 1'algorithme, le nrmhre

A'itlraticns “rit étre 1limité sur 1= hage e 1~ valeur maxinum rresihle
de N:

n(F.-):! lpﬁz max(“ \il‘ ’ ""_I” )5

et

.

g6y 1-4 | 10m,(Labty 2 /C.54

4 20 v avec ( trrCn<—-—-— <-—J-——)
( .

En ccnréquence ~n 2 implémenté le test suprlémentaire:

1
N | Loz CUfsll, 0TI+ q @) + (P (32)

-1

oG P?) ct rﬁp) scnt des crnstantes machines intr-duites unc fris rour
o L

t-utecs.

Sag




I1 faut Arnc s'assurer d4'ahord quten ait atteind 1a zone Ac converpence

Tuairatique JPrur cels cn introduit un seuil suffisament grand vis 3 vie
Qo

ﬂe’?{rour ¢u'il scit atteint, par exemnleyh)
La détection Je 1'asymot-te se fait sur 1= bhase Je deux valours consée-
cutives "u "test":

3] g o5 2 = =
te“tF+l -tcutF et tekty+l ﬁftohtK

A'ch 1'tn mura le critére A'arrét suivant:

.u.,te sty l(/; et test, 5 %tes.t;,: fin (31)

A Y

EBnfin pour prévenir tout hruclsre interpestif de 1'algnorithme, 16 n-omhre

A'itiraticrns A-it &tre 1limité sur 1l hase e 1= valeur maxinum roegsihle

de N:

!
o )_l Loz, max (i, a7y )

et

f3("““)( 1-+ Ll'r'm2(_swjfij avec tron<_}—2‘r-_:;7<£-}%i)

"

En ccnolguence ~n 2 implémenté le test suprlémentaire:

i

-1

| 2ty 08700 40 )+ o0p

G?) ct h??) grnt deg censtantes machines intrcoduites unc frics

t-utes,




CHAPITRE II/

APTLICATION A LA RESOTUTICN DES FQIATTONS DRES EQUA?Igﬁﬁ DE Eiggégz

Partie A/

Equations de Riccati dans les prohlémes de commande optimale

avec critére quadratigue.
Partie B/
Résolution de 1'éguation de Riccati dans le cas continu

Partie €/

Résolution de 1l'équation de Riccati dans le cas discret




CHAPITRE II/

" APTLICATICN 4 LA RESOIULICN DE] FQITATIONS DES EIATIONS DE RICCATI

S T T B I I A e

Partie A/

Equations de Riccati dans les prohlémes de commande optimale

avec critére quadratigue.

Partie B/

Résolution de 1'équation de Riccati dans le cas continu

Partie C/

4

Résolution de l'éguation de Riccati dans le cas discret




e

Aprés aveir étudié le concent de feonction de matrice, nous nro-
cédone dans ce chapitre 4 son apvlication pour 1a rés~lution des
équations de Riccati arparaissant dans les nrohlémes A'optimalisa="

tion Aétérministe de la commande.

Pour cela, il nous a parw utile de Adiviser ce chapitre en trcis

parties:

-~ la premiére traitera de la commande optimale des systémes

linéaires avec critére quadratique; ceci pour m~ntrer

l'oricine des éauatirns de Riccati.

- la deuxiéme aura pour hut de Annner un alrorithme(utilisant
la fencticn sipgne) résclvant 1'équation de Riccati Aans le

cas continu et donner 1l'cresanisgramme.

- quand A la derniére partie, elle fera 1l'nbjet A'un alpcri-
thme (utilisant la fonction signe ) résclvant 1'éguation
de Riccati dans le cas discret et présentation de 1l'orpani-

Framme .

-18-~



INTRCDUCTIOCON

Aprés aveir étudié le concert de feonction de matrice, nous nro-
cédrns dans ce chapitre & son apnlication pour la résolution des
équations de Riccati arparaissant dans les nrohlémes A'optimalisa-’

tion détérministe de la ccmmande.

Four cela, il ncus a parw utile de diviser ce chapitre en trecis

parties:

- la premicére traitera de la commande optimale des systémes
linéaires avec critére quadratique; ceci pour mrontrer

l'eoriegine des équations de Riccati.

- la deuxiéme aur=a pour hut de Acnner un alrorithme{utilisant
la fcncticon sipne) résclvant 1'équation de Riccati dane 1le

cas continu et donner 1'creaniegramme.

- gquand & la derniére partie, elle fera 1l'objet A'un algcri-
thme (utilisant la fonction sifne ) résclvant 1'éguation
de Riccati dans le cas discret et présentation de 1'orpani-

gramme .

~18-



EQUATIONS DE RICCATI DANS LES PROBLEMES OE COMMANDE

CPTIMALE AVEC CRITERE QUADRATIQUE

1-INTRCOUCTICN

L2 minimisaticon A'un critére duadratigue constitue 1'un Aes moyens de par-

venir A 1a Adétermination A'une structure de commande par retour A'état

pour les systémes multidimensionnels.

En éffet, un critére quadratique rermet 4'éxvrimer d'une maniére ccnvenable
les oualités prlobales recherchées var la commande tant en assurant le
meilleur comnromis entre certaines performances, reprisentées nar des
termes de pondération fais=ant intervenir les sorties n~u les varishles
A'ctat, et une écrnomie d'énéreie.

Un autre avantage, non meoins nérliceahle de 12 méthode guadratigue est de

conduire 3 Ades dévelcprements mathématicues nomhreux et nuissants.

2-PRESENT“TICN HU PRCBLEME

Scient le systéme linéaire invariant et gouvernabhle

X(t) = AX(t) + B.U(t)
Y(t) = c.X(t) G3)
X: état U: ccmmande ' Y: sortie

et le colt (en suprosant 1'instant final infini )
s
it G4 )

T LK), aux(e); . U, R 06D

F==-
ksl

3_MINIMISATICN DE LIHAMILTONIEN

L'hamiltcnien associé a (33) et (34) est

pl
2

[T _%__ I‘X(t) ' Q.X(t):} + .’:U(t) 3 -F\).U(t) \j:

+p(e) , 4.X(8) + B.U(E) D

=15



EQUATIONS DE RICCATI DANS LES PRCBLEMES DE COMMANDE

CPTIMALE 4VEC CRITERE QUADRATIQUE

1-INTRCOUCTICN

L= minimisation A'un critére quadratigue constitue 1l'un des moyens de par-

venir 4 la détermination A'une structure de commande par retour A'état

pour lee systémes multidimensionnels.

En éffet, un critére Guadratique rermet A'éxvrimer d'une maniére ccnvenable
les wualités globales recherchées par la commande tant en assurant le
meilleur compromis entre certaines performances, reprdsentées par des
termes de pondération faisant intervenir les sorties ou les variables
a'ctat, et une écrncmie d'énérpie.

Un autre avantage, non mcins nérlireable de 1a méthode quaidratigue est de

conduire A des dévelcprements mathématiques nombreux et nuissants.,

2-PRESENTATICN DU PRCBLEME

Scient le systéme linéaire invariant et gouvernahle

[4

X(t) = A.X{(t) + B.U(L)

¥(t) = C.x(t) (33)
X: état U: cemmande s Y: scrtie

et le colt (en suppos=ant 1'instant final infini 3
| %
i

i

QX)  ex(e)y + LU, R §at 34 )

r==-
k...l

1
J= =

s

3-MINIMISATION DE LHAMILTONIEN

L'hamiltcnien associé a (33) et (34) est

1
2

B SN, eX(0)) . Jue) , RUM)

2 p(E) , 8.X(E) 4 BUCE)

-19-



B oot

- S UX(E) QX)) + == U, RU(E)

+ { p(t) , AX(E) S +  p(t) , B.UCE) »

ot p est le Vecteur adjoint scluticn de 1'équation

5(t) = -Vx H

A' ol

p(t) = -9.X(t) - an(t)

Le lons de 1la trajectcire cptimale, nous devons avoir

Yul = © — - R.U + BT.p(t) =0
d'eon
-1_T
U(t) = "= B plt) (35)
-1 . > B Sl
R existe du meoment que R est définie positive.
Remarque
VyH = implique seulement 1'éxistence d'un extreﬁum.Si de plus on a
S 2q :
fr;a défini positif, alors cet extremum s'identifie A un minimum.
fu
Or wEH
%——E =R qui est définie positive
su

alors U(t) minim=lise bien 1l'hamiltonien

L-EQUATIONS CANCNIQUES REDUITES

En remplagant U(t) par sa valeur dans (33), on aura
X(t) = 4.X(t) - BRI3Tp(t)

plt) = -Q.X(t) = aT.p(t)

cul sont les équations cancniques réduites.
Seit -1 7
V(t) = BR "B

on aura donc

-20-




1
2

H - —%—41 X(t) , Q.X(£)% + LUk) , RUCE) S

s (e, B Y+ {ople) , B

- ol p est le Vecteur adjcint solution de 1'éguatinn

5(t) = -Vx H

A'oix

B(1) = -Q.X(t) - ATp(t)
Le lonz de la trajecteire optimale, nous devone avoir

‘\TuH = 0 ——;"j,, R.U + BT-P(t) =0

d'en

U(t) = -R 1B p(t) (35)
Rt existe du mcment que R est définie positive.
Remarque

Vyull = implique seulement 1'éxistence d'un extremum.Si de plus on a

";.2

P ., . . s s .
L défini positif, alors cet extremum s'identifie a un minimum.
~ 2 ‘ !
fiu
Cr o
5 R . P .y
%——E =R qui est définie positive
S u

zlors U{t) minimalise bien 1l'hamiltconien

L-EQUATIONS CANONIQUES REDUITES

En remplagant U(t} par &a valeur dans (33), on aura

X(t) = A.X(t) - BRLalo(e)

p(t)

N

—.x(t) - 2T, o(t)
cul sont les éguaticns cancniques réduites.

Soit -1
ot v(t) = DR BT

nn aura donc

—20=



=

-V X(t)

- -
- . -

L
v
S

7 (36)

e
Liso s

I
D

-4

Cn a Aonc un systéme de 2n éguatinons Aifférentielles homozénes .I1 admet
une solution unique lorsque sont fixées les 2n conditions aux limites.
Cr n conditions sont fcurnies nar X(C), les autres sont deonnées par

pler) =0 (t; =02 ),

5-détérminaticn de P

On veit aisément que th) et X(t) sont reliées par la relatinn suivante:

p(t) = P.X(¢t)

-

D'aprés (36), on peut écrire

* (I
X(t) 'A - VP

| .

X(t)

gl

- =

' -q - ATP ! x(t)

—_—

p(t)

il

en remplagant X(t) par sa valeur dans (37), on ahoutit a:

B(t) = P14 - VP! X(t)
'q - ATPIX(t) = P! - VP! X(t)

| — | - o |
13 .
A'ou finalement

TA + ATDP - PVF 4+ Q = O (38)

c'est 1'équation de Riccati matriciélle .
Ainsi pour ~vcir 1la commande cptimale 4'un systéme linéaire avec critére
guadratique, il sffit de calculer la solution P de 1'¢quation de Riccati

pour avoir 1

U(t) = -R” BTP.x(t) (39)

-21-



e

-

i(t) A -V ; X(t)

- .

L
o
<

P {36)

[ee=e===n
I
[

i(t) ~-Q -4

Cn a donc un systéme de 2n équations différentielles homozénes.Il admet

une solution unique lorsgue sont fixées les 2n conditions aux limites.

Or n conditions sont frurnies par X(C), les sutres sont dennées par

ples) = © (tl =02 ).,

S-détérmination de P

Cn veit aisément que th) et X(t) sont reliées par la relatinn suivante:
p(t) = P.X(¢t)

d'oy

;%—p(t) = ft(P.X(t)) = P.i(t) G7)

Y|

Dtaprés (36), on peut écrire

i(t) A - VP ' X(t)

I
Lo.dl

17T

~q - 8TP 1 x(¢)

p(t)

il

-

T

en remplagant X(t) par ea valeur dans (37), on =ahoutit a:

1 —
p(t) = Fla - VP! X(t)
T —t
T T ' )
o - ATPYX(t) = Pl - VP! X(E)
| - - — -l

d'oﬁ finalement

A+ ATP - PVE 4+ Q = O , . (38)

c'est 1'équation de Riccati matriciélle -
Ainsi npour aveir la cowmande cptimale A'un systéme linéaire avec critére
guadratique, 11 sffit de calculer la sclution P de 1'équation de Riccati

pour avoir 1T
U(t) = -RT "B P.X(t) (39)
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RE% LUTI(N 5% L'EQUATICN DE RICCATI(C%S3 CCNTINU)
I'*IDE DE L' FCNCTICN SIGNE DE M\TRICE

1-INTRCDUCTICN

Aprés aveoir intr~duit le cconcent de 1= fenction sizne de matrice et le
rrohléme Ae commande crtimale avec critére quairaticue, nrus allens
maintcnant ahorder 1l'anvlicaticn de ce concert & 1a résclution “e 1'équ-
aticn de Riccati intrr7uite en termes de commande ~ptimale Jes systémes

continus.

2-DEFINITICN DU PX BILEiE

Scit le systéme invariant ® instant final infini:

X(t)=4.X(t) + B.U(t)

et lc critire

J—5 | (U'RU + xTqu)at.
“o

Ia commande n=r retrur 3'4tat linéaire minimisant J est
A .-,_‘ T
T iR T K
avec P sclutinn de 1'¢cu=atirn de Riccati
PA+1TP;PRR‘%TP+Q=0 (41)

gatisfaisant les hypcthéses suivantes

i o i )

R e Q=0 p),r i
(4,B) stahilis=hle > (42)

T ! '
(C,*) Aétéctahle C: 272=0 :
|
Cn snit alcrs cue IE est 2ussi scluticn de (41) et cue
ik o Cisz)
F-P P)F P unique : 43
/ -
<7

réel hi F‘]<( avec X-1-BRTBP (44)

IL'éuaticn Ae 7Ticeati reut alcore s'écrire

-

P+ 4P +§ =0 (45)
= o



RELUTKCN 5F L'EQUATICN DE RICCATI(C:S CC NTINU)
4 I *IDE DE L\ FCNCTICN SIGNE DE MATRICE

1-INTRODUCTICN

Aprés aveir introduit le ceoncent de 1= fonction sizne de matrice et le
nrotléme de commande crtimale avec critére quairaticue, nous allons
maintenant aborder 1'anpnlicaticn de ce concent & 1= résnlution “e 1'égu~
aticn de Riccati imtreduite en termes de commande ~ptimale ies systdmes

cantinus.

2-DEFINITICN DU PR BLIiE

Scit le systéme inveriant 3 instant final infini:

X(£)=h.X(t) + B.U(t)
et 1le critdre

1 | ,,T
Jz‘E”) (C°RU + X

2

fOo ("-I'C')
Toxyat.

La commande m=r retrur 3'4tat liné=aire minimisant J est
-~ '_‘_‘ T
U= -7 5P X It
avec P sclution de 1'faus=ticn Ae Riceati
Pa+i P PRR BP0 (471)

cgatigfzisant les hynpothéses suivantes

T . T i
R7=R >0 07 =0 Qyo
. > A
(4,B) stabilimahle > ' (42)
T ‘ '
(C,%) Aétéetable C: 272=09 !
-

Cn snit alcrs que IE est =2uesi scluticn de (471) et ruc

T . ;
= = Y C e e s (L|> )
F-P 1“2 uniqu o 3

réel i {¥ J¢o avec © Yoa-mrTBTE e

s

L'eérnuaticn de ceatli reut alers s'écrire

P4 ATp 4 Q= C (45)
PP -



Cela exnrime dconc que le syetéme bruclé est asymrtotiquemcnt stahle.
Si on remplace 1'hyrothése,(C,*)3étéctable,rar(2,") reconstructible

(obeservatle), on aura P) (&
~REZCIUTICN

n sait gue 12 résclution de (40) par 12 methcde Aes variaticne,ncus

cenuit A intrcduire un état 2djecint k tel que

. - i =
T e = n | Capwiet iy Ty
i ' - '
L= 5
. = 'I' L] (]

1)
0 JE T U e

et 1la rel-tirn
©=D.X

cenluit =l-rs A 1'fqguaticn de Ticcati.,

S~it Arne 1la ratrice

1
L _RD= T —
i 3 Bu ET
H =t i 2n (46)
' L
L9 @l
[ an _—
et 12 tronsfrrmati~-n
' =T
ot I
Z :: :2n (47)
L—I cilg

I- matrice H(2n.2n) est hamilt-nienne =i et seulement =i

H - 7HZ %8)

c'est & dire,si ~n partiticnne H comme suit

T =i
By e
1
B !
- ]
gty
oan o aura
e T A Bl
By = -H; » H,=H, , H, =7F§H

Il ¢t ~insi ~isé Ade verifier que F est une matrice hamiltcnienne;de
rlus ~n a A'aprés(yy):
-23~



Cela exwrime denc cue le systéme hruclé est asymrtotiquement ste=hle.
cn remplace 1'hyrothése,(C, %)3étéctahle,rar(2, ") reconstructihle
&

(obzervakle), ~n aura P) 0

3-3BSC IUTICH

(n zait cue la réscluticn de (40) par 12 methode Aes variaticne,ncus

cenduit & intreduire un état zAjeint A tel que

et T AT == -
R S T -BR'B 'TX
3 ] . ‘=‘ T ' '
YA D
et 1la rel=tirn
S A=P.X

conduit al-rs A 1'dqgusticn . de Ticeati.

S8~it Arne la ratrice

.l_'..L\ -BR- T _:
1 1
: :
« en - ' PR
et 1a trensfrrmation K
. T
P C I3
pi :: :En (47)
1 -1 CJL

Lz matrice H{2n.2n) est hamilt-nienne =i et seulement si

H - 7ty 48

c'est A dire,si ~on partiticnne H comme suit

' i

g

1

Bz | :

T H |

1Fa1 Foy

TN oAura

T T T
By = =By v M, = Hy v By o= Fyy

I1 ¢et ~insi =is@ de verifier que E est une matrice hamiltenienne;de
rlus on a A'apras(4y ):
-2%-



Remargues

-les valeurs nropres d'une matrice hamilteonienne apnaraissent par

rnires oprnestes.

' d i i
-=i (vl,vz) est un vecteur pronre irﬂlt,(-v?,vl) e=t un vecteur

rronre goauche,

Maintenant ‘'n est en mesure d'{nrncer le théoréme suivant:
THE( REME:etant Acnné le systeme invariant A temps fin=l infini Aéfini

par les ecuntions(40),et les hyncthises(42),2l-rs 1la matrice

— - -

A sn~lgT

1 1

1 L]

H o= ;
: T

T 1

L-0 -

cst telle que
l-réel M.];{C

2-M [T Nif -mlB Tr) Aafe]  i:reeidico

3_.
bW, ow,_ ity oitv. v )
SIS e U A e
< il
gl B, 00T o3 L N

he P-W WLl _ _
512, T V12V1

,.J
5- A= (J)J'
12
o 12 3trrisiome relation exrrime 1a Afcomposition “e¢ V' sous forme
~

4¢ Jordan, et 1o cincuiéme relatinn celle qui en A¢coule pcour *

(systéme bruclé).
Remarnuc: la Aémconstration se trouve en annexe JIIT

tinei A'arrés ce théoréme cn =2 une solution exrlicite nour

rew -l _ vl
“2‘12 —V12V1

T

Mais si T n'est pas Aiaccnalisahle le nrobléme est pratiquenment inerluble.

P~ur crntourner cette difficulté ,on V3 aharder le rr-hléme comme suit:

oz
Seit — '
st O| g
=T 1
H =01 R
' G =A
— -

B S



Hemnrgues

-les valeurs nropres A'une matrice hamiltonienne apparaissent par

O

nalres opnosc
i ( F ct . . T
- ViiVs est un vecteur rronre irﬁlt,(-vp,vl) est un vecteur

e .

rropre gouche.

Maintennnt +n est en mesure d'éncncer le thécréme suivant:

THE( REME:ctant Acnné le systeme invariant A temns firal infini 4éfini

rar les ecuaticns(40),et les hyncthieses(42),al-rs la matrice

Ta splpt
1 L]
L 1
H= :
.

est telle gue
l-réel )uPl{C
2-Mi 70 Xlr -3 E’T\ Al

ilH)  i:réeiML O
3-. i—— e SE— e
tw. ow_ts otiv v
L. b T i iz
T |' y 1 ]
X it W :: O :: v 7 :
Lfgl 2 -t 'J41_ 21 Dad
ko pow omlo_
212 = Vlavl
5- et (~3)ieL
D R P

ol 1la 3trrisiéme relation exrrime 1la Aéeomposition de ¥ sous forme
. ’ : ~
Ae Jordan, et 1o cinguiéme relation celle gqui en A¢coule pour

" (systéme bouclé).

Remarsue: la Aémonstration se trcuve en onnexe 177

4insi Afarrés ce théoréme cn 2 une soluticn exrlicite pour

reii W=t _ _y7l
(] PR 15 = Vl 57,

Mais i ' n'est mas Aiagcnalisable. ke nrebléme est pratiquement ingclubhle.

P-ur c-ntcurner cette Aifficulté ,on yp shorder le rr-hléme ccomme suit:

ans
Scit — _
" EEY O: _\
~TT 1
H =T ' o :U
t ¢ —-A
[, —

23— baa



A'n

| ~
! signe (A ST
5 = girne(H) = U} o) 5 R (49)
@ sirne(-1) !
% etant asymptoticuement stable, drnec
réel M{TIE
Aol — o
sicne(T)=-1 S=1U f% ol (50
— 1——1
Introduiscrne alors la matrice
l a
F =—-'2—(1 + 58) (51)
c'est & Jire
— wmal
@ o
F Ut P
L0 '
[ po
én remrlagant U rar sa valeur, il vient
" VE Sy T P
Foo 141 12,
: = =
:__(]."}-‘Tf)T\ 1"'P-V_: L_Fal F2 _;
A'ol finalement par identificatirn, cn ab-utit *
-1
= F
D= -F 5 F (52)

On ~btient =inci une exmressirn explicite nour D c-~mparahle * celle Au
thé-rére =vec 1l'avantare A'/liminer la factorisati~n de Jrrdan.

T-utc fris ce résultat n'est valahle nque =i V est répuliére.

D'arrés 1l'cquotion "¢ Lyaruncv(ennexe),V est 2 rrirri symftrique ncn

’ = 5 2 s
necative.T» matrice t etant stahle, V est d-nnéc rar

g

T = 0}
v / e“? g lgT  t

-

At

2
Cr V #-it €tre rlruliére, dcnc 4¢éfinie rreitive.Zeci n'est vr=i que

L
gl 1= maire (4,B)est :~mmandahle,c'est 3 Aire 1a =aire (%y3) crmmaniahle

_2k4-



Ao

=ipne (1)

G

53 = gigne(H) = U

F===-7

ﬁJetant asymntrticduement stable, Acnc
réel Mif T3

At
sirne(®)=-1 S=1U

o

Introduisrags 2lors la metrice
F =_§-(1 . 8)

ctest & Aire

@ o
F=U! byt
S

en remplacant U rmar sa valeur, il vient

E—VP -V ‘i r—F 1
= : N 1 !

| FE

{-(1-TV)T 1-PV!  LF,

A'ol finalement par identificstinn, on abrutit &

-1y

I = ~F2tt

On zhtieat =inei une exrnressicrn explicite rour I crmnarabhle
thé-rére 2vec l'avantare A'“lirmincr la factorisatisn ¢ Jrrdan.

T-utc fris ce résultat n'est valable que si V est répuliére.

0]

f:iuzlfle(--";;)_J

2.7

b~

D'arrés l'eguntion ‘e Lyaruncv{snnexe),V est

/ - . . ; .
negative.Tn matrice @ etant stable, ¥V est A-anéc

cmg_l P

' n - A

Ve /fe“ an'eTe tlat
v

P d
Cr ¥V #-it &tre rirmuliére, dconc Aéfinie rreitive.Zeci n'est vr=i que

-
D

ORI |

Ry
o

-.---.I

rrirri symétrigue ncn

rar

(49)

(50

(51)

(52)

% celle Au

g1 1~ paire (4,R)est =z-mmandahle,c'est & Aire 1a —aire (2,%) ccmmaniahle

—2h-



Fn résum? -n ~urn> 1l'alec-~ritbme 4e colcul suivant

Crlculer 9 sirnec (F)

]

. 1 -
Tcger F o= = 5y = F a
IF F 1
o1 Ta
Calculer D = —F_l-F
12°7°1

I1 ne ncus reste plus maintenant qu'a évaluer le c~ft calcul ‘e cet
2lr~rithme et le comnarer A 1l'annrnche A'“nders~n, qui jusqu'ici s'avére

&trc 1@ rlus efficace.

4L_CCUT CALCUL

Le colit calcul de cet algorithme s'évalue comme suit:
--n3 multiplicaticns pour le calcul de l'inverse A'une matrice (n'étant
sa Aimensi-n).
-K: nombre A'iterations nécessaires nour calculer S= signe de ( H )
-~ 3 3
vene le cout calcul est de 1'ordre de K(2n)~ = 8Kn~ .U'autre part le

calcul de F nécessite annrcoximativement 2n multiplicatirng

el le cnfit total de 1'alporithme:
Cm = (8K + 2)n° (54)

Cemrte tenu de la natwre du rrehléme de 12 crmmande que 1l'cn traite,les
pfles Ju systéme hruclé(valeurs rrorres Ae H )s-~nt situés Aans le rlan

c-mrlsxe au vnisinare de 1l'axe des réels;-n peut A~nc admettre cue
It:r@[( t t=1

€ argument ¢s pajes complexes.
Ial
A

¢ cui rermettera un bhon c-nditicnnement dc 1la matrice I vis & vis Au

c2lcul de =2 matrice sirne.

-25-



En résumd¢ ~n ~urs 1l'ale-rithme 4de c21lcul suivant -

Calculer S = sisne(1T)

1 - F. 3
loger P = (I 4+ 8) = 1) 12
€ ! : (53)
o1 Fai
Celculer T = —F_l.F
' 12°°1

I1 ne ncus reste plus mointenant qu'ad é4valuer le cofit calcul Qe cet
2lrrrithme et le commarer A 1l'annroche A'“4nlerscn, cui jusau'lici s'avére

8trc 1@ rlus efficace.

4L-COUT CALCUL

Le ¢olt calcul de cet algorithme s'évalue crmme suits
-n3 multinlicaticons pour le calcul de 1l'inverse A'une matrice (n'étant
sa dimensi~n). |
-K: nembre A'iterations nécessaires wour calculer S= signe de ( H )
vone le cout calcul est de. 1'ordre Ade K(Zn)3 = 8Kn3.D'autre part le

¢2lcul de F néceseite amnroximativement 2n multinlicaticng

J'efrle c~fit total de 1lfzlprrithme:
Cm = (8K 4 2)n° ' (54)

Cenpte tenu de la natwre dAu nrebléme de 1z crormmande que 1'on traite,les
p&les Ju systéme bhruclé(valeurs rrenres de B )s~nt situés Aans le rlan

c-mrlsxe au voisinare de 1'axe des réelsi~n peut d~nc aimettre gue

[tee]{ t t=1

€ arpuwent Yes pajes complexes. -
Ce culi rermettera un hen conditicnnement dc la matrice I vis & wvis Au

calcul 4e =3 matrice sipne.

—25-




En fait “=ps la nlurart des situatione,le nombre A'itératirns K varie Ade

53 2 en frnctinn Au epectre u systéme hcucld indépeni®ment e

n du rrchléme et u srectre du systéme en hcucle -uverte.

=CCMD'RAISCN ZVETZ L'ATTROCFE D' ANTERSCON:

Ie principe de 1'2lpcrithme A'ANJERSCN cconsiste A poser:

¢/ -
p o e B
K =3 !
1O =hp!
a'~i
, "y =1
b T3k )
l( -1
; = —(8 R
Pral = 2 okt B )
* -1
Y = vox S
4 ~d il =il
Calculrns AF ,BK et CF
Snit i
o, A Q. AYiiE OFY
¥ o= ; i o !
] ' ' It '
e o b S B 6 B
Arnc
E= (4B gyt
g = <D lg(a<Bnre) T
e o sl
= =4 13(&—0” 1B)
H = (v-cm'ln)'l
SIS . »
: = ' r 7,1, L
K+1 L oava Ve & B.(AD) Cc '
g R e SR s o
= -
T :_- T 7. =1 -1 T 1-_:
i vmmiienns: n i %,
Be,1 =21 B+t * BxOp) Cr PrMg) T
) -l

D6

1=

4imensi~n

(55)



En fait “apes la nlunpart des situstisnes,le nombre A'itératinns K varie de
54 2¢ en fonction du epectre u systéme hcouclé indépeni®ment de 1la dimension
n Au prochléme et u srectre Au systéme en bcoucle cuverte.

S=CCHMDERSIBZCN SVED L'ATTROCFE M ANDERSCON:

Le principe de 1'alpcrithme A'ANODERECN consiste

A oser:
1 5
He =1 K K !
Yo, sl (55)
—K  TUg—
d'nu
A = _l_ r r.\'l
o = 2% D)
1 ( -1
= ——(B B
P T T2 okt )
1 /. -1
CK+1 = = ('J.{( + CP,.. )
o -1 -1 -1
.Lalculcns AK ’BK et CF
Soit e _
rh B Ta Ri~IE F
! ,,‘—l ' 1 1
Moz ' 1 " = '
I : ; b '
A ¢ 23 16 Hi
drnc _
B . (a3 to)~t
6 - -n"ro(a-my o)t
- - 1
F - -5 ia(ncr iR
H = (D-“ﬁ—lP)-l
A'on _ _
B = ' r 1, -1,
¥+1 1 » -
T';\F’tE_AKJrB“) Cpi 3
| . —
'_ i 1, 7oL o 1
.__:L__: ' I‘T L) h
BK+1 =3 : BK + LQF + BK(AK) CK:BK(sK) E
) —

-26-



v
el =l aTy-1,
CK+1-T§CK+“K> Cxy Ax *

'
'
t
'
| -

——I

Crm~~rativement A cette arrrrcheA' ANDERSON L4 i°5 . ynctre algcrithme ne
ticnt pas cempte de 1la structure Ade l'hamiltcniéﬁ nour calculer =2 matrice
sirne.
L'avantare de cette am~roche (A' ANDE?SCN)prurait étre le rain en place
mémnire et en cnfit calcul.
Cenendant cette économie de mémeires est inférieure * 2n (6n +n su lieu
de 8n2)et celle en multivlicationsde n3(7n3 au lieu Ae 8n3).
Mais vu que 1l'implimentation et beaucour mrins simple,cette {conomie est
relativement faihble.De rlus cette solution 2 recrurt A 2 inversicnes de

b Ty~1 Ve :
matrices (AK’ et! A+ B (AK) Cg dﬁnt il faut ceonnaitre le condi-
~-ticnnement au cours desg lteratnns,en particulier 1z matrice du systéme

en boucle ocuverte.

r 2L



v
11 Ty-1,
Cri1 'TECK * (E‘K) Cry Ax *

'

t

t

X L]

— ‘ -1

Crmr-rativement A cette anrreched ! ANDERSON {L §;5 - ynctre algerithme ne-
tient pas comnte de 1la structure de 1'hamiltcn£;ﬁ wnur calculer =a matrice
sifne.

L'avantarce Ae cette anmroche (AYANDEISCN)npoursit 8tre le rain en place

mémnire et en cnlit calcul.

Cevendant cette éconcmie Ae 'mémeires est inférieure & 2n (6n +n =u lieu
2 L ; :
Ae 8n“)et celle en multivllcatlonSde n3(’7n3 ae lieu e 8n3).
Mais vu que l'implimentation et beaucoun meoins simnle,cette dconomie est
relativement faihle.De nlus cette solution = reccurt A 2 inversicnes de
. Ty-1 ' . . .
matrices (AK9 et: A + B (AK) C; dont il faut connaitre le condi-~

~ticnnement au cours desg 1terat0ns,9n particulier 1= matrice du systéme

en boucle ocuverte.
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RESCLUTION DE L'EQUATION DE RICCATI

DANS LE CAS DISCRET

I-INTRCDUCTICON

Cn considire ici la résolution numérique de 1'é
Riccati,

7

A*PA - P - ATPB(3TEB + R)BTPY L o - o

|4

intrcduite en termes
pour cela,le concept de produit étoile et les rropriétés qui s'y
rattachent.

L'application de ces résultats conduit a une méthode déduite de 1a
solution apportée au

du type "Sauare re~t"(Pp =

La premiére méthcde qui est en fait une nruvelle voie constituant un

traitement unifié des écuations de Riccati A 1'aide de 1la fenction

quation algébrique de

de commande des systémes discrets; on developpe,

L 5
L.L") présentant une crnversence d'crdre 2.

probléme continu ainsi qu'a un alrorithme itératif

sirne de matrice,est alors comparée 4 cet alscrithme ainsi gu'a d'autres

méthodes,
plus récentes.

2-DEFINITICN DU PROBLEME

Cn se propose de réscudre 1'éguation alrébrique de Riccati
prop ql ]

T i -
P - APA - ATPB(BIPB . R) ~tgt

PA 4+ Q
intrcduite ici dans le cadre de la ccmmande optimale des systémes

discrets linéaires invarianks.

S-it donc le systéme

X = A.X + B.U

t+l t t o)
S /LT T -
et le critére cuadratique 3 minimiser Jd = —i—u/ U RU, + X, QX Y
i bt t 7t/
t=0C

moyennant les hypothéses suivantes:
(A,B) stabilisahle
(C,A) détéctable C°C = Q= C

L

les unes considérées d4éja comme classiques, les autres un peu

(56)

(57)
(58)

(59a)
(59b)



RESCLUTION DE L'EQUATICN DE RICCATI.

C DANS LE CAS DISCRET

I-INTRCDUCTICN

On crnsidére ici la résolution numérigue de 1l'éguation algébrique de

Riccati,

&

8°Pa - P - aTPR(3%PB 4 R)ETPA 4 4 - 0

intrcduite en termes de commande des systemes discrets; on developpe,
pour cela,le concept Ade produit étoile et les rropriétés qui s'y

rattachent.
L'application de ces résultats conduit 2 une méthode déduite de la
solution apportée au prohléme continu ainsi qu'a un alporithme itératif
du type "Sauare re~t"(P - LfLT) présentant une conversence d'crdre 2.

La premiére méthcde qui est en fait une nruvelle vonie constituant un
traitement unifié des écusations de Riccati & 1'aide de la fenction

sirne de matrice,est alors comparée A cet aleorithme ainsi gqu'a d'autres
méthedes, les unes considérées déja comme classiques, les autres un peu
pPlus récentes.

2-DEFINITICN DU PRCBLEME

Cn se propose de réscudre l'éqyation almébrique de Riccati

T T -
P = A"PA - ATPB(B‘PB + R) el . Q (56)
intrcduite ici dans le cadre de 1z ccemmande optimale des systémes
discrets linéaires invariansts.

Scit donc le systéme

Xio1 = 40Xy + BTy e | (57)
o
N ) . e I 5 4T T B 8
et le critere quadratique & minimiser J = —E—ZL_EUtRUt + XtQth (58)
=0
o=

moyennant les hypothéses suivantes:
(A,B) stabilisahle o s 3 (59a)

(C,8) détéctable C°C = @ C (59b)



T I T
BQB+R = (B QB 4R ) (59¢)

On seit £1I _/ quo

T ~
P& P > 0 P uniquo
= A (60)

- g 7 T
X (A X =1-B(B PB+R) T B Pa (61)

Cutte derniére conclusion oxpriment que lo sgstémo bouclé par le eonrendo
~ T -1 i

8t esymtotiquimiint st-bla
enfin lo ccfit optitel J (U). est donné par :

T
J = 1I X 0.P.X 0
2 (63)

% / % - 5y . -
CDnsld\'ronS ‘l’ﬂ.iF"ln.tL:nPn-t l'e‘tf“t ?dJUlnt %t qu‘-‘. l!cn Puu-t llltI'O(llJLlI‘u Pour

S - PO s . e e 2
rigoudre lo problénc do mininisstion avee contraintes défini par (57 ) et

(58 ).

D'unc¢ part on =

At o= Pt.Xt

(6%4)
ot d'rutra port 1'cnsscuble des équetions hamiltonicnnes discrdtes s'éeri-
vent @

Xes I—_] = F: _BR'lBT——} ! )ft
A R A
)-t A i (65)
e 3 L S e
Notons S
A - BKLl B
M =
Q A (66)

=20



T .
BQB+R = (BTQB_F.B)T

(59¢)
On seit f:f.;:7 que
T ~
P« P > O P i
‘;> unigquo (60)
~ T ] T
{ ~ ~ -
A H-,B(B PB+R) T B Pa (61)

Cotte derniérc conclusion oxprimrnt que leo gsgsténce bouclé par le eomnwndo

T T
~ -1
v, =~/ (B PB+R): B Pa__/ X - (62)

st asyntotiguement stablo
enfin le cofit optimel J (U). est donné prr 2

' T
J=_1 XoP.Xo
2 (63)

Lo . . - ‘
Congidurons wrintunant 1'étet 2djoint ;\t.un 1'cn peut introduirc pour

- - . . A e
raosoudre lo problénma de ninilnisstion avec contraintas défini par (5? ) et

(58 ).

D'unc part on o

At o= P ot.X %

(64)
ot d'rutre part ltensscmble dos équrticons hamiltonicnnos diserdtes glécri-
vont s

Aps I—f - P _prle? | g;:t
: T COL At AT

Notons _—
1 T
A - BE* B

M =
Q e (66)
l__ —

29—



Le netrice rssociéo 4 cos équrtions, précisons lu, n'cst prs alle méno
hpwi]tonionnu, coriio dans lc¢ cos continu, ni synplnctiquu(rnnuxe}biun g uc
1'on puisse on’déduire unc forre symplécticue & 1'side d'une trensformn—
tion notéoY ( .), que 1'on introduirs au p-regraph¢ suivent.

3~ PRODUIT SIMPLE ET PRODUIT " &toily " DE IATRICES

Tout un chacun conneit 1'illustretion clsssiquu du produit de natrices

242 & trovers la coubinaiscon on serie- do quedripoles (Fig I) :

r— e
ul | VI wIl
QI Q2
u 2 | N2 w2
Figure I

que l'cn forumlise comro suit

vI ST

u2

v2

| r ['e | - 1 (67)

e f _— ——

wl n2 b2 { vI

u:::ﬁ? W=gq_v (68)

w2 v2

e

:

|

o 2 |

B )

I

3 ARPE L)
!

—

1
I

Loc quadrip”™l¢ équivelont @ ost tel que

oy (59)
Q = Q 2 Ql
giey 25 al + B2 ol A2 bI + b2 dI
(70)
A lc2 oI + a2 cI c2 bI + 42 dI

=




Le netrico rssmocide 4 cos équrtions, précisons lu, n'est prs olle méme
hariltoniennc, corra dans lo cos continu, ni syuplectiquo(nnnnxa}biun guao
l'on puisse en”déduire une ferre sympléctique & 1'aide d'une trrnsformn-
$ion notéeY ( L), que 1'on introduirs au prr-graphe suivant.

3= PRODUIT SI¥TLE ET PRODUIT " Stoilo " DF LATRICES

Teut ur chacun conneit 1'illustration clregigue du produit de natrices

2X2 4 trovirs 1a conbinaiscn on serie. de gurdripoles (Fig I) H

u I 4 vl : : wI
Q1 . Q2
u2 ve w2
Figurg I )
que 1'on forumlise comno suit s
i ) — .
Vi ’T!I b1 f—.uz
= X
v : vV = G
| 2_"__‘ _Cif (].I— B u2 l:::_.> Ql (67)
— - — _ . _
wl n2 b2 vI
i 4 u::ﬁ; W=q_ v (68)
w2 c2  d2 v2 2
Lo quadripile équivelont @ ost tol que
vooan (69)
“= A2 |
dteu 22 aT + B2 oI a2 BT + b2 AT
' (70)
= le2 0T + d2 et 2 BT + d2 a1



Cu produit sirple se généralisc corme on lo sait aufmntrices de
dinension quelconguc.

IL ¢st distributif par rapport & 1l'addition associrtif, posscde
un clenent nul et un elenent neutrao.

Ainsi l'onssomble des motrices (nen) nuni de la 1oi d'addition
et de ce produit forme un anneau ¢t congtituc unc nlgébre.

On vo introduirc mrintonant un sccond type de produit nrtriciel
asé lui russi sur la composition en serie do quadrip®les ot npeontro
qu'il posséde les nénes propriotés que le proeduit sinple.

Congiderons done lo prcbléme do propagation d'ondes sulvents

2 >
c S S
vy ]J( i Rl c%/ 2 b2
€ € & 4
44 v2 12— v3

Firure 2

uI;uﬁ ot u, sont des rayons incidents

3

VI,V2 ot v, sont des rnyons cricrgoents

3
los milicux séparant les phascs I,2 ot 3 sont carnctérisés par des
Cocfficionts de reflexicn de transmission désignés par a,b,cyet d
ot qui constitucnt les matrices SI,ct 82(2.2).Los relationg "entréog"

"serties" pour checunc des trensiticns s'éerivents

- o e O e
u a b u u
2 5 1 1 =Sl 1 (71)
_vl i-_cl 4 _&2 —[ v2 4
u} a? 2 —£2 : H2
= = =N
v c 4 v 2l v (72)
[ "2 [ a2 L% 5
Les metrices S sont co qu'on »ppelle des metrices d'vperpille
Lo metrico sbele ast définic inplicitoment e
Uy Up
S
vy v, £73)

g IR



.

Ce¢ produit sinple se généralisc comme on 1o gait au{matrices de
dinensicn quelconguc. -

IL cst distributif par rapport 2 ltaddition, associstif, possoede
un clemnent nul at un elenont noutro.

Ainsi l'onsscoble dos motrices (n.n) muni de la lei d'addition
et de ce produit forme un anneau ¢t constituc unc nlgébro.
On va introduirc mrintonant ur sccond type do produit metriciel
basé lui russi sur la conposition en serie do quadriptles ot mentroe
qutil posséde les némes propriciés que le produit simple.

Considerons done le prcblénme de propegntion d'londes sulvonts

ul . l a_i N u2 32 . u3 .
o ~
CJ s CJ s b
v 1 1 2 2
PR ¢ % <
A4 V2 fiz v3
Figure 2

uI;uq ot u, sont des rayons incidents

3

ct v

Vvag 3

les milicux séparant los phases I,2 ot 3 sont caractérisés pear dos

sont des royons crwrgoents

Cocfficionts do reflexion de transmission désignés per a,b,c,ct &

et qui constitucnt laes netricos SI,ot S.(2.2).Les relations nontréag™

2
"gortios™ pour chreunc des trensiticns s'éerivents

p pr— —
_u ra b- u n
2 ) 1 1] 1 =Sl 1 (71)
_vl LFl d; _&2 | v2 |
u B b {u ] W ]
31 2 2 3] 2 Lg 2
- - (72)
v c A04 v v
L2 L 2 a4t 3 _ 5
Leas metrices 8 sont co quton ripelle deog neirices dleparpillenent.
Ir metrice globeslev ast définic iaplicitowment jers
Uy ur
) = 8
vy v (73)

“%1-




ce gui donne

e
al'ai o aebli2 Ty
Tl 2 1-o5py
8 =
o+ 3,054 4.8, b (74)
l—cahl 1—-c2b1
= o=t

4insi le proluit étcile est Aéfini éxnlicitement par:

s=sl;(s2 (75)

Remarque:
S n'a de sens gue ei czblﬁl , ce qui est évident en terme de refléxion

et transmissicn.

Cas ou les quantités ui,vi Aeviennent Ades n- vecteurs,Q et S étant alcrs

Aes matrices(2n.2n) constituées de 4(n.n)matrices £,3,C,Ne

Le preoduit simple Acnné pav(.’ se rénéralise rar “xtensicn par:
r A_+R A B D —i‘
{ Bahg+Ba5y g1 21 |

Q= A=

1 C,A, +D,C (76)
13 1
: 271 21 CZBl+ 231 ;
L i

Peur le nroduit étecilé on rrocéde de 1la méme fagon cque Tour le cas sc8laire

—a B 3

S = 5 D_J (772

32~



ce gui “donne

n o s
2 ‘
1 ) aabld2 '1
1-¢.b
°2"1 2 1-c ‘
S = ;
t
c_d d_4d ! 74
op+ 217271 1o 7
l-c_h l-c_ b '
| 21 °2"1 [
L |
—d
Ainei le produit éteile est Aéfini éxplicitement par:
s =8 %8, (75)

Remargue

S n'a de sens que si ¢ P #1 , ce qui est évident en terme de refléxion

21

et transmissicn.
Cas ol les quantités ui,vi Aeviennent Aes n- vecteurs,q et S étant alcrs
Aes matrices{(2n.2n) constituées de 4(n.n)matrices 4,3,C,D
Le produit simple dcnné par[hnse sénéralise nar “xtension par:
i

A L B.+B.D
Aoy #R.00 271t

C,A_+D.C
T
21 21 CZBl+ 2Dl

(76)

v P Y

R

r

Peur le nroduit ¢tcilé on rrocede de 13 méme fagen cue nour le cas scalaire

i
>
fr)

(77)

4p]

il
[
N

-3



DVapres (71) et (72) cn a:

V:CU+DV
12

U.=A_ T
e o R

J.=A_TU 3
15 32 > + B2J3

Ce gui donne:

i -1, -1
V = C -i-D (l-C B ) L D -_ B —‘
I e M e & L lJ.]Ul"l:l(l R P21 s

h¥]

A "1 i _.1 -—l

U, = 4 B (1-C_B g AU 4 - -
3 2 E* i o - S [Ba" 2h1 (-8B, %y

d L -

Scit finalement:
{ B : 2

X
¢ I D
Le, o0 Lo, D,

. e =1
pocd SR o ] B_+A_B =0. 3
o [1+Bl(1 %) 2] A 213, (1-553,) 7o,

(78)
C.+D_(1-C_B.) tg.n D, (1-¢,B) "1 '
T4 Bl Ay i e AR 3l
Résultat cui s'identifie au cas scalaire sauf »our le terme £1,1) «6n
meut néanmeins y parvenir en onérant 1ls transf-rmati-n suivante.
a 1l'aide de 1'identité matricielle:
(a+BODY™ Y = aTis akmie L patlm)y toat (79)
nn reut vérifier cue
1 1 80)

I « B(I=Z2B) " o = CIs%e)

En ap-liquant (8C) il vient une seconie expression du nrnduit étoile:

-33.



Dlavrres (1) et (72) rn a:

V.=C U nv
17 11 T

TJ.=A H V
270 BV

i.=A_U BV
Ug=dply + B0

Ce qgui “Acnne:

r -1 . -1
v D {1-C_RB ; -C 7
i Cp Dy 5 1) 0211] U+ Fl(l 0231) n

2—] Vs

1
= L &
U, = 4, [L+B (1-CB)"1c —:A U+E+,’;B(1-CB)'1D7V
3 2 1 271 2y 1 2271 271 2"3
4 L g
Scit firnalement:
_1’-‘: B b B!
’ 1 i] ] %2 T2
X =
C D!
L ) P LS 21
- -y=1_ 3 -1
4 -C_B Iod ; B_+A_B -3
ﬁ22_1+Bl(1 C, 1) C2 | 5 o+, 1(1 > 1) D,
: i (78)
C.sD_(1-c_B.) lo_n D.(1-C_B. )" 1 ' -
171772 e 1 T2ty 2 |
Résultat cui s'identifie au cas scalaire sauf mour le terme (1,1).6n
peut néanmecins y parvenir en ownérant 1a transf-rmaticn suivante.
a 1'aide de 1'identité matricielle:
S v R e O A R - R (79)
nn peut vérifier cue
1 8¢

I+ 3(I-28) 1z - (I-ne)”

En aprliguant (8¢ ) il vient une seconile expression 4u nroduit étoile:

—32.



I
—
J

=

B, |} h R R
i 2 B (I-R%5) Ty By+45(I-5,C ) By
l

(I
- . =1 Y &
! B Py D G .40 6. (T-B 6 A B_{T-5
1 Cs 2 1t (1 ) I $E-058,) D,

<5
Ceci <{tant a’mis, on ravrellern que l'ensemble Jes motrices(2n.2n) muni

qui n'est 4¢finie cue =i les matrices (I—ﬁlCz) et (I-C B ) s-nt réruliéres.
271

ie 1la 1ni A'aA3itien classicue et Au rroduit 2 = “9¢I ~u du rroduit étcile
S:?l %-52 f-rme un anneau et crnetitue une alsthre.

Cn va maintenant ahorder une seconde veoie Acnt 1'inter?t est 1¢ mettre en

évidence un iscmornhisme entre le nroduit X et . arnelé trqnsfﬂrmati?n%J.

L_CCNSTIUCTICN B L' ISCMC<TTIISHME

Snoit le rrerléme ¢1¢mentaire suivant Ae nrenaration:

EROEIES
Ly ! o ¢ B ! v. | h v, (42
S I L]
U U U U
—F— P % — ——&——? ——p——
v e 2| v, O LS
S i S
fig 3 fig %4

Intrciuis~ns une transformation™ 4¢finie vpar

Uy U
s | 2 (83)
L.aJ o “all
Ce résultat eest illustré vpar la ficure 4
Marrie (3L on a:
V.. = & QU = DV

2

=57 -1
= A=-TAM ~ BN
U2 ( ,)Ul + v,
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| B | -1 3 (1-5.c_) "% )_‘
A Ia i R C ! : 4 =T i
L 1 2 (IR 0 Ty 2+ 1=5105) 7By, |
i ]
T -1 - -1 }
Do W 'S ~R. O A i -0 B T
Lcl 1] €2 2l 15 2{T-B 850 ey ), (I-C,B)) 70, 1
gul n'est définie cue si les matrices (I-R lC ) et (I-C B ) sont rsrulleres.'

Ceci <¢tant a’mis, cn rappellers que 1'ensemble Jes matrlceL(En.¢n) muni

1e la 1ni A'additiecn classicue =t Au rroduit 2 ~

= ~u Ay rroduit étcile

a
e

5:=5 52 forme un anneau et constitue une alséhre.

1?".‘

s

T
Cn va waintenant aborder une seconde voie Acnt l'interédt est Je mettre en

évidence un iscmcrphisme entre le nroduit B et . armeléd trqnsformatianﬁj.

4oCCNSTIUCTICN SF L' ISCMCUTHISHE

Soit le rrebléme ¢lémentaire suivent de vreonarsation:
I = i i B
l_Lz l 4 B i—U ‘ [U
! = ! ! 1 = 8 1
tv. 1 {c ollv] Ly (82)
| T 2 | Lz
o 4L
U i) i — U
——}_—-——*——1- d ——— ﬂ—-{ [ -
et
S e
v f c 2L v v, ‘ { V.
fiw 3 fig 4
Intrciduiscns une transfcrmatioﬁ‘f’ﬂéfinie nar
U,
2 7
{-v g:\%“"(S) {—VJ (83)
L2_1 Lo
Ce résultat est illustré nar la fisure 4
Marrés (V) on a:
-1 -1
= = n i
V2 = CUl + 1 \2
{ = (ﬂ—?ﬁ'lg)U + B“_lv
2 1 2
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Aol | a-po-1l, -1 5
OB - & @4 )
Lﬂ-l'“ -1
I1 est aisé de vérifier tue
¥ (3 = s 85)
done rcurvu que le hloc N scit résulier, la transfermation ﬁ’vérifie
\--\ Vi i “ \ &
+ ) =8 N + (%) =T 5 ) (85)
i - = ; :
1 -l -
ou Y est 1la transformation inverse.
En applicuant ce résultat au orohléme Aéfini ° la firure 2,11 vient:
Y(8) = W (8,).¥(8.) e, c:—?";'%-r'(s S ).li =5, ¥ S
e g R0 ——p =L YRt Rl =R ® Ay
87)
~ll encore d'anrds 36 :
S.) = (8. ). (8
%s;f(fsl ¥ 5,) = 1(s,) s;f( 2 (88)
Inversement en raisnnnant 3 partir Ae 1a firure 1 et en passant nar
1'étare “e 12 firure 2 on aura:
Vw(0 ) ¥ il : 89
¥ (O) * ()= (e, Q) (89)

En résumé, la transformation involutive ™ d¢finit dAonc un iscmorrhisme

entre le rreduit éteile et le nroduit classique “e matrice.

]
\.r‘
»
t
)

I1 faut tcutefcis noter cue cectte voie renuiert l'hypothése qu

srient réruliers.
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at oﬁ_: ;_A-B—)'lh 13.-}—-1
[ sl Al
"j"(SJJ ‘ = 5 @4)
!— v ls ot '
I1 est aisé de vérifier cue
\r'(g) I _ | 85)

done rourvu gue le hloe ™ scit répulier, 1la transfermation ﬁ’vérifie

- L ‘ -1 . :
TS =8 — V(s =(a) (86

i -/

-
od YV est la transformation inverse.

En appliguant ce résultat au prohléme défini 4 la fisure 2,il vient:

A
N 8= T (8,) (5] =5y % 5,

(s = (e (s )

s oL Z
87)
o encore A'anrde (gk):
g * S = (! SM(E
i (el *8,) ,.(92).\4_;( » _ (88)
Inversement en raismnnant & partir de 1la figure 1 et en passant par
1'4tare Ae 1la fimure 2 on auvra:
(0 ) % = /(g .0 ' ' 89
LA CIES(CIRE 89)

En résumé, la transformaticn involutive“f‘définit done un iscmervhisme
entre le wroduit étoile et le nroduit classique de matrice.

Il faut tcutefcis noter que cctte vole rensuiert 1'hynothése gqgue T, et D

srient réguliers.
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S-AITYLICATICN 4 L'EGUATICN DE RICCATI DISCRETE

LN L

Crnsilérrns de nruveau les éguatione hamiltonidnnes -uil s'écrivent:

o[
! At J ) i % ’\T ‘,\t+li

C _4{._1

Annlicu=ant la transformation & tout en supnosant rour 1l'instant que £

Iy
m
o+

réruliére, il vient A'arrés (‘t\f):

- 8 ©C)

=P s : ' -
ou V = et 07" Aégipne 1la transnosfe de l'inverse

Dtanpée VAUGHAN /IC/, il vient:

- -— _1 ' o "'l
1 W Vi A ;

|
[ (91)

] i @

{21

J:"1lccse Ae Jerian

avec

s i =1
E = 121.J1

(92)
i 3 i associler une

§4tant une matrice symr‘.lectlﬁue(qnneye), on peut alors lul

matrice hamiltroni®nne M var transformation hilinfaire(=annex )3

il vient A'aprés ©O1)

E— T el ¢ 2
M= (8-1)(S+1) = W3
)
\

& (J-l)‘l(J+1)J
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S-AFFLICATICN 4 L'EQUATION DE RITCATI DISCRETE

Crnsidlérons Je ncuveau les équations hamiltonidnnes cui s'écrivent:

lxt*l-l I_A -BT.?-:LBT ]_Xt 7

i |
NE SR
! At _l 3 g | ’ {}xt+11

Avnliguant Ia transforpsaticn P tout en suvnosant mour 1l'instant cue A est

réruliére, i1l vient A'anrée (ﬁ‘ﬂ:

! ‘ ~-T —T‘ i '
Aol L7 HERYYS Lhe d
cu V= 5?_18T et e désipne 1la transnosfe de 1'inverse
Dtanrés VAUGEAN /IC/, il vient: 4
S S I N I |
5 i 5 i ] .
"y "'14 J O‘ i
5 'j - (51)
) v Ui ¢ J W, Vi,
21 2 _ E i,.. 21 2J
Jihlccse ﬂelJnr4an
avec
- | 2)
oow ot | . €

21771
3itant une matrice symnlectique(annexe), on neut alers lul assccler une
matrice hamilt~niinne M var transformation wilinfaire(annexe);
i1 vient A'aprés O1)
l & +-1.) l"\]_l
o= (8=1)("%+1) = W )
i O (J3-1) (J+1)j
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=W L 93)
oA

, réeli:h(/\)jf>c (94 )

avee /N =(3-1)"1(a+1)

La matrice sicne e P e&'fcrit iors:

K S 1
girne (') = 2 sicne (i) z s M= 2977 95)
(‘ o - —j
J {tant 1la forme ‘e Jordan
t+1 si réel( X)) VMo
" A } -
sirne(>) =¢ 6
}.‘—l si réel( X)) 0 G5)
tenant ccomrte des relations (93) et (O4), on a alors:
sirne (F) = W =1 01 wt 97)

¢ 211

Introduiscns alnrs la matrice:

— r.. - [—
F zsirne(F) 4+ Lﬁl 61 - W =l C w'1+“1 ¢
v 1] 0 1 Lo 1

1' o1

o
BogBy =Wyl e

Un meint important est qu'en Aéfinitive, cn peut s'affranchir de 1'hyno-

thése -rue l'on avait faite:Arfrulidre.En effet 12 matrice syrrlectique

~

~eut s'écrire:

5.,



avee /N =(J-1)"T(3e1)

, réel i_%(/\.)jf}c (94 )

Lz matrice sirne de U e'écrit Rors:

A c

sirne (') = 2{  “siene(ri) 271 ;o Mo= 737! ©5)
| C .
J {tant 1a formé de Jordan
. ‘ 41 ei rﬁel().)>(?
sirne(X) =< _ : 6
%_\—l ei réel( X)L ¢ (95)
tenant ccmnte des relations (93) et (O%), on a alors:
- ]
gicne (71} = W 1 cl Wl (97)

¢ oo
Intreduiscns alars 13 matrice:

— _l r—- i _i ——
F =sirne(FE) 4 Lﬁl “. W‘_l éJ Wiy L CJ

eo1) Lo 1

A'on

soit finalement A'anrés (92)

o Tk o w'l - T
Fo¥y =M =0

v

Un mrint impertant est qu'en définitive, on peut s'affranchir de 1'hywnca

thése ~ue Yl'on avait faite:Ar*culi®re.®n effet 1la matrice syrrlecticue

~

1 ~eut ='écrire:
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1 B "B \ 0
C i) 1.0 I
400G
F = (5-1)"Neel) = (0l Loty = (-0) L (1aD)

Cn remarnue dans cette exnression que A'l n'amnarait ~lus. Iar ailleurs
I “tant bamiltoniennc sans v-oleurs nronres sur 1'axe imarinaire,dcnc I-U
est ré~uliére insi cue TaT.

En risumé,l'al-crithme cue 1'on se nronnse est Aéfini rar:

o
ik 12 0

=)
= = (;ione(L—U)-l(L+Ui] + (98)
L C 1

R-CCHTA :2ISCN AVEC J'AUTTES METHCDES

L'é¢tude comparative aue 1l'cn dévelonme maintcnant cet iécomposée en

deux rarties resrectivement consacrées aux méthnades > caractire imnlicite
et celles ® fermulation itérative exnlicite.

6-1-Mcthodes A caractére implicite

Tes Aeux méthcles qui font 1'ohjet “e ce nararranhe repnsent,tout

comme la méthode de 1a fonction sifne de matrice,sur les nropriétés

de la matrice symrlecticue(9C)associée » 1'écuation Qe Ticcati.
Cerendant les “Jeux méthodes supnosent cue la matrice % est réruliére.
Jde plus ,comme pour la méthcde de 1la fonction sirne Je matrice,

aucune ne nermet de rarantire le caractére symétrique ncn nératif de P,
par une apnroche du type "scuare roct".

6-1-1-Méthode de VAUGHAN

Nous considérens A'ahord 1a méthede de VAUGHAN /To7:sans dcute 1la nlus

classirue, qui reut se résumer “Jans la relatinn:

~Z R



AYon

] s-l)‘l(s+1) = (U—lIrl)-l(U-lL+1) = (E-U)-l(IwU)

Cn remarcue dans cette exwression que ﬂ‘l n'anmarait wlus,., Tar ailleurs
F “tant hamiltonienne sans vzleurs nrorres sur 1l'axe imarinaire,dcnc IL-U
est résuliére 'insi cue TaT.

Fn résumé,i'algorithme aue l'on se- nronose est Aéfini nar:

PF1 T2, 0

: : =1 .

F = = {;iﬁne(L-U)-l(L+Ui] + _ (98)
, - — : GC 1

21 2 g

B-OCHTATAISEN AVEC LU'AUTTES METHCDES

L'é¢tude comparative aue l'cn Aévelonme maintenant cst Aécomposée en

deux rarties resrectivement consacrées aux méthades > caractore imnlicite
et celler * formulation. itérative exnlicite.

6-1-Metheodes A caractére implicite

Tes “eux métheoles qui font 1'obhjet “e ce narasranhe repnsent, tout
comme la méthode Ae 1a fenction sisne ﬂe.matrice,sur les mropriétés

de la matrice symnvlecticue(9C)associde 3 1'éguation Ae THecati.
Cerendant les Jeux méthodes sunpcsent cue la matrice % est réeuliére.
De nplus ,comme pour la méthede de 1a fonction siene e matrice,

aucune ne nermet Ade marantire le caractére symétrique ncn nératif de P,
par une annroche “u tyne "scu=are roact'.

6-1-1-Méthode de VAUGHAN

Nous considérons A'shord la méthode de VAUGHSN /F07:sans Acute 1z nlus

classicue, qui reut se. résumer Aans la relati~n:
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P < W__W'H (99 )

o R
avee (9C) ~n ~:
-T -T IN T.\,f = -1 T 1"
A 0 - : ‘ i i 'S
e A+V4 0 VA 3 i 12 fﬁ C 1 12 1
= . T (100)
=1 A W W L W 1
e i 27 SO | SR
et :
P\(J)\ =l J blocs de Jordan

En fait, dane 1la mesure ot 1la Aécomnosition enus forme de Jordan est
imncssible,ce résultat ne peut constituer 1la hase A*un alecrithme que

€1 S est strictement Qiarcnalisble.

I1 n'en reste pas mecins vrai gque veuvent toujours subeister les problémes
liés au mauvais cen?iticnnement(nombre Ae cendition de W élevé) cu encore
la ~rande sensihilité Je certaines valeurs nrenres voisines entre elles
ou/et e 1l(en module).

6-1-2-Féthode de ILAUR

L'alterntive proncsée récement nar Laub_Zii?, constitue un orerrés
considérahle nar rappert aux résultats préicédents dans 1a mesure o0 elle
suprrime 1'essentieldes difficultﬁs numéricues.

S2 méthede repose sur le fait' qu'une relation Au tyre ( 99) peut étre
obtenue sans impcser que S scit mis esous forme Ade Jerdan,mais seulement

sous forme de Schur réelle:

ey e 1 = v v
szl_vl 13 YAy 1\12‘ 1 12

(1Cla)
!_Val ¥a a N L ts

[AADIG A

/\l et/\2 ne scnt plus des blcecs de Jordan inverses 1'un Ae 1'autre,mais

=394



. -5 R
avee {(9C) o~n a:
-T - -1 .
. P T i (100)
-4 - W W W v
ig A o ¢ J o1 J2
et \
l’\(J)l"‘)l J bloes de Jordan

En fait, dane la mesure ot la Aécomrosition sous forme de Jordan est
imncssible,ce résultat ne peut constituer 1a hase d"un algerithme que

=1 S est strictement diarcnalishle.

I1 n'en reste pas mcins vrai gue veuvent toujours subsister les problémes
liés au mauvais crn®iticnnement{nomhre Ae condition de W élevé) ou encore
la rrande sensibilité de certaines valeurs nronres volsines cntre elles
ou/et e l{en module).

6-1-2-¥éthcde de LATR

T'alterntive provosée récement var Laud /117, constitue un nrofrés
considirahle nar rarpert aux résultats nricédents dans la mesure ol elle
supprime 1l'essentieldes difficultfe numériaues.
S2 méthede repose sur le fait' qu'une relatien Au type ( 99) peut &tre
obtenue sans impcser que S scit mis sous forme de Jerdan,mais seulement
sous forme de Schur réelle:
v vl ¢ S Fv. v T
s=1 1 13 1AL A o
(1C1a)
v V' v v
S R AN {1721 7%

BIGOITE FACADES 1

/\l et/\2 ne scnt vlus des blees de Jordan inverses 1'un Ae 1'sutre,mais
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; ! -1 :
ont leur snpectre rénarti comme J et J.De rlus 11 matrice V est orthecronale
Acng rarfaitement conditicnnée . Dans ces ceonditions le c-=lcul de I’ comme
suit ne rese plus de prehléme particulier

-1
= V0 (101b)

D

Quand 3 la forme de Schur , elle est ohtenue A 1'aide Au packare Eienackﬁﬁg/

et des modules Ae Steviart éﬁé?.

6-2-ALGC “ITE: ES ITE RATTIES

6-2-1-M¢ thode 7 creduit etecile

La »remiére m‘thode que 1'cn se prorcse A'aborder est en fait une
anplication 4u pr-oduit étoile.

Compte tenu ‘e (9C), on a 1le résultat suivant:

L a (102)
S o 1 O—;
f a o= 1!
avec ZK+1 = ZF' Zo= i
14

(103)
Nae) T
V}A—Lkgao

fra
ol F est scluticn de 1'équaticn de Ticeati et oun | .:L A€simne le hloc
1
(2,1) e dimensicn n.n des matrices martitionnées 2n.2n.

Ceci étant, on peut maintenant en AdAdyire une sec~ne rclation en terme

e nr-duit étrile ,7arnelons que (9C) grécrit

S =4 (M)

Posons =lcrs
T =/(2) —/— 2 = NACE
Wery, ) = 2y = ‘-"T‘(YK).\J!,-*’(N)

= g



. . ~1
nnt lour sneectre renarti comme J et J.7e nlus la matrice V est ortheopsenale
Aonc rarfaitement conditicnnée . Mans cos cenditions le calcul de T comme
suit ne pese plus de prehléme particulier

PV, 11 (101b)

Quand % la forme de Schur » €lle est ohtenue & 1'aide Ay packane Eispack/12/

et des movules de Stewsrt: /_2 i

l6—2—ALGCIITRPES ITEMTIrS

6-2-1-Mthede A9 ~reoduit eteile

>

La vremiére méthode que 1'cn.se prorose Ataborder est en fait une
anplication du produit étoile.

Zemrte tenu e (9C), on a le résultat suivant:

-
F = 13 H i/ ] , )

: llml- (Z-)_: 2,1 (102)

L g— —

, . rl O:

: = Z .5 = '
avec ZK+1 = Z, e :Th 1: ( |
T N 103

vpf‘ Pf‘ *C

- . ' . r .
ou P est scluticn Ae l'équaticn de Diceati et o} . Aésimne le hloc
- -1

(2,1) Ae dimensicn n.n Aes matrices =artitionnées 2n.2n.
Ll

Ceci étant, on neut maintenant en ﬂblulre une seconde rblatlﬂn en terme

*e produit étrile.Tarnelons que(9€) s'écrit

5 :‘--f’.-j(l\'l)
1]
Posons alers
—! | P
Y =2y —= _\J (7p) \
(N s —_ £y _—_\.L Y ‘}
V) = Ty =W X



scit

; 1 (@
3 = M*Y L
K+l e ne
de plus % X
- YF z“}/(ZF) = r ,_!
K . |
donc ==
i
N = lim ’_Y}f:)z,l
K = ~5
S am T
= P,i " e N P
) Yy is P 1 s /°

Ce frrmalisme éruivalent # (102)-(103) nrésente 1'avantace de lever 1a

contrainte 4 rérulidre.

Un alperithme it Ae Acuhlement, 4ont la crnver-~ence est A'ordre 2

s'ohtient alors en posant:

T
rA -RF~1p
M, = M =

[
La nT

L

MaK

il
=
=
i
'—l
H
=
n
o)
<
D
0
=
I
=
=t

A'ou tout en simnlifiant les notations

=]
UK+1 = U+ = U(I+VW) U Ho =—f
= m =
v =V =V 4+ U(I+VW) lvu* Vo=DK lBT
K+l +
W =W =W uL -1 T A
Fal . + UUw(I+vwWW) U o 29

i




scit

Ty TMETL gl
+
. P-" l
de plus % X
T =\=!U(Z}f) N E; :f—}
L
donc -
L
. llm _Y]? 2,1
K ,)3(,
i 1 ﬁ?
‘ = MX ~o=
ka1 ty Yo =

Ce formaliesme éruivalent A

contrainte 4 réruliére.

T
ﬁfFO:FG\\O
P LJ 4

Un alpcrithme 4it Ae Acuhlement, 4dont 1la convercence est 4'ordre 2
s'ohtient alors en posant:
-
1. T
| -ap~lg
¥, =M= ! .
L e An
= I
Mo = B %My
U -V}
R . K ¥
MEK = Mah—l * NEK—I avec MEK =
'/} nT
— K ‘K
A'clu tout en simrlifiant les notations
U o = U = U(I+vw)~ly Uo = (=)
Eel & 74 7 o=
- T - =1
v =V =V + U{I+VW) lvU* Vo=ER lBT {(m)
¥+1 +
W =49 =W UTW(I+W\I)—1U in = Q (¢)
K+l S+ -
T = lim Wp = IEF (a)
Kt

41

(1p2)-(103) nrésente l'avantace de lever 1la



(W) et (c) sont des écuations “e iccati écrites scus leur forme
éguivalente (annexe).Cn nose alcers

V- X, et Wa vy

Alporithme: calculer D = X.UT SIIE e s

12/ réaliser l= triangularisation

1. 0] {x 1
- aisg) 0 Xi - (105)
X [Ee o't

7 s Lo} 1] X trianculaire surérieure

1M1

au mcyen de la matrice orthogona

28/ résoudre le systéme trianculaire inférieur

KT.M = F
réaliser la triangularisation "orthoscnale"

i"'" B! e
] |7

dAont on tire Y trian-ulaire sunérieur.
i !

3L < , .
/ (2) Y e rang maximal (W réculier)
-résouire les systémes triangulaires inférieurs:

YT.H = UT nruis FT.G = H

~calculer

(r) Y ruelconcue (W sinpulier)
G = T+ XtEy

-calculer

systéme linéaire G.H =T

0 = .k
+

-réscuire le

(106)

-calculer
3 :
est de 7n” approxi-

Le crit trtal (en multinlicaticns) de cet alerorithme

mativement.
=L




(W) et (c) sont des écuations de Ticcati écrites scus leur forme
équivalente (2nnexe).Cn nose alars

Vo= XT.X et L/ YT.Y

Algcrithme: calculer D = X.uT E = X.Y

k]

12/ réaliser l= triangularisation

1 o K L
b 0 X+ = (105)
X o of

au mcyen de la matrice orthorconald/15/,3'on X+ trianrulaire surpérieure

28/ résoudre le systéme triansulaire inférieur

KT.M = F

réaliser 1la triangularisation "orthogenale':

Ty 1 F==
v ; :[§+—§: [o -

Aont on tire Y triansulaire sunérieur.
N '

Ly
3£/ (3) ¥ ‘e ranf maximal (W réculier)

~-résoudre les systémes triansulaires inférieurs:

YT.H = UT nuis KT.G = H

~calculer
T
U =G .M
+
(r) Y ~uelconcue (W singulier):

-calculer G =T+ XTEY
-résrudre le systéme linéaire G.H = U
-calculer U+ = U.E (1C6)

Le codit total (en multinlicaticns) de cet alporithme est Ae 7n3 approxi-

mativement.
1




6=2-2-Méthade de TEWER

La Aeuxiéme alternative Gue l'cn se »ropose de rapreler est Afie a

s m—

Hevwer ,” 7 7.

Te principe de 1'alrorithme consiste A& résoudre 1'énuaticn Re Riccati

par la méthode de Newton; ce qui conduit au processus itératif suivant:

. T T

M. - N M A = G.RG, + 9 107a

J 39 e iy
iy . =T

G. = (B°M, B 4+ ) Ia'p,. _a o7b

3 ( M 4B+ R EREE (107b)

Ej = LB (107¢)

ol aprarait Aecnc * chague ras la résrluticn 4'une équaticn Ade Lyapunov
(1€7a) .Cn sait alers que la suite M, présente une converrence monotone

décrcissante 'crdre 2 vers 1la solutien T cherchée quelque scit 1'ini-

tialisation Go tel que

i)\(?&. = 2-RGo) | {1

Avec

R “=TPF:1-NT]:\KB(‘3prB ¥ R)-lngKa Q@ Pa=0 (108)
Sur le plan coidtcalcul, chaque itératicn est Aeminée par la résolution
de 1'éguation de Lyanunov (1073).Te c~dt ~lahal Ade (1c7) s'éléve en
moyenne A environ /3 / : Ebnzbn< ny B met).
En consfruence, cet alrorithme est & nrinri cofiteux, chose A laguelle
e'ajoute 1a non esarantie sur le caractére symétrique non népatif de 1a

solution obtenue et un loriciel bheaucoup nlus lourd ( ¢y de Lyapunov).

6-2-3-Méthode clacssique stahilisée

Une seconde formulation itérative est directement fournie rar(108)

ou sa version dite stabilisée (annexe):

P T T ;
K+l = KI,PKJ\ + GF’-?GF 0 i

~43-




6-2-2-Méthnde Ae FENER

La deuxiéme alternative Gue l'en se nropose de rappeler est Ade a
Hevrer f_7 7.
Te rrincire de 1'alrorithme consiste A résoudre 1'énuaticn Ae Riccati

par la méthode de Newtrn; ce gui conduit au processus 1tératif suivent:

P T
M, - " A = GRG. + Q o
AR U B T B B (1C72)
T 1.7
G = RN i ! RTM A }
5 ( My g3 TR FRL (107b)
Kj = 4 - RG | ‘ {107¢)

J
ol a2prarait Aecne 2 chague mnas 1la réerluticn 4'une équaticn de Lyapunov
(107a) .Cn s2it alors que la suite M, présente une conversence monotone
décrciesante A'crire 2 vers la solutien D cherchée guelque scit l'ini-

tialisation Go tel oue

| A(F = 4onco) [ {1

Avec

r o= 4Tp Q-ATPKB(BprB + R)‘IBTPKA +Q Foz0 (108

Sur le plan ceidtcalcul, chague itération est dominée par 1la résolutison
de 1'¢quation de Lyanunov (1C7a).le c~iit clahal Ae (1c7) s'éléve en
moyenne A environ jB;? : 20n3(m< n, 3: m.n).

En coneénuence, cet alporithme est & nriori cofiteux, chose A laguelle
s'ajoute 1a non sarantie sur le caractére symétrique non nérgatif de 1la
solution obtenue et un lomriciel beaucoup plus lourd ( i de Lyapunov).

6-2-3.Méthode clacsique stabilisée

Une seconde formulation itérative est directement fournie par(lOS)

cu ga version 4ite stabilisée {(annexe):

P ¥ T T -j
K+l = KKPKA + GF?GK + 9 E
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Gy = (RIpp , ‘?)“LRTFK%

¥

N
\ (109)

au'il ne faut pas ccnfondre, maleré sa ressemhlance avec le precessus

itératif de Hewer(lC7).

6-2-4-8cuare roct A'orire 1

A 1a différence e la méthcde Ae Fewer ,on peut réaliser une formulation

du type square rcot de (108) carantissant le caractére symétrique non

nématif de la solution chérchée,

ek gt o= y
TK = Sg.SK SF trianrculaire sunériecure } 119)

itération K:

-calculer D= %K.R B= SK.A SCTED
-réaliser la trianrularisatinn orthorcnale
—t —_—
X % L K
o i) = ‘ (112)
i ) ﬁ Q SK+1
(@] @) 0

Le cnldt calcul pour m& n (B:n.m), reste inférieur a EnB.Neanmoins, i,
apparait clairement dans le tahleau suivant, que le coldt relatif A cette
méthode est assez rrani lorsque le rérime pérmanant est suffisament long

4 atteindre, c'est A dire lorsque le temps de réponse iu systéme houclé

est important.

N - 2K C = N.3n>
= 6n°
} 4 12n° N:nomhre 4'itérations
Takleau ~II 8 24n3
16 48n > C:cotlit calcul
z2 J'n3
64 ].92n-5




(109)

~
A
A

¥ K

N
=
|
pe)
(%]

.

qu'il ne faut pas cconfondre, malegré sz ressemhlance avec le prccessus

Y

itératif de FHewer(1l07).

' 6-2—4—Sguare rcet Alorire 1

A la 1ifférence e la méthode de Fewer,on peut réaliser une Fformulation

du type square root Ade (1L08) earantissant le caractére symétrique non

nératif de la solution chérchée.

R= XX Q = V.V }
r, = ST S 8 triznzulaire sunpériesure { 11o)
K = °x*®g °F 20E s ' J
itératiﬁg K:
-calculer T o= SK,B E = SK.A, {119
-réaliser 1la trianrularisation orthesconale
X % L K
: = 1 112
T |® j S (112)
O v Q 0

Le colit calcul pour m{n (B:n.m), reste inférieur a BnB.Neanmoins, il
apparait clairement dans le tableau guivant, cue le colUt relatif A cette.
méthode est assez erand lorsque le rérime pérmanant est suffisament long

2 atteindre, c'est 4 dire lorsque le temps de réponse n systéme bouclé

est immortant. . 2K - N.3n3
2 6n3
. 4 12n° N:nemhre A'itérations
Tableau .II 8 24n3
16 { 48n 2 C:codt calcul
32 ;Qn3
64 ' 192n3
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7-CCNCLUSICNG

I1 c¢st c¢lair nue quels ou'en scient les fondements thécriques , toutes les
téchniques numéricues permettant de celculer T scnt essentiellement itéra-
tives, 7¢s lors on peut les classer nar exemple, suivant leur compléxité

de mise en oeuvre, leur stahilité numéricue, leur crcidt calcul nar itération

leur vitesse 7de converrence...

4 ceci on peut ajouter leur domaine A'application: 4 réruliére nrar éxemnle
ou encore leur =arantie concernant le caractére symétrique non négatif e P.
I'¢st dans cet ésrrit gue 1'on va Aégarer rarmi les huit méthodes, celles
qui scnt succeptihles de constituer lee é1lémente de base A'un logiciél

nrur la résclutinon des écuations de Ticcati.

1-Métho?e classique: MC équaticn (1C&)

2-Méthede classicue stahilisée: MCS éouation (109)

3-Square roct A'ordre 1: SR1 Aquaticns (111)-(11l2)

b-Square rort A'crdre 2:(vnrocduit ¥): SR2 équatios QC5)-QCH)
5-Newtcn: N éguation (107)

6-Vaurhan: V écuations (99 )-(10M

7-Laub: L éouaticns (10Lla)-QC1h)

8-Frnctinn sirne: FS éguation (98 )

S

On »eut 4éja noter que les cing derniéres nrésentent une crnversence A'ordre
2 Aont seule SR2 parantit le caractére symétrique non népatif de P.

Par ailleurs V et I supncsent A réeruliére.

Sur le plan “e 1la stahilité numérigue, V reut étre ¢liminée A'epmbée

(mise scus forme “e Jordan, conditicnnement) comparativement 2 L et FS

gui oppérent sur les matrices symplectiques.Il en va ¢ méme des méthodes
i'ordre 1: MC et MCS malgré scn appélation stahilisée.

Deux mnointe restent & considirer la mise en oeuvre et le coldt calcul
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7-CCNCLUSICNG

Il est clair nue guels au'en scient les fon“emsnts thécrigues , toutes les
téchniques numérigues permettant de calculer T ;cnt e=sentiellement itéra-
tives, “¢s lors on peut les classer nar exemnle, suivant }eur commnléxité

1e mise en oceuvre, leur stahilité numérioue, leur crcdt calcul par itér=ztion

leur vitesse e cenversence...

4 cecl on peut ajouter leur domaine A'sprlication: 4 rérulicére npar éxemple

cu enceore leur garantie concernant le caractére symétrique non négatif e P.

S'est dans cet ésprit gue 1l'on va dégarer narmi les huit méthodes, celles

-

- . . i . .\‘
gqui scnt succeptibles de constituer leg éléments e base A'un logiciel

prur la résclution “es équations de Tiiccati. .

1-Méthove classique: MG éauaticn (10R)

2-Méthrde classicue stahilisée: MIS fouation (109)

3-Sguare roct A'ordre 1: SR1 éguaticns (111)-(1ll2)

L-Square rort A'crdre 2:(produit ¥): SR2 équatios QC3)-4CH)
S5-Newton: N égusation (1(‘7)I

6-Vaurhan: V éouaticne (99 )-(1CH)

7-Lauh: L éouaticns (1CLla)-Q01h)

8~Fenction signe: FS éguation (98 )

On reut Aéj2 ncter que les cing Aerniéres nrésentent une c~nversence d'ordre
2 Arnt seule SR2 rarantit le caractére symétrique ncn nératif de P.

Par ailleurs V et I supnosent A réeuliére.

Sur le plan “e 1a stahilité numérique, V neut &tre ¢liminée Alepmbée

(mise scus forme %e Jordan, coniiticnnement) comparativement 2 L et FS

gui oppérent sur les matrices symplectiques.Il en va A< méme des méthodes
Av'grdre 1: MC et MCS malgré scon avpélation stabilisée.

Deux points restent 3 considirer la mise en oceuvre et le codt calcul
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qu'on peut apprécier A 1l'aide Au tahleau 3et ce pour chaque méthode.
Ainsi deux méthodes ncus =semblent narticuliérement interessantes.
Tout A'aberd la version SR2 cui est veut étre pntentiéllement 1la nlus
séduisante, car nour un cclare de complexité moyenne, c¢lle coffre une
convercence A'crdre 2 tout en earantissant numéricuement le caractére
symetricue non nd~atif Je 1la sclution cherchée.Et 1a méthode F.S aue
1l'on a dévelrrnée et cul semhle &tre trés compététive sur le plan

rapidté, est €ralement 1la plus rénérale.

En effet le méme crde peut servir ncur réscudre les ¢éauaticns Ade
Riccati relatives aux systémes discrets due celles relatives aux sys-

témes continus.Seuls lescrﬁaﬁqbde 1'hamiltenien et de T chan~ent.

AL
continu: ™ + A F - PVP + Q@ =0
RICC.TI T 1
discret: AP(I + VD) 4a-P+2=0
avec vV - By sl
Enfin si 1l'cn pose V=0, le méme alrcrithme rermet de résoudre les

équations de Lyanunov corresncndantes

continu: Py + ETP + Q

I
)

LY \PUNCV
T

i
D

discret: Ji%at BV NS T

N5




qu'on peut aprrécier 2 1'aide Au tableau zet ce pour chague métheode.
Ainsi deux méthodes ncus semblent particuliérement interessantes.
Tout A'aher? 1a vérsion SR2 qui est meut étre notentiéllement la plus
séduisante, car nour un codzme de comnlexité moyenne, elle cffre une
converrcence A'erdre 2 tout en marantissant numérinuement le caractére
symetrigue nor nératif Je 1a sclution cherchée . Bt la méthode F.S aue
1'on = dévelarnde et cui semhle 8tre trés compététive sur le plan

rapidié, est €malement 1a plus ménérnle.

En effet le méme cnde peut servir wmcur réscudre les équaticns de
Riccati relatives aux systémes Aiscrets cue celles relatives »2ux sys-

témes continus.Seuls legcodames de 1'hamiltenien et de T chancment.

. T
, continu: ™M+ AP . BPVP + @ =0
RICCATI T 1 ’
discret: AP(L« VD) "a~P+Q=20
avec V= B TR
Enfin =1 1l'on pore VQO, le méme algrrithme mermet de résoudre les
équatirns de Lyapunov cerrespondantes
continu: Pa + HTP + 8 = C
LYAPUNCV
discret: ATPA - P+ G =0 -
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TABLEAU 3

MC [MCSISR1 |SR2 [N Micl il iE S
W T R R R B R
regoiirg N O NIN ON|N ON|N ON|NONOU! {OU INON
P>0|NONINONIOUL |OUI NON|NONINONINON
meineINON|NON|OU! [OUl {0U! [NONIOU ' [0U'
o R - S W G I O
ofuvie
codt HEE rd SR e 2nt| 748 (3‘:‘;@ 3012 |35 o |5 Avm
emest |z )= oplfn = )| Y Le0n3 () | () Vi
IM‘% (%)

s

H I L X

s fic

m ajc.rsne‘.

:mf: orTanTe
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TABLEAU 3

MC

MCS

SR1

SR2

N

V

L

F.5

Ordre
de

1

- |comergon

1

4

2

2

2

2

2

re'gu_iié"rc

NON

N ON

NON

NON

NON

Oul

oul

NON

P>0

NON

NON

OUI

Oul

NONNON

NON

NON

stabilitd
mrm’;qve.

NON

NON;

Qul

Oul

Oul

NONOU t |lOU1

mise
en

ofuvEe

5

{s

S

M

I

M

1

S

cout

CALcEL

4 5 n

=510 [ L
(= 'é)ﬁw%)]éw %)

7 n
Y

3

)

+ 20 n3

49

Jor®
()

2 1P
(%)

5 dym
2o &
20 n’)
(%)

H 2 W X

m o 3c.nne.

tmp orTante
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CHAPITRE III/

APPLICATICNS NUMERIGUES



CHAPITRE TII/

APPLICATIONS NUMERIQUES



APPLICATICNS

1-DESCRIPTICN DES PRCGRAM MES

1-1-Chjet “es procrammes

Cn considere ici 1a résclutiecn dee €auatirns Ade Riccti sous 1= forme:
Sy j SR ¥
PA+ATP-TVE+Q =0 cas c-ntinu
T -1 :
ASEED VPSS aSe O e 0 cas discret
Ce prorramme peut &tre €tendu A 1la resoluticn des equaticns Ae

Lyapcunov(V=0)

FAJQTP+Q=F Cas continu
T :
4 P-P+Q=C Cas discret

I-2-Alrorithue

IL consiste & calculer la matrice girne de F,(2n.2n),assocke aux

equations hamiltonjénnes rysteme. Gotte matrice doit &tre elle-méme
hamiltonignne, pour les systemes continus,la matrice H est par nature
hémiltoniénne tandis que pour le cas discret,elle doit smbir deux
transfermations;une premiere pour la rendre symplectique,une secconde
transformation bilinéaire prur la rendre hamiltonienne.

Les principales etapes du programme se résument de 1la maniére suivante

A/ Calculs preliminaires:

- Determiner 1la matrice V telle cue V:BR—IBT

- calcul de FE

pour le cas continu.

o5}
1
=
&

iR
!
O
!

Pour le cas discret,on doit calculer Ad'ahord Uet L telles :que

= — Lo 1

Bi v oy o

! ! s

: { L__ ! :

U =] T < '
0 A 1 -0 I

— - | . -
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ATPLICATICNS

1-DESCRIFTICN DES PRCGRANMES

1-1-Chjet “es proerammes

Cn considere ici 1s réscluticn Ades €nuaticns de Riccti sous la forme:
PA+ATFLPVP+Q =0 cas c¢~ntinu
ATP(I P R R + =0 cas discret

Ce prorramme peut &tre etendu A la resolution Aes equaticns de

Lyapouncv (V=0)

PA+ATP+Q=C Cas continu
T f e
A P-P:Q=C Cag discret

I-2-Alzorithme

IL consiste & calculer la matrice eigne de H,(2n.2n),assocke aux

equaticns hamiltoniénnes‘yystémee Cette matrice doit &tre elle-méme
hamiltonignne, nour les systemes continus,la matrice B est par nature
hémiltoniénne tandis ocue pour le cas discret,elle doit embir deux
transfermations;une premiere pour la rendre symplectique,une seconde
transfermation bilinéaire pour la rendre hamiltonienne.

Les principales etapes du programme se résument de 1la maniére suivante

A/ Calculs preliminaires:

- Determiner la matrice V telle que venr 15T
-~ calcul de E

pour le cas continu.

u s
]
F====-=
1 =3
&£
‘I
S

L

Four le cas discret,cn doit calculer d'abord Uet L tellies :que

_ —
I v A O

- ....-....-'

H

o -

)
ot
L.
F"'-;*‘
]
C®
=~
I |
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Poser H telle que
B=(L~ U)" % (L+D)

- calculer le nombre 4'itérations total tel que
Nl= N+ QML+IR

avec N= ilopz max{ JE{l , EIF_IH )t

-

QMI&]):1+ lnpz (0’64AN }_j

PR(T})=nomhre d'itérations supvpiementaires en fonction

de 1la precision demandée

B/ calculs des itérés

*
Cn a posé & priori AE=4
oo Tae
puis cn 2 calculé (X comme étant X = _HMAE™
. N el
Puis on a calculé le premier itéré a savoir
1 1 =
AEI= = (XAE + = AEl )
2 T
Apres (Cela on réalise la boucle suivante:
I- Calculer
-1 i1
el
\ k-1
KA1 = \ ;
”AEkmlh
A l )\ l -1
\ = —(X .AE + LAE )
Ek 2 k-1 k-1 C¥k—l k-1
si TEST(k)<3FTK =ETA1 ~n passe A 1l'étare 3

2- Cn passe & 1l'étape 4

3- fi test(k)}(1/2) -test(k-1) on passe & 1'étape 5
Lo 8i k<:N+l sn retcurne vers 1
5- La matrice sirne est dcnnée par

SIGNE (1,J) = AE, (I,J)

~4g_.



Poser H telle gue
H=(L- U) 7% (na0)

- calculer le nombre d'itérations total tel que
Nl= Ni GML+IR

avec N= [}ogz max HHH . ifH_lu )l
QIED=1r |log, {064/, !

PRCQ):nombre d'itérations suppitementaires en fonction

de la precisicn demandée

B/ calculs des itérés

b4
-
Cn a posé & pricri AE:AC

puis con a dalquléCK comme étant X = gﬂég;m
- \ sl
Puis on a calculé le premier itéré a savoir
i 1 - .

Apres (Cela on réalise 1la boucle suivante:

I- Calculer
‘ - R T
_1\{@ Y 11
Hy-1 = ”AE T
] k"'l.!
. 1 (e e
AR, = — (,kloAEkl T l.:\Ekl)
si TEST(k)<QF?K =ETA1 rn passe & 1l'étare 3

2- Cn passe A 1l'étane 4

3- i test(k)y(1/2) .test(k-1) cn passe & 1'étape 5
Lo 83 k<N+l cn retcurne vers 1
5- La matrice sirne est donnée par

SIGNE (1,d) = AE (I,J)
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C/Calcul de 1la matrice P: scluticn de 1'écuaticn de Riccati

l-cas continu:

Cn calcule F ccmme étant

1 TR g
F - —(I + SIGNE) = ' g
e ' F Fl
|20 it
ILa matrice F est alors d-nnée rar
-1
P = -F12'Fl
2-cas Aiscret
La matrice F est calculée crmme suit
™~ =
ET o LEe P .
F - SIGNE 4 ° ro o0 1 1en
Jhe I, ' ) T
L a5 fon " o
d' on
-1
P - .
oy

1-3-Définiti~-n Ades ar-uments

Soit le systcéme
X
Y = C.X

A + B.T

et le crit =ss-cié
e
g ={ x"ox + vTRO) 1t

!
e

Cn Aéfinit qlrrs'ies arpuments suivants:
A: matrice rielle(n.n)
B: matrice rfelle(n.n)
Nn: matrice réelle(n.n)
R: matrice réelle(n.n)
N: entier écal 3 n(dimension de A,RB,%,R)
NC:entier éeal A 2n(dimensicn de F)
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C/Calcul de la matrice FP: scluticn de l'éouaticn de Riccati

l-cas

Cn

2-cas

In

continu:

calcule F ¢

1
F = —E*(

cmme ©tant

'F F. 3
t

I + SIGNE) = ' 1! 14
[ ¥ Fau

matrice F est alors Adonnée nar
-1
F= -F...F
12771
discret
matrice F est calculée 'crmme suit

1 o TF Pl

— 1

' M T -
0 I+= !

' - ;_Fal Ty 4

1-3-2éfiniti~n des arcuments

S~it le systéme

X
Y =

A.X &+ R,U

C.X

et le cclt assrcié

J =

v
[ (x%ax + v RU)t

i

-
. ‘.,-'

Cn. A¢finit 2lcrs les aresuments suivants:

matrice rde
matrice rie
matrice rée
matrice rée

entier ésal

NC:entier égal

lle(n.n}
llé(n.n)
1le(n.n)
1le(n.n)
2 n{dimension de 4,8,4,R)

a 2n{dimensicn de E)
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*\: précisicn machine (simple précision Wiz 10
AN

FTAL: \lry

IR: ncmbre 2'itératicns supplémentaires n~ur ~htenir une précision
Acnnée(~n a nris TR=5)

€Ml: ncmbre d'itfrations rel=tif & la ccnverrence de 1'arrument Gk
Prur le cas réel QM1=0C

N1l: ncmhre 'itérations total

TEST: variable lcricue

SIGNE: m-~trice sirne de E (2n.2n)

P: s-luticn de 1'éguaticn de Riceati

FC: matrice P crorricée

1-4-Structure 3u nrceramme

Le »ro~-ramme fait aprel 2 5 srus nrrarammes et utilise les fonctions
mathématicues et utilitaires suivantes:
SGRT(X): racine carrée de X
ALOG(X): 1loparithme nénérien de X
ARS(X): valeur ahsoclue de X
IFIX : cernversi~n réel- entier
S"u& nr-crammes
PRCD(M1,M2,M3,N): fait le nroduit de la matrice ML narM2 toute
deux “e dimensicn N et met le resultat dans M3
Ml .M2=M3
MUL2(M, - ,MP,N):fait le produit 4A'une matrice(N.N) par un scalaire
£ et mc% le resultat Jans MP
£ .M=MD
SCMMAT(D, E,F,N)¢fait 1la scmme e deux matrice DetE de dimension
(N.N) et met le resultat dans F: (D+E)=F
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%

T\: prééision machine (gimple préciéi?n'Tlf 107t

BT 41 Ny

PR: ncmbre d'itérations supplémentaires nour chtenir une précision
Acnnée(~n a nris T™R=5)

GMl: nembhre d'itfrations rel=tif & la convercence de 1'arpument Gk
Prur le cas réel GMl=0

Nl: nrmbre A'itératicns total

TEST: variahle losicue

SIGNE: m~trice si-ne de E <2ﬁ.2n)

P: srluticn de 1'éguaticn de Riceati

FC: matrice F corrigée

lék—Strupture Ay presramme .
Le ﬁrrqrqmme fait anrel 32 § scug proarammes et utilise les fonctions
mathématicgues et utilitaires suivantes:
SGRTEX): racine carrée de X
ALOG(X): 1leoparithme néopériesn de X
ARS(X): valeur ahsclue de X
IFIX : conversinn réel- entier
SCUE Drocrammes
PRCD(M1,M2,M3,N): fait le preoduit de la matrice ML rarM2 toute
deux “e dimensicrn N et met le resultat dans M3
MLl .M2=M3-
MUL2(M, & ,MP,N):fait le produit 4'une matrice(N.N) par un scalaire
£ et me% le resultat Aans MP
£ .M=MD
SOMMAT(D,E,F,N):fait la scmme ie deux matrice DetE de dimension
(N.¥) et met le resultat dans F: (D4E)=F
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NORM(4,X,N): calcuk la ncrme de deux fagonset chrisit 1la plus petite

T min(“ﬂ ﬂ‘“*\ncg

MRINV(4A,RB,KCD, DET, EPS, IL, IC): inverse la matrice A et 1la met 4ans B

B AT

( rn 3 fait ammél A ce s~us mr-rramme diréctement
Ae la hiblihotéque du M I T R 4 125)

2-APPLICATICNS. NUMIRIQUES

- - -
Notre but dans ce chanitre est dA'illustrer nctre etude avec Ades
. - , ’ - - -
exemnles precis tout en méttant en évidence quelques caracteristicues
de nos programmes

2-1-RESCLUTICN DE L'EQUATICN DE RICCATI

2-1-1 Cas c-ntinu

Dans ce paracraphe ncus allons ceonsidérer deux cas de variaticns du
paramétre N1 (nombre A'itérations t-~tal) par rapport:
A
- aux poles
-2 la “Jimensinon de notre systéme

a/Variaticn de N1 par rappert aux pcles

Prur cela nrus allons considérer deux systémes Je méme dimension
1'un stable 1l'autre instable.
— 8cit un systéme dynamique continu drnt la matrice de rain en boucle

~uverte est:

-

A =

R
o'

(D]
N

1

oo
T
et le cofit ouadratique: J'jjl(xTQx + u Ru)dt
()

|
|

] 1 —

RS (ol ) : :

avec R = E E et V= ! 0 @] :
1 1 1

1o Lj i W3

L o

nsgm‘



NORM(A,X,N): calculk la ncrme de deux fagonset chrisit la plus petite

X= min(“ A {h ll'\nag

MRINV(4A,B,KCD, DET,EPS, TL,IC): inverse la matrice A ¢t 1la met dans B

B= 5\—1

( »n = fait avpdl A ce scus »rrozramme diréctement
Az la hiblihoteque 4u M I T R 4 125)

2-APPLICATICNS. NUMFRIQUES

Netre but Aans ce chanitre est 4A'illustrer notre é%ude avec des

L . P ) . .
exemnles precis tout en méttant en éviltence guelques caracteristigues
de nos programmes

2-1-RESCLUTICN DE L'EQUATION DE RICCATI

2-1-1 Cas crontinu

Dans ce pararraphe ncus allons ceonsidérer deux cas de variations du
paramétre N1 (nombre A'itératicns t-tal) par rapport:

- aux pdles

-2 la “imension de notre systéme

a/Variaticn de N1 par rappcert aux pcles

Prur cela ncus allons considérer Aeux systémes de méme dimension
1'un stable l'autre instable.
— Scit un systéme dynamique ccntinu dont la matrice de rain en boucle

~uverte est:

— —

O
A= !
o 2

O
T...
et le¢ colit quadratiquer J’j/’(xTQx £ W RO)AL
(]

|
!

%

t 1 [—

|1+ sl ] 1

avec Q=1 , et V = Y S
; : : '

o L -

\ W A

.52~
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L'équation e Riccati & réscudre sera 4donc:

T R e T ol L o
i : P 4 P: : + P: : P+ : : = C
LO %j 16 2 L 0.0 24 10 1}
résultats:
-ncmbre A'itératierns Nl = 7
-matrice P:
. i
¢ D4:9999€8 1,999993% ,
P = ! '
1 ]
e.2ra b,99994 1|

la disymétrie est Ae 1'crire Ae 7.10-6

Aprés crrrection 1a matrice P devient:

—

p . 15,999988 159999614 6 at
Gl e |
1 1
[
! 1,99995 I, 99994, | 12 51
= - L. = |

Le temps 'd'éxé€cution était de 3" 1

- le deuxiéme systéme est tel que le gain en boucle ocuverte soit:

5 R
A= | E
Lp' —24

@ et V sont les mémes que nour le cas nrécédent

1'équation de Riccati A résoudre serait donc

— — — —_— —_— — o —
TG T e Ten g ik of
: VP e R i + P! N ;z (¢
< -2 L0 -2 L2, ML

- nombre d'itérations: N1 = 7

-matrice P(sclution):

T5,999986 1,999987 ;
P =1 '

i 2,000002 ©,999999 |
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L'équation de Riccati & résoudre sera donc:

'l o 1 a HE el TL oot
i ' P+ P Vo P ¢ P r= O
e %j re 2 reo 21 o 1}

.
résultats:
BabA L 25N 2N

-ncwhre d'itératicrns Nl = 7

~matrice P:

7
D
\O
O
0
G
0

1, 99999

T
1}

1
1
'
'
1
'
!
-

I |
N
o

4,99994
la disymétrie est de 1'ardre 4de 7.10_6

Arrés correction 1a matrice P devient:

—

5,999988 1,99996

—mm

-..--.-.---I

i
L]
1
1
¥
]
1

1, 99995 h;99994 1

!

L
I
L

L

Le temps ‘d'éxécution était de 3" 1

- le deuxidme systéme est tel que le gain en houcle ouverte soit:

1 ¢

r-==-1

c -2

L

8 et V sont les mémes gue nour le cas précédent

[N

1'équation de Riccati & résoudre serait Adonc

B — —_— — — o —
oo T Teo & i g
1 y P+ P i + By r Poal p = C
e -2 Lo w2 o2 ML

~ nombre 4'itérations: N1 = 7

-matrice P{sclution):

1 5,999985 1,999987 |
1 1
1 2,000002 0,999999 3
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5

-dissymétrie est d'environ 10

-aprés correction la matrice P devient

f ) ~

! 5,099986 1,999995 ! 16 2,
P- E :

1 = '

1 1,999995 C999999 4 K ias )

- temrs A'éxécuticn 2" 2

b/ Variation de N1 nar raprort 4 la dimension

Scit le systéme Aynamicue continu Aont la matrice 7ain en b~ucle

~ruverte est:

r=1 0 +0]

1

' '
A= ;-1 © -2

: 1

G S B 1)

. -1

le cclit quaraticue J est tel que

~ B . i
15 B G o L ol
T 1 '
1 L ]
Ba'@ L2 on ek V=ic 1 o]
1 " '
1 ' ! 1
Le B 3] o o =l
L'écuation de Riccati & résoudre serait Adonc:
(. i T 1 7 = [ il
L1751 € = I R o) Lo S val LT o
1 1] L) ’ ] L] ]
LG e AP e R aMe 2w Bl d, OlBat e, 2 01=0
' 1 ' ! ' ? !
L -2 -1 L0 T =1 L€ @ © je ¢ 3]
Résultats
-nombhre d'itératicns: N1 = 7
-matrice F(sclution):
i 1
1 0,5944349  -0,3234051 C, 3047468 1
1 '
V!
f -0, 3234C48 1,2125367 -0,2125883 !
i (]
L}
E 0, 3047490 -0,2126026 1,8561363 !
: 5 -
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5

-dissymétrie est A'enviren 10

-aprés correction la matrice P devient

i % f"

| 5,000084 1,999995 ! g 24
] M —— 1
1 1,999995 €,99999¢9 | L; 1J

- temrns A'éxécution 2" 2

b/ Variatirn de N1 mar raprort 2 la dimension

Seit le systéme dynamicue continu Aont la matrice main en brucle

cuverte est:

-1 G O

1

! i
4= ;-1 © -2

: t

e 1 -1

L —1

le cclit guaraticue J est tel que

i 1 ' i
| S R G O P10 ol
: i .

Q=10 2 0l et V=ic 1 o}
1 | ! :
Le o 3] re o cf

L'éouation de Riccatl 4 réscudre serait done:

J .

i — i - — -3 T
-1 -1 ¢! -1 ¢ ¢! ' ¢ C‘E 10 C‘E
T 1 1 r r
'c ¢ 1irspra C-2}+TIC 1 CiP+y0 2 0120
1 1 ' 1 ' 7 :
Boo-2 -1 L &1 -1y 16 0 @ 1¢ ¢ 3]
Régultats

—nombre @'itératicns: N1 = 7
-matrice FP(sclution):

— -

I C,5944349  -0,3234051 C, 3047468 |

1 ) [}

1

D0, 3234048 1,2125367  -0,2125883 !

] : 1

1] - ¥

to0, 3047490 -0,2126026 1, 8561303_5

L .
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e R e T | e e T

- la dissymétrie est de 1'ordre de 10-5 A 10-6
~la matrice T corriegée est
= =
| ©,5944347  _0,3234050 C, 3047479 1
i '
P = § -C, 3234050 1,2125347 -G, 2125955 é
!
t 0,3047479 -0,2125955 1,8561363 E
—

- le temps 4A'éxécution est de 3" 8

Conclusicns

D'aprés les résultats cbtenus, on vient de c~nfirmer quelgues cara-
ctéristiques de cette méthode (que 1l'on avait citées dans la partie

théorique) & saveir gue:

- 1'on peut trouver la commande optimale d'un systéme qu'il soit
stable cu instable, de plus 1l'instabhilité n'influe en rien sur
le nombre A4'itérations total, c'est & dire, sur la rapidité de

la crnvergence de notre alenrithme.

- la dimension de nctre systéme n'influe pas cu du moins trés nreu
sur le nombre A'itérations cue doit éffectuer nntre alrorithme
pour converger.

Remarcue
En ce qui ccncerne la variation du nombre A'itérations par rapport
au spectre de la matrice, cela sera mis en évidence dans la résolu-
tion de 1'équation de Lyapunov et les conclusions s'y raprortant
s'appliquent intérralement au cas de la résclution de 1'équation

de Riccati.

2-1-2/ Cas discret

Prur le cas discret les conclusions sont identiques A celles Au
cas continu vu gue 1'algcrithme est presque le méme.

Néanmoins, »n a pris un exemple particulier o~ 1'~n 4dcit faire
A'ahord des calculs préliminaires (calcul de V et de Q),c'est a dire

en partant uniguement du systéme A'équations 4'état.

Le5.



e e e N

- la dissymétrie est de 1'nrdre de 1072 A 10-6
~la matrice T cecrrisée est
— -
| ©,5944347  _0,3234050 C, 3047479
i '
P = 5_0,3234050 1,2125357 -C,2125955 E
!
i: 0,3C47479  -0,2125955  1,8561363 !
—

- le temps d'éxécution est de 3" R

Conclusions

. . . o . .
D'aprés les résultats chbtenus, con vient de confirmer quelques cara-
ctéristiques de cette méthade (que l'on avalt citées dans la partie

théorique) & saveir gue: T

- 1'on peut trouver la commande optimale d'un systéme qu'il soit
stable ocu inetable, de plus 1l'instahilité n'influe en rien sur
le nombre d'itérations total, c'est A dire, sur la rapidité de

la cconvergence de notre algcrithme.

- la dimension de nctre systéme n'influe pas cu 4u moins trés peu

- . ’ . - - .
- sur le nembre d'itérations cue doit éffectuer notre alrorithme

e RPOUr converger.

Remarcue

En ce gul ccncerne la variation du nombre A'itérations rar rapport
au spectre de la matrice, cela sera mis en évidence dans la résolu-
tion de 1'équation de Lyapunov et les conclusicns s'y raprnortant
s'appliquent intéeralemeut au cas de la résolution de 1'équetion

de Riccati.

2-1-2/ Cas Adiscret

Prur le cas discret les conclusions sont identiques A celles 4du
cas continu vu gque l'almcrithme est presque le méme.

Néanmoins, on a pris un exemple particulier ot 1l'cn dnit faire
A'abord des calculs préliminaires (calcul Ae V ct de Q),c'est & dire

en partant uniguement du systéme A'équaticns d'état.

~55-



Soit donc un systéme discret de dimension 5 dont 1'équation d'état est

KK+1 = :’!.XK + B.UK

et le coflt

(xT T 2.0)
J EE (XpQ.Xy + Up.R.U)
K-O

avec
P 0,75 C,009 0 ¢ g™ T
L}
v =1,74 C,01 ¢ o 0 E
1 L
L]
8 = gy -0,0015 0,95 © 0 :
L ]
L L}
E C o ¢ 0,55, 0 '
L}
' <0,15 -C,008 o c ©,9C5 !
- -3 —
1 0 10 0 24,64 O o |
1 X 1 !
1o 1 0 © c,835. @
B=t0 ¢ F= D0" O, @ 0 ,83 1
1 1] 1
o 1 0 0 0 0 !
ry g 10 0 o o o !
[ S 1 — -
les matrices O et V sont calculées comme suit
Q = HTH Vv = BR-lBT
L'éguation de Riccati étant:
AT s v M - P4 Q-
~n a ahoutit aux résultats suivants:
- matrice D (scluticn):
r 72,30322 2,65930 -200,53321 -0.37338 --9,987oé1
' 2,65924  1,14270 -6,12289  -0,31483  -2,33572,
' 1
P E -200,54036  -6,12382  1212,88950 1,2947C 13,77488i
1 -0,37376 -0,31487 -1,2977%  -C,93206 0,46769 !
) 1
P _9,98926 -2,33575 13,77612  -0,46759  11,74435 !
| S -
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Scit donc un systéme discret de dimension S dont 1'équation d'état est

XK+1 = A.XK + B.UK

et le cofit

o0
> KT T R.UY
T =2 (XpeQuXy + U R

KO

avec
0,75 ,009 0 s o 7
] t
y =1,74 C,91 ¢ 0 o !
[} t
] .
4= ! -0,3 ~0,0015 ¢+ 0,95 O o i
' 1
e e e 0,55 0
]
' 0,15  -0,0C08 0 e C,9C5 1
' = T
‘1 ol 10 0 24,64 0O i
' ' '
P01 o ¢ 0 c,83 o !
B-10 F- 10 0 0 0 1,83
o 11 o 0 o o f
1 0] f0 o0 © ¢ o
— ) — 1
les matrices @ et V sont calculées comme suit
Q = AT vV = BR’lgT
L'éguation de Riccati étant:
ATP(I vy ha - by Q=20
en a ahoutit aux résultats suivants:
- matrice I {(sclution):
r 72,30322 2,6593C  -200,53321 -0.37338 «*9,9870é1
' 2,6592k  1,14270 -6,12289  -0,31483  -2,33572 ,
t T
p_ 1 -200,54036  -6,12382  1212,88950 1,2947C 13, 77488 |
= 1 1
' -0,37376 -0,31487 -1,29774% -0,93206 0,46769 !
1] ¥
P -9,98926  -2,33575 13,77612  -0,46759  11,74435 !
e -
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ncmbre A'itératiorns N1 = 19

1a “issymétrie est de 1vordre de 1072 & 1077

arrés corrécticn la matrice P devient
[ 72,3032 2,65927  -200,53685  -0,37357  -9,98814 ]
; 2,65927 1,1427¢C =6,12336 -0, 31485 -2,335?5%

D - ; -200, 53685 -6412336  1212,88950 1,29722 13,775503
. .
! =C,37357 ~0,;31485 1,29722 C,93206 0,467645
é -9,96814 -2,33573 13, 77550 0, 46754 11,74434;
L_

|
=

-

le temps 1'éxécuticn était de 17" 6
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nemhre A'itératicrns N1 = 19

> . -5

1a “issymétrie est de 1l'ordre de 1077 4 10

arrés crrréctinn la matrice D devient

g_ 72,30322 2,65927 =200 ,5%685
i 2,65927 1,14270 -6,12336

. é _200,5%685  -6,12336  1212,88950
E -C;37357 <0 31485 1,29722
g -9,98814  -2,33573  13,77550
w

le temps d'éxécution était de 17" 6

=5%7w

-, 37357
-0, 31485
1,29722
C,032C6

C,467564

-9,98814 |

-2,33573 |

- -

13,77550
¢, L6764

— .

11, 74434



%- APPLICATICN A LA STABILITE DES SYSTEMES

%-1- Rappel sur la deuxieme methode de Lyavnunov

Nous allons etudier le cas 4'un systeme A trois variables

dans la representation d'c€tat.Ce systeme étant linéaire et

s

son point d'équilibre se trouve 2 l'orieine.

il = Xl(xl,xa,xs)
%, = XE(Xl’x2’X3)
XB = X3(xl,x2,x3)
Supposons que l'cn puisse mettre en évidence dans 1l'éspace (Xl’xz’XS)
une famille de surfaces fermées entcurant l'oririne,telles que par
chacue point de l'éspace passe une surface unique de la famille.Si
dans toute une région entourant l'oririne le comportement du systéme
est tel gue la vitesse du point(xl,xz,XB)ﬂoit toujours €tre dirigée

vers l'intérieur de la surface de la famille passant par ce point;le

peint representatif finira par arriver & l'eorigine et par consequent
-
le systeme sera stable.

Inversement on congoit que si la vitesse est diripée vers 1l'éxterieur

le systeme sera instable.
X3

(I) instable
(2) stable

V(x)=Ste

Les éguations des surfaces fermées sont du type

V(Xl’x2’x3)= Cste

D'ol plus pr€cisement pour 1l'application de la me€thode directe de

- b = - - -
Lyapunov,on considere des foncticns auxilliaires V(xl,.....,x )
n
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%~ APPLICATICN A L4 STABILITE DES SYSTEMES

3-~1~ Rappel sur la deuxieme methode de Lyapunov

‘ » ~ b - l". 0
Nous allons etudier le cas A'un systeme & trois variables
¥

dang la representation d'etat.Ce systeme étant linéaire et

son point d'équilibre se trouve 2 l'orieine.

U SACEEE STLSY

}Ez = X (xl,xz,x )

2! _ ( ‘ .
3= X3 Xl’xz’x3) SR

Supposons nue l'cn puisese ﬁettfe en évidence dans 1'éspace (xl,xé,xj)
une famille de surfaces fermées entcurant l'oripine,telles que_par

‘!
chague point de 1'éspace passe une surface unique de la famille.Si
dans toute une répioﬁ entourant'i'origine le comportement du systeme

est tel gue la vitesse du p01nt(x o X ,x Jdoit toujours &tre dirigée

1" 2

vers l'intérieur de la surface de la famille passant par ce point;le

point representatif finira par arriver 4 l'origine et par consequent
-

le systeme sera stable.

Inversement on congoit que si la vitesse est diripée vers 1l'éxterieur

le systeme sera instable.

(1) instable
{(2) stable

V(x)=Ste

Les éguations des surfaces fermées sont du type

V(xl,x2ix3): Cste

D'olu plus précisement pour 1'application de la methode directe de

Lyapuncv,on considere des fonctiens auxilliaires V(xl,.....,x )
T n
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définies pesitives vérifiant les conditions suivantes:
a/V :st nulle i 1'origine V(C,....v.,0)=0
b/V est infinie pour des variables infinies V(xl,.......,xn)-———ﬁpckﬂ
X ——— oo
c¢/V reste finie lorsque les variahles sont finies
Les foncticns V scont dites fonection de Lyapuncv.
Nous sommes maintenant en mesure d'énnoncer les deux théoremes

fendamentaux de Lyapunov relatifs respectivement & la stabilité

assymptotique et 1la stabilité simple.

théoreme I

S'il est possible de trouver une fonctirn V de sirne défini

(dans un domaine G comprenant la posgiticn d'équilibre) et dont 1la
derivée totale par rapport au temps AV/dt scit définieet de signe
oppoéé dans le méme domaine,l'équilibre sera asymptectiquement stable

dans ce domaine G.

tnéoréme 2
S'il est pcssible de trouver une foncticn V de sipgne defini(dans un
domaine G comprenant la positicn d'éguilibre)et dont la dérivée totale
par rapport au temps AV/dt soit semi définie et de signe opposé dans
le méme domaine 1'écuilibre est stable Aans ce domaine

Rappels
1-Une foncticn sera dite semi definie dans tout un domaine G si elle

conserve le méme sicne en touf point de ce Aomaine mais s'annule

aussi en d'autres points que l'crigine.

2-Une fonction sera dite indéfinie dane le domaine G si elle prend

des sirgnes opposés en différents points de ce domaine.
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définies pesitives vérifiant les conditions suivantes:
a/V 25t nulle a 1'origine V(C,..;ifﬂ;b);o
b/V est infinie pour des variahles infiniee V(xl,.......,Xn)-———éavcxﬂ
xi———héawaﬂ
¢/V reste finie lorsque les wvariakles scnt finies
Les foncticns V sont dites foncticn de Lyapuncv.,
Nous sommes maintenant en mesure d'énncncer les deux théoremes

s B
fondamentaux de Lyapunov relatifs respectivement & la stabilité

assymptotique et la stabilité simple.

theéoreme I

S;il est possible de trouver une fencticn V de signe défini

(dans un domeine G comprenant la poeition d'équilibre) et dont la
derivée totale par rapvort au temps 4V/dt scit définieet de signe
oppoéé dans le méme domaine,l'équilibre sera asympt#tiquement stable
dans ce domaine G.

'

théordme 2 £
5'11l est pessible de trouver une foncticn V de signe defini(dans un
domaine & combrenant la position d'éguilibrelet dent la dérivée totale
par rapport au‘temps AV/dt soit semi définie et de signe opposé dans
le méme domaine 1'équilibre est stable Aans ce domaine

Rappels

1-Une foncticn sera dite semi definie dans tout un domaine G si elle

conserve le méme signe en touf point de ce domaine mais s'annule

aussil en d'autres points gue llcrigine.

2-Une fonction sera dite indéfinie dans le Adomaine G si elle prend

des signes opposés en différents points de ce domaine.
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Remarque importante

Lorsque le systéme étudié est linéaire con peut montrer que les
théoremes lkaa deviennent des conditicns necéssaires et suffisantes
de stabilité.En effet le sipgne de 4dV/dt est 1ié au sirne du produit
de 1la vitésse du print sur la trajectoire et de V V

3-2- Etablissement de 1'équation de Lyapunove

Soit le systéme linéaire autconome représenté A 1'aide de la

représentation d'état par 1l'équation:

X=A X et V(X)une forme quadratidue du type V(X)= XT PX

ou P est une matrice,symétrique,définie pcsitive. Donc V(X) est
définie positive au sens de ILyapuncv.

pour que le systéme soit stable il faut et il suffit que:

b T

.8 A T ! T
@/agde —— X PX + X PX =(4X) " PX + X P A X.

T 'y T T
X AT PX X PaX=x(at P ma) x40

Ce qui revient & résoudre 1l'éguation :
T 5 b s .
AT P+ PA=-Q ou Qest définie positive
Conclusion
Aisi des mémes algorithmezs résolvant les équations de Riceati
nous permettent de résoudre celles de Lyapunov relatives 4 la stabil-

ité ,En éffet 1l'équaticn de Riccati &tant:

ATP+PA+PDP+Q=O

D'ou en méttant D=0,on retrouve 1l'égquaticn de Lyapuncve.

3-3~-Applications numéricues

Cn » vu ultérieurement cue, rratiquement le méme aleorithme ayant
servi pour la résclution de 1'éguaticn de Riccati, peut servir a

résoudre 1l'équaticn de Lyapunov (en nrenant V=0 ).
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' Remargue impeortante

Lersque le systéme étudié est linéaire on peut montrer que les
théoremes lwbré deviennent des conditicns necéssaires et suffisantes
de stabilité.En effet le signe de dV/dt est iié au signe du produit
de la vitésse du print sur la trajectoire et de WV V

3-2~ Etablissement de 1'équation de Lyanuncvo

Soit le systéme linéaire sutonome représenté a l'aide de la
représentation d'état par l'égquation:

1 : L T

¥=4 X et V(X)une forne quadratifue du type V(X)= X' P X

ol P est une matrice,.symétrigue,définie pcsitive. Done V(X) est
définie positive au sens de Lyapuncv.,

pour que le systéme soit stable il faut et il suffit gue:
T

* R t T
@V/ap0 —— XPX+XTPX=(AX)TPX+X F A X.

T T 'T T, T
=X A" PX+X PaX=Xd(a P+ Pa) x40
!_i.,
Ce qui revient & résoudng,(jéquation :

T S

o

AP+ PA=~Qol Qest; géfinie pocitive
i PR '
i v
Conclusion

Alsi des mBmes alpgorithmes résolvant les éguations de Ricceatil
nous permettent de résoudre celles de Lyapunov relatives & la stabil-
ité .En éffet l'équaticn de Riccati étant:

ATP+PA+PDP+Q=O

D'ol en métitant D=0,on retrouve l'équation de Lyapunov.

3-3=Anplications numéricues

Cn 2 vu ultérieurement cue, pratiquement le méme aleorithme ayant
servi pour la résolution de 1l'équaticn de Riccati, peut servir a

résoudre 1l'éguaticn de Lyapuncv (en prenant V=0 ).
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I1 nous a paru utile A'étudier 4dans ce cas, la variation du nombre

A'itérations tctal en fonction du srectre.

L'€équation de Lyanuncv dans le cas continu étant
ATP+PI\+Q:O

cn va ccnsidérer dans ce cui suit trnis cas A'applicatinns Aans les-
fquels 1a matrice A reste 1la méme.

Quand A la matrice 2, elle est mise sous frrme Aia~nnale

Q = M.n.MT

M est 1la matrice des vecteurs prorres, fixe rour les trcis

eXemrples.

D est la matrice Aiarcnale de 0.FElle varie A'un exemnrle A 1l'autre.

o - T =
TR (R £l -1 . T}
1 L] 1 '
1 (] 1 l
A= Y1 3 o! M= 2 € 14
1 1 ] !
1 ] 1
L=l ™ o G 12 -1_i

Premier cas

_ -1
0O = M.D. .M
0 =M )l

avec

‘—)1 = dlag(—l.l H -1101 H “0‘95)

résultats
- n~mbre d'itérations total N1 = 13

- l1la matrice P aprés corréctirn est
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I1 nous a paru utile d'étudier 1ans ce cas, la variation Au nombre
d'itérations tctal en fonctinn du svectre.

L'équaticn de Lyanuncv Adans le cas continu étant
ATP+Pf\+Q:O

cen va considérer dans ce qui suit trois cas A'applicatinne dans les-
quels la matrice A reste la méme.

Quand 2 la matrice 2, elle est mise sous frrme Aiasnnale

Q = M.D.m T

M est 1a matrice des vecteurs provres, fixe nour les troeis

exemples.

D est la matrice “diasrcnale de §.FElle varie A'un exemrle A l'autre.

Lo —?' - —
! 4 1 -1 71 -1 11
1 T 1 ]
t 1 t |
n= ) 1 3 0, M= !2 ¢ 1,
' t ] !
' t ' '
L—l O ﬁi {1 2 —li
Fremier cas
. -1
0= M.D. .M
0 =M )l

avec

D = diag(-1,1 ; -1,01 3 =C,95)

résultats
- n~mbhre d'itératirns total NL = 13

- la matrice P aprés corréctinon est
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2 -
' -9,0765685 2,947047% -2,0365685 |
P - 1 2,0b7CH7h  -2,6469392 3,8338510 !
L-2,0365685 3,83%38310 -4 4555 542_£

- le temns A'éxécution était Ae 4" 4

JeuxXicéme cas

Q = M.Da.M_l avec

résultats

02: diag(-1 ; =2 ; =3)

- ncmbre A'itérations total N1 = 16

- la matrice T aprés ceorrécticn est

-0,8173513 1,4871061 0, 6029091

1
[

1,4871061  -0,7418242 1,60 4044
' 0,6029091 1,5044040  -1,563862C !
- le temps A'éx‘cution étant 5" 6

Troisiéme cas

Q = M.ﬁB-N_l avec ﬂs = diag(-10 ; =1 ; =-1CCC)

résultats
- nombre A'itérations total N1l = 33

- la matrice D arrés corréction est

E -0,3180621 -0,0882767 -0,21264141
‘ ]
E -0,0882767 -0,0295951 -C, 0537453 ,
] 1
' -0,2125414 -0, 055745% 0,0140174 ¢

- le temrs A'éxécution est e &' 3
Crnclusicn

On c~nstate - ue, d'aprés ces résultats,le n~mbre A'itératicns varie en
fenetion Au snectre. Ceci était prévisible car A chaque itératien,il
fallait écuilibrer la matrice F 4Aont on calculela matrice sirne jusgu'a
avoir toutes les valeurs preopreg épales cu trés nroches les unes ‘des
autres.Cet énuilibrapge est donc éssentiellement fonction Au spectre de He.

Ce rui aurmente N1 lorscue les valeurs propres sont fortement Aistipctes.



-9,0765685 2,9470474 -2,03655685
2,o47¢ch7h -2,6469392 3,8338310

— --q----|
R e L

-

-2,C365685 3,6338310 -4, 4555342

.

-~ le temms d4'éxécutinn était de 4" 4

Jeuxiéme cas

9 - M.Da.M_l avec  Due diag(-1 § -2 5 -3)
résultats
= ncmbre A'itérations total N = 16

- la matrice T aprés corréction est

' _0,8173513  1,4871061  ©,6029091 !
P o 1 1,4871061  -0,7418242  1,60%h0b4 !
' 0,6029001  1,60440h4  -1,5638620 ]

- le temps d'éx‘cution étant 517 6

Troisiéme cas

Q - M.DB-N_l avec D, = Aiag(-10 j -1 ; -100C)

résultats
- nombre A'itérations total Nl = 33

- 12 matrice I aprés corrécticon est

i

r-c,3189621 ~-0,C882767 -0,2126414:

i -0,0882767 -0,0295951 ;0,053?453§

Lfo,212641u -, 0537453 0,01401?§j
- le temps A'éxécution est de 8" 3

Ceonclusion

On ccnstate fue, d'aprés ces résultats,le ncmbhre A'itératinons varie en
Femetion Au snectre. Ceci était nrévisible car A chague itératicen,il
fallait écuilibrer la matrice E dAont on calculela matrice sirne jusqufé
avoir toutes les valeurs prcprem écales ocu trés oroches les unes des
autres.Cet énuilihrage est donc éssentiellement fonction du spectre de He.

Ce nui aurmente N1 lorecue les valeurs propres sont fortement distipctes.



On a développé dans cette étude un concept (la frnection signe
de matrice), et ses apprlications & la commande optimale et a 1la
stahbilité des systémes.D'cd 1'on a été amené A établir des algo-
rithmes nécéssaires & la résolution des équations de RICCATI et
de LYYFUNCV dans les cas continu et discret.Ces algorithmes tié-
nnent compte des contraintes sur le temps calcul,la précision,

et les performances téchniques Au calculateur MITRA 125 se trou-

vant au centre de calcul du, C E N.

Cn a montré sur 1le plan de la cenvergence comment évoluaient
éxactement les itérés engendrés par 1'algorithme Ae Newton,

introduit pour le calcul de la fonction signe . Les résultats
obtenus ont déhouché sur deux nouveaux algorithmes,l'un fini
pour les matrices a snectre réel,l'autre relatif au cas général
(spectre complexe),constituant ce qu'on a appelé un algorithme

3 3

de Newton accéléré.

Ju point de vue compléxité de mise en oeuvre,stahilité numéri-
que,colt calcul par itération et vitesse de convergence,la
.méthode de la fonction signe cue l'on avait développée(au niveau

de ses applications) nous semble &tre tros nerformante .De plus

elle est plus générale.

En éffet le méme code peut servir pour résoudre les équations
de Riccati relatives aux systémes continus et discrets.Seule la

détérmination de 1'hamiltonien et le calcul de P changent.
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3

On a développé dans cette éﬁude un doncept (la frnction signe
de matrice), et ses apprlications a la commande optimale et & la
stabilité des systémes.D'ch 1'on a été amené a établir des algo-
rithmes nécéssaires 4 la résolution des équations de NICCATI et
de LYYFUNCV dans les cas continu et discret.Ces algorithmes tié--
nnent compte des contraintes sur le temps calcul,la pfécision,
et les performances téchniques Ay calculateur MITR% 125 se trou-

vant au centre de calcul du C E N,

On a montré sur le plan de la cenvergence comment évoluaient
éxactement les itérés engendrés par 1l'algorithme de Newton,

introduit pour le caleul de la fenction signe . Les résultats

obtenus ont déhouché sur deux nouveaux'algorithmes,l'un fini
t

pour les matrices a snectre réel,l'autre relatif au cas général
(spectre complexe),constituant ce qu'on a appelé un algorithme
de Newton accéléré.

Du point de vue comnléxité de mise en oeuvre,stahilité numéri-
Jue,cofit calecul par itération et vitesse de convergence,la
. méthode de la fonction signe cue 1;on avait développée(au niveau

de ses apnlications) nous semhle &tre trés rerformante.De plus

elle est plus générale.

En éffet le méme code peut servir pour résoudre les éguations
de Riccati relaztives aux systemes continus et discrets.Seule la

détérmination de 1'hamiltonien et le calecul de P changent.
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Enfin si 1'on pose V=0, le méme alrorithme rermet de résoudre

les énuations de Lyanunov.
Notre expérience dans le domaine numérique montre que les résul-

tats obtenus (sauf mauvais conditionnement) comparés A ceux de

Barraud et 3Deavers, sont accéptahles.

Ju point de vue symétrie, les résultats obtenus(avant corréction)
ont une dissymétrie de 1'ordre de 10~ & 10_6.

Quand a la convergence, elle est du méme ordre que la méthode SR2
seulement notre alpgorithme ne demande aucun calcul préliminaire,

d'ol une facilité de mise en neuvre,une diminution du cofit calcul

et de 1'occupation mémoire.

Comme continuité A& notre travail nous pensons que les remarcues

suivantes sont utiles:

- on pourrait développer d'autres algorithmes de la forme

| =
Ay =X Ay +€ Az

-~

ou il s'agirait de calculer O et Eﬁ de telle sorte que

1'algorithme converge plus rapidement cue celui dit de Newton
e, . ~ 1

accéléré( ou{Xr{ = 7= )

- suivant la nature des probhlémes de cbdntrole auxquels on s'in-
terésse,on pourrait penser cue si des calculs relativement
longs du type conditionnement de la matrice H étaient faits
hors ligne, on pourrait améliorer la ranridité de convergence

des algorithmes nour une éventuelle application en ligne.
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Enfin si 1'on pose V=0, le méme algorithme rermet de résoudre

les équations de Lyanunov.
Notre expérience dans le domaine numérique montre que les résul-

tats obtenus (sauf mauvais conditionnement) comparés % ceux de
Barraud et 3Beavers, sont accéptables.

Ju point de vue symétrie, les.résultats obtenus(avant corréction)
ont une dissyméirie de 1'ordre de 107 A 10_6.

Quand & 1la convergence, elle est du méme ordre que la méthode SR2
seulement notre alrorithme ne demande aucun calcul rréliminaire,

d'ol une facilité de mise en reuvre,une diminution du cofit calcul

et de l'occupation mémoire.

Comme continuité & notre travail nous pensons que les remarcues

sﬁivantes sont utiles:
- on pourrait développer d'autres algorithmes de 1la forme

. -1
hrq = XAy +g Ap

~

ou il s'agirait de calculer O et ?ﬁ de telle sorte que
l'algorithme converge plus rapidement que celui dit de Newton
accéléré( oﬁ'();‘g = %;— )

- suivant la nature des problémes de c8ntrole auxquels on s'in-
terésse,on pourrait penser due si des calculs relativement
longs du type conditionnement de la matrice H étaient faits

hors ligne, on nourrait améliorer la raridité de convergence

des algorithmes nour une éventuelle application en ligne.
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RAPEELS [iATHESIATIQUES

1-Valcurs propres d'une matrice

. . : . < "
On appelle v2leur prenre d'uns matrice toute racine A de son équation

caractéristique

Si A(n.n), on aura n valeurs nrorrcs réa2ll=s ou complexes, distinctes

ou multiples.

2-Vecteurs propres d'une matrice

Y

> & unc valeur pronre, tout vecteur

hIN

Cn appelle vecteur preonre r associ

-~

solution de 1l'éguation

~
|
N
4

donc A une valeur prorre simple correspond un vecteur propre unique
(&4 un coefficient de proporticnalité prés).A une valeur propre multiple d'ordre

jj/neut corré spondre 1 # /s vecteure prcpres selon le nemhre de solutions

/

indépendantes du systéme A'éguations.

3-Forme diarcnale d'une matrice
Si toutes les racines Ade 1l'éouation caractéristicue sont distinctes,il

est possible de mettre la matrice & sous forme diszonale

Y N E
\ 0 TSR '---f"-n 1 /\i ?:/}\J si i?-[‘]
- L

La matrice de transformation M est la m=atrice des vecteurs propres

avec Am. = >\ m

N MA=EM Ay Mav—1 _
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l-Valeurs propres d'une matrice

' . . b . .
On =appelle wvaleur »roproe d'une matrice toute racine A de son €quation
caractéristique

det( ;- a) = 0

2

Si A{n.n), on aura n valeurs nronres réellez ou complexes, distinctes

ou multiples.

2-Vecteurs propres d'une matrice

Cn appelle vecteur propre r assecié & unc valeur propre, tout vecteur

solution de 1'éguation

donc & une valeur propre simple correspond un vecteur propre unique
(&4 un coefficient de proportionalité prés).4 une valeur propre multiple d'ordre

A4, peut cerréspondre 1 2 /v vecteurs proores selon le nemhre de sclutions

/’

indépendantes du systéme A'éguations,

3~Forme diesronale d'une matrice
Si toutes les racines de 1l'4guation ecaractéristicue sont distinctes,il

est peossible de mztire 1z mratrice & sous forme diszonale

H - N

A = diam 1Y ‘._" s
= 0 Ty AL, P A

5 S ey |

Pl 2 n_|

NL £ ) si i

Lz matrice de transformation M est la matrice des vecteurs propres

M -_—Lmlma...... n

o~
i

Ly —

= M o MA=tM

’




donc, on peut dire gue si on a une matrice A telle que )\i;{xj si i#j

= o
K’: diap: A ......;\ E telle que A = MAM T
= & Salk! n!

4o Forme cuasi diarcnale de Jordan

Appelons matrice élémentaire, une matrice Dk(k\) (k.k), dont 1a diagonale

principale est formée des k méme nombres complexes k ,et dont les ¢éléments
situés immédiatement 4 drcite des éléments damonaux sont éraux 4 1 et tous

les autre élérments nuls:

1'_>\ 1 0 _E
- '
Dk(ﬁ) = R Y
v o -1
| > X
L M

Toute matrice A(n.n) est semblahble A une matrice de la forme

b o
1 : Dk {Al); ¢
t Dea(Ay)

-o-o-a-.-.--—..---—-!

- e - ——- - .-

dans laguelle les €léments situés au voisinace de 1la Aiaronale principale

se distribuent dans une suite de matrices élémentaires de ranr k. .k

1 Bpn wealey
avec k. +k_++04....E = n; tous les autres ¢léments sont nuls.
1.2 n
Les ¢lfments diarcnaux )\1,;\2, ..... correspondent sont manifestement les

valeurs prcpres de la matrice A.
Si ki>~l,‘%i est valeur propre multirle d'crdre au moins éral 2 ki.
Cet ordire vaut éxactement ki si )\i sont distinctes .Mais il peut arriver

rar exemple cue ;\ = )\ . est alors multinle A'ordre k.+k., méme si
2 1 1 12

k1=l -

S5i tous les ki sont eraux 3 1,A est semblable 4 une matrice diaronalej



denc, on peut dire que si on 2 une matrice A telle gue )\if)\j gi 1if]

o . N _
— B IETE D Lrreees A1 telle que A = MM
} -

4- Forme qumsi diarcnale de Jordan

Arrelons matrice élémeuntaire, une matrice Dk(Ax) (k.k), dent 1la diagonale
principale est formée des k méme nombres complexes k ;et dont les éléments
situés immédiatement 2 drcite des éléments dimonaux sont éraux A 1 et tous

-

lee autre élérents nuls:
A\

TAL o ]

D () =

et

iy
o
s
o
O
I

o o ot 4 aew w e m —eis e

dane laguelle les éléments esitués au voisinace de la diaconzale principale:

se distribuent dans une suite de matrices élémentaires de rane kl’"2""kn

avec otk +.......k = n; tous les autres ¢léments sont nuls.
1 2 n
les éléments Aiarcnaux >ﬁf‘k2""" correspondent sont manifestement les
valeurs prepres de la matrice 4.
5i ki>il,_%i est valeur propre multinle A'-rdre au moins épal & ki.
Cet ordre vaut éxactement ki si >\i sont distinctes .Mais il peut arriver

mar exemple que >\2 = )\]ﬁ X]_est alors multiple 4A'ordre kl+k2 méme si

kl=l .

Si tous les ki sont eraux 3 1,A est semblahle & une matrice diaponale;




chacune des matrice; élémentaires est alors de ranc 1.
Donc en conclusion on peut dire que toute matrice A peut
-1

se mettre sous la forme de Jordan A= M J M

J étant la matrice fermée de blecs de Jordaq,M etant 1la

matrice formée des vecteurs propres

5-Théoréme concernant l'algorithme de Newton

Soit f(x) une foncticn de la variable réelle x, de classe c2

tel que f(R) = 0 et £'(R) Z0 (Rracine simple ). Alors il existe un
intervalle ouvert N(R®) contenant ftel que si xl-E N(%) 1l'alporithme
de Newton

XF+1 = xK+f(xk)/1'(xk)

encendre une suite Xy qui converse vers %, de plus

x -
1im k+l :

k—-ﬁn(xk~2)2

f! ] (}‘E)
2 (%)

résultat qui traduit une convergence finale d'ordre 2.

Remarnue
Ce théorime peut s'appliguer aux fonctions de variables complexes

analytiques.

Démonstration de la formule (9)

consid€rons la relation suivante

*x

1
{Hpr <5 exy)

2




chacune des matrices élémenteires est alore de rang 1l.
Donc en conclusion on peut dire que toute matrice & peut
se mettre sous la forme de Jordan &= M J'M-l

J étant la matrice fermée de blecs de Jordan, M etant la

matrice formée des vecteurs propres

5-Théoréme concernant l'algorithme de Newton

Soit f(x) une fonction de la variable réelle x, de classe c2

tel que f(R) = 0 et £'(R) Z0 (Rracine simple ). Alors il existe un
intervalle ouvert N(R®) contenant ftel que si Xy ﬁ N(%) 1'alrorithme
de Newton ‘

Xp.q = xK+f(xk)/f'(xk)

engendre une suite X, qul converme wvers %, de plus

X -5
1im k+1 -

k—dmﬂ(xk~ﬂ)2

f! t (ﬁ)
2f' (%)

résultat gui traduit une convergence finale d'ordre 2.

Remarnaue
Ce théorsme peut s'appliquer aux fonctions de variables complexes

analyticuesn-

Démonstraticn de la formule (§)

considérons la relation suivante

Xy

1
{Hpy 50




k-2 - k-2
5 <{xeq > : <¥ypq
= 2
: %
L}
1
L]
'
*e *o
—2—-<xl > o <xn en rrenant k+l=n

Prenons maintenant 1'inéralité Ade Aroite
X i b s 1 1
k ) ’
< > (1+xk—l) E k+l'\ > ’_l + —'2 (l+xk—l )]

i £
G <hamp = a2

1
e %'(L’Xk-a;)]

-— . -

X 1 -
RS R — Xk+1<;—{_1+§(1%-<....(1+xo>.>]

d'on

-1 1 I 1
X ( + = F.... 4+ — 44— X
k+lN 2 22 o0 50 0

le deuxilime terme de 1'inéeralité est une suite réométrique de raison 1/2
dont la somme est érale A
8 = {1 = 18%

d'on 1l'on peut écrire

%5

n

: <x, LA - 1/2% 4 x /2"

Démonstration de la formule( )

g n 2 102 qi ¥ 2
dfaprés (1t) o 4 = : = e A
P (1t) on a £ Bl (’E 1/2 + cos @k

1 -2 2 Lg2 - 1
comme fk) :1/4-(:}({(1:‘:_/“‘ €k+l> 'E{;,k 2

i . 2 2 ; 2
maintenant 2 | s ™ 2 ,1
aintenant si 1/ o et co e, 1 on aura (kﬂ."ﬁfk 4 B/l



X
k-2 - -2
X —  x
> < Fed > Tz St
;
__C_\_‘<X ' > "o < x en rr t k+l=
1 — S rrenan +1l=n

Prenons maintenant 1'inéealité de Aroite

X 1 ) X s 1‘ 1
k <—2-(1+Xk_l) i kel > ’_l + -2—(l+xk_l )]

2

1 :
x4 <_..(l+xk__2) j k1 < — | 1+ —-'--.l (1+ .1'.‘.(]_.,.;; ))J
| 2 2 k-2

R e )

X 1 ) ) T
150+ %) o Xk+1<—$—«l_1+%;(1+%-(....(1+x0)-)J

-dYon
1,1 11
Xk+l<?+ 22 Faeens +§+2r1 5

le deuxiéme terme de 1'inégalité est une suite Féométrique de raison 1/2

dont la somme est érale A

S = (1 -1/2M

A

A'oh 1l'cn peut écrire

x L :'
S Ky KO- 12" g2

Démonstration de 1a formule( )

; . 2 1 o2 11 2
at AR z ! -—=_ -
aprés (1t) on a { ksl = G\ * F E 1/2 + cos e,

1 2
C cmme fk>l :1/4.&( (1 - €k+l> l” - __4
maintenant si 1/ 2’__‘.’—1 et c082@ ~1 on a"ur:a 62‘ /lf"2 + 3/4
k k _ ‘ k+l NI g



ANNEXE 11

’

DEFINITICNS ET FRCPRIETES IMPORTANTES

COMMANDABILITE

la paire (A4,B) est Adite commande si et seulement si tout €tat

xioff‘peut €tre ramené & zero en un temps fini.

(A,B)commandable p/—— ranv(%,%?,.......,ﬁn_l B)=n =dim(A)

RECONSTRUCTIBILITE

Etant donne une sortie y= cx ,et X _ax, la paire (C,A) est
reconstructible si et seulement si tout etat th £ 0 peut
8tre ddterminé Ae fagon unigue A partir de la scortie passée
y(t),t€ {%F,fﬂ sur un horizon (t1-tQ) fini:

T.n-
(G, n) reccnstructihleé rane [CT,-'\TCT,......,(.'; )n 10] =

STASILISALILITE

La paire (A,B) est stahilisable si et seulement si:

3 L: réel Ai EA - ??L:l L0

DETACTIGILITE

La paire (C,A) est Aétéctable si et seulement si:
I: réel )\i Ln § MC_! o
= 1z

TROTRIETES

-étant Aonnée une vaire (A4,B) non commandahle, la paire(A,B) est
stahilisable si et seulement =i lee 4tats non commandables sont
asymptotisuement stahles.

-&étant Acnnéc une paire (C,A) non reconstructible,la paire(C,A) est
Aétéctable si et seulement si les états non reconstructibles sont

asymptotiquement stahles.



ANNEXE  T1

’

DEFINITICNS ET FRCPRIETES IMPORTANTES

COMMANDARILITE

la paire (A4,B) est dite commande si et seulement si tout €tat

xt;{O peut &tre ramené & zero en un temps fini.

(4,B)commandable p— rann(B,ﬂB,......r,En_l B)=n =dim{4)

RECONSTRUCTIBILITE

Etant donneé une sortie y= cx ,et X _ax, la paire (C,A) est

reconstructible sl et seulement si tout etat th £ 0 peut

8tre déterminé de fagon unigue & partir de la scrtie passée
N : .

y(£),t€ LFC,#B sur un.horizon (t1-tQ) fini:

, T.n-
(G,A) reconstructible ——  rane [CT,ATCT,......,(.'; )" IC] =n

\

STADILISALILITE

La paire (A,R) est stahilisable si et seulement si:

J1: rée1 Ai ‘EA - “T_‘ 0
-~

DETACTIBILITE

La paire (C,A) est détéctable si et seulement si:
dM: réel Xl' Aoy MC_! o
= KRRV

FROTRIETES
| -étant Aonnée une paire (A,B) non commandable, la npaire(A,B) est
stabilisable =i e§ seulement Ei les 4tats non commandahles sont
asymptotiquement sféhles.
-étant Aonnéc une paire (C,A) non reconstructikle,l= paire(C,A? est
détéctable si et seulement si les états non réconstructihles sont

asymptotiquement stahles.



ANNEXE III

Démonstraticn du théoréme concernant 1'équation(continue) de Riccati.

Etant donné le nrcohléme Ade commande (40)-(0a) et les hypothéses (42),on

Ead
salt que la matrice du systime “ouclé A(L4L4) est asymntotiquement stable,
la matrice D étant snrluticn de 1'équation

de Riccati.Ceci étant,on peut

alors vérifier

aue
PUMERE o -v] In ol F1-vp v
' ' LR L '
E=t e £ % :
1 T ] L} ] 1 1 v 1
=% A" 1 B I-PVj 0. -a] | -P 14
I1 est clair <ue cette relation neut encore s'écrire

ce ui démontre les propriétés 1 et 2 du théoréme

Définisscns maintenant 1la factorisation de Jordan Ae A4 par

| 53
A= Wy, (W

et reportons ce résultat dans 1la premidre relation ci-dessus, 11 vient
P P e 9 wliry Wiy
131 - E e = P
e R IR R S L ) 12"
' 1 1 1 ' '
S T a :
1 H"T ! : : 1 _l ..l '
L 12 (I_FV)Wlai L C .ﬂ L'-le wl2;
o ™ [ =) sl -17
- | W

: lez WlBE E J OE i N12P 12;
: ] t 1 L) ]
' ' ' 1 1 '
Tl ' ' R Tt

~ TPV . A = - 5 W
L(l PV) N12 ml?..f L(‘ J—i LWIE(I VP) i 5V _j

En identifiant cette relation avec 1a troisiéme rel-tion Au théoréme,on

obtient alers la relation (4) Adu théoréme.




ANNEXE TIT

Démonstraticn du théoréme concernant 1'équation{continue)} de Riccati.

Etant donné le nrohléme Ae cemmande (40)-(k0a) et les hypothéses (42),0n
Par

salt que la matrice du systime houcléd a(44) est asymptotiquement stahle,

la matrice D étant sclutiecn de 1'4quation Ae Rizecati.Ceci ¢tant ,on peut

alers vérifier que

Ta w3 T -v1 h ol F1-vp v

t 1 ' vt v ! [
S S s

[] r 1] 1

-2 ' R ey fo oA | -p 1

-1
U
0 -Al

ce nul démeontre les propriétés 1 et 2 du théoréme -

Définlsscns maintenant la factorisation de Jordan e 4 nar

i

_1
i = ‘.,’ - i ’ \ [

et repertons ce résultat dans 1la premi2re relatinn ci-dessus, il vient

J

r Vi -Vl ! r—J ‘a : W_l(I-VP) W_l;
P12 12, ' R 12
= ' t ' : :
- ! W : ! : : 1 1 '
-F¥YW ! f _w- =Ly

i.. 12 (I-FV¥) 12} P 0 _JJ; L W5 wla_;
i = ~ ] 17

- . “WTEE WoL oo

E Wi Wi T Jo0 b 127 121

L] L] 1 1 1 1]

— ! ' 1 ' 1 ]
E : B o gt | wlorvpy wly |
- L] - 1 — y T

Lﬁl PV)NIZ 12} R I V= 127 !

En identifiant cette relation avec 1la trolsiéme relation Au théoréme,on

obtient alers la relation (4) du théoréme.
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, iR i . T -
Quelques fcrmes etuivalentes A: P = ;Tpﬁ_g P?(RTPB+R) 1

ST
B PFA + Q (1)

Soit le e~in @ introduit implicitemert:
K_+QY%FM

de scorte cue 1le systeme bouclé A s'écrit

o
A i
A = A=TG

Dans ces conditions,on nreut vérifier aue (1) est équivalente A

T

P13

F: + GTPG + 0

: e -1_T
F = QTTA - A IJ(ETTB + R) lB_IA + Q

l'_- [
Alp L; = U(QTT? + R) lﬁT{] A+ Q
T

A oo U
=8P (I + BR lB Bra g

u encore

Pt gT[_I = FB(RTF7+W)-13%j PA + Q
- aT(roer 18Ty s 4 g

=
T N
l'cn pose P = ¥F ( forme factorisée), on aura

T TT T 1T
KTk = ATK'KA - A K FB(3 K KB + R)"LBKTKA +
T T T T T 1.7 T
KK '=AFK T -%8{BKXKB B BX IR
—
T T T -1 T T -
E°F =8 BT < FERS R b o

s Aifférentes transformations ont été crérées en utilisant 1'identité

tricielle suivante:

ot e e = =1 e = e =
(4 + BCD) ™ = a7ttt oa~lg)Lpsl



—ﬁ

Quelques fcrmes écuivalentes A:

i

T -1 7T
F - ATPA—A PB(BTPB+R) B3PA v q @D

Soit le g2in G introduit implicitemerst:
¢ = (RTrs + »)" 157

de scrte que le systéme houclé 4 s'éecrit

b

f = A-TG

Dans ces conditions,cn meut vérifier que (1) est éguivalente &

r- TR L eTre . g .

De' plus si RS, on a

T = a%ra - o re(T0R 4 m)"15Trs . Q

r -
=ATI‘LF - 3(RTTR & ®) lBTé] A+ g

l .

-1.T .~
lB P) "4 + 0

T .
=4"P (I + BR

. .
encore

&Tt_I - PB(BTP3+R)‘13f]»pA S
- aTer gty ey, g

T .
pose P - ¥'F { forme factorisée), on aura

TT_  TT T ‘
PR - ATKTKA - 2 K FR(SE KR + R)"LaTKTRA 4 q
T T T T T -1.T T71
KX = 4K [ﬁ - FB(B'EK KB + R) "B X J K4 + Q
- T -
k7% - 2T®T(T « vBRI57KT) "Ika 4 g

s Aifférentes transformations omt été crérées en utilisant l'identité

tricielle suivante:

(4 4 BCD)_l = ﬁ‘l-a"lB(c’l+Da"1n)‘1DA'1

)



Matrice symplectiue

Soit une matrice réelle 2n.2n.Introduisons 1'orérateur 2n?2n;

3 o BN . '

L

g = ', : C: g‘-l: - = {"T
e

Définition; ILa matrice M est symplecticue sl et seulement si:

Fhl - FﬁlMip
Propriété 1:
2 B o T
B M—l a2 D =1
| ¢ ) C‘I‘ QT

Propriété 2:

T
{ A'D — ¢"B = DA - B - T

=1 T L . = - .
MC M = ST ﬂ B'D syméetrique; si 3 D 1: BD 1symétJ:-:Lque

T Lo . =1 .- - i

|\ AC symétrigue; si 3 4 1: CA lsymetrlr;ue

A

Propriété 3:
Y
(“DT T _pat - el
= T : = =) .
MM 1 =1 / AR symétrique; si 3 A l: A 1’3 symetrique

CDT symétrique; si — D_'l: D-‘lC symétrijue

Propriété 4.

Si A est valeur provnre de M alors 1/) 1l'est aussi, 4'ou detM=1

Propriété sS:

3 T

X S T
le vecteur prapre associé 3 A y alors(y ,-x )

I
SOit'\f:. 1
T

est le vecteur propre gauche associé é‘l/,\ .



Matrice symplectisue

Soit une matrice réelle 2n.2n.Introduisons

roo1n
g o= '
b O

Définition;

}H-l = &

Propriété 1:

T4 B
M:1 |
_C I
Propriété 2:
{ ATh
Ml o- 1 ﬂ 2l
| Atc
L. }'7
Propriété 3:
¢ apT
- T
MM 1 = T AR
cpT

Propridté 4:

Si A est valeur propre de M alers 1/) 1l'est aussi, d'ol detM=1

Propriétée 5:

i
Soit v =t ¥

H
t
i '
—

Y

est le vecteur propre gauche associé 2 1/)

La matrice M est symnlecticue

m p.'—l'_— -~ = Q‘T

- CB= D4 <]
s . -1
symétrigue; si E] D 7.

P .o~ -1
symetrique; si 3 4

i

T T
- BT _pa - B 2T

symétrique; si H A—l:
cr : -1
symétrigue; ei H DT

r

l'onérateur 2n7%2n;

g1 et seulement si:

BD—lsymétrique

cAa

AHlB symétriqgue
1

D TC symétrique

[

s s T
le vecteur prorre associé 2 A, alars(y ,-x

-1 L .
symétrique

T

)



Matrice hamiltoniénne

Soit O une matrice réelle 2n.2n

Définition: 1a matrice H est hamiltoniénne si

Propriété 1: forme rénérique

1

f A BTB:

H= o :
Y 1
e e ¢

— ~ 1]

Propriété 2:

Si >\est valeur provre de H, alors -aK est

FPropriété 3;

Soit V =

vecteur propre gauche associé A -,A -

et seulement si:

aussi valeur propre de H.

 le vecteur propre associé 5'X s Alors (yT,—xT) est le

Relation entre matrice hamiltcniénne et symplécticue

1
Scit S une matrice sympléctigue telle que tk(g)l Z 1.Cn reut alors
t

lui associer une matrice hamiltoniénne F, telle gue réel E&(Hi] £Z0
i

5 1'aide de la transformaticn bilinéaire

a'cn

H = (s-l)'l(s+1) = (S+1)(S—1}'l

cu inversement

8 = (le)_l(H+l) (H+1)(H—1)'l

L}



Matrice hamiltoniénne

Soit H une matrice réelle 2n.2n

Définition: la matrice H est hamiltoniénne si et seulement si:

Propriété 1: forme ménéricue

R

' aTp! '
H= o !
i = t

pclc —aT

a .

Propriété 2:

5i >\~est valeur prevre de H, alors —/\ est aussi valeur npropre de H.

ropriété 3,

x 1

; le vecteur propre associé é,x s 2lors (yT,-xT) est le
]
| ESS—

Scit V =

- b -

1
vecteur propre gauche =zssccié a —,A .

Relation entre matrice hamiltcniénne et symplécticue

]
S50it S une matrice sympléctigue telle que LX(S) Z1.0n peut alors
F

luil associer une matrice hamiltoniénne FH, telle que réel E&(Hi] £ 0
| -

2 1'aide de la transformatien bilinéaire

d'en

H = (s-1)'1(5+1) - (sy1)(s-1)7T

cu inversement

8 = (Hml)_l(H+l) (H+1)(1+1—1)‘l

i



DRV NV POVNVNVVNVHEERRERFERFF R

o O 0 AN A
o~ NN FWNH OO 0~ O\ FWNF O

N0

N\ \\n i\ \n
U EWwWMhH O

005
00A
OOE
012
012
016
014
C1E
02E
03E
062
06¢C
078
084
084a
096
094
0AOQ
OAL

OAA
OAA

"0BO

OB4
0B8
oD8
OE2
OE2
OEC
OFO
OFL4
114
11E
128
126
130
136
15¢C
166
170
174
178
17E

IR

25

14
25

PROGRAMME PRINCIPAL
RESOLUTION DE L4EQUATION DE RICCATI DANS LE CAS CONTINU
VARIATIONS DU NOMBRE DA4ITERATIONS/A LA DIMENSION
DIMENSION IL(36),IC(36),TEST(20)
DIMENSICY A(3,3),Q(3,3),AT(3,3)
DIMENSION V(3,3),H(6,6),HM1(6,6)
DIMENSION F121(3,3),F1(3,3),P(3,3)
DIMENSION AE(6,6),SIGNE(6,6),F(5,6),F12(3,3)
REAL ID(6,6)
DIMENSION AE1(6,6),AD(6,6),AD1(6,6)
DIMENSION AEK1(8,5),AEK2(6.6),AES(6,6)
DIMENSION PT(3%,3),PC(3,3)
N=3
NC=6
PR=5.
Q,:Ml:o .
ETA1=0.00000001

MISE A ZERO
DO 1 I=1,N
DO 1 J=1,N
A(I,J)=0.
V(I,J)=0.
Q(1,J)=0.
A(1,1)=-1.
A(2.0)==]1
A(2,39=-2
A(3,2)=1.
A(3,3)=-1
V(1.1)=1,
v(2,2)=1,
Q(1,1)=1.
Q(2,2)=2-

Q(313)=30
CALCUL DE LA TRANSPOSEE DE A

DO 21 I=1,N
DO 5J-1:N
AT(I,J)=A(J,I)
CONTINUE
CONTINUE
REMPLISSAGE DE LA MATRICE H
DO 23 I=1,N
DO 6 J=1,N
H(I,J)=A(I,d)
CONTIRUE
CONTINUE
DO 25 I=%,N
DO 14 J-1,N
Jl:J-!-N
H(I,J1)=-v(1,J)
CONTINUE
CONTINUE
DO 26 I=1,N
DO 13 J=1,N
J1=J+N
Il: I+N

s



=rL o . PROGRAMME PRINCIPAL ' *
2 - e -RESOLUTION DE LAEQUATION DE RICCATI DANS LE CAS CONTINU
3 C VARIATIONS DU NOMBRE D4ITERATIONS/A LA DIMENSICN .
4 + DIMENSION IL(36),1Ic(36),TEST(20) L .
5 ' DIMENSICY A(3,3),Q(3,3),AT(3,3)

6 DIMENSION V(3,3),H(6,5), HM1(6 6)
7 D IMENS ION F121(3 3), F1(3 3), P(} 3)
8 . DIMENSION AE(6, 6) SIGNE(6 6) F(6 6),F12(3, 3)
9 . - 'REAL ID(6,6)

1o - DIMENSION AE1(6,6),AD(6,6),4D1(6,6) .
1 DIMENS TON AEKL(6,6),AEK2(6.6) , AES(6,6) -

i2- DIMENSION PT(3, 3) PC(3 3)

13 N=3

14 006 ’ NC=6 . - ‘

15 *o00s ] PR=5, ‘

16 OOE aM1=0,

17 Q012 : ETA1=0.00000001 *

18 012 C MISE A ZEROG

19 016 DO 1 I=1,N

20 014 DO 1 J=1,N

21 O1E A(I,J)=0.

22 O2E V(I,J)=0.

23 Q3E 1 Q(I,3)=0.

24 062 4(1,1)=-1,

25  06¢C A(2,1)=-1.

+ 26 078 A(2,39=-2; .

27 084 A(3,2)=1. )

28 OSA A(313)="1o

29 096 v(1,1)=1.

30 094 v(2,2)=1. . .

31 0A0 Q(1,1)=1.

32 QAL Q(2,2)=2-

33 OAA ’ Q(3,3)=3.

34 0Aa c $ALCUL DE LA TRANSPOSEE DE A

35 'OBO DO 21 I=1,N

36  OB4 DO 5J=1:N

37  OB8 AT(I,3)=A(J,T)

38 CD8 5 CONTINUE

39  CE2 21 CONTINUE

Lo  OE2 c REMPLISSAGE DE LA MATRICE H
41  OEC DO 23 I=1,N

Lz  OFO DO 6 J=1,N

J43  OFh H(I,J)=A(I,d)

L 114 6 CONTILUE

45 11E 23 CONTINUE

46 128 DO 25 I-%,N ,
47 12¢ DO 14 J=1,N

L8 130 J1=J4+N

bo 136 H(I,J1)=-V(I,J)

50 1s5C 1k CONTINUE

51 16 25 CONTINUE

52 170 DO 26 I=1,N

53 174 DO 13 J=1,N .

st 178 J1=J+N .
55 l?E I1=I+N . hd




184
1AA
1B4
1RBE
1CE
1C6
166
1F2
1FC
206
210
244
24E
258
292
296
246
2AA

72BA

2BE
2D6
2D8
2D8
2D8
2ES8
2F0
302
30A
31A
326
32E
32E
33E
342
346

372
376
374
37E
386
396
39A
29E
346
3A4
3AE
3BL
3C2
3C8
3CE
3D6
3F8
410
L20
42E

13
26

17
27

79

84
83

H(IL,Jd1,=-AT(I,J)
CONTINUE
CONTINUE
DO 27 I-1,N
D0 17 J=1,N
I1=I+N
B(I1,J)=-0(1,J)
CONTINUE
CONTINUE
PRINT 90
PRINT 71, ((H(I,J),J=1,NC),I=1,NC)
CALL MRINV(F,HM1,NC,KOD,DET,EPS,IL,IC)
PRINT 60
PRINT 71,((®M1(I,J),Jd=1,NC),I=1,NC)
CALL NORM(H,X,NC)
PRINT 89.X
CALL NORM(EM1,Y,NC)
PRINT 99,7
AMAX=Y
IF(X.GT.Y) AMAX=X
GO TO 79
CONTINUE
PRINT 550, AMAX
CALCUL DU NOMBRE D'ITERATIONS TOTAL
N1=ALOG ( AMAX)
N1=N1/ALOG(2)
N1=IFIX (N1}
FRINT &0,N1
N1=N1+QM1+FR
N1-IFIX(N1)
PRINT 110,N1
C I DE LA MATQICE SIGNE
DO 9 I=1.NC
DO 9 J=1,NC
AE(I,J)=H(I,J)
CALL MRINV(AE,AEl,NC,KCD,DET,EPS, IL, IC)
B 4B, X,NC)
CALL NORM{AEL,Y,NC)
ALPEA=SQRT(Y/X)
PR NT 82, ALPHA
BETA-ALPHA
CALL MUL2(AE,ALPHA,AD,NC)
ALPHA-1./ALPHA
CALL MUL2(AEl,ALPHA,AD1,NC)
CALL SOMMAT(AD,AD1,AES,NC)
CALL MUL2{AES,0.5,AEK1,NC)
BETA=BETA-1
BETA=4BS{BETA)
DO 83 I-1,NC
DO 84 J=1,NC
AEK2(I,J)=AEK1(I,J)-AE(I,J)
AE(I,J)=AFEK1(I,J)
CONTINUE
CONTINUE
CALL NORM{AEK2,W,NC)




1 84
144
1B4
1RE
1CE
1¢6
1¢C
1F2
1FC
206
210
244
24LE
258
292

296

246
2AA

V2BA

2BE
2D6
2D8
2D8
2D8
2E8
2F0
302
304
314
326
32E
IR
33E
342
346

372
376
374
37E
386
396
394
39E
346
3A8

- 3AE

384
3c2
3C8
3CE
3D6
3F8
Lo
420
L2E

13
26

17
27

79

8l
83

HCIL, J17=-AT(I,J)

CONTINUE

CONTINUE

DO 27 I-1,N

DO 17 J=1,N

Il:I-}-N

H{T1,0)=-0(1,J)

CONTINUE

CONTINUE

PRINT 90

PRINT 71, ((H(I1,J),J=1,NC),I=1,NC)

CALL MRINV(F HM1,NC,KOD, DET EPS L, IC)

PRINT 69

PRINT 71, ((EM1(I,J), J= 1,NC),I=1,NC)

CALL NORM(H X NC)

PRINT 89.X

CALL NORF(HML Y, Nc)

PRIKT 99,Y

AMAX =Y

IF(X.GT.Y) AMAX=X

GO TO 79

CONTINUE

FRINT 550, AMAX

CALCUL DU NOMBRE D'ITERATIONS TOTAL

N1=ALOG(AMAX)

N1=N1/ALOG(2}

N1=IFIX (N1}

FRINT 80,N1

N1=N14+QM1+PR

N1=IFTX(N1)

PRINT 110'N1

Ch707%: DE La MATDICE SIGNE

DO 9 I 1,Nc

DO 9 J=1,NC

AE(I, ) =H({I,T)

ch* MRINV(QE AEl,NC,KCD,DET,EPS, IL, IC)
TR x NC)

CALL NORl(ALL Y NC)

ALPHA=SQRT(Y/X)

RNT 82 ALPHA

BETA-ALPHA

CALL MUL2(AE, ALPHA,AD,NC)

ALPHA~J/QLPHA

CALL MUL2{AEl,ALPHA4,AD1,NC)

CALL SOMMAT(AD,Anl,AEs,NC)

CALL MUL2{AES,0.5,AFK1,NC)

BETA-BETA.-1

BET4=aRS(BETA)

Lo 83 I =1 ,NC

DC 84 J=1,NC

AFK2(I,J wde(IJ)AEUZM

AB(I, )= =AER1(I,J)

CONTINUE

CCNTINUE

CALL NORM{AEK2,W,NC)



111 432 GAMMA=W/X

112 43¢ IF(BETA,GT.GAMMA) TEST(1)-RETA
113 bsc TEST (1) =GAMMA

114 Lé2 TEST(1)="""""{1) /2

115 ho2 DO 10 K=1,N1

116 478 K1l=K+1

TSy 498 CALL NORM(AE,X,NC)

118 L82 CALL MRINV(AE,AEl,NC,KOD,DET,ERS,IL,IC)
119 486 CALL NORM(AE1,Y,NC)

120 484 ALPHA=SQRT(Y/X)

1.2 hok FRINT 82, ALPHA

122 Lak BETA=ALPHA

123 La8 CALL MUL2(AE,ALPH* ),NC)

124 LAE ALPHA:=1/ALPHEA

125 4B8 CALL MUL2(AEL,ALPHA,AD1,NC)

126 4BE CALL SOMMAT(AD,AD1,AES,NC)

27 4ec2 CALL MUL2(AES,0.5,AEK1,NC)

128 4o BETA=-BETA-1

129 4D4 BETA=ABS{BETA)

130 4Da DO 85 I-1,NC

131 4EO DO 86 J=1,NC

132 4E8 AEK2(I,J)=AEK1(I,J)-AE(I,J)

133 504 AE(I,J)=AEK1(I,J)

134 522 86 CONTINUE

135 532 85 CONTINUE

136 540 CALL NORM(AEK2,W,NC)

137 Skl GAMMA-W /¥

138 SLE IF(BET! "T.GAMMA) TEST(K1)-BETA
139 576 TEST(X1)=GAMMA

140 584 IF(TEST (K1) .LT.ETA1) GOTO 33
141 5A4 GOTO 34

142 546 33 IF(TEST(K1) .GT-TEST(X1-1)) GOTO 35
143 5D6 GOTO 34

144 5D8 34 TEST(K1)=TEST(K1)/2

145 SFA' P CONTINUE

146 60A 35 CONT INUE

147 604 DO 11 I-1,NC

148 612 DO 11 J=1,NC

149 614 ' 33 SIGNE(I, J)=AEK1(I,J)

150 64E PRINT 1CO0

151 658 PRINT 101, ((SIGNE(I,J),J=1,NC),I=1,NC)
152 642 DO 7 I=1,NC

153 6AA DO 7 J=1,NC

154 6B2 ID(I,J}=0,

155 eck IF(T . EQ:d) “ID(T,d)=1

156 6E8 o CONTINUE

157 704 PRINT .50

158 70E PRINT 160, ((ID(I,J),J=1,NC),I=1,NC)
159 70E ¢ CALCUL DE LA MATRICE F

160 758 CALL SOMMAT(SIGNE,ID,F,NC)

161 75C PRINT 71,((F(1,J),J=1,%3),I=1,NC)
162 7A6 CALL MUL2(F,0.5,F,NC)

163 7AA DO 12 T-'.N

164 7B2 DO 12 J=1,N

165 7BA J1=J+N



111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
iy
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165

432
43¢
bsc
Lg2
492
478
478
482
486
484
hok
hak
L4a8
LA
4B8
4BE
beo
4¢6
4D4
4Da
Lo
LES
504
522
532
540
S4l
SLE
576
584
SAL
546
5D6
5D8
S5FA
604
604
612
61A
648
658
642
644
6B2
6Ch
EES8
704
70E
70E
758
75C
7h6
7AA
7B2
7BA

86
85

33
34

10
35

11

GAMMA =W /¥

IF(BETA.GT.GAMMA) TEST(1)-BETA

TEST (1) =GAMMA

TEST(1)=""""{1) /2

DO 10 K=1,Ni

K1=K+1

CALL NORM(AE,X,NC) _

CALL MRINV(AE,AEl,NC,KOD,DET,ERS, I, IC)

CALL NORM(AE1l,Y,NC)

ALPHA=SQRT(Y/X)

PRINT 82, ALPHA

BETA=ALPHA

CALL MUL2(AE,ALPH: ),NC)

ALPHA.:1/ALPHA

CALL MUL2(AEL,ALPHA,AD1,NC)

CALL SOMMAT(AD,AD1,AES,NC)

CALL MUL2(AES,0.5,AEK1,NC)

BETA=RBETA4-1

BETA—ABS{BETA)

DO 85 I-1,NC

DO 86 J=1,NC

AEK2(I,J)=AEK1(I,J)~AE(I,J)

AE(I,J)=4EK1(I,J)

CONTINUE

CONTINUE

CALL NORM(AEE2,W,NC)

GAMMA W /¢

IF(BETA “T.GAMMA) TEST(K1)-BETA

TEST(X1)=GAMMA

IF(TEST(K1) .LT.ETAl) GOTO 33

GOTO 34

IF(TEST(X1) .GT.TEST(XK1-1)) GOTO 35

GOTO 34 :

TEST(K1)=TEST(K1)/2

CONT INUE

CONT INUE

DO 11 I-i,NC

DO 11 J=1,NC

SIGNE(I,J)=4EK1(I,J)

PRINT 1CO

FRINT 101,{(SIGNE(I,J),J=1,NC),I=1,NC)

DO 7 I=1,NC

DO 7 J=1,NC

ID(I,J}=0,

IF(I.EQ.J) ID(I,J)=1

CONTINUE

PRINT .50 '

PRINT 160, ((ID(I,J),Jd=1,NC),T=1,NC)
CALCUL DE LA MATRICE F

CALL SOMMAT(SIGNE,ID,F,NC)

PRINT 71,((F(I,J),d=1,%3),I=1,NC)

CALL MUL2(F,0.5,F,NC)

DO 12 T-'.N

DO 12 J=1,N

Jl=J+N



165 7C2 F12(1,J;=F(I,J1)

167 7F2 12 F1(I,J)=F(I,J)

168 820 CALL MRINV(Fi2,Fl21,N,KOD,DET,EPS, IL,IC)
169 824 DO 8 I-1,N

170 82¢ DO 8 J=1,N

171 834 8 F121.(I,J)=-F123{1,J)

172 834 c CALCUL DE LA MATRICE P

5 86E CALL PROD{Fi21,Fl,P,N)

174 872 PRINT 200

175 87¢ PRINT 201, {(P(I, ,J=1,H),I=1,N)

176 87C c CALCUL DE LA #ATRICE P CORRIGEE
177 8C6 DO 56 I-1,N

178 8CE DO 57 J=,N

179 8D6 PI(I.d)=P(J, I}

180 8r8 57 CONTINUE

181 908 56 CONTINUE

i82 916 CALL SOMMAT{P,PT,PC,N)

183 91A CAM MUL2(PC,0.5,PC,N)

184 91E PRINT 300

185 928 PRINT 201.((Pc(1,J),5=1,N),I=1,N)

186 972 90 FORMAT( ////.10X!MATRICE H')

187 972 150 FORMAT\ ////, 0K, "TMATRICE ID')

188 972 300 FORMAT(////,10X, '"MATRICE PC')

189 g72. A= FORMAT(////,aoK 'NOMBRE D' ITERATIONS=',I2)
190 97e -~ 161 FORMAT(//// 6(5%,F9.6))

191 972 100 FORMAT(////,10X, '"MATRICE SIGNE.')

192 2 200 FORMAT( //// 10X, 'MATRICE P1)

193 972 82 FCRVMAT(////,10%, ALPHA=*,F12.5,/)

194 g72 60 rORWXTk////,lOY '"MATRICE HM1')

195 972 80 FORMAT(////.,20X, *N1="',I2)

196 972 89 FORMAT(1H,////,20X, 'NORM DE H=',Fl2.6)
197 972 99 FORMAT(////,10X, NORM : DE HM1=',F12.6)
198 972 550 FORMAT(////,10X, ' AMAX=" ,F6.3,/)

199 972 201 FORMAT(////,3(4X,F10.7))

200 gy Ty TORMAT(//// . ”f}T F10.6))

201 972 160 FORMAT\//// 6(3X,°2:0))

202 972 STOP

203 74 END



166 7C2
167 7F2
168 820
169 824
170 8ac
171 834
172 834
173 86E
17% 872
175 &7¢
176 87c
177 8C6
178 8CE
179 8D6
180 878
181 908

82 916

83 914
184 91L%
185 928
186 972
187 972
188 972
189 972
1g0 972
191 972
192 972
193 972
194 G72
195 972
196 972
197 972
198 972
199 972
200 972
201 972
202 972
203 . 97k

Y oo

57

90
150
3C0
177
1
100
200
82
6C
80
89
99
550

201

71
160

¥12(1,J;=F(I,J1)
Fi(I,J)=F(I.J)
CALL MRINV(F12,F121,N,KOD,DRET,EPS,IL,IC)
DO 8 I=1,N
DO 8 J=1.K
Fi22(I,J)=-F12il1,J)

CALCUL DE LA MATRICE P
CALL PROD{F1L21,Fl.P,N)
PRINT 200
FRINT 20i,{{P{I,

CALCUT, DE LA
DO 56 I-1.N
DO 57 5=,
PT(I,J)=P(J,I}
CONTINUE
CONT INUE
CALL SOMMAT(P,PT,PC,N)
CAMY MUL2(PC,0.5,FC N)
PRINT 300
PRINT 2011((PC(I,J),u:l,N),Izl,N)
TORMAT( ////. 10X MATRICE H')
FORMAT(////,-.0X, "MATRICE ID')
FORMAT(////,10%,'MATRICE PC')
FORMAT(////,20X, 'NOMBRE D'ITERATIONS=',I2)
FORMAT(//// 6(5X,F9.6))
FORMA®(////,10X, 'MATRICE SIGNE.')
FORMAT{ ////.10X, ‘MATRICE P')
FCRMAT{ //// 10%. ALPHA=*,F12.5,/)
FORMAT(////, 10X, '"MATRICE HMl')
FORMAT(////.20X, 'N1=',1I2)
FORMAT(1E,////. eox 'NORM DE H=',Fl2.6)
WORMAT(//// 107, ‘NORM? DE HM1-' s F12.6)
FORMAT(////,10%, ' AMAX=' ,F6.3,/)
FORMAT{////, 3(4x F10.7))
FORMAT(////, D(EK FlO 6))
FORMAT! ////,6(3X."2.0))
STOP
END

" J=1,N), I=1,N)
#ATRICE P CORRIGEE
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006
00A
00B
012
016
014
01E
02E
03E
04B
072
076
07C
088
08E
094
0A6
0AC
0B2
OBE
0CA
0DO0
ODA
114
114
120
126
124
130
136
13C
146
180
184
188
148
1B2
1BC
100
104
1EE

15
22

PROGRAMME PRINCIPAL
RESOLUTION DE L'EQUATION DE RICCATI DANS LE CAS DISCRAT
DIMENSION IL (100), IC (100)

DIMENSION AEK1 (10,10), 4EK2(10,10), AE1(10,10)
DIMENSION HT (5,5), SIGNE (10,102, F(10,10), AE(10,10)
DLABRFTION AE595§, B 55,5 » B(5,5), H(5,5)

DIMENSICN V(5,5), AT(5,5), BT (5,5), U (10,10)
DIMENSION VI (5,5), FT (5,53, PC (5,5)

DIMENSION Q (5,5), T (10,10), RM §5.5)
DIMENSION ID 5,5g9 U1l (10,10), s (10,10), 551 (10,10)
DIMENSION F1 (5,5), P21 (5,5), PC(5,5)

DIMENSION FF1 (10,10), AD (10,10) AD1 (10,10)

REAL M (10,10), i (10,10%1;(10,10), 1E (10,10)
DIMENSION TEST (20)

N=5
NC =10

QN = 0.

PR = 50

ETA1 = 0,00000001
DO 1 I=1,N

DO 1J = 1,N

A (1,7) = 0.

R (I, J) = 0.
QlTd) =0,

L (1,9) =0.

A (1,1) =0.75

A (1,2) =0.,09
A (2,1) =1.74
A (2,2) =0.91
A( 3,1) =0.3

A (3,2) =0.0015
A 393) =O°95
A (4,4) =0.55
A (5,1) =0.15
A 5,2§ =0,008
A (5,5) =0.905
PRINT 30

PRINT 31, § FA(I,J)J=1,N), I=1,K)
H (1,3) = 24.64
H (2,4) = 0.835
H 3’5§ = 1.83
B (1,1) = 1.

B §2,2 = 2,

B (4,2) =1,

B (5,1) = 1,
PRINT 40

PRINT 41, ( (3 (I,J),J =1,¥), I=1,N)
DO 551 =1, N

DO4T =1, N

BT (I,J) =B (J,I)

CONTINUE
CONTINUE

DO 221 =1, N
DO 15J =1,N
HT (I,J) =P (J,
CONTINUE

1)
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006
004
00K
012

016
014
O1E
02E
03E
048
072
076
070
088
08E
094
0A6
0AC
OB2

OBE
0CA
0DO
ODA
114
114
120
126
124
130
136
13C
146
180
184
188
148
1B2

1BC
100
164
1EE

15
22

PROGRAMME PRINCIPAL
RESOLUTION DE L*EQUATION IE RICCATI DAN3 LE CAS DISCRT
DIMENSION IL (100), IC (100)

DIMENSION ABK1 (10,10), AEK2(10,10), AE1(10,10)
DIMENSION HT (5,5), SICNE (10,103, P(10,10), AB(10,10)
DIEERET ON A§595g, B 55,539 R(5,5), H(5,5)

DIMENSION V(5,5), AT(5,5), BF (5,5), U (10,10)
DIMENSION VI (5,5), FT (5,5), PC (5,5)

DIMENSION Q (5,5), T (10,10}, RM E5.5)
DIMENSION ID 55,53, U1 (10,10), s (10,10), 551 (10,10)
DIMENSION F1 (5,5), P21 (5,5), PC(5,5)

DIMENSION FF1 (10,10), AD (1C,10) 4D1 (10,10)

REAL M (10,10), 1 (10,10) L (10,10), IE (10,10)
DIMENSION TEST (20) !

=35 -
NC =10

QM = 0.

PR = 5,

ETAT = 0,00000001
o1 I=1,N

DO 1J = 1,N

A (I1,J) = 0.

R (x, J) = 0.

Q (I,J) = oO.

L (1,7) =0,

A (1,1) =0.75
A (1,2) =0.09
A (2,1) =1.74
A (2,2) =0.91
A( 3,1) =0.3

A (3,2) =0.0015
A 393) =O°95
A (4,4) =0.55
A (5,1) =0.15
A 5,2§ =0, 008
A (5,5) =0.905
PRINT 30

PRINT 31, § §A(I,3)7=1,¥), I=1,N)
H (1,3) = 24.64
H (2,4) = 0.835
H 3,5g = 1.83
B (1,1) =1,

B (2,2) = 2.

B (4,2) = 1.

B (5,1) = 1,

PRINT 40
PRINT 41, { (3 (I,J),J =1,N¥), I=1,N)
D0 551 =1, N

D04J =1, N

BT (I,J) =3 (J,I)

CONTINUE

CONTINUE

DO 221 =1, N

D0 15 J = 1,N

HT (I,J) =P (J,I)

CONTINUE



1F8
1FC
200
22A
234
238
272
276
27C
282
288
28E
298
2D2
208
522
326
324

3CE
BDE

3F4
3FC
406
410
436
446
454
45C
464
465
484
494
4A2
4AC
11F6
4FE
506
510
A
556
564
566
582

14
25

12
26

17
27

DO 21 I =1,N
DO 5J =1 N

AT (I,J)= A(J,I)
CONTINUE
CALL PROD
PRINT 51,

HT', H,Q,N)

9
7
9

?

{
;
1
1
1

mwgmw
ZWU WO =

1
2
3
4
)

| [ T A |

§ L
PRINT 60

PRINT 41, ((R(I,3), =1,8) , I =
CALL MRINV (R, RM1,N,KOD, DET EPS
PRINT 41, ROt (IJ), J,N)
CALL PROD (B,RM1, V1, N)

CALL PROD V1,BT v¢m)

DO 23 1= 1,N

DO 6J = 1,N

t(i,J) =0

IP (I.EQ.0)L (T,3) =1.

GOTO 6

CONTINUE

CUNTINUE

J1 = J4+N
U(1,71) = v (T,7)
CONTINUE
CONBINUE

DO 26 I= 1,N

DO 13 J = 1,8

J1 =J « N

Il =TI N

U (11, JY) = AT (I,J)
CONTINUE
CONTINUE

U (11,J) = 0.

CONT. . NUE

CONTILHUE

PRINT 160

PRINT 71, (®U(I,J)J=1;NC,I=1,NC)
DO 7 I=1,N

DO 7 J=1,N

It = 1,8

J1 = J+N

L (I!,J1)=0

IF (I1.EQ8J1)L(11,51)+L
GOTO 7

CONTINUE

DO 28 J = 1,N

1l t“'“

(Q(IvJ)s J = 19N)9 I= 19N)



1F8
1FC
200

224

254
238
272
276
27C
282
288
28E
298

‘22

2D8
322
326
324

406
410

454
45C
464
463
484
494
4A2
4AC
11F6
4FE
506
510
51A
536
564
566
582

14
25

13
26

17
27

D0 21 I =1,N
DO 5 J = 1,N

AT (1,3)= A(J,I)

CONTINUE

CALL PROD EHT,H,Q,N)

PRINT 51, (({I,J), J = 1,N), I = 1,N)
R (1,1 .

R 2,2}

BR 3;3%

0

R (4,4
R (5,5
PRINT 60
PRIND 41, ((R(I,J), = 1,N) , I = 1,N)
CALL MRIWV (R, RMt,N,KOD,DET,EPS,IL,1C)
PRINT 41, g RM1 (I,J), J =1,N), I =1

[P S, ML S . Y

itwon

o
o
L]
L]

CALL PROD (B,RN1, V1, N)
CALL PROD (V1,BT,V?N)
DO 23 1= 1,N

D0 67 = 1,N

T(i,J) =0

IF (I.EQ.J)L (I,J) = 1.
GOTO 6

CONTINUE

CONTINUE

DO 25 1
DO 14 J
J1 = J+N
U(1,01) = v (1,J)

CONTINUE

CONBINUE

DO 26 I= 1,N

D013 J = 1,N

Jl=J &N

IT=I+0N

U (11, J3) = AT (I,J)

CONTINUE

CONTINUE

DO 27 I =1,N

DO 17 J =1,N

I1=T4+5

U (11,J) = Q.

CONT:NUE

CONTIHUE

PRINT 160

PRINT 71, (®U(I,J)J=1;NC,I=1,NC)
DO 7 I=1,N

DO 7 J=1,N

I1 = 1,

J1 = J+N

L (I1,01)=0 -

1P (11.5Q8J1)L(T1,J1)%d

GOTO 7

CONTINUE

D0 28 J = 1,N

1,
1,8



111

112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
1535
136
157
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149

584
592
5B4
5C4
5D2
5DA
S5E2
5EC
618
628
636
638
646
£50
66C
684
694
61
6E2
6EA
EF2
134
138
73C
140
T44A

798
748
7AC
780
B4
7CC
7CE
7CE
7D6
TFO
TF8
808

16
28

18
24

19

79

D0 16 J = 1,N
L (0= & (I,7)
CONTINUE
CONTINUE

I1 = I+N

L(I1,J) « ~Q(I,J)

CONTINUE

CONTINUE

DO 19 I =1,N

DO 19 J = 1,N

J1l = J+N

L(1,J1)=0

CONTINUE

PRINT 150

PRINT 71, ((L (T,J), J =1,NC), I=1,NC)
CALL SOMMAT (L,U,T,NC)

DO 81 = 1,NC

D08 J= 1,NC

U1 (I,9)==0(I,J)

CALL SOMAT (L,U1,M,NC)

CALL MRINV (#M1,NC,KOD,DET,EPS,I1,IC)
CALL PROD(MM1,T,S,NC)

PRINT 90

PRINT 71,((S(1,J),J=1,NC),I=1,NC)
CALL NORM(S,X,NC)

PRINT 100,X

CALL MRINV(S,SS1,NC,KOD,DET,EFS,IL,IC)
CALL NORM(SS1,Y,NC)

AMAX=Y

IF(X.GT.Y) AMAX=X

GOTO 79

CONTINUE

N1-ALOG(AMAX)

N1=N1/ALOG(2)

N1-IFIX(N1)

N1=N1+QM1+PR

PRINT 110,N1




111
112

113
114
115
116
117
118
119
120
121

122
123

124
125
126
127
128
129
130
131

132
133
134
135
136
137
138
139
140
141

142
143

144
145
146
147
148
149

584
592
5B4
5C4
5D2
5DA
SE2
5EC
618
628
636
63E
646
650
660
68A
694
6T
EE2
6EA
EF2
7354
738
73C
740
T44
794
758
748
TAC
780
TB4
7CC
TCE
7CE
TD6
TFO
TF8
808

16
28

18
24

19

79

D0 16 J = 1,8
L (I,7)=24 (1,7)
CONTINUE '
CONTINUE

I1 = I+N

L(I1,3) « ~-Q(1,J)

CONTINUE

CONTINUE

DO 191 =1,X

D019 J = 1,N

J1 = J+N

L(T,31)=0

CONTINUE

PRINT 150

PRINT 71, ((L (I,J), J =1,NC), I=1,NC)
CALL SOMAT (L,U,T,NC)

DO 81 = 1,NC

D08 J= 1,NC

U1 {I,5)=~0(I,J)

CALL SOMMAT (IL.,U1,M,NC)

CALL MRINV (#211,NC,KO0D,DET,EPS,I1,IC)
CALL PROD(MM1,T,S,NC)

PRINT 90

PRINT 71,((s(1,J),Jd=1,N¥C),I=1,NC)
CALL NORM(S,X,NC)

PRINT 100,X -

CALL MRINV(S,SS1,NC,KOD,DET,EES,IL,IC)
CALL NCRM(SS1,Y,NC)

AMAX=Y

IF(X.GT.Y) AMAX=X

GOTO 79

CONTINUE

N1-ALOG( AMAX)

N1=N1/AL0G(2)

N1=TIFIN(¥1)

N1=N1+QM1+PR

FRINT 110,N1



150 818 DO 9I=1,NC

151 820 DO 9J=1,NC
152 878 a AR(I,J) =5(I,J)

153 §64 CALL MRINV(AE,AE1,NC,KOD,DET,EPS,IL,IC)
154 85¢ ALL NORM(AE, X ,NC)

155 86C CALL NORM(AE1,Y,NC)

156 &/0 ALPHA=SORT (Y /X)

157 378 PRINT 82,ALPHA

158 548 PETA=ALPHA

15¢ 88¢C CALL MUL2(AE,ALPHA,AD,MNC)

160 820 ALPH2=1/ALPEA

161 828 CzLL MUL2(AE1,ALPHA,AB1,NC)
162 gec CALL SOMMATAAD,AB1,AEX1,NC)
163 gA0 CALL MULZ(AE¥1,0,5,AEK1,NC)
1224 an# RETA=BETA-1

155 838 . BETA=ABZ (BETA

165 8RE DO 84 I=1,NC

167 8C6 D0 83 J=1 NC

155 sce LTR2(I,J)=AEK1(I,J)-AE(I,J)
15% BFC AE(I,J)=AEK1(I,J)

170 %1C 83  CONTINUE

171 92C 84 CONTINUE

172 &35 CALL NORF(EEK?,H,NC)

173 93E GAMMA=W/X

174 844 IF(BETA.GT.GAMMA}. TEST(1)=BETA
175 T e TEST (1) =GAMMA

176 966 . TEST(1)=TRST(1) /2

177 276 DO 10 K=1,KN1

178 a7¢ ¥1=7+1

17¢ 982 CALL NOPRM (AR, X,NC)

120 186 C:iLL MRINV(ZF,AE1,9C,KOD,DET,EPS,IL, IC)
181 98 CRALL MORM(AE1,Y ,NC)

182 S8E ALPHA=SQRT (Y/X)

183 8¢C6. PRINT 82,ALPHA

134 946 . BETA=ALPHA

185 84A - CALL MULZ(AE,ALPHA,LD,NC)

186 . SARE ALPEA=1/ALPHA



150 £13 BO e1=1,NC

151 820 DO 2J=1,NC

152 87 8 AR(I,J) =5 (1,J)

153 8§64 CALL MRINV(AR,AE1,NC,KOD,DE™,5PS,IL,IC)
154 85¢ ALL NORM (AR, ¥, WC)

155 86¢ CALL MOR'(AER?,Y,NC)

156 &70 ALPHA=SORT (Y /X)

157 §7& PRINT &2,ALPHA

158 %48 EETA=ALPHA

158 &8¢ CALL MULZ(LE,ALPHA,AE,NC)
Ten 2eC ALPER=1/ALPHA

161 848 CrLL #UL2(AE1,ALPHA,AD1,NC)
162 geo CALL SOMMATAAD,ADT,AEK1T,NC)
183 SAD CALL ﬂULZ(AEK1,0.5,AEK ,NC)
164 SR LETA=BETA-1

155 838- BETA=ABS (BETA)

165 8RE DO 84 T=1,NC

167 8C6 D0 83 J=1 NG

158 gC= BIR2(I,J)=ALK1(I,J)-AB(I,J)
15% 8FC AB(I,J)=REK1(I,J)

170 S1C 83 CONTINUE

171 ¢2C 84  CONTINUE

172 G35 CALL MNORM{AEK2,W,NC)

173 S3E GRMMA=W /X

174 244 IF{BETA,GT,GAMMA). TEST(1)=BETA
175 i e} TEST( 1) =GAMMA

176 356 . TEST{1)=TRST(1)} /2

177 476 nO 10 K=1,N1

178 Q7C X1=¥+]

17¢ 282 CALL NORM(AR,X,NC)

120 286 . CALL MRINV(ZF,AH1,NC,KOD,DET,EPS,IL, IC)
181 S2a CALL NORM(AE1,Y ,NC)

182 ¢8xE ALPHA=CORT(Y/X)

183 Rk PRINT 82,ALPHA

1584 OR6 RETA=ALPHA

185 a5 CALL MUL2(AE,ALPEA, LD, NC)
186 . GAE ALPEA=1/ALPHA



BBE.,

9BA

ORW
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A3R
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C3A -

-t LA

CéL2

34
10

g
25

11

(¥8]

CALL MUL2(AR1,ALPHAs ZD1,NC)
CALL SOMNAT(AD,AD1,AEK1,NC)
CALL »UL2(AEK1,0.5,AEK1,NC
BRETA=BETA-1

RETA=ARS (BETA)

I=1,NC

LKE(I,J)=AEK1(I,J)

CONTINUE

CONTINUE

CELIL NORM(AEX2,W,NC)

GAMMA*W /X

IF (RETA.GT.GAMMA) TEST (K1) =BETA
TEST (K1) =GAMMA

IF(TEST(K1) .LT.ETAT1)GOTO 33

IP(TEST(K1).GT.TEST(K1-1)) GOTE 35
GOTO 34

TEST(X1)=TEST (K1) /2

CONTINUE

CONTINUE

Lo 11 1=1,NC

DO 11 J=1,NC

SICGNE(I,J)=AEK1(I,J)

PRINT 1101

PRINT 71, ((SIGNE(X,dé,J=1,NC),I=1,NC)
PG 3 I=1,N

pe 3 J=1,N

I1=I+1

J1=J+N

IE(I1,J1)=0.
IF(I1.EC.JI1)IB(I1,J1)=1,.

CONTINUE

pO 2 I=1,N

DO 2 J=1,N




187 ©RE CALL MUL2(AR1,ALPHAs AD1T,NC)
188 ABA CALL SOMNAT(AD,ADR1,ARER1,NC)
1809 OB CALL HUL2(AEK1,0.5,AEXK1,NC)
160 2072 RETA=BETA~1

191 ang . BETA=2ARS (BETA)

162 ile) PO 85 I=1,NC

163 L DC 85 J=1,NC

194 CEC BRK2(I,3)=REK1(I,J)-A5(I,J)
125 A1A LE(I,J)=AEK1(I,J)

186 A3Z 86. CONTINUE

197 AAR 5  CONTINUE

198 A58 CALL NORM(AEK2,W,HNC)

193 p GAMMA®W /X ,
200 562 IF(BEETA,GT.GAMMA) TEST (K1) =BETA
201 R86 TEST (K1) =GAMMA

202 54 IF(TEST(K) LT.BTA1) GOTO 33
203 ABd

204 LB6 33 IF(TREST(K1) .GT.T287(X1-1)) GOTE 35
205 AFS6 GOTO 24

206 AER 34 TEST(X1)=TEST(X1)/2

207 =10 10 CONTINUE

208 B1C 35  CONTINUE

200 31E PO 11 1=1,8C

210 R2E . DC 11 J=1,%C

211 B2E 11 SIGNE(I,J)=ARX1(I,J)

212 R6A PRINT 1101

213 B74 PRINT 71, ((SIGNE(3;34 ,J=1,NC),I=1,NC)
214 OO RC 3 I=1,W

215 8- pe 2 J=1,N

216 D0 T1=I+1

217 DA - J1=J+N

218- zhoty IE(I1,J1)=0.

218 RFG » IF(I1.EC:J1)IA(LT,T1)=1,
220 C1F 2 CONTINUE

221 C3A - Do 2 I=1,N

222 CL2 DO 2 J=1,N




223 25 IE(T,J)=0.

222 c5¢ IR (LSRN TE (T, F)==1 .

225 C86 2 COuTINUS

225 CA2 DO 20 I=1,N

227 CRA DO 29 J=1,N

228 CE2 I1=I+4N

229 2 I¥(11,J7)=0,

230 Ccn2 29  CONTINUE

231 CE2 20 CONTINUE

232 CFO DOS1500  T=1"N

233 CF9 BONSON S a=101

234 atele J1=J+N

235 DOA IE(T,J1)=0.

235 nic 1501 CONTINUE

237 D2C 1500 CONTINUD

238 D32 CALL SOMMAT(SIGNE,IE,F,NC)

23¢ D38 PRINT 120

240 D48 PRINT 71, ((F(I,J),J=1,NC),I=1,NC)
221 DC4 DOVT2, T=1 .1

242 DSC DO 12 J=1,N

243 DR & I1=I+N

244 DAE F1(I,d3)=F(T,d)

245 DO L2 RO R E( T )

246 E12 CALL MRINV(F1,FF1,N,KOD,DET,EPE,IL, IC)
247 T1¢ CALL PROD(F21,FF1,7,N)

248 B1A PRINT 140

24¢ E24 RINT 81, ((P(I,J),J=1,N),I=1,N)
250 A3 BOL 565 T= 1.1

255 B76 DO 57 J=1,N

252 EIE PR(T,T)=F(3;1)

252 RO B CONTINUE

254 BRO 56. CONTINUE

255 RRA CALL SOMMA" P,PT,PC,NJ-~

255 « EC2 CALL MUL 2 (P€,0.5,P¢,N)

257 =06 PRINT 700

258 EDO PRINT 81, ((PC(I,J), j=1,N),I=1,N)
250 FLA 71 FORMAT * £//,10(1x,F12.5))

250 F1a - 21 FORUAT (///,5(4xF12.5))

261 F1a 50  FORMAT (////,10%,:IATRICE S '3//)



e
A"
o

N
N

NN
[\ I
Sy

BN NN NN DN
Wt W oW W W W ) M Mo
W W N = O o g

(L5 BN S )
0 =1 th

o N
s L w

[ T R
P
o= O

]

243
244
245
246
247
248
2149
250
251
252
253
254
255
256
257
258
250
260

261

20

12

(93]
~J

i
o

71
81

50

IR(1,J
IF(I.B

)=0.
0.J)IE(T,J)=-1.

COHTINUE

nRo 20

I=1,N

ne 29 J=1,N

T1=I+N
TZ{It,

J) =0,

CONTINUR

CONTIN

[)5)

DG 1500 I=1,N

Lo 150
J1=J+u
IF(I,J
CONTIN
CONTIN
CaLL €
PRINT
PRINT
Do 12
0 12
IT=I+N
F1(I,J
F21(1,
CALL M
CALL P
PRINT
RINT 8
DO 56
o 57
PT(I, ]
CONTIN
CONTIN
CALL &
CALL ™
PRINT
PRINT

d w7
FORMAT

FORISAT
FORMAT

1 J=1,N

1} =0,

ve

na

OUMAT(SIGNE, IE, F,NC)

120

71, ((F(1,J),J=1,NC),I=1,NC)
I=1,H

J=1,N

)=F(1,J)

J)=F(I1,1)

RIWV(FP1,FF1,¥,R0D,DET,RPE, IL, IC)

ROD (F21,FF1,¥%,N)

140

T, ((P(T,T),3=1,8),I=1,)

i=1,N

J=1,N

)=F{J,I)

UE

UR

OVRAL ‘P, PT,PC, N -

UL 2 (PE,0.5,PC,N)

700

81, ((PC(1,]), 3=1,N),I=1,N)
X/ 101, F12.5))
(///+5(4xF12,5))

(///7,10%,IATRICE S "3//)



262
263
264
265
266
267
268
269
270
271
272
273
274
275
276
277
278

A
A
MA
Ma
A

1101

150
160
41
60
51
40
30
31
700
140
120
110
82
100

I'ORMAT
FORMAT
FORMAT
FORMAT
FORMAT
FORMAT
FORITAT
FORMAT
FORMAT
FORMAT
FORMAT
FORMAT
PORMAT
FORMAT
FORMAT
SToP
END

////,10x, MATRICE SIGNE.'//)
////+10x, MATRICE L!
(;5;?10x(, MATRICE L*

5 (10x,F2,0
////,10x1 MATRIC% 2ot 11
//1]s 5 (10x,F6.3))
////, 10x, MATRICE B, ' //)
//// s10x HIATRICE 4,'//)
///!/95 (1OX9F7-4)
1H,////,10x, ' MATRICE PC.' //)
1H,////,10%,* MATRICE P.!' //)
18,//// 410, MATRICE F.' //)

b

////520 x % NOMBRE D!ITERATIONS = 1

[//510x ' ALPHA = 1, F,12,5,/)

»12)

1 H, ////520 x, NORVE IE § = 1, Fi2.5)



262
263
264
265
266
267
268
269
270
271
272
273
274
275
276
277
278

MA
A
™Ma
Ma
F1A
Ma
MA4
A
A
Ma
F1..
Ma
A
m .
MA
™Mo

1101
150
160
41
60
51
40
30
39
700
140
120
110
82
100

I'ORMAT
FCRMAT
FORMAT
FORMAT
FORMAT
FORMAT
FORAT
FORMAT
FORMAT
FORMAT
FORMAT
FORMAT
TORMAT
PORMAT
FORMAT
STOP
END

é////,10x, MATRICE SIGNE.'//)
////:10x, MATRICE IL!
(///410x , MATRICE L
////95 (1OX9F2°O)
////s10x" MATRICE R. ' //)
/11y 5 (10x,F6.3))
////s 10x, MATRICE B, ' //)
;5;5,10?FHATRICE)A.'//)
35 (10¢,F7.4
1H,////,10x, " MATRICE PC.' //)
15,/4//,10%,* MATRICE P.t //)
1H,////;10, MATRICE F.* //)
//320 x * NOMBRE D!ITERATIONS = ! ,12)
[//s10% t L1PHA = 1, F.12,5,/)
18, ////,20 %, YORMB IE S = ', .Fi2,5)
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