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INTRODUCTION
-------- 0000000=~~~———=

Le travail que nous allcns vous présenter est une amés
lioration des résultats relatifs a la résolution des équations aux
dérivées partielles. Le probléme consiste & chercher la solution
en chaque point d'un carre unitaire (0,1)x(0,1) par discretisation

et avec des conditions aux bords sur chaque cote du carre.

On constate que l'erreur devient de plus en plus importante au fur
et a mesure que l'on s'approche du centre du carre et cela quelque
soit la méthode de résolution adoptée (GAU&%JACOBL, GAUSS~-SEIDEL).
Que ce soit avec un maillage régulier ou irregulier, les résultats
ne sont pas satisfaisants bien que dans le 2éme maillage ils sont

meilleurs.

Notre but est donc de proposer une méthode qui permet d'avoir une
érreur aussi uniforme que possgible. Ainsi nous aurons une courbe

de l'erreur aussip aplatie que possible.

Vous treuverez dans ce polycope les détails de cette méthode.
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A — NOTIONS D= MaTH=MATIQUES

I-MATRIC:

I-1-Matrice non singuliere(ou regaliere)

C'est une matrice Adont le determinant est different de zero.

I-2-Matrice nonnegative

Une matrice A est dite nonnegative si tous les elements aij sont
positifs ou nuls.
I-3-Z.Matrics
Soit A une matrice carrece reelle.On dira que A ¢st une Z.,Matrice
si tous ses elements hors—diagonaux sont negatifs ou nuls.
I-4-M.Matrice
C'est ces particulier d'une Z.Matrice qui admet une inverse
nonnegative,
rour gu'une Z.Matrice soit une M.Matrice il faut et il suffits.
-que tous ses elements soiznt strictement positifs(la
Matrice de JACOBI associce a cette matrice est donc bien
definie et est nonnegative).
—que le rayon spectral de la matrice J de JACOBI soit
inferieur a l'uniteF’(J)( 1
On rappelle que le réyon spectral d'une matrice carree est le

maximum de ses valeurs propres. {5 (A) = maici:i\ i‘

I-5-Remarque
Si A est une M.Matrice les methodes de JACOBI et de GAUSS-SEID:L
pour la resolution d'un systeme lineaire ayant pour matrice A
sont convergentes.La seconde convergeant au moins aussi vite

que la premiere.



I-6~H.Matrice

A ctant une matrice comolexc (nyn) ¢t N(4) sa matrice roele definie

comme suite.

a1 I e = ’n'

A estidite H.Matrice si 1a Z.Matrice N(u) ¢st une M.Matrice.
Toute M.Matrice :st un: H.Matrice .On a alors N(A)=i.
Pour gu'une matrice comnlexe (n,n) A soit une H.Matrice il faut et il
suffits.
—qu¢ la dlagonal D de A soit non singulier:,
~Oue F’ (Jal)<1 J =tant la matrle- de JACOBI :ssocice a A.
—que si A est une H.Matrice,les mcethodes de JAaCOBI et de

GAUSS-5:IDeL pour un systeme lineaire de matrice A sont convergentes.

I-7-Theorie de PERRON FROB:NIUS

Th: orems j:(cas g-neral)

Soit A une matrice (n,n) nonnegativealors -
-=son rayon spz=cta®al est valeur propre positive osu nul de A
= . n
-il lui corresgpond W>0 dans R tol ~uc aW= (),
-si >4 adors P();’P(\)
. s 5 wf o . — g8
-0= supml? 2 alj Uje {’\:-\) < 1nfmazl< Zalg LD.:‘]
q}'; 3 ui UE#? 5] ui
u€Rr ugl

—pour toute matrice B,recle ou comnlexe il vient.
€ (3)< plsl)

Theoreme Qe(qas itreductibl;)

Soit A=(aij) une matricz (n,n) nonnegative et irreductible alors.
~son rayon sp-ctral: (A) est valeur propre simple et positive
de A.
=11 lui correspond un vecteur propre W,W ¥ ©dans R"

AW = € (1'1)W



=sl B>a ¢t Bt4 alors F(a\ <f>\(

—-on a pour tout u>®dans R"

soit min Z aij uj < Pa) < max = aid uj
i ¥ ui i J ui

soit F(a) = Z ij uj (i=1,2.......n)

- ul
J

comme par :xemple pour u=sw.D'ou

max min 2 ij uj =-€f:\_,-' = min .’.'!?1)(2%’11'7 uj

3 113 1 . 3 i
us 0 1 : ul D53 :n ] . ul
=n uER -
u €ER ue




II-NORM:=S VECTORI GLLSS

4 : -1 . A
Soit X un 2space v:ctoricl sur R . Tout. application v de X

k 5 o p ;
dans R verifiant les axiomes suivants -

a) VAER, Wx X PAx ) = 1A tx)
b) Yx,yéX Fxty) & b (x) + P(y)

c) P(x):O :} x =0

est appelee norme v ctorielle de taill: k sur X . Si unz telle

application ¢ existe, X scra dit vectoricllom:snt norme gpar ©.

si b existe dz al on deduit pour A =(

P(0) = 0 donc p(x) =0 &> x=0

de a) ot b) on deduit

W x,y £ X 1':'()() "F(Y) i$~-(x—y) 3
Soit P(n) la i me composante de nin) dans F{k (1 =1,20000005k)
les deux premicrs axiomes montrent cue les k applications i sont
des s:ml-normes sur X.
Cas ou X = M.%'}A un cspace veetoriel de mutrices com.loxes (myn) ct

pour A = (aij) dans M

MmN
e (o)
n
P(a) = avee P, (a) = 2 alj
1 iz
’J:1
l’m(‘) 12(1,2........111)

norms vectorielle d= taille m sur Mm .
?

P(n) = m;{ ri(h) = Sm)(ﬂ)
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[II- VALEURS =T VECTZURS PROFR:S

Soit un systeme de n equations lincaires et homogenes du type:
AX = AX

outest une matrice carree,X une matrice colonne et A un scalaire.

Cela s'ecrit aussi -

(A - /\I) X=0 oul est la matrice unite d'ordre n.
Un tel systeme admet toujours la solution X =:0 qui ne presente aucun
interet.rour qu'il admette d'autres solutions,il faut que le

N
determinant des inconnues soit nul d'ou-.

[]a - A1 ]=0
(311 -X) 312 .--.............a1n
821 (822_k) 323 oto--cotnotﬁ?n
an1 a8nho ?‘n3 "“(ann —-)ﬁ)

Le determinant D conduit a un polynome en A de degre n.

n-1 . n-2
F(A) = (-1)" ) a_ A
(=17 (X7 42y AL o7 eeeeiia A+ a)
Ce polynome est appele caracteristique. Par conscquent seules les
racines A i de ce polynome au nombre de n rcelles ou complexes
correspondent a des solutions non nulles.

Les racines ki de ¢ ( X) sont les valeurs propres de la matrice A.




A chaqu> valeur de ;\i corrispond un vectour que nous designons par
Xi et que 1'on appelle 1¢ vecteur gropre de A  associe :\i on a donc
AX.= AX
i 2 |

6
IV - MSTHODE D LA PUISSANC:E IT:Rcs

C'est une methode itorative qui pirmet de calculer l:s valcurs
propres et les vecteurs propres d'unc matrice A.

Theoreme
Soit une matrice 4 , A# Mn,n(ﬂ) ayant la propriete suivantes
A adm:ct la valeur propre }\* >0 tel que/\.[ =t’(h) = max‘)\ib 2t clest
une val.ur simple du polynome caracteristicque de A etl;kil<:>ﬂ(i #F1)
alors si X, ¢st un vecteur quelconque non orthogonal a la direction V
tel que A’V =:X1 v ( Vtxo =0 ) et Q? une norme de vechzur sur R"
1'iteration:

Yne1 = (qu)/?;(ﬁxn)

converge pour n -—» oo vers le vecteur U tel que AU =X1 U =T
g?(U) = 1 et le rapport des deux composantes:

(ixxn@i .
—_— )H .

(}(;‘. )i
On obtient donc la valeur propre la plus.grande en module .
Xo est choisi en general = ( 1,0000..... 0.}

ﬂf7 sera la norme du maximum .
A% ) = 2
??( ) max l(an)i'
2 calcul des autres valeurs propres sera obtenu par deflationst

.t
/ . )&1 V1U1
=A-"_ "1

t
u
1V

A admet comme valeurs propres  ( O,hQ ,33, .......k!])

) LU TRRCRRer © &



t
. A Y Vs

t
|
aln=1) _ (n-2) _ U vi
A (n—'T) . (P-—_‘[) -E 1)
Un=1) Vnm1)
o ;W 3
A(n L admet comme valeurs propres ( 0,0,0,.......,}\ )

n

V = MINIMISATION: METHODE DU GRADIENT

Soit un systeme de n equations defini gomme suit .

Fp( X1,X2,......-..,Xn )=O p=1,2,....-,1’1

n
ﬁ:éFQ

p1 H
Qﬁ =i%aij Fi Fj

ou les aij sont les clements d'une matrice definic positive.

considerons la fonction

ou plus generalement

Le probleme revient donc a chercher le minimum detla fonction et
pour cela on diminue sa valeur a partir cde cells qu'elle prend vour
une valeur arbitraire XP{O) des inconnues,

Partant d'un point i de coordonneacs (xq, XDresonaaanyXy )

ou la fonction Qﬁ a la valeur Qﬁ(x) on passe a un autre points

(x+ Fv)
ou V est un v.cteur arbitraire cue nous preciserons plus loin et'ﬁ
un parametre.On choisit £ de maniere quegﬁ (f’) soit la plus

petite possible.On ramene donc le probleme a n variables a un
probleme a un seul parametre .

cn developpant ;6 ( A o= fﬂV) ¢n-serie de TAYLOR autour de X on as
en se limitant aux termes en f# ; en ecrivant:

z
= 2 :
@(x+ o) = Qﬁ(xp v J[{j + ¥ vy D%
pyp —~ b'a =
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Le vecteur V est choisi arbitrairement .On peut prendre par
exemple 1'un des vecteurs unitaires ﬁk des axes de coordonneesg
Ll - T

McTHOD: DU GRADIENT

S1V=grad (B) ouv, =)k¢

alors on obtient la methode du gradient ou de plus grande pente.

Diminution dans 1. dircction de plus grande pente

Fartant de (x) yJ) la dircction de plus drande pente est donnee
par le vecteur gradient cha inge de signe ._ a%j‘o I.J Jl;’On peut
checher un nouveau boint dans cette direction en se dzplacant
d'une longueur hg on a donc
*(kt1) = X hb?x (k)

Y(k+1) = Yk" =Y (k)
Avec ces formules on peut Operer comme precedemment: l'inconvenient
c'est oue lon doit calculer les derivees partielles de
ce cui peut etre complique,aussi on remplace ces derivees par
des differences finies ¢t on obtient les formules:

X(k_'__! ): Xh+ ‘b (Xk:Yk) "¢ (Xk “H’lek)
Y1) L ] —¢(xk o, T
Si a’{ﬁ’(*"}}‘f{)

On peut partir de Xo = V5 ¥ et h=1 4

est olus petit que Q§{xk y}q).on continue,sinon on remplace’h

par h/2 .On continue ainsi jusqu'a ce que h< £ ou £ est fixe

a priori.Cette methode peut etre etendue au cas d'un nombre
quelconcue de variables.clle converge toujours sauf dans quelques
Tares cas ou par suite de symetrie,on ne nout demarrars

Par exemple avec x, = Yo =0 st F(2z)= 28+ 1=0
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~£(1,5) pxyy) + plx,y) + (0x,y) + rlx,y) \‘}

i i

J J 4
&14_1 /-}» i . 'ﬁj+1'aj ' b.J ".

+-fii,j) }’(x?/) + s(x,y)) + £(i=1,3)/ P{x,y) = s(x,y)

s =
(85" auta;

' , s :
1, 4 R -
'+ AJ- ya i+1& i

+f(i;_1) Calx,y) + Tlxay) |+ £(i,5-1) (0lx,y) - T(x,y)
plud] Al-aly et adal,

+2R(x,y) £(i+1,5+1) = 2R(x,y) £(i+1,j+1)

W — : .
(A-i tAYA A, (Ai A ;a@j*lﬁ j+1)

=2R(x,y) £(i-1,5+1) + 2R(x,y) £(i~1,3-1)  + U(x,y)

i i Jrny i, - J J
(Ai"' Aiifd 5 A+ Ai*/ﬂ i+ﬁéj +"°‘J+1)

On notera f£(i,j) = £(x; ,yj) 15 1N = 1N
cn faisant varicr 1 -t j on obtient un systeme lincalire de la

forme AX = B yoosscdant M.N  ouations,

IIT - RcMPLISSAG:s D A =T DE B

Le remplissage de la matrice 4 scra obtenu en parcourant la grille
des points (maillagc) cde bas zn haut et ds gauche a droite.

cn un point donne c= 1. grille nous aurons un: equation. La
matrice A sera dinc carree ct d'ordre M.N. Le remplissage du
vecteur B sera obtenu en faisant parcourir la fonction U(x,yj
aux differents points interieurs de la orille et aux points
exterleurs aui n= sont autres les conditions aux bords.

Le vecteur X aura pour composantes les valeurs de la fonction

en chague point de la grille.
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C - UNIFORMISATION Dc L'=RRi:UR

Pour uniformissr 1' erreur ( ccart entre les vraies
valeears 2t les valeurs obtenues apres la resnlution par les
methodes iteratives ),naus nrocederons de la maniere suivantes
Nous divisons le maillage en k parties distinctes.Ceci nous
conduit a decomposar la matrice d'iteration A en K2 blocs.
NOUS calculons cnsuitz la norme vectorielle (norme du max) de
chaque bloc.Nous forrmons une nouvelle matrice N( 4 ) dont les wlements
seront les normes calculees urecedemment.Nous calculons les
valzurs “ropres do cette nouvelle m.trice 2t nous les ragorochant
¢n minimisant une fonction arnrouri- e,

Cette derniere uperation a sour but A repartir uniformement
l'errur

I- CAS GiNcRaL De M .JILLAG: IRRSGULI.R

I-1 DIVISION EN k BLOCS
Lo probleme consiste a diviser les segments ( et ) suivant ox =2t
oy en 2k=1 partics dont le milisu comnorte nyintervalles
d'epaisseur Dy ,de part et d'autr: un deuxieme maillage plus
large d'epaisseur Dp ., au fur et amesure que 1'on s'ccarte du
miliru 1= maill .ge s'z2largitNous obtenons ¢ cette facon k
maillages differents qui vont donner licu a k2 bloes dans la
matrice d'iteration de JaCOBI ~u d= GAUSS-S-IDCL.La repartition

des maillages doit verifier la rel-tion suivantos
nDi+ 2ngDot+ nsDy + coeewe. 20 Dy = 1

I1 suffit donc d: fixer les k=1 premiers maillages pour
obtenir le kiime .

k=1
D = i ( 1 - n{bDq - 2 2_ niDi)
2ny i=2

NOUS suppoasarons que nous avens la memm repartion suivant

ox et oy 2t qu scul le dernier peut varisr pour les deux.
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I -~ 2 - CaLCUL DS INDICSES

Ces indices vont nous permettre cde dilimiter chaoue ~artie du
maillage suivant les variations de iet j.C:s derniers nous

renseignent sur le nombre d'intervalles.

I, =0

%2 S %
37 T2 k=1
T = T

I = + n
i D M

Les differents domaines de variation de iet j s nt les suivantse
( Lot 1,35 ) U (N2 =TI, N2=I+ 1))
( I+ 1.1, ) U (w2 -1, m2-(1 4+ 1))

! s U (N2 =1, N2-(I
( Il 1 Il+1) ( N+2 g2 N (Ll +1) )

51 Ul N+2 = I N+2-

I1 ¢st de meme pour j.

S

( 1=2,k+1

Nous faisons varier i =2t j a _artir cdos oxtremites ( 1,N ) et ( I,M).
Toutefris pour cviter toute confusion lors cu i-assag. du urngramma

on procede a des chang ments ¢ notations .iinsis

I —=IN J —=JM

ny —=NI(I) n —>MI(1) k —> k
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ORGANIGRAMME DU CALCUL DES INDICES

NLME, KV

|
[_K-: K‘/%lj
N
=]
e
el (2]

L=
ML= 0]
g
| L=2 |

L

e

N(U)=IN(A)+ N (KV- L 2)

e e e e e

TMD=JM (1) + MI(KY- L+2)
ew

Lt A

Y
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SOUS -ROGRAMME DU CALCUL DZS INDICES

T T ™

SUBROUTINZ INDICZ-( NI MJ,kV,IN,JM)

IDIMZNSION NI(10),MJ(10),IN(10),0mM(10)

IN(L) = IN(L-1) + NI(KV = L+2)

b1

M(L) = Mm(L~-1) + MI(KV - L+2)

1 CONTINU.:
ey
gl

LUHIN

=ND




I - 3 - DISTRIBUTION DS MAILLAGSS

Le but d. cette distribution <st de repartir los maillages suivant
lés variations de i et j.On rappelle ou'il n'est pas nz=cessaire

de donner les k maillages puiscue en fixant 1:s k=1 premiers on
obticnt l1¢ kirme.

On prendra comme notations uDI(kV) pour la distribution cu
maillage suivant >x ot DDJ(kv) siivant oy .On obticnt 1'algorithme

suivant.

k=1
(L= N1(1) DDI(1) ~ 2 Z N1(1) DDI(1))

DDI (k,, ) =
I=2

2NI(k, )

k=1
bDI(ky) = (1 = 1a(1) ppI(1) = 2 féo mo(1) DDJ(I) )

2mJ(k,, )

DDI(k ) <t DDJ(kx ) r-or s-nt nt les -iaisseurs du maillage

Ecspectivement suivant ox et oy.
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ORGANIGRAMME DE DiSTN&UT?DN DES MA!LLAGES
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SOUS +ROGRAMME Di: DISTRIBUTION D.. MAILLAGE

SOUBROUTIN. DISTRI(IN,JM,DJ,DI ,NI ,MJ,KV ,N,M,DDI ,DDJ)
DIM;NSIONEIN(&O),JM(10),DI(101).DJ(101),DDI(100,DDJ(1n)
NI(19),nJ(10)

K = KV

K1 = KV+1

I1 = KV-1

I=1

pDJ(1) = DDI(I)

DDI(KV) = 1 - NI(1)*DDI(I)

DDJ(KV) = 1 = My(1)*dDJ(1)
IF(11-2) 1,2,2

DO3 I=2,I1

DDJ(1) = pDI(I)

DII(KV) = DDI(KV) - 2#NI(1)*DDI(1)
DDJ(KV) = DDJ(KV) - 2#uJ(1)*DDJ(I)
CONTINUE

DDI (V)
DDJLKV, =
DO5 L=2,K1

I2 = IN(L~1) +
J2 = JM(L-1) +
I3 = IN(L)

D06 I=I%,I3
DI'I) = DDI(K)
IF(L-n1) 7,8,8

I

DDIEKV) / 2*NIEKV§
DDJ(KV) / 2%MJ(KV

1
1

12 = N+2 - I2
Iz = N+2 - I3
DC 3 I=13,I2
D;(1) = ppI(K)
J: = m(L

D210 J=J2,J3
D.(J) = pDI(K)
IS(L-k1) 11,5,5
Jf_' = W2 = J2
J& =MD — g3
DG’ 2 J=J3,J2
DJ.J) = DDJ(K)
K = k=1
CONTINU.:
RETURN

SNp
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II - DToRMINATION Di La MaTRIC: D'IToRATION

Soient A1st 32 respectivement les matrices de
JACOBI et de GAUSS=ScIDZL associ:es a A
Nous avons.

A=D—=£—-F

(aij )s D= ( aii ), &= ( =3ij ), F = ( =aij )
i3 3 i< j

[
v
I

L'eguation =~ X = B s¢ tmansforme en
(D-£-F )Xx=8
rour JACOBI on pose:s

DX=B+( 2+ F )X d'ou on a:

A B (evE ) R

\ . —1
avsc A 4= D ( Ll e R e J1 =D B
on aura s
3t )
X(‘ 12 n1 xF o+ 31 OU encore
n 0sidi=j
+ ; i
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Epﬂi ERE 5 EETCL T PR )

aii J=1 j=1+1
Nous choisissons pour la suite de notre travail,la matrice
A, iterative de JACOBI associee a &.Cette derniere s'obtient
plus facilement que la deuxieme matrice de GAUSS-ScIDAL oul
exige un calcul complique des elements d'une matrice inverse.
D'autre part nous aurons reduit le nombre d'operation a

2ffectuer et par la meme occasion le temps d'execution.
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DIM:NSION (a(100,10¢),41(100,100)
D027 I1=1,N

D020 Ji=1,M

Kt =(I1 ="1)% + J1

DY20 I2=1,N

D020 J2=1,M

K2 =: {I2 = 1) + B2

At(K1,k2) = 0
I:(K1.N-.K2)
CONTINU:

F

RcTURN
cND

SROUTIN= ATILDA (A ,N,M,a1)

afl ey ) f i
.nl\K1 rK;i{-] = _.\i‘ij gf‘/.

5\
|

P

< J

3 ! 4 \
b :\(E"\| K1 /
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ITI - CALCUL D.S NORM.S VECTORIELLLS

Une fois la matrice d'iteration hy cdeterminee,nous calculons

les differentes normes de chaque blocs.Nous rappelons ocue ces
blocs sunt engendres par les combinaisons possibles <ntre les
indices I =2t J.ainsi lorsqus I et J varient dans les intervalles
les plus exterieurs nous aurons la premiere norme.puisqu'il y a
K domaines pour I et de meme pour J nous aurons donc K2 normes .

La structure de la matrice d'itsration 51 sera la suivantes

a1l A12 Catk| [s11 s12 Stk
a2l a22 Ca2k| |s21 s20 | Sk
&, =t s | =S
1 1
Akt ak2 7 Akk Sk1  Sk2 Skk

S est une matrice carr-e dowt les . lments sont les mormes
vectorielles des blocs ALJ.Four determiner les SIJ on neut
soits
—calculer les elements de chaque bloc <t :¢nsuite sa norme.
=fairz le calcul simultanzment.
Le premier cas est simul2.Lle deuxicms est complioue <n raison

de se¢s combinaisons d'indices,mais il presente 1'avantage

d'exiger moins d'operation a e¢ffectucr.Nousle choisirons ainsi
gue la norme cdu max.

On rapgopelle que la norme du max est la suivantes

{ ‘._.'__: :-\.[
K1cD1 gKQ;DQ

{

S( Ly Ly ) = Max (K s &2)2;
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ORGANIGRAMME DU CALCU L. DES NORMES VECTORIELLES
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C - SOUS _PROGRAMME DU CALCUL DES NORMES VECTORIE

SUBROUTINE NORMES (41,N,M,IN,JM,KV,SN,S1)

DIMENSION A1(10C,100), IN(1C), JM(10), SN(10,10), S1(10,10)

K= KV+1

L1= 0 3

DO30LL= 2,K

L1= L1+1

L2= O

DO30L= 2,K

L2= L2+1

SN(L1,L2)= 0O

I5= IN(LL=1)+1

I16= IN(LL)

D037I11= 15,16

J5= JM(L~-1)+1

J6= JM(L)

D038J1= J5,Jd6

S1(L1,L2)= ©

K1= (I1-1)*M+J1

I3= IN(LL=1)+1

I4= IN(LL)

DO39I2= 13,I4

J3= JM(L=1)+1

Jh= Jr(L)

DOLOJ2= J3,J4

K2= (I2-1)*M+J2

S$1(L1,L2)=51(L1,L2)+ABS(A1(K1,K2))
LO CONTINUE

IF(L-X)5,%9,39
5 Jh= M+2-JL

J3= M+2-J3

D039J2= Jk,J3

K2= (I2-1)*M+J2

$1(L1,L2)= S1(L1,L2)+ABS(A1(K1,K2))

0-./.-.



L3

L2

58
38

Ih= N+2-I4

I3= N+2-I3%
Dok2I2= 14,13
J3= JM(L-1)+1
Jh= Ju(L)
DOL3J2= J3,J4
K2= (I2-1)*M+J2

S$1(11,L2)= $1(L1,L2)+ABS(A1(¥1,K2))

CONTINUE
IF(L-K)8,k2,42
Jh= M+2-J4

J3= M42-J5%
DOL2J2= Jk,J3
K2= (I2-1)*M+J2

S$1(L1,L2)= 81(L1,L2)+LBS(A1(K1,K2))

CONTINUE

IF(SN(L1,L2}-S1(1L1,L2))58,38,38

SN(L1,Lz)=81(11,L2)
CONTINUE
IF(L-K)9, 37,37
J5= M+2-J5

Jb= M32-J6
D037Jd1= J6,J5
$1(11,L2)= 0
K1= (I1-1)*M+J1
I3= IN(LL-1)4+1
I4= IN(LL)
DO45I2= 13,1k
J5= JM(L-1)+1
Jh= Jr(L)
DokbJe= J3,J4
K2= (I2-1)*N+J2

S1(L1,L2)= S1(L1,L2)+ABS(a1(%1,K2))
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11

12

L8

13

47
1
59
27

CONTINUE
IF(L-K)11,L5,45

Jh= M+2-Jh4

J3= M+2-J3

DOL5J2= Jk,J3

K2= (I2-1)*F+J2

S1(11,L2)= 81(L1,L2)+ABS(A1
CONTINUE

IF(LL-K)12,71,71

I4= N42-1i

13= HN+2-15

DC47I2= 14,15

J3= JM(L-1)+1

Jh= JgM(L)

DOL8I2= J3,J4

K2= (I2-1)*M+d2

S1(L1,L2)= 81(L1,L2)+ABS(A1
CONTINUE

IF(L-K)13,47,47

Jh=pM+2-J4

J3= M+2-J3

DOL7J2= Jh4,J3

K2= (I2-1)*M+J2

51(L1L2)= S1{L1,L2)+ABS (A1
CONTINUE

IF(SN(L1,1.2)-81(11,12))59,32

SN(L1,L2)= £1(1L1,L2)
CONTIIIUE
IF(LL--K)4,30,30
I15= 1+2-15

16= N+2-I6

D030I1= 16,15

J5= Ju(L-1)+1

Jb= JM(L)

DoLsIi= J5,Jd6
51(11,L2)= ©

(K1,K2)

(K1,¥2))

(k1,52))

(e 27
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50

16

55

18

3€
K= (I1-1)*M+J1

I1%= IN(LL~1)+1

Ih= IN(LL)

DO50I2= 13,14

J3= JM(L-1)+1

Jh= JH(L)

DO51J2= J3,J4

K2= (I2-1)*k+d2
51(L1,L2)= $1(1.1,L2)+ABS(41(k1,K2))
CONTINUE

IF(L-K)15.5C, 50

Jh= M+2-Jk

CONTINUE
IF(LL-K)16,17,17
Ih= N+2-I&

I3= N+2-I%
DOS212= 14,13
J3= JM(L-1)+1
Jh= J1(L)
DC53J2= J3,J4
S1(L1,L2)= 81(L1,L2)+ABS(A1(K1.K2))
CONTINUE
IF(L-K)18,52,52
Jh= M+2-Jk

J3= M+2-J3%
DO52J2= Jk,J3
K2= (I2-1)*M42

S1(L1,L2)= S1(11,12)+ABS(A1(K1,K2))

> CONTINUE

IF(8N(L1,L2)-81(L1,L2))60,49,49
SN(11,L2)= 81(11,L2)

ciain/ wien



49

19

55

5k

21

56

2

37

CONTINUE

IF(L-K)19, 30,30

J5= M+2-J5

J6= M+2-J6

DC30J1= J6,J5

51(L1,L2)= ©
Ki= (I1-1)*M+J1

I3= IN(LL-1)+1

Ik= IN(LL)

DO5LI2= 13,Ik
J3= IN(L-1)+1

L= gMu(L)

DO3532= J3,J4
K= (I2-1)*M+d2
81(L1,L2)= 81(L1,L2)+ABS(41(K1,K2))
CONTINUE

IF(L-K)2C, 54,54

Jh= MH+2-0h
J3= M+2-J3

DOSLJ2= Jk,J3
K2= (I2-1)*N4J2
S1(L1,L2)= S1(L1,L2)+ABS(A1(K1,K2))
CCNTINUE
IF(LL-X)21,72,72

Ih= N+2-Ib

I%= N+2-I3
DO73I2= Ik4,13
J3= JE(L-1)+1
Jh= JM(L)

D056J2= J3,Tk
K2= (I2-1)*4+J2
$1(L1,L2)= 81(L1,L2)+ABS(A1(K1,K2))
CONTINUE

IF(L-K)22,73,73

Jh= M+2-dk

J3= l+2-d3
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IV - CALCUL D=S VAL.URS =T VEeCTLEURS PROPRES

Apres avolr determine la matrice SN des normes,nous calculons
ses valeurs propres et ses vecteurs propres.

Son polynome caracteristique est le suivante

i SN(1,1)=2,5N(1,2).0ueenn..SN(14KV)!
SN(Q'T),SN(2!2)— '.‘ e » .....SN(Q!KV):

|

i (N) = det(sN(1,J)- . I )=€

i
SN(KV 31 ) geunennnnnnenes SN(KV,KV)=H

four ce faire nous utilisons le thooreme de la puissance

iteree en supposant aue toutes les valeurs propres sont

distinctes et simles.

Dans le cas ou la matrice SN :st a deux dimensions(QKQ).

C'est le division en quatre blocs,il est preferable de

resoudre une =qguation du second degr:-ﬂwAyour trauverf};etk 7
en -ffet.

P(N) = det ! : =0

i SN(1,1) = N, oN(1,2);
L SN(251 )5 sN(2;2)= 2

p(A) = A= A sN (1,1) + snu(2,2) ) +sn(1,1)sN(2,2)-sN(1,2)sN(2,1)=0
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SOUS FROGRAMMa DU CALCUL D.S VAL -URS rRORES

SUBROUTIN& VAL-RO ( SN,X2,2PS2,KV ,H,Vi ,V,X3 )
DIMENSION SN(10,10),x2(10),H(10),v(10),5(100),v(10),x3(19)

1

12

13

15
14

IF(Kv-2) 18,10,11

DO 1 JJ=1,KV

k=1

aS(K) = o

H1 = ®

H3 =0

DO2I=1,KV

H(I)=0

v(1)=0-

DO3J=1,KV

H(I)=H(1) +sSN(1,J)*x2(J)
V(I)=v(1)+sN(J,1)*x3(J)
CONTINU.

H2=ABS (H(1))
H4=ABS(V(1)) -
IF(H1-H2)12,2,2

H1=H2

- IF(H3-H4)16,2,2

H3=H4
CONTINU -
DO13I=1,KV
H(I )=H(I)/MH1
v(I)=v(1)MH3

&S(K)=c-8(K) +nBS(aBS(H(I))-aBs(x2(1)))

CONTINUE
I=0

I=I+1
IF(x2(1)-0)14,15,14
GOTO4

Vi (JJ)=H(I)#1/x2(1)
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10

20

18

DOSI=1,KV
X(1)=H(1)

x3(1)=v(1)

CONTINU:
IF(aS(K)-a52)6,6,7
K=K+1

GOTO8

H5=0

DO17I=1 4KV
H5=H5+H(1 )*v (1)
CONTINU.

DO9I=1,KV

DO9J=1 ,KV

SN(T 4 J)=SN(I,J)=-H(I)*(J)*v (JJ)/H5

CONTINUC

CONTINU:

GOTO18
B8B=-(SN(1,1)+sN(2,2))

CC=SN(1,1)*sN(2,2)-SN(1,2)*sN(2,1)

D:LTA=BB*¥2-4%CC
IF(D:LTA)18,18,20

Vi (1)=(-BB+SORT(DLTA)) /2.
ve (2)=(-83-SORT(DELTA) ) /2.
RZTURN

=ND
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V- MINIMISATION

La minimisation consiste dans une premiere etape a reduire les
ecarts entre les differentes valeurs propres successives.

Dans une deuxiecme etape a empecher ces valeurs propres
d'augmenter rapidement afin de satisfaire le critere de

convergence.La fonction appropricze sera la suivantes

kv—1 2 kv 2
o) = 2 UL AT 3N
i=1 A
Le premier termg{ ‘)\ i+1, -’A i:) - SdrViI‘a a reduire l'ecart

et le deuxieme terme R){f a satisfaire le critere de

convergence.R est un parametre aue nous choisissons pour

realiser ce compromis.

Le but de cette minimisation est de repartir 1'erreur

uniformement a travers les maillages.

La variable D est un vecteur dont les composantes sont les

kv-1 maillages qu'il faut trouver.

e ~—

- Dy A1
D Ao
g Az| A

D

| et | A

g

/\ . =f(D) i=1,kv

YOUR minimiser la fon~stion F(D) snous utilisons la mebhode du
gradient ou de plus grande pente,decrite dans le chapitre A.

Ce qui nous donne:



a7

k+1
pk k pK k k
= + 9 an W
D, Dy + E D D seeeeDp_4)= F(D hoDgs...Df )
Dk.-’-1 = k +F( D ] D ’.Q.ltDk )—F(Dk !Dk+h,°l° Dk )
2 2 1 kv-1 12 kv-1
k+1 k k k k k _k k
Div—1 ~Diy—FF(DyDpseeeeeD o I=F(DysDy oDy _.+h)
+ +
On se fixe on h de depart. Si 1=(Dk 1 ,D;H ""'Divl ) est
plus petit que on com',].rme’P
F(D B yeenidh. )
2 kv=1

Sinon on remplace h par h/2.0n continue ainsi le processus

jusqu'a h(f ouE est la precision voulue.
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140

113

110
150

111

112

114

117

115

120

123

—_

How N

¥ ROGRaMM= PRINCI~uL

DIMENSION a(100,100),3(100,.D1(101),0J(101),F1(102),F2(102),
F3(100),74(100),B81(1€0) ,x0(100),Xx(100) ,~1(100,100),82(100),7(100),
A2(100,100) ,C$10000),FR10,10)33(100) ,NI(10),MI(10),IN(#n),M(10),
DDI(10),SN(10,10),%2(10) .H(40),vr(10),D2(iu).D1{10),v(10),
x3(10),0DJ(*0)

RzaD(5,100 )N -1

FORMAT(813)

WRIT:(6.140)N M

FORMAT(1% > 'PROGRAMMATION DS =QUATIONS a D<RIVocS PARTIZLLES',///,
1%, 'N="13, '"M=",12)

Ni- 1=N+1

M 1=Net 1

ReaD(5,113)KV

FORMAT(813)

K=KV-1-

R=AD(5,170)(DDI(I).I=1,KY

WRIT.:(6,150)(DDI(I),I=1,K)

FORMAT(F6.3)

FORMAT(1X,'V=CTcUR DDI-',//,2(1X,E6.3))
ReaD(5,111)(NI(I) ,I=1,KkV) ,(MI(T) ,I=1,KV)

FORMAT(213)

WRIT(6,112)NT(1),1=1,KV),(MI(1),I=1,KV)

FORMAT(2(1%.13))

READ(5.114):2PS2

FORMET(£8.2)

WRITE(6, #48.)-S2

FORMAT (1X , "B $21=,.:8.2)

ReaD(5.115)E153

FORMAT(28.2)

WRIT:(6,120).S3

FORMAT(1X,' #53=",:8.2)

R:AD(5,123 )RR

FORMAT(:8.2)



49
=SUTT .-

WRIT=(6,124)RR
124  FORMAT(1X,'RR=',.8.,2)
C.LL INDIC=(NI,MJ,KV,IN,JM)
ReaD(5,119 )ig8
119  FORMAT(:8.2)
k=KV-+1
WRIT:(6,%%6)(IN(I),I=1,K),(IM(1),1=1,K)
116  FOMaT(3(1X,13)
90  CaLL PISTRI(IN,JM,DJ,DI,NI ,MJ,KV,N,M,BDI,DDJ)
WRIT:(6,40)(DI(1),I=1,N¢1),(DJ(0) ,0=1,M21)
40  FORMAT(1X,'VSCT-UR DI T DJ:',(1X,F6.3))
CALL RuMa(N,M,DI ,0J,4)
CALL ATILDA(A sN sM,at)
Lasl NORMLS (a1 ,N ,M,IN,JM KV ,SN,51)
WRIT=(6,41)((SN(T,J),3=1,KV),I=1,KV)
41 FORMAT(1X,'NORM.S VECTORICLLiSs',//,2(1X,2513.6))
I=1
X(1)=1
X3(1)=1
BO99I=2,KV
X2(1)=0
X3(1)=0
99  CONTINU.
CaLL Vil RO(SN,X2,ES2,KV 4H 4Vt ,V,X3)
WRIT.(6,42)(Vi (I),I=1,KV)
42  FORMAT(1X,'VALURS #ROPRGS:',//,2(1X,113.6))
L3=KV~1
F5=0
DO106J+1,L3
106 F5=F5+(ans (VP (J+1))=aBS (Vi (J)))**24RR*vi (J)*#2
3  DO102K=1,L3
D1(K )=DDI (k)
DDI(K)=D1(K }+H3
CaLL DISTRI(IN,JM,DJ,DI .NI ,MJ,KV,N ,M,DDI ,DDJ)



101

1C2

103

104

121

105

122

50
~SUITi-
CALL R-Ma(N,M,DI,DJ,A)
CaLL ATILDA(x 5N M,n1)
CALL NORM.S (A1 ,N,M,IN,JM,KV,SN,S1)
CALL VAL RO(SN ,X2,:5052 ,KV 5H,Vi,V,X3)
F6=0
DO101J=1,L3
F6=F6+(aBS(Vir (J+1) )=ns (Ve () ) ) ¥ %2+ pRxvie () #%2
DDI(K )=D1(«)+F5-F6
D2(K )=2DI (K)
UDI (X )=nD1(x)
CONTINU. -
DO103K=1,L3
pDI(K )=D2(K)
CALL DISTRI(IN,JM,DJ,DI,NI,MJ,KV,N,M,DDI,0DJ)
CALL R.Ma(N,M,DI,DJ,A)
CaLL ATILDA(a ,N,Myat)
CaLL NOKM-S (A1 ,N,M,IN,JM,KV,SN,51)
CALL VaLPRO(SN X2y S2 KV H V.5 yV ,X3)
F6=0
DO104J=1,L3
FE=F6+ (a5 (Vie(U+1) )= 35(ve (J) ) )xxo+rr#v o ( J) # %2
IF(F5-F6)1,2,2
H3=H3/2:
WRIT.(6,121)H3
FORMAT(1¥,"H3 AV..C DIVISION="',-3.2)
DO105K=1,L3
DDI (K )=D1(x)
§OT03
IF(c£rS3-H3)4,5,5
GOTO90
CALL DISTRI(IN,JM,DJ,DI ,NI ,MJ,KV 4N ,M,DDI ,DDJ)
WRITE(6,122)H3
FORMAT(1X ,'H3 SANS DIVISION=',:3,2)
WRIT:(6,91)(DDI(I),I=1,KV)
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-SUIT.:-

91 FORMAT(1X,'M-ILLUR MAILLAG:s',//,2(1X,513.6))
WRIT;(6,118)(Yr(I),I=1,KV)
118 FORMAT(1X,'VALEURS PROFRSS:',//,2(1X,:13.6))
L=N+2
Y=0
DO500I=1,L
F1(1)=FF1(Y)
F2(1)=FF2(Y)
Y=Y+DJ(I)
500 CONTINU:z
YX=DT.(* )
D0510I=1,N
F3(1)=FF3(xx)
F4(1)=FFra(yx)
XX=XX+DI (I+1)
510 CONTINU:
7Z=0
DO506I=1,N
72=72+DI(I)
Y=0
DO50J=1 ,H
Y=Y+DJ(J)
F(I,J)=FF(77,Y)
50 CONTINU:S

C =ReMPLISSAGE: DU VeCTSUR B-

CaLL R<MB(N,M,DI ,DJ,B,F1,F2,E3,F4)
NN=N*M
WRIT:(6,170)(8¢(1),I=1,NN)

170 FORMAT(1X,'VeDTUR Bs',///,4(1X,E6.2))
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80
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—SUIT=~
RcM LISSaG:z Do LA MATRICS A

CALL RzMa(N,M,DI,DJ)n)
WRIT:(6,180)
FORMAT(1X 5 "MATRIC= As',//)
DO520I=1 NN
WRIT=(6,340)(A(I,J),J=1,NN)
FORMAT(1X,10:13.6)
CONTINUG

DO550I=1 yNN

B2(1)=8(1)

DO550D=1 ,NN

a2(1,J)=a(1,J)

continue

RuaD(5,220)ErS

FORMAT (=8.2)
WRIT.(6,360)E&S

FORMAT(1X, ' #S=",:8.2)

K=1

DOSOI=1,N

DOSAJ=1 ,M

Z(K)=F(1,J)

k=K+1

CONTINU=

WRIT:(3,76) (F(I,d),0=1,M),I=1,N)
FORMAT(1X , "VAL-URS Rz-LL:ZS Do La FONCIIONs,//7(1X,213.6))
CALL RANG.(A NN C)

NM=NN*NN
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-SUITL-

RESOLUTION PAR METHOD: Di GAUSS

CALL GELG(B,CNN,1,:'8 ,I:R)

K=1

Li

DO77I=1,NN

B3(K )=8(1)

K=K+1

CONTINUE

WRIT:E(6,370)(B(1),I=1,NN)

FORMAT(1X, 'SOLUTION PAR METHOD: Do GaUSS:,//,7(1X,£13.6))
IF(IERJE0 =1 )WRIT<(6,380)

FORMAT(1X, 'gnS D= SOLUTION')

READ(5,200)ErS0

FORMAT(:10.4)

WRIT:(6,410).:rS0

FORMAT(1X,'ckS0=",:10.4)

RESOLUTION PaR Li MoTHOD: D= JaCOBI

CaLL JACOBI (N ,M 42,82 43,:°50,X)

WRIT=(6,460) (X(I),I=1,NN)

FORMAT(1X, 'SOLUTION PaR McTHOD.= D< JACOBI:',//,7(1X,:513.6))
DO70K=1 ,NN

B3(K )=53(K)-2z(k)

WRIT=(6,71)(83(K) ,k=1,NN)

FORMAT(1X,' :RRCUR 1 AR GAUSS:,//7(1X,:513.6))
DO73K=1,NN

x(K) =x(x)-7(x)

WRITE(6,75 ) (X(K) yK=1,NN)

FORMAT(1X, '2RRcUR AR JACOBI.',//7(1X,513.6))
CalL =XIT

STOr

“ND
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D - RoSOLUTION £T COM: ARAISON

AFRES avoir obtenu le meilleur maillage qui uniformise 1'erreur
on resoud 1l'equation AX=B3

application au cas de quatre blocs

—. - — = 1 = ! = =
Nous avons k=2 n, 4 n2 2 n 2 n2 3 R 0
_ -3 _ a6 = » -6
H3 =10 xiSQ = 10 -:}S:3 = 510
N=M=7 LPTes minimisation-on trouves

Suivant x D1 = 0,123 D? = 0,127

Suivant y D1 = 0,123 D2 = 0,126

L'equation aux derivees partielles est la suivante:

"cos(x+y) JLfgézz) ~Sin(x+y)\{)f(x,1) = 1
X Y

= —cos(x+y)
=0
=9
0

= ~sin(x+y)

c 5 0 m o7
Il

= =1

Nous vous donnons plus loin les rsultats trouves par la methode
de GAUSS et de JACOBI.rour chacune de ces methodes , la
comoaraison des courbes des erreurs avec celles trouvees

avant la minimisation montre clairement que 1'amelioration

¢st nette,
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0,381
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VAL-URS RccLLES D& LA FONCTION

4

1
0,53915 0,31402 0,07B45 -0,17956
0,5380p 0,31661 0,07617
0,64047 0,30%6 0,19789 -0,05077
0,6394p | 0,433)2 n,20056
0,73148 054080 0,31920 - 0,674d1
0,7286P 0,54080 0,31920 ]
0,8097%6 ,63942 0,43302 0,19695
0,8073p 0,63942 0,45302
0,87541 0,728%9 0,57050 0,31532
0,86495 0,73075 0,54259
0,92925 0,8.88%6 0,64152 2,431719
0,92875 0,810%6 0,64361
0,96843 0,37627 1 3,73361 0,54145
T . !
0,126 0,252 0,375 0,5 0,623 0,746 0,872




5

&

SOLUTION i*AR McTHODE Di GaUSS

- 4
0,42336 0,195B7 - ~0,05D09 ¥
0,5393 0,314p7 0,073k1 ~0,17956
H
0,5383 | n,31eBs - | 0,07k10 '
0,64067 n, 13080 0,19801 ~0,05077
0,63984 0,43347 0,20094
0,7319§ 0,54075 0.319k3 3,074%1
0,72939 0,54084 0,31P63
0,8100p | 0,635 0,4333 0,196%5
| 3,837QF 0,64003 -} 0,43353
0,87595 0,72959 F 54007 0,31582
0,8755) 0,731p9 - 0,54P91 :
0,52954 0,81952 0,64108 T 0,23179
0,9293p 0,811p9 - | 0,64B88
0,92858 0,87684 0,73305 0,54144
|




RREUR i'AR McTHODE DE GAUSS (en 1073)

e

|
| |
; 0,266 0,162 ~C 679
] 1 —.
0.156 ! 2,243 -0,[039 =0 ,451
T
44
0,326 (1,264 ~0,074
e el ! — -
0,407 0,339 0,123 0,082
|
0,422 0,454 0,379
0,423 0,451 0,430 0,3?6
0,500 0,943 0,432
0,244 | 0,936 0,413 05317
0,641 0,708 0,508
Sy B ]
0,347 i 0,701 0,650 0,337
L
0,548 | 0,334 0,323
'|' 1
0,287 ! 0,560 0,861 0,216
. ; i ‘
, 0,573 | 0,331 0,471
0,300 ! f,%?ﬁ 0,433 0,179
i | !
| | | |
| i ] !




SOLLITION +4R MSTHODE D JACOBL

1 {;& BT
0.4283% 0,19937 ~0,08007
0,5393 0,31427 | 0,07341 ~0,17601
1 0,52836 - 0,31488 - 0,07610
; =)
0,6405y 0,43G90 0,17801 ~0,05p73
0,63984 0,43347 0,20094 |
0,731P1 0,54475 0,31963 | 0,07515
0,72933 - 0,54084 - 0,3i963
O,SIOEB o ”,63%96 , 0,433 0,19687
080800 | 0,64013 - 0,43353
0,875p5 0,72959 | 0,54005 | 0,31566
| | E ' |
0,87280 - 0,73129 - 0,54291
0,92954 0,80932 0,641P8 0,43P00
| Lo
| | |
0:92952 - 0,87109 - 0,64383
0,%6252 0.87684 | 0,733b5 | 0,54{163
}
! | | 'r
| ! | | -’.
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ReUR PAR JKCOBI ( en 1073)
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£ = CONCLUSION

Notre travail a porte essentiellement sur 1'elaboration d 'une
methode gemerale de l'uniformisation de 1'erreur due a la resolution
des equations aux derivees partielles par des methodes iteratives.
L'illustration de cette methode par une apnlication simple(cas de
deux maillages avec comme parametre R=0 ) dorne de bons resultas.
La courbe de 1'erreur par JACOBI le montre hien.

Le temps qui nous a ete imparti au Qassage des programmes sur
ordinateur ne suffisait pas pour pouvoir faire davantage
d'applications.Notamment dans le cas ou le parametre R s=rait
different de zero.Ceci nous aurait permis verifier notre methode
dans un cas tres general(pour le cas de cuatre blocs) et
d'evaluer le cout de 1'operation.Cette dernie-e partie est tres
importante pour la rentabilite de notre methode.

Nous esperons,par notre travail,avoir fourni les elements
necessaires a la mise au point d'une methode generale de
l'uniformisation de l'erreur due a la resolution des equations

aux derivees nartielle.



— THEORIE DES MATRICES
FeR. GANTMACHER ( tome 1 )
~VATRICES NONNEGATIVES ET NORMES VECTORIELIES
FJ.ROEERT ( INP GRENOBLE )
- MATRIX ITERATIVE ANALYSIS PRENTICE HALL
ReSe VARGA
- SOLUTIONS NUMERIQUES DES EQUATIONS ALGEBRIQUES

E+ DURAND (teme 2 )



