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RESUME, /

La méthode de Kalman donne une estimation optimale
( 1a meilleure, ou & défaut la moins mauvaise ) au sens de la

minimisation de la covariance des erreurs d'estimation, du
vepteur d'etat d'un processus stochastique.

Dans ce travail nous présentons un programme de
gimulation d'un filtre de Kalman discget puur les systemes

stochastiques, continus, stationnaires, mono-entrée, mono-

-gortie.



INTRODUCTION./

La nécegsité de s'informer est inséparable de la

nature humaine §} aussi est ce de tout temps que 1l'homne stest
foreéd d'obtenir une infornation toujours plus abondante,
toujours plus précise, toujours plus rapide en ce qui concerne
les processus qui l'entourent.

Qu'il sdgisse de processus simples nu complexes
(pilotage automagique d'un navire ou d'un satellite, poursuite
de cibles «s.0. ) le premier souci qu'on se fixe est dtavoir
une description précise et fiable de leurs évolution 3 en
particulier, l'etat du processus doit &tre trés bien conmnu afin
de pouvoir agir en cmmséquence.

Ainsi notre travail srait l'estimation de 1'état
d'un procewsus stochastique; linéaire, continu j; par sirmlation
d'un filtre de Kalnan,

Dans une preniere partie nous exposerons un bref
apergu sur la néthode de Kalman, et quelque unes de ses extensions
enfin en deuxiéne partie nous présenterons le prograrme de
similation du filtre de Kalman,
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~ ((HAPITRE I  GENERALITES -

L — L =

141s INFLUENCE DES BRUITS SUR LES SYSTEMES PHYSIQUES ET LES MESURES.

I e e —

L'étude expérimentale des systémes matéciels est en générale g8née par
1'influence des bruits (phénoménes aléatoires dont 1l'evolution ne peut &tre
prévue exactement):

= D'une part dans le systéme etudié
~ D'autre part dans les mesures effecttéee. pour l'étmde du systéme.

Cette situation pourra 8tre schématisée par la figure ( 1e1s )

1 ! |
bs : bruit ! ! ‘
agissant sur I Systeme HMatériel i ! Appareillage de | Yelvbie
= § ———Mesurées:
-1le ayetome . | 1) s . 4 HMesure 5

On se trouve alors devant une situation ol les signaux sont de la forme suivante :
'3

m=X+Db>
ol
m : Valeur mesurée
x : Signal utile
b : Bruit affectant les mesures.

Les signaux utiles comprennent : une partie certaine (non aléatoire, détermingnte)
calculable & 1'avance en fonction des conditions initiales, et d'une certaine loi
d*évolution ; et une partie aléatoire due & 1l'influence du bruit bs agissant sur
le systéme.

Le signal est donc décomposé de la maniére suivante :

X=X + X
c a

x_ ¢ partie aléatoire

x_: partie connge ou certaine

1.2 LE FILTRAGE NUMERIQUE

On appelle filtrage, l'opération qui consiste & extraire le si-
gnal utile x de la somme m = x + b, seule information disponibles Pour
traiter les message on opére de la fagon suivantes :

- BEchantillonner m : obtenir la séquence des valeurs prises par m

& des instents (% 4 ¥y...., 1) suffiooeent repprochimroch .

- Quantifier m : Exprimer cette séquence de valeurs, par des nom-
bres arithmétiques. '

- Traiter ces valeurs successives par une méthode approprides
(par exemple & 1'aide d'un ordinateur numérique).

Il e

iv.rn Tiltres _d. .1 1¢ ¢ geuvre ntong prt LUTCHATT NCE DOSSLL
Bl Ac oot Litoloccay cue cos nfthofLe &0 coluul WM IARRL uLe Dot
-5 i‘,}_ it-tion dos caopons bradoeltlo Soul 2T AU I RNiece



Les filtres ainsi mis en oeuvre n'ont pas d'existence physique, mais ne sont
simplement que des méthodes de calcul permettant une bonne exploitation des
signaux traduits sous forme numérique.
Ilspermettent d'effectuer :
— Une estimation du signal utile x & chague instant de mesure (opération
de filtrage)e. :
~ Une estimation du signal entre les instants de mesure (opération de lis-
-sage ou interpolation). :
- Une estimation du signal & un instant postérieur & la derniére mesure
disponible (opération de prédiction ou d'extrapolation).

1e3e DIFFERENTS TYPES DE_FILTRES

1e3ele FILTRES LINEAIRES, FILTRES NON LINEAIRES

On appelle filtre linéaire, un filtre vérifiant les relations sui-
-vantes 3

AR (1547

ol y repréeente " y filtrée",a est une constante.
Si les relations précédentes ne sont pas vérifides, on parle de filtres non
linéaires.

14342 FILTRES EN TEMPS REELS, FILTRES EN TEMPS DIFFERE

_ Un filtre est dit en temps réel, lorsqu'il détermine une valeur
filtrée y(t) en fonction d'informations y(t'), avec t' antérieur & t.

Un filtre est dit par contre en temps différé, lorsqu'il détermine une va-
-leur filtrée y(t) en fonction d'informations antérieures et postérieures & t.

s
1e3e3e FILTRES DETERMINIS®ES, FILTRES STATISTIQUES

Un filtre est dit déterministe, lorsque son étude théorique ne fait
pas intervenir la théorie des probabilités, et des statistiquess Dans le cas
econtraire il est dit statistique ou stochastique, c'est le cas par exemple des
filtres de KALMAN et de WIENER.



SYSTTIFS _LIVEAIRFS

2.1« REPRESENTATIOF D'ETAT

1'Etat d'un systéme & un instant donné est défini par un ensemble de
variables indépendantes choisies de maniére & apporter toute 1'information
nécessaire pour que son fonctionnement puisse 8tre décrit de maniére
compldte quand on le sollicite par des signaux de commande différents.

Le systéme peut €tre décrit par deux équations :
1'équation d'évolution, e 1'équation d'observation qui c@nstituent sa
représentation d'étate.

%(+) = A(t) X (%) + B(t) U(t) {2:1)
¥(+) = c(+) X () (2.2)
X(%) : Vecteur d'état de dimension nxi
A(t) : Matrice d'évolution de dimension nxn
B(t) : Matrice de commende de dimension nxm
U(t) : Vecteur de commande de dimepsion mx1
¥(t) : Vecteur de sortie de dimension rx1

liatrice d'observation de diftension rxm

6(t)

La solution de 1'équation (2.1) peut Etre mlse sous la forme suivante.

x(+) = ¢ (t,8,) X(t.) + _//_ 4 (4,5)B(s) U(s) ds 2.3

ol
X(t ) = Valeur initiale du vecteur d'état répresentant 1'état initiale du
systéme

g(t,t ) Est la matrice de transition verifiangles propraetes suivantes.

- ¢ (%,% ) est solttion de 1l'éguation homogéne X (+)=A(t)X(%), X(t )=X
- ¢ () = A(%) ¢ (%)

- ¢ (t,t)= I ( I = latrice idendité)

- (tB,tZ).ﬁ(tz,t1)= ﬁ(t3,t1)

= ¢ (t2!t1) = 9)’—1 (tﬁ?‘tZ)

Dans le cas de systéme invariants (A,B,C indépendantes du temps)
les propriétés précedentes devien-nt 3

= € Jl:— = rJ '—'!'3
§ (t,3,) = exp A(t=t ) = § (¥=5)
exp At = 1T + At + (ﬂ.’t)2+uaonoeon'l'(g.'t)n'l‘a-..t. n= 0,00

——

el n!




-1~

exp 0 =1
1

exp A(t+t') = exp At o exp At'

exp (A+B)t = exp At. exp Bt siet seulement si AB = BA
-1

( exp At ) R

d
dt

2,2 DISCRETISATION D'UN SYSTENE

exp At = A exp At = ( exp A% )eh

Supposons que 1'entréc d(t) varie par morceaux; T(t) est constante
entre les instants %, et et elle est égale & u(k). Cette situation
confére au systeme précédent une représentation a'état discréte, déduite a
partir de la représentation continue par discrétisation.

La discrgtisation de 1'équation d'observation domnes

Y (k) = H(¥) X (k)

o ¥ (k) = Y(%)
X(k) = X(‘tk)
H (k) = C(%,)

Par contre la discrétisation de 1'équation d'évolution donne &
partir de 1'équation de 1'équation (2.3 )

) X (k+1) = P(k) X (k) + G(k) U(k)
X (k+1) = X(tk+1)
U (k) = U(tk)
Fk) =¢ (ktt,k ) =¢ (b1, e )
'{k-u
RHE P j #(t,,q 5) B(s) U(s) as
Ay :

Ainsi la reprdsentation d'état discréte est :
X (k+1) = F(k) X(k) +G(k) U(k) (2.4)
Y (k) = E() X(K) (2.5)
2.2.,1 CAS DES SYSTEMES STATIONNAIRES OU INVARIANTS

I

1]

Dans les systémes stationnaires les matrices A,B,C ne dependent
plus du temps, par conséquent les matrices F(k), G(k),H(k) du systime
discret ne dépendent plus de k, et peuvent &tre calculées par les formulese.

F = exp AT

]

G

+
Sexpﬂ(T—S)ds.B
V]



- 5 -
T : periode -d'échantillounage

ol

* Si A est inversible :

F = exp AT
¢ =21 (exp (AT) - I ).B
H=GC
* Si A est singulidre :
F = eXp AT |
G = IT & AT + AT 4eceaset & Dl
—— —— +ece n = 1,%
21 31 —_—
n+11
e 6

2.3 CALCUL NUMERIQUE DE L'EXPONENTIELLE D'UNE MATRICE

I1 existe de nombreux algorithmes numériques permettant le calcul de
1'exponentielle d'une matrice Aj mais les plus simples, et les plus immediats
sont ceux qui utilisent la définition de exp 4, ou la diagonalisation de Ao

En effet

exp At = T + At + (8t)% +eeees  + (48)"4eees
- n!
o1

La serie étant convergente pour tout t et pour tout A On arréte le
calcul quand un terme (At)" devient négligeable,

n!

Unenx_r riante de cette méthode consiste & réécrire la série en 1l'azr€tant
au terme A par utilisation du théoréme de CAYLEY-HAMILTON

Un autre algorithme utilise l'expression
expAt = Pe exp Bte P_‘|

olr B:

B : lMatrice diagonale contennant les valeurgpropres de Ae
P : Matrice de changement de base

Cette méthode suppose le calcul des valeurs propres et des vecteurs propres
et fait intervenir 1l'inversion de matrices

Dans le cas ou A posséde des valeurs propees multiples, la matrice B
prend wne forme de JORDAN, et la formule précédente reste valablee

2.4s METHODES D'INTEGRATION NUMERIQUE.

Pour le passage d'une formulation continue 4 une formulation discréte
on a recours dans certains cas (surtout pour les systémes myon stationnaires,
ou non lindaires) A des méthodes d'intégration numérique des équations
differentiecllese.



3edele = METHODD DIETTT,

S AR R S

C'est une mfthods $rds simples el approchée, basée sur 1l'aproxi-
mation de Xx(+, ) 27
S

%)= ¥lbetD) = X(te)

Cette approximation cst salisfaisante lorszque T sera suffisamment petite
En effet l'cGquation disordte obienue sera

3
(b, )=K{t,_ o)=(Z + At )eT) X (,)+B(t, )oT 7(t,)

Ou encore
X(k+1) = (T 440%)7)7(k)+TeB(k) U (k)

Dans le cas de syaotimes stotionnaires, cette discrétisation est
équivalente au celeul de 1'erponentielle en se limitant aux deux premiers
termes,
3ede2e = IETHODE DE RUTGE - KUTT,

La méthode de IIMCEZ-XUTTA est basée sur le calcul de la derivée a
des instants voisinspar la méthode d'EULER, fnisi la formule d'intégration
de RUNGE-KUTTA d'ordre 4 s'ecrita

- 5 S

X(tk‘f'T)—.h.('tk) ol

5_

3

1 421 42M. +M
(10, =20y 420y 411))

ol iy + ) B Ul
I]1 =AX (.::)' B I.J(i-rk)
M, =A% (4,47 )+ BU (% +T
> 2 Vie's Ky )
M, =4 X, (6479 +27( 4= 2)
3 3 V5 ) LG,

E

o
~
ck
+

=
o —

i, = A Xy (507)

X, (tk+_’;'_ ) = 32(’51_) + M 1
; w8

X, (47 y = X(%, ) + T 11

3 ks ) e T = %2

X, ("bk+T) = x{+k}+ U 314

Fette méthode de permet de traiter les systémes non lindaires, non
stationnaires avec vz groade sovnlense d'utilisatione

Dans le cas des systémes stationnaires, lorsque u(t) est constante
entre les instants ¢, -1 et 4 . celie méthode donne :
L

k‘.‘:‘f:! -
F(k)=1I=w10m (Am)2r(AT)> (;@_)4
A 3i 41
" R
G (kY = 17 ﬂ ﬁ._;: e a3t b P
3 41 51

qui sont des anproxim~iion 2 1'ordre 4 des formules géméles des calcul de
F(k) et a(k).
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(C HAPITRE III LE FILTRAGE DE KALMAN DISCRET

3e1e PRESENTATION DE LA METHODE DE KALMAN

Lz méthode de KALMAN est une version moderne et probabiliste de la
méthode des moindres carrds. Cette dernidre consiste & minimaliser un critére
quedraque représentant 1'écart entre la solution obtenue et la solution idéalee.

L'application de la méthode des moindres carrés, aux problémes de fil-
~trage peut &tre menée de la fagon suivante 3

1 - En admettant une forme analytique bien déterminde pour le signal et éven=
-tuellement pour le bruit ; ceci constitwele principe classique de cette
m'ﬁthode . :

2 - En admettant & la fois certaines propriétés analytiques sur le signal et
certaine propriétés statistiques sur le signal et sur le bruit ; ceci
congtitne le point de départ de la méthode de KALIMAN.

3e2o CONDITIONS D'APPLICATION DU FILTRE DE KALMAN DISCRET

L'application du filtre de KALMAN & 1'Gtude d'un systéme physique sup-
-pose que l'on ait réussi & représenter ce dernier par un systéme d'équations
différentielles lindaires (B8)e Par ailleurs le filtre lui-m@me est également
constitué par systéme d'équations lindaires (F). - S o

Llé*syétéﬁes(s) et (F) peuvent présenter deux formes : continues, il
s'agit alors d'équations différentielles ; discretes, il s'agit alors d'équie-.
~tions aux différencess.

Le choix entre les formes continues et discretes est guidé par les
circonstances suivantes :

-~ L'exploitation du filtre implique l'utilisation d'un calculateur nu-
~mérique, en raison de la compldxité des opérations a effectuer et la
précision requise pour chaque opération.

- La théorique des filtres est moins difficile a4 &laborer sous la for-

-me diserdtes Ceci incite au choix de la forme discréte du filtre de
KALMAN, cependant il se trouve que dans de nombreux cas le modéle ma=

~thématique représentant le systémes lindaire & étudier est constitué
d'un systdme d'équations différentielles, auquel normalement devrait
8tre appliqué le filtre continu de KALMAN ; la solutiocn habituelle-

-ment adoptde consiste 3 discrétiser le modele mathématique du systéme,
clest-a~dire le remplacer par un systéme d'équations aux différences
équivalent, auquel peut commodément &tre appliqué le filtre de KALMAN
disorete

3.3.1. MODELE MATHEMATIQUE ADOPTE.

L'état du systéme est représenté par un vecteur d'état (nx1), x(%)
obéiseant & une équation d'évolution de la forme :

X(t) = A(+) X (8) + F (£) + (%) (341)



A(t) : Matrice d'évolution du systeme (nm)

F(t)

W(t) : Bruit du systeme (bruit blanc) (mx1)

Matrice de commande (nxm)

La solution géndérale de cette équation est donnée par :
X(t) = g(t,8,) X (%) + g(t,s)F(s)ds + #(t,8)u(s)ds (342)

Par ailleurs, l'application du filtre de KALMAN suppose que le sys—
—teme (S) est soumis & m mesures portant sur certaines combinaisons linéaires
des variables d'état. Ces mesures sont les composantes d'un vecteur de mesu-
-re 7(t) abéissant 3 la relation suivante @

7(+) = H(t) X(¢) + v(t)

7(t) : Vecteur de mesure (mx1)

H(t)

V(%) : Bruit de mesure (mx1)

Matrice d'observation ou de mesure (mxn)

34342 DISCRETISATION DU MODELE MATHEMATIQUE.

a) Q;gCRETIS&TION DE 1'EQUATION DE TRANSITION.

Pour disordtiser 1'équation de transition, on calcule X(t) & 1l'ins-
gant d'échantillonnage by, avec X(tk_1) comme condition initialee

Posons X(tk) = X(k)
Bty aty_q) = @k k=1)

I1 en résulte alors une équation aux différences sous la forme suivantes @

X(k) = gk, k=1) X (k=1) + Flle=1) + W(k~1) (344)
| tr
Avec F(k-1) = ¢(tk,g) F(s) ds
‘Lk—t
ti
et Wk-1) = gty 8) X(s) ds
‘li(-r .

Les W(k) stant une suite de vecteurs aléatoires, respectant :
EW(k) = O (moyenne nulle)
AT A
BW(k)W(§) " = Q 6 x (Mk indépendants)

b 3

o

1
0 si
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b) DISCRETISATION DE L'EQUATION DE MESURE

Posons X(tk) = X(k)
Z(tk) = 2(k)
V(tk) = V(k)

Puisque 1l'Gtat continu et 1'état discret sont identiques aux instants d'échan-
tillonnage, l'équation d'observation ou de mesure sera évidemment de la forme
suivantes :

z(k) = H(k)X(k) + (k) (3-5)
Les V(k) étant une suite de vecteur aléatoire respectant s

EV(k) = 0 (moyennes nulles)

EV(k) V(j)T = RkB jk (v(x) indépendants)

Le procssus de discrétisation du modéle meothdmatique peut €tre résumé sur la
figure (3e1)e

3e3e3e ENTREES — SORTIES DU FILTRE DE KALMAN DISCRET.

Le but du filtre de KALMAN discret est d'obtenir une estimation
du vecteur d'état X(p) = X(+ ), compte tenu des informations disponibles & un
instant ¢ (suivant le cos o peut avoir 6 <t 1 b= by s B> B)e Cette

estimation est notée (X(p/q)-

Le filtre fournit de plus les matrices de covariances des erreurs
d'estimation s )

-~ ~ III =
E(X(p) ~ X(p/a))(X(p) - X(p/a))” = P(p/a) (346)
Ces grandeurs sont calculées pas & pas en fonctions des données suivantes 3

- Matrice de transistion @(k,k-1)
Matrice de mesure H(k) .
- Estimotion d'initiale du vecteur d'état notée X(0/0)
- Covariance de l'erreur d'estimation initiale notde P(O/b)
— Propricétés statistiques des bruits
« Valeurs moyennes nulles

E V(k) =0
B Wk) =0
« Matrice de covariance
E W(j) W) = QkB 5k
E v(3) v(x)" = B O j

- Indépendance des bruits dnT systéme et de mesure
E W(3) v(k)'=0
~ Indépendance du bruit de mesure et de l'erreur initiale d'estimation

E v(x) ( X(0) - x(0/0))T = 0



Commaoandyy  Bauilsblany Eaery Hancs
B(r) W(t) V()

o

RIS I 1 -
Coachtiond J,; : ] | x (t) ;x:. Rt L) ¢ VRL)
—a® |t 8 ) B(a)eWi(s) ) s ff e Z(t)
dnatialed t ] 1 Meswres
Systeme F
i
Duing batisn, ]
. ;.
J
~Comman des 8 aals wede Pcw.:’mf:; Bancls bé»ds?maluh
Fk-l vy, V,
J ot | 1 fe-4
xt 5 ¢ln,lt-| xu 0 Fkﬁ -
X€e)3 X, oy X eV,
— ¢ wb, ----:_‘f_._._*;f S—— Z;‘
N I MEaungs
634W L
‘..._
Rqg(8.4, Piscazbos.t lea Aysbén



Al s *1’1—

3e4e DESCRIPTION ET INTERPRETATION DU FILTRE DE KALMAN DISCRET

%+4.1+ ESTIMATION D'UN SIGNAL MIXTE

Etont donné un vecteur d'état d'un systéme lindaire régi par des
quations de la forme (34 et 3.5.) soumis 3 un bruif W(k), et objet de mesures
Z%k). Supposons que nous disposons d'une estimation X(k-1/k-1)de X relative &
1'instont d'échantillonnage tk—1 § nous pouvons alors déduire & l'instant tk
deux informations,

1~ Une estjmation de X(t, ), par application de 1'équation de transistion
& l'estimation X(k.‘}ﬁc—ﬂ i en admettant que 1l'opération d'estimation est li-
=néaire.

X(kfi-1) = Pljk=1) Xle=1/k-1) + B(k=1)  (3.7)

2- Une estimation des résultats de mesure que l'on doit obtenir & 1'ins-

-tant tk H

2(k/k~1) = H(k) X(kfk) (3.8)

Le probléme se pose maintenant d'améliorer 1'estimation X(kfk-1),
compte tenu du résultat de mesure Z(k). Celle-ci est obtenue par une correc-—
~tion linéaire de la forme suivante ;

X(c/k) = X(cfem1) + K(k) (2(k)~2(cfk=1) )

X(ic/k=1) + K(kc) (k) - H(k) X(k-1/k=1) (3.9)

I

(I~ K(k)H(k))(¢(k,k—1)E(k,k-a) + F(k-1)) + K(k)2z(k) (3.10)

E{(k/k) : nouvelle estimation de X(k)

X(k/k~1) : ancienne estimation de X(k)

H(k);{(k-T/k—‘!) - 7 (k/k=1) : résultat de mesure attendu.
K(k) (2(x) - E(k/k-n : terme correctif lindaire,

La motrice K(k) est appelée matrice de correction ; elle doit &8tre
calculée indépendemment des résultats de mesure pour donner au filtre un carac-
~tére véritablement linéaire.

3e4e2s INTERPRETATION DE LA METHODE D'ESTIMATION.

Avant que toute mesure soit faite, les résultats de mesures (Z1...,Zk)

doivent.8tre considérés comme aléatoires, il est en de m8me pour les estima-
~tions X, combinaisons linéaires des Zi'

Par conséquent si les estimations initiales sont sans biais, il en

est de mme pour les estimations suivantes X(k/k-1), X(k/k), eceese

E ﬁ(k/kq) = E §(1</k) = EX(k) (3.11)
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Dans ces conditions, les écarts (X(k)- X(k/k-1)) et (X(k)-X(k/k))
sont aldatoires, de valeurs moyennes nulles et leurs matrices de covariances

(Matrices calculables indépendamment des résultats de mesure) sont données par :

P(kfk=1) = B(X(k)-X(k/k-1)) (X(k)-X(k/i=1))T (3.12)
P(kfk) = B(X(k)-X(ic/i) ) (X(k)-X(kfke)) T (3.13)

La considération de P(k/k) peut donner une idée d'appréciation de
1'intér8t d'une méthode d'estimation. Il est en effet possible de traduire la
valeur d'une telle méthode par la somme des variances des composantes de

(x(k)-X(k/k-1)) ; meilleure est la méthode, plus faible doit 8tre cette somme
qui pourra 8tre mise sous la forme j

trace de P(kfk-1) = E(X(k)-—;((k/k))T(X(k)-;((k/k)) (3414)

La méthode de KALMAN qui consiste justement & choisir une matrice
de correction K(k) de sorte & minimaliser la trace de la matrice de covariance
des erreurs d'estimation, est donc optimale, en sens qu'elle conduit & une va-
-riance d'erreur minimale.

Le choix des matrices de correction K(k) peut &tre considéré comme
un compromis entre :

- La confiance portée & l'estimation précédente i(k/k~1), représentdée
par la trace de P(k/k-1) ; plus cette confiance est grande (c'est-a-dire plus
la trace de P(k/k—1) est petite, moins on se laisse impressionner par un éven-
~tuel &cart (Z(k)—%(k/k-1)) ; qui peut simplement 8tre dfi au bruit de mesure

V(k), Ainsi uné confiancc élevée en X(k/k— , tend & faire choisir de faibles
valsurs pour K(k).

- L'intérét porté aux mesures nouvelles, dl & ce que 1l'on veut tenir

compte de 3
2) De l'imperfection des estimations pracedentes ; traduites par
traoe de P(k/k=1). ; & : ol e
b) De 1‘1nfluence du bruit | (k) agisscnt sur le systéme d'une mo-
-niére impréviuitle, cntre les instonto tk . Cc point ce vue tenl & foire
choigir tc fortes valcurs pour K(k). B
Linsi le choix oxpllclte de K(k) d01t étre fonction de :

e ?(k —1) wraisent A ¢onfionco dc 1'ancienne estimation
- =Q(k) troduis-pt 1'influcrce du; bruit-sur lc systome -

- R(kﬁ tr Cul"”nt 1t 1“f}uuaco }"1nfluencb Ju bruit- sur 1cr mosurc&.
Ceo grﬂndeur“, ot por suite K(k) vont inlépendents uep_rboultutu J¢ MEsSurce

v e B
PR o
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Calculons la matrice de covarionce de 1'écart Z(k)-2(k/k-1) :

V(k/k-1) = B(2(k)-2(k/k-1) (2(k)-2(k fi-1) ) T (3.14)

V(/i-1) = H(k)P(k/k=1)H(K)T + R(k) (3. 14)
On obtiendrait de m8me

V(k/k) = B(2(k)-2(k/k)) (3()-2(c/k)) T

Vik/i) = B(k)P(c/)EE)T + R(k) (3.15)

L}

n

Ces résultats permettent d'envisager une situation critique vis-
-3-vis des modalitds d'utilisation du filtre de KALMANS

En effet, & chaque cycle de calcul, il est possible de comparer
chague composante :

ba(k,1) = 2(k,1)-2(c/ik=1,1) de 2(k)-2(k/k~1)

3 1'6cart typel( § z(k,1) dsduit de 1a metrice V(ik/k-1)e Tout Soart 2 supéri-
-eur & n ( € 2) (n &tant égal 3 3,4 ou 5)troduit 1'apparition d'wn résultat

de mesure & priori trds improbable ; ce dépassement constitue un signal d'alar-
-me dont il convient d'en tenir compte ;3 il peut 8tre af :

~ & une mesure aberrente, elle méme imputable & 1a non transmission d'une
donnée, & une panne dans un appareil de mesure, e¢tCeee Dans ce cas si le phé-
noméne aberrant ne dure pas, ou intcresse qu'une faible partie de mesures,
le filtroge peut trés bien continuer, 2 condition, bienentendu que 1'on &lémine
les mesures incrimindes. (Cette procédure, analogue & un crétage &lectronique,
fait perdre ou filtre sz linéarité).

= 3 un moanque d'exactitude du modéle mothématique utilisé pour repré-

-senter le fonctionnement du systéme &tudide Une telle situntion peut se pro-
- duire lors de l'adoption d'un moddle simplifié, afin de réduire la complexité

des calculs de filtroge. L'écart cntre les comportements du modéle et du sys-
-téme peut alors se creuser au fur ct & mesure de 1'dcoulement du temps ; il
en résulte l'apparition de plus en plus insistonte de mesures aberrantes bien
que la qualité des mesures effectudes soit conforme aux prévisions statistiques.
On dit alors que le filtrc diverges Dons ce oas, un palliatif consiste & rem—
-placer les matrices P(k/k) par des matrices dont les &léments diagonoux(posi-
~tifs) sont plus ¢levés, ot encorc & reprendre périodiquement une nouvelle sé-
-rie d'estimations,.

3¢5 FORMULES DU FILPRAGE.

Les formules utilisées pour le calcul du filtroge de KALMAN discret
sont du typerécurrent 3§ & chague cycle de calcul on part de :

X(k+1/k-1) et de P(k-1/k-1), et l'on aboutit 2 X(k/k)e L'orgemnisation des calculs
est représentde schématiquement par la figure(3+.2),
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a) PABBAGE DE P(k+1/k-1) 4 P(k/k-1)
Pk /1) = B(X(k)-X(s/k=1)) (X(k)-X(e/e=1))"

En remplagent X(k) et X(k/k-1) par leurs valeurs données en(3.4) et (3.7)

ot en coloulant 1'espérance, P(k/k-1) peut &tre mise sous la forme :

! p(ic/i-1) = Fic/k=1) Pli=fim) Flic,k=1)" + Qic=1) ! (3416)

L'évolution de la motrice P(k/k-1) depuis tk_1é t, est dono fonc-
~tion 3
- De la dynamique du systéme, représentde par Bk, k-1)

- Du bruit agissant sur le systéme, représenté par a(k-1)

b) PASSAGE DE P(k/k-1) A P(k/k)

Dtaprés (3.5) et (3.9), nous avons :
R /) = Rlfim1) + K(i) (HE()X(E) + V() - B)X(c/e=1))

En soustroyant X(k) de choque membre de cette équation, nous obtenons
(aprés mise en facteur du terme X(k/k-1) - X(k))

(/i) = X(k) = (T-K(k)E(K)) (X(c/i=1)-X()) + K() (k)

Par transposition on a ¢

5 i = T T T
(%0 /i) -X0NT = (Xc/ie=1)-X() ) F(TK()E() ) +7(k) K (k)
En prenant la valeur moyenne du produit des deux expressions

précédentes on obtient @

P(k/fk) = (I - K (i) (k) ) P(k fie-1) (I-K (k) (k) )T + K (k) R(k)K (k)T (3.17)

-
[

¢) DETERMINATION DE K(k)

On démontre que 1l'adoption du critére somme des variances mini-
-mzl implique 1l'utilisation d'une matrice de correction ; solution d'une déqua~
—tion matricielle aux différences, résultant d'une équation différentielle ma-
—tricielle de RICATTI ; de la forme suivante :

(3.18)

, k() = P/t YEGR)T (H)P(c/-1)EG) ™ R(E)) ™

!11\“#!:
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I1 en résulte que l'expression dc (3.17 ) se rédait 2

P(k/k) = P(k/k-1) - K(k)H(k)P(k/k~1)

P(I-K(k)H(k)P(k/k-1)

i

(3.19)

et ) e o) e e o
[ ———Y

Les formules (3.18) c¢t(3.19) confirment la possibilité de calculer
a 1'avence les matrices P(k/k-1), P(k/k) et K(k) indépendamment des résultats
de mesures.

La formule (3+18) peut &tre dcrite sous la forme :

T, -
K(k) = P(k/i)E(k) TR(k)™
Enfin la formule (3.19) peut &tre écrite sous la forme 3

Pl k(k) = P (efi-1) + H(k)TR(k)TH(K)

@) DEMARRAGE DES CALCULS 3

L'application des formules récurrentes précédentes nécessite
le choix de valeurs initiales X(0/0)et P(0/0). Habituellement X(0) est consi-
-déré comme aléatoire, et 1l'on choisit :
T % : T
X(0/0) = E X(0) P(0/0) = E(x(0)-X(0/0))(x(0)-X(0/0))
Les estimotions ultéricures X(k/k-1) et X(k/k) sont alors sons biaise
Le fait de choisir des veleurs inéxagbes pour P(0/0) fausse les éva~
-luations des matrices P(k/k=1) et P(k/k) ; en effet, ces dernidres ne peuvent
8tre corrigées par les mesures, puisqu'elles sont indépendantes.
Par contre.l'influence d'un mauvais choix, en ce gui concerne l'es=

~timation initiale X(0), peut se trouver neutralisée par 1'exploitation de
mesures nouvelles Z(k).
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(CHAPITRE IV

EXTENSIONS DE LA METHODE DE KALUAN,

4.1. SYSTEMES CONTINUS

Considérons un systéme continu décrit par les équations d'évolution et
d'observations suivantes @

£ (t) = & (£) X (8) + B (t) W (t)
g (t) =H () X (t) +V ()

Et possédons les propripriétés statistiques des conditions initiales et des
bruits suivantes :

"

(W (V) = B (v (8) E(x,)) =0

(W (+) X (£)) =

Les équations du filtre de KAIMAN peuvent &tre obtenues par la recherche d'un
filtreoptimal linéaire,Hcnbiaisé , a varianced'erreur minimale.

E (% (¢)))=m Cov (X(t)) = P,
E (V (%)) = 2 E(W(t))=0
E (v (¢) ¥ (s)) =@ (t) & (t-5)

E (W (+) Wi(s)) = R (t) 6 (t-s)

E

E

Les équations sont données par.

o) - a(t) X (8) + k(1) (a(+) - E(t) X (1))

%(t) = A(t) P (t) + B(%) AT(t) - P(t)HT(t)R'1(t)H(t)P(t)
+ B(t) Q(t) B (%)
K(t) = P(t) B (t) B (+)
Avec comme conditions initiales
£ ( t, ) =m
P ( t ) =B,

K (t) étant la matrice de correction minimisant la variance d'erreur,et
P(t) est solution de 1'équation differentielle matricielle d& RICATTI .

P (+) = A(t) P(t) +IP(t)AT(t) - K(t)R(t)KEkt)
B(+) Q(t) B (t).

P (to)= B
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4.2, STOTHIES CONRINGS 4 ONCTRVATIONS DISCRETES.,

7 S L S SR L A L P 8 S S

trouve par fo's ¢ans ceriains cas, les systémes & soient continus
vy da leur ¢olntion, et discreds du point deVume des sorties
qu'ils A&l ‘i:f:t Vo A “ﬁ“n* ;cur- (Les mesures ne sont accessibles qu'a des
13) Lisooliration de la méthode de KALMAN & ce geure de
by

Procesous, r_c‘:c-ssi:;.. m filtre de KAIZIAN continu & observations discretes.

Le cystime &tact ddexiht per les équations guivantes
£ (1) = A(t) E (%) + B(3) W ()
s (K) = '(}») % ( ) + (k)
les prorrifiés siabisy dc bruits du systéme et de mesure, anisi
gue celles de 1'état ;_:tln_ son
E (X(t )) = m Cov (X(to)) =P,

5 (w)) -9 B (W(t) ¥i(s)) = Q (t) O (t-s)

chantillennoge ou & ¢
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La déterminniion de 1llestimé optimal X(t) E(X(t) / 2 (x)) s'effetue,

s a

comme pour le filtre clzcret, comle 1'observation entre les instants change.
—~ Entre douw observaticns 1t < t

e = k 3
1'égquation dfévol Jt on cont la solution est donnée par

-t'
r(t) =¢ (£3 ¢) + ¢ (t3s) B(s)u(s) ds

le processus x (t) vérifie

.b
Le rrilleur cotir? enst obtenu en prennant la moyenne conditionnelle de
1'équaticn précédente, ct en tenant compye que V(t) est un bruit blanc
indépendent des obeervaticns passées.

Mera x.'t*) est solution de 1'équation differentielle
Q) -4 (-a) X (t)

ot la variznce dierrcur (X(t) - fr(t}) vérifié 1'équation differentielle
matricielle.

P (1) = A (5) () + P(£) & ) + B (t) @ (t) B (t)
- A 1'instant 4t c“wf ryation ti, 1l'estimé opt:.mal est donné par

XY XK 4+ Ix(I’) (2(x) - H(k) X(x7))

kyco m

k(i) = P(k") n-ix) (k) P(x) r'iT(k) + R(k) )"1

A
L2 Xk )= ootiné de 3 7/Xk) en tenant compte de k.mesures
X (K)= essins @3 ¥ (k) en tenant compte de k-1 mesures




La veriance d'erreur est donné Tor o

P(x")

I
)
—
W

1
g

: o
b - [T 1= T
= K(k) Hik) Plk

m
(T-x()() )P (T-(a)E(x) )+ K(k)R (1)K (k)

!
=
.H

Fn résumé les Zoustiors dilinitives Cu filtres sont @

2(4) = 2(1)P(%) + £(:)2T() + B()Q(+)B (+)

/i) = (/1) +7() (500)-15(k) X(e/x=1))
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= P(k/x-) - K{k)Ek)2{k/k~1)
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W (k) (M0 P(k e T (k) + R(EY

4.3) SYSTEMES A PRUITS CORRTLTS

Congidérons va creiine én 1a forme sulvente 3

X(+)
z(t)

A(1)x(t) + BIEW(E)
1) R(t) + (D)

I

avec les mim2 r*ﬁ*"‘(Jfﬂ ctasigtinues que p“°0cdemment sauf que dans
ce cas le bruit de racure, eb 1o bruit du csiimeTisoatentune corrélation

caractériséc par uae mebripe 5({]

V()W (2)) = (&) § (t-s)
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Adors 1es équations du filtre sercnt los snivantes s

ool ow il

Xt) = AG)X(E) + K(t) (2(s) - m(2)X(4))

K(t) = (P(+) H (%) + B(s) 5{2)) 2" 1(s)

ol P est solution de 1'équation Aifféroniiclle matricielle de RICATTI
suivante :

P(+) = A(+)B(t) + P(&)aT(+) ~ (P(6)70(t) + B(t)S(4))(E(+)P(+)ssT(+)B(t)

+ B(t) Q(t) BT(+)
P(t,) =

Pour le cas discret on a :

]

x(k+1)

z(k) = H(k)x(k) + v(k)

La corrélation entre les bruvits est représontés par 3

EW(k)V(i)) = s(k)é ki

Fk)x(x) + c(k) w(x)

i(kn/k) = F(k)ﬁ(k/k) + C(%x)(z(x) - u{x) 5’.(".‘_/1:))
i(k/k)

X(k/k-1) + (i) (5(k) ~ (=) T{k/1=1))

c(x) a(k) S(kx) R(x)™

K(k) = P(k/k-1) B (k) (2(k)P(k/r-1) To(k) + R(:) !

]

Btk ) = (R(x)=0(k)a(x) )P(1e/) (P(12)-0 )7 () )

P (k/k) = P (X/k=1) - K{1) H(k) P/r/1=-1)

()a1)e" (1)-C ()R (k)CT (x)

Les équations de pridiction gont ¢~2lczant denndes par 3
-~ ) ~
E(k+1/k) = P()x(k/x) + ¢ (z(x) - 5(x) X(k/1=-1)

T

€'y = B(k) S(k) ( E(k) P(e/x) ()" + R(k))™"



A

P(+1/ic) = PO)P(k/K)T (k) + (00137 () = 20000 ()nT ) -

- B(k)S(l:)KT(! (! ) = Bk)s{&)E0 e (i /1m )1 (r)+r(x))™ 1&]{) (k)

Par rapport aux équations du filire de KAIMAN discret, seule la diction a
été modifide, ceci vient du fait, cue les bruits V(i) sont corrdlés avec les

mesures z(k).

Par contre, si la forme du modtle clorhé étai
X (ke1) = P(k)7(x) + Glert)ult)
z(k) H(k)7(x) + (k)

Seule l'estimation serait medifiée, et les éounations seraient

1
ek
)
ny
"
4
<
6]
4]
o
(]
o0

L}

Xfk+1/k) = P(k)%¥/x) Prédiction
xfk+1/1c+1) - X Jet1/k)+K(ker1 ) (5 (a1 )= (o1 0% (e01/k))
K(k+1) = (P(k—i—’?/k}}IT(lr-:-‘i )4+B(kt1)53 (1) ) (11 (121 ‘1’1_11/1«‘5 (k+1) +

+H(k+1)B(k+1)5 (12t )-.LsT(zc+1 )B(k+1 }HT(l:-J-“I YaR (1241) )"1

n

P(kt1/k) = P{ki1)2(1/m)0" (let1) + BIeh1)0 161 )3 (ee1)

P(k+1/k+1) = P(k+1/%)-I(101 ) (H (2201 ) D2z /1-:)—:-ST(1;:-'? )DT(kH )

4.4 SYSTEMES A PRUITS COLORTS,

La théorie c¢= KALNAI suppore des bruits blarcs dans le cas cone
~tinu, ou pseudo-blancs dans le caos discret, Il est copendant p0°51b1e de trai-
~ter des problémes d'estimaticn dans lesguels interviam s bruits colorés,
(qui ont une densité spectrale S(£) qui ver: 2 iz fréquence) en
ad joignant au systéme des filtire s mi ¢t la transformation :

exn fox

. a
‘J --C AL | S
Fahy

o
=

o~

-

orme effecth
Bruit blanc

on ———%= Pruii coloré
Bruit pscudo-blonc

I1 en régults tn nouveau gyshéme, avwawsl est apnligué le filtre
de KALMAN (fig.4.1)

L'application pratiome de cet artifice pout avgmenter considéra=-
blement la complexitd des cnleuls de Filtras2, I'm e”%ct le norbre de variables
d'état et le nombre d'dcuaticns d'¢iat sont aumtindlan moins wme unité par
composante de bruit coloxrd,

4.4+1 BRUITS COLORTS D17 GOIF7ATnT

)

Congiddrons va cyosine cond

e W ELL ST ]

HEt){’«L% + v{-b Yu(t) |

] Il
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dans lequel U(t) désigne un bruit gaussien non blanc.
Supposons que ce bruit coloré puince Stre produit per un systéme linéaire
dtéquabions :

}{1(1:) = 31(45) x,l(t) + B1(t)‘:!(t)
u(t) = H, X, (%)
Ce systéme est commandé par un bruit blanc W(t), et sa sortie U(t) commande

a son tours le systéme initial. Nous sommes finalement en présence d'un sys-
~téme 3 état augmenté alimenté per un bruit blanc W(t) (Fig.4.2) d'équations

fta(t) = A(%) X, (%) + B,(%) u(t)
a(t) = H(¥) X,(8) + ¥(t)
ol . -
) - e Esmm)
i 2 ; &, (%)
TR
B(t)=]-=-==-
i B, (t)
Ha(t) = H('t): 0
T ()
o 2

auquel on peut facilement appligquer la méthode de KAIMAN, on a 3

X (t) = 8%, (t) + K(t) [z(k) - H(8) X (4 ]

K(t)

P(t) Ha(t) R(t)"1

m

a_() P(%) + p(3) & (%) + K(%) R(%) K () + B (%) Q(t) BE("I;)

]

l."(t)

P(to) =P,



Cas discret -23 -
le systéme est décrit par 3

X(k+1) = P(k) X(k) + a(k) U(k)
z(k) = H(k) X(k) + V(k)

Le processus générateur de bruit coloré u(k) est décrit per :
11(k+1) = F1(k) X1(k) + G1(k) w(k)
(k) = H, (k) X, (x)

Le systéme final est décrit par @

Xa(k+1) = Fa(k) Ka(]c) + Ga(k) w(k)

z(k) = Ha(k) Xa(k) + V(k)
Aveoc
- X(k) -
X (k) = 1 ===
e X, (k) _
—F(k) .'!G(k)H,l(t-:-)i'
0 F, (k) i

0

g ) Bj= ===
G, ()

B (k) = —H(k)g o

Les équations du filtre seront $

ia(kn [k+1) = ;{a(k-q-‘l /k) + K(k+1)(2(k+1 )—Ha(kﬂ )ia(km ))

;[a(k+1/k) = F (k) ia(k/k)

K(ie+1) = PQet1/IH (et ) (B, (ke JP (ke /k)Hz(k-i-‘l )R (i1 N

P(k1/k#1) = (I-K(ke#1)H_(let1 ))P(k+1/k%)

p(k1/k) = F (k) P(i/k) Fg(k) + 6 (x) Q(x) oL (k)



T

4.4,2 BRUITS DE MESURE COLORES

Considérons un systéme continu ¢
X (t)
z(t)

Les bruits V(t) et W(t) sont supposés gaussiens, blancs, mais le bruit U(t)

A (t) X(2) + B(t) W(t)

B (t) X(+) + 8(t) + v(t)

est coloré ; de processus générateur s

£,(8) = A,(8) X (£) + B,(+) W, (%)

W) = B (6) X, (+)

ol W1(t) est un bruit blanc gaussien.

-

Nous retrouvons alors le systéme & état augmenté d'équations (fig. 4.3)

Xa(t) = Aa(t) Xa(t) + Ba(t) wa(t)
2(t) =H_(t) X_(t) + v(t)
o i X(3) W(s) 7

X (t) = j= ===~ wa(t)= - -

| xt) W, ()
TOIERE b A SR L
0 ' AT(t) o, B1(t)
Ha(t) = H(t) g H1(t) l

Auguel la méthode KALMAN pourra &tre appliquée. les formules du filtra-—

~ge sont exactement similaires & celle du paragraphe précédent, que ce

soit pour le cas continu ou pour le cas discret.

4.5 SYSTEMES NON LINEAIRES

Le filtre de KAIMAN est applicable a tout systéme dont 1'évolution
est décrite par des équations différentielles linéaires. Ceci lui gonfére une
assez grande généralité d'emploi, car il n'existe pas de limitation Ehéorique
du nombre de variables d'état (mais par contre, le volume de calcul 3 effec—
-tuer croit trds vite, en fonction de ce nombre et peut constituer une limi-
~tation pratique, méme lorsque on utilise un calculateur numérique trés puis—
-sant); de plus, les coefficients des équations peuvent varier en fonction du
temps.
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Cependant, il arrive fréquemment que les systeme a étudier
n'entrent pas dans ce cadre ; comme c'est le cas des systémes non linéaires.

11 est néanmoins souvent possible d'appliquer le filtre de
KALMAN 3 de tels syst2mes, & condition toutefois d'en connaitre une solu=
-tion approchée, dite "nominale" ou de référence.

Considérons un systéme non linéaire régi par les équations @

X (t)

z(t)

£(X(t), ) + g (X(t), +) W(%)

h(X('i’.), t) +V1it)

Bt supposons que l'on connaisse une solution X(t) de 1'équa—
tion 3

@) = £ (1), )

voisine de X(t), on peut alors envisager une linéarisation du
systeme autour de cette solution de référence,

En effet )
X (t) = X (8) + 8 X(¢)
X (t) = X(8) + 8 X()
X (4) = X(%) + 0 X(%)
% () = 2(3) + 8 B(t)

Apres lindarisation du systéme, on obtient des équations linéaires
en X(t), on a

§ x(t) = F(t) b X(t) + c(s)w ()

§ 2(t) = H(t)O X(t) + v(¢)
Avec

pt) =, £ (@), %)

a(t) = g (X (1), t)

H(t) = —;—X;h (X (), t)

auxxquelles on peut appliquer le filtre de KAIMAN, qui fournit 1'estimé de

1'écart O X(t), et par suite 3
2l e - R
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La principale difficulté réside dans le choix de la solution
qui doit &tre voisine de X(t), pour que la linéarisation soit possible.

Si la variance du bruit W(t), et la variance des conditions
initiales, sont faibles, une bonne approximation de X(t) est donnée par s

() = £ (X(1), ) avec X (t)

E (X(t,))

*
Au lieu de choisir une référence X (%) & priori, la struc-
~ture recursive du filtre permet de choisir une référence X (t) qui
est réajustée & chague cycle de calcul .

les équations du filtre sont alors @

§X(+)

F(t) & X(t) + k() (§ 2z(+) - H(t) 0 i(t)g

K(t) = P(t) B (t) R(t)"

]

P(t) = F(+)P(t )+P(t )F (+ )+a( )Q(t)eT (4 )=K(t )R (£ )T (¢)

P(to) =R

Cas discret
Le systéme non linéaire étant décrit par
£(X(x), k) + g(X(k), k)w:((k)

h(X(x), k) + W(k)

X(k+1)

z(k)

Aprés linéarisation, autour des moyennes conditionnelles

X(k/k) et X(k/k-1), on obtient le nouveau systéme s

X(k+1) = F(k) X(k) + 6(x) W(k) + T(k)

z(k) = H(k) X(k) + v(k) + y(k)

avec

Fx) = 0 £(X,k ) )

X = X(x/x)
o(k) = eX(k/k), k)

H(k) = 2 h(X,k) -

= X(k/k)
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ok) = 2(X(x/x),k) = F(k) X(k/k)
y(k) = n(X(k/k=1),k) = H(k) X(k/k~1)

Les équations du filtre de KALMAN seront :

1]

n

(/) = X(k/k=1) + K(k) (2(c)-n(X(k/k=1),k)))

X(ke1/k) = £ (X(k/x)

K(k) = P(ifie=1) HR(k) (H(k) P(k/k=1) B (k) + R(k))™
P(k/x) = (I - K(k) H(k)) P (x/k=1)

p(i/ie=1) = F(k) P(k/k) F (k) + G(k) Q(k) & (k)

4,6 ESTIMATIONS DE PARAMETRES INCONNUS

11 arrive souvent que certains paramétres constants p,
du modéle & étudier soient mal connus. La méthode de KALMAN est applica-
-ble pour la détermination de ces parametres, a condition de les consi=-
-dérer comme des variables aléatoires, de statistiques connues, solu=
~tions de 1'équation dynamique :

2(t) =0 ou p(k) = pli=1)

Le systéme & paramétre incertain p

f(K!P"t) + g(XsP’t)W it)
H(X,p,t) + v(t)

X (t)

z ()

n

est remplacé par le systéme

]

;{(t) f(X,p,t) + g(x,p,t) ()
(%) =0

Z(t)

]

n(X,p,t) + V()

En considérant le vecteur d'état augmenté XZ(t)=(X(t),p(t))T

le systéme devient &

]

x_(+)

z(t)

P(x_(t),t) + G(X (t),t) W(t)
H(t,xa(t)) + V('t)

Suivant la forme du modéle, on peut alors appliquer le filtre de KALMAN (cas
du moddle linsaire), ou le filtre de KALMAN étendu (cas du modele non linéaire
L'estimation d& paramétres s'avére assez délicate, car outre le fait qu'elle
augmente le volume des calculs, elle nécessite la connaissance de la matrice
Ao ~mtrars anece de 1'4tat auementéd. donc des paraméetres.

;13
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~=-Q=== [TTRUCTURE DU PROGRAMME =—=—Q==—

La complexité, le volume des calculs (surtout lorsque 1'ordre
du systéme devient élevéB, ainsi que la forme réccurrente des équations
du filtrage, sont ¢es arguments rendant l'utilisation d'un calculateur nu-
-mérique pour l'exploitation d'un filtre de KAIMAN presque impérative,

* Ainsi, le programme en langage FORTRAN IV qu'on a élaboré était
congu justement, de fagon 2 simuler un filtre de KAIMAN discret, relatif
aux systéemes linéaires, continus, stationnaires, mono-entrée, mono-sortie
dont le modéle d'état pourrait &tre représenté par

L

X

]

Ax +BW

Z

CX +7V

A 3 Matrice carrée de dimension n x n
B : Matrice unicolonne de dimension n x 1
C 3 Matrice uniligne de dimension 1 x n

W et V sont des bruits blancs, gaussiens, unidimensionnels
agissant respectivement sur le systéme et sur les mesures.,

L'appelation des principales variables intervenant dans
le programme étant la suivante s

EVO : Matrice d'évolution du systéme continu, elle corres—
-pond & la matrice A

B : Matrice de commande du systéme continu

C s est utilisée pour représenter la matrice d'observation
aussi bien pour le systéme continu que pour le systéme discrétisé,

P : Matrice d'évolution du systéme discrétisé.

Q 3 Matrice de commande du systéme discrétiscé.

PT, QT, CT sont respectivement les transposées de P, , C

COV g Matrice de covariance des erreurs d'estimation

COR : Matrice de correction unicolonne

XEST: Estimation. du vecteur d'état X

COVEM:Covariance des erreurs de mesure-

TRACE:Trace de la matrice de covariance des erreurs d'estimam

tions




Enfin, la structure du programme pourrait &tre clarifiée par
les étapes suivantes :

E 1 : lecture et impression des données.

EVO (I,J) : Eléments de la matrice d'évolution du systeme continu.
B (I, 1 ) s Eléments do la matrice de commande du systéme continu.
¢ (1, 3)

COV(I,J ) : Eléments de la matrice de covariance des erreurs d'esti-
mation initiale.

X EST (I)

M : lMesures effectudes

Eléments de la matrice d'observation du systéme continu.

1]

Eléments de l'estimation initiale du vecteur d'état.

T : Période d'échantillonnage

COV BS : Covariance du bruit du systéme W

COV BM : Covariance du bruit de mesure V

EP SA : Précision de calcul de l'exponentielle de AT

EP SB s Seuil au~dessous duguel un pivot est ccnsidéré comme nul,
lors du calcul du déterminant.

N 3 Ordre du systitme

M & Nombre de mesurss

E2 : Calcul du déterminant de la matrice d'évolution

Ie calcul est fait par 1l'appel des sous-programmes RANGE et
DETERM.

B3 ¢ Test du déterminant

Si le déterminent est nul,(EVO singulidre) aller a8 E 5
Si le déterminant est non nul,(EVO régulidre) aller 3 E 4

E 4 s Discritisation par une méthode '"directe"

Le calcul est fait par 1l'appsl des sous—prograrmes EX{PMAT,
INVMAT, PROD 1, PROD 2, PROD 3

P = exp AT
Q= A-E(exp AT - I).B
C=0C

E 5 : Discrétisation de la méthode d'Euler

Le celcul est fait en progreuiz principal

AT

Qo
]
QwH

W+
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E 6 3 TRANSPOSITION DES MATRICES P o Q « C &

le Calcul est fait en programme principal.

cALcUL ( K =1 )

r (1,3 ) =P ( J,I)
Qr ( 1,9 ) =Q ( I,1)
cr (1,1 ) =c¢(1,7)

E 7 3 CALCUL DES GRANDEURS DE SORTIE POUR LA 12 SEQUENCE DE

le malcul est fait en programme principal exclusivementpar l'appel des sous—

programmes

Calcul est

PROD 1, PROD 2, PROD 3,
COV g Déja donnée

COR 3 COV-CT / (C-COV.CT + COVEM)

XEST = ( UNIT - COR\C ) P, XEST + COR + YM (x)

COVEM = C, COV, CT o

TRACE : Somme dbs Eléments diagonaux de COV

E 8 3 Caloul des grandeurs #essortie pour les autres séquences 1le

fait presque de la méme fagon qme E T

COV = P. ( UNIT — COR.C ) COV.PT + Q. COVBS.QT

COR = COV.CT / (C.COV.CT + COVEM )

XEST = ( UNIT - COR,C ) P, XEST + COR. YM (K)

COVEM = C.COV.CT

TRACE 3 Somme des Eléments diagomaux de COV

E 9 ¢ TANT QUE K EST INFERIEUR A M, REVENIR A E 8

E 10 s FIN

A cet offet, nous presentons dans ce qui suit, les organigrammes

du programme principal, des sous programmes, leurs listing correspondants ainsi
que les dbnnées et resultats du systeme étudi® particulisrement.
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Qiagaug,s.mm dw_ PROGRAMME PRINCIPAL.

Debut

dectune et impussion  des donndes
EVD, 8,C, XEST, COV, (DVBS ,0ovBs
T,YM EPSA,EDSB N, M

S

Colenl dw detaminsnt dela mahice EVO
( S/P DETERM ot RANGE )

-0:‘;aé%iaat:o-..,pn ADizoeti sation par
la migtho de une methode “dnscte
é' EULER. (s/P EXPMAT)

%rans Poaifi o des
Maohices -

P,Q,C




)

K 4

i

“Colonl oe la matue ole
(orrectiom .

COR = (COVeCT)/(CsCoveCT+ covgm)
(sip PROD2)

ALalewl de 1a lovauUdnce des
Crreéwrs de megure

(OVEM= Cs COVxCT +COVBM
(sP PROD2)

1r

Lalew) de Leatimation de X

XEST = (UNIT - R 8¢ )8 Pa XES T
+ COR » YM (k)

(/P PRoD4, PROD2, PROD3

et Ol

s [ Pusnions des uswltats

OV, XEST ,coR, COVEM
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®
:

|

K=2

Lalcn! de la matiiae Jdes errears
dleatimation

Cov= De(univr~ w&wC)a Co¥s PT

+ QeCovaseQT

(sle  Padp2z , PR0D3 )

Ealawd de la
Covackion

Ealeul de la covaniang

dagerrauns de maaual

%

Calew! ole
Vutinating de X

é

 Lipushon des egulbels
COY, Covem , XEST,CoR

i, Dp Bidniad
- K3 _./>.-_.' K=K+t
§ e

( STOP ;
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Q—%W du seus profaamme RANGE.

'bﬂ:u.t
Doances
DiM,VECTOR N
L:0
i %
4
P-4
1 5 B
\
\ %
\
. E KPz4
\
\\ LzLQ{
\ .
Tl

‘ l VECTOR (L) = Dim(1p, kP)

L , -

._s g

| KPzkpet |, mew on

\
L q

_19';’:!? Aon 192 LP+4

o0,

-

END
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%M& dn Aud-programme DETERM.

Debut
¥

DEY=4,

é

3:3—”

|

Ju 4

|

I e ®
]

JJ:JJl-f N+4

EMAR=4(0) g

Nd=1




ke

DEv= ~BaY

I1=v8s{3-2)

4

B U P——

i1z 10-3

1
l #=3
I

_h,_.ﬁ,,_ I23lei
{

ey

N

i3z E.T*éIL
]

{7

-~

g = e’i{li}

!

A1z) = ACET)

e T ——




P e
- -

?
A= R
|

Az )= AGE)/
EMAX

[ K= K#4

Loz Ne{34)

|

iR = 3Y

é
MY 2 201K

17T 2z FT-11

!

JE2JY

13 < e (Te-1) 41

)

TUK = 1KY IT

)
A(1KF) = AGKS )= AlZki) » - A (I KK)

TJk=IK$l [

2K IKed
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Q_’tgg_u'ggmg du_pas pogramme EXPMAT.

Debnt

Nbz!

umiT(NO,M0): 0.
uniT(No,No)= 4.

l

EvOT(noM0)= EVO (NOMo)eT

l

A3(Ng M0) = Evor{Nasd

l

P(No,m0) = uniT(NoMo)+ £voT(No,M0)

<w‘3~/\'*"

NosNoed [ o

Mo: MU"‘  —

-

]

e
¥
NR=2

®




| MK MK

MK Nk

CALL  PROD4 ( Al B PMCT,N)

¥

CALL INVMAT [ EVo EVOIN N )

1

CALL  PRODA { evoin, PMcr,Q N9

( zeg%- )
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J%m du Aewd- proSramme  INVMAT,

Debut

it £ = 3 |

ALNT)s 0. ot Ta1#4
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ACHA D)L

Kz 4

KAz KM Lo

I=I#

Az,3) = A(ZT) - (A(1K)s Ak, T)) / Ak, k)

J=JIv4

A4 3) < Alm';(w)]

®




| L=L+#4

w O

L
Lin
o~
g Iz 4
J=J44 EMAX=
A(Mew,3)

!

A(MEM,J) : A{k,ﬂ

1

A(KJ): EMAX




- i

EiaN-I

i

i

|
T - e -

JI=11¢4

Sursz .

E

13

b

.._...,; SUM: U ¢ Al 7) % Aing (3p4)

lJ'“aJ i

’“Q;f

7..—...,.-.

*

{ @i

i

Am@ ERYPY N 3;).' m}i/

{3 g)




?

AL, 1): 5(1,7)

J23v4

~<&

l'll.

S

RETURN
END

)

MA: MAH

& b
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QNganigramme du geus programme PRODI.

Débuk et da’dmt@i
] .

Dowanies
A,B, N

Ks K44 |

I;I}l

RETuURNW
END
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Qpanigramme du Aous- praframme PROD2.

Debut

Donndes
AA, BB, ¥

3%

—] 00(2,7): AA(1,4)eB8(13)

J=3+4 oM <J$>

ouL
r-.;\m

ouL

)
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_3M.L3W dw_Aous- plogiamme PRODS.

Donngts
AB N

I1-4

K=4 ] L = T44

Kz K4

c{,k): C(L,K)+ A(2,3) & B(3,K)

JaJ+4

“ROW

RETURN
&b
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PROGRAMME PRINCIPAL.

6###*#*“‘#**“!tt‘*l‘*t*‘t‘tt*‘#**#****t**#*****#*tt#t***tti*t

PROGRAMME PRINCIPAL DONNANT

L'ESTIMATION DU VECTEUR D'ETAT XEST

LA MATRICE DE CORRECTION COB

LA MATRICE DE COVARIANCE DES ERREURS D'ESTIMATION COV
LA COVARIANCE DES ERREURS DE MESURE COVEM

SYGNIFICATION DES SYMBOLES UTILISES

EVO = MATRICE D'EVOLUTION DU SYSTEME CONTINU
€OVBS = @OVARIANCE DU BRUIT DU SYSTEME

€OVBM = COVARIANCE DU BRUIT DE MESURE

T = PERIODE D'ECHANTILLONNAGE

YM = MESURES

P = MATRICE D'EVOLUTION DU SYSTEME BISCRET

¢ = MATRICE D'OBSERVATION

EVOIN = INVERSE DE LA MATRICE D'EVOLUTION

[t}

1]

B = MATRICE DE COMMANDE DU SYSTEME CONTINU
Q = MATRI®E DE COMMANDE DU S¥STEMEDISCRET
N = ORDRE DU SYSTEME

M = NOMBRES DE MESURES

EPSA : PRECISION DU CALCUL DE L'EXPONENTIELLE DE LA MATRICE AT
EPSB : SEUTL AU DESSOUS DUQUEL UN PIUOT EST CONSIDERE COMME NUL

##t#**‘tt**i‘*#t‘#t#‘*t*i(llt**#tlli**ll***i**I‘K*’k‘*:t**#**ttt**#****

DIMENSION P ( 50,50 ), QT (1,50),Cov (50,50), PMCT(50,1), Cor(50,1)
1, UNIT(50,50), €T (50,1), XEST ( 50,1), YM ( 100 ), EVOT(50,50)%
2AI(50.50),EVOIN(50,50),B(50,1),EVO(50,50),VECTOR(2500),Q(50,1),
3PMAT(50,50)

LECTURE ET IMPRESSION DES DONNEES

COMMON LEC, IMP
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LEC=5
IMP=6

PRINT 115

PRINT 1000
READ(LEC,1)N
WRITE( IMP, 1100)N
READ(LEC, 1)M
FORMAT(I3)
WRITE(IMP, 1200)M

READ(LEC, 2)((EVO(I1,J),J=1,N),I=1,N),(B(I,1)1=1,N),£C(1,3),J=1,N)

FORMAT(8E10.3)
DO 55I=1,N
WRITE(IMP, 1400) (EVO(I,J),J=1,N
CONTINUE
WRITE(IMP,1300)(B(1,1),I=1,N)
WRITE(IMP,1400)(C(1,J),d=1,N)
READ(LEC,4)((cov(1,J),d=1,N),I=1,N), (XEST(I,1),I=1,N)
FORMAT(6E10.3)

DO 65 I=1,N
WRITE(IMP,1500)(Cov(I,J),J=1,N),XESTCT, 1)
CONTINUE
READ(LEC,5) (YM(K) ,K=1,M)
FORMAT(4E10.3)

WRITE(IMP,1600) (YM(K),K=1,M)
READ(IEC,3) T

WRITE(IMP,1700) T

READ(LEC,3) COVBS
WRITE(IMP;1800) COVBS
READ(LEC, 3) COVBM

WRITE(IMP, 1900) COVBM
READ(LEC, 3) EPSA
WRITE(IMP,2000) EPSA
READ(LEC,3) EPSB

WRITE(IMP, 2100) EPSB
FORMAT(E10.3)

PRINT 115

PRINT 116
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70
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CALCUL DU DETERMINANT DE LA MARICE D'EVOLUTION

CALL RANGE(EVO,N,VECTOR)

CALL DETERM(VECTOR,N,COVEM, EPSB)
WRITE(IMP, 2200) COVEM
IF(COVEM.EQ.O0) GO TO 100

DISCRETISATION DU SYSTEME PAR LA METHODE DIRECTE

CALL EXPMAT(EVO,B,P,q,T,EPSA,N)
GO TO 500

DISCRETISATION DU SYSTEME PAR LA METHODE D'EULER

DO 60 NT=1,N
Q(NT,1)=B(NT,1)*T

DO 60 MT=1,N
UNIT(NT,MT)=0,

UNIT (NT,NT)=1.

P(NT, MT) =UNIT(NT, MT) +EVO(NT, MT) *T
CONTINUE

PRINT 103

DO 80NB=1,N

PRINT 104,Q(NB,1)

CONTINUE

PRINT 101

DO 70 IC=1,N

PRINT 102, (P(IC,IE),IE=1,N)
CONTINUE

TRANSPOSITION DES MATRICES P , Q s Co

DO 90 I=1,N
QT(1,I)=Q(1,1)
cT(1,1)=C(1,I)
DO 90 J=1,N



90

110

120

130

140
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EVO(I,Jd)=P(J,TI)
UNIT(I,J)=0.

UNIT(I,I)=1.

CONTINUE

PRINT 105

DO 290 JX=1,N

PRINT 102, (EVO(JX,JR) ,JR=1,N)
PRINT 106

PRINT 102,(QT(1,NB),NB=1,N)
PRINT 107

DO 110 NE=1,N

PRINT 104, CT(NE,1)

CONTINUE

CALCUL DE XEST, COR, COV, COVEN.

CALL PROD1(COV,CT,PMCT,N)
COVEM=0.

TRACE=0.

DO 120 K=1,N
COVEM=COVEM+C(1,K¥PMCT(K, 1)
TRACE=TRACE+COV(K,K)
CONTINUE

COVEM=COVEM+COBM

DO 130 ID=1,N
COR(ID,1)=PMCT(ID,1)/ COVEM
CONTINUE

CALL PROD2(COR,C,EVOIN,N)
DO 140 LP=1,N

DO 140 LT=1,N

EVOIN(LP,LP)=UNIT(LP,LT)~EVOIN(LP,LT)

CONTINUE
CALL PROD3(EVOIN,P,AT,N)
CALL PROD1(AI,XEST,PMCT,N)
K=1

PRINT 3000

PRINT 108,K



160

1170

180

210

220

5

DO 160 LI=1,N
XEST(LL,1)=COR(LL, 1)*YM(K)
XBEST(LL,1)=XEST(LL, 1)+PMCT(1L,1)
CONTINUE
PRINT 109
PRINT 3100
DO 170 NI=1,N
PRINT 102, ( COV(NI,MI),MI=1;N)
CONTINUE
PRINT 118
PRINT 3100
PRINT 117, TRACE
PRINT 111
PRINT 3200
PRINT 112,COR(1,1),XEST(NJ,1)
DO 180 NJ=2,N
PRINT 113,COR(NJ,1),XE ST{NJ,1)
CONTINUE
DO 190 K=2,M
PRINT 3000
PRINT 108,K
CALL PROD2(COR, C,PMAT, N)
DO 210 NF=1,M
DO 210 MF=1,N
PMAT( NF, MF) =UNIT( NF, MF) ~PMAT( NF, MF)
CONTINUE
CALL PROD3(P,FMAT,AI,N)
CALL PROD3(AI,COV,PMAT,N)
CALL PROD3(PMAT,EVO,AI,N)
CALL PROD2(Q,QT,PMAT,N)
DO 220 NA=1,N
DO 220 MA=1,N
PMAT(NA, MA )=PMAT(NA, MA ) **COVBS
COV(NA,MA)=AT(NA,MA)+PMAT( NA, MA)
CONTINUE
CALL PROD1(COV, CT,PMCT, N)

]
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TRACE=0,

COVEM=0,

DO 230 KC=1,N
COVEM=COVEM+C(1,KC)*PMCT(KC, 1)
TRACE=TRACE+COV(KC,KC)
CONTINUE

COVEM=COVEM+COVEM

DO 240 LA=1,N
COR(IA,1)=PMCT(IA,1)/COVEM
CONTINUE

CALL PROD2(COR, C,EVOT,N)

DO 250 NO=1,N

DO 250 MC=1,N

EVOT(NC, MC)=UNIT(NC, MC)~EVOT(NC,MC)
CONTINUE

CALL PROD3(EVOT,P,AI,N)

CALL PROD1(AI,XEST,EMCT,N)

DO 260 ND=1,N

XEST(ND, 1 )=COR(ND, 1)*¥M(K)
XEST(ND, 1)=XEST(ND, 1)+PMCT{ D, 1)
CONTINUE

PRINT 109

PRINT 3100

DO 270 NM=1,N

PRINT} 102, ( COV( XM, MY) , M¥=1, N)
CONTINUE

PRINT 118

PRINT 3100

PRINT 117,TRACE

PRINT 111

PRINT 3200

PRINT 112,COR(1,1)4XEST(1,1),COVEM
DO 280 NN=2,N

PRINT 113,COR(NN,1),XSET(IN,1)
CONTINUE

CONTINUE

-t
s E NG



TR e

c
101
102
103
104
105
106
107
108
109
111

112
113
114

115
116
117
118
1000

1100
1200
1300
1400
1500
1600
1700
1800
1900
2000

PRINT 115
PRINT 114

FORMATS T *IMPRESSION

mmzi/ '/, 30X, 36EMATRICE D'EVOLUTION DU SYSTEME DISCRET,//)
FORT(/, 30, 2( B1346,3%)5/ )

FORMAT //, 30K, 38EMATRICE DE COMMANDE DU SYSTEME DISCRET,// )
FORMATY, 553X, E1346,/ )

FORMAT( //, 30X, 15SHTRANSPOSEE DE P,/ )

FORMAT( //, 30X, 1 SHTRANSPOSEE DE Q,/ )

FORMAT( //, 30X, 15HIRANSPOSEE DE C,/ )

FORMAT( 151, 10K, 30K =,13,/ )

FORMAT( //, 30K, ATEMATRICE DE COVARTANGE DES® ERREURE D'ESTIMATION. )
FORMAT(//, 30X, 21HMATRICE DE CORRECTION, 11X, 16HESTIMATION DE X, 11X
1,32HCOVARIANCE DES ERREURS DE MESURE)
mmmm(//,3mc,m3.6,19}{,E13.6,13K,E13.6,/ )

FORMAT( //, 30K, E1346, 13K, E1346,/ )

FORMAT( 1H1,3C (/ ) 450X, 'END OF EXECUTABLE INSTRUCTIONS !, /, 50X, YEND O
1F COMPUTATIONS!,/,50KX,'END OF JOB!,/ )

FORMAT(1H1,250(/ ),/ )

FORMAT(1H1 ,20K, 210k RESULTATS ¥k, /// )
FOHI“‘H‘-’IL(//:r30}{:4-;5‘“!336!/Jr )

FORMAT( //, 30X, 4THTRACE DE LA COVARTANCE DES ERREURS D! ESTIMATION)
FORMAT(1H1,20X,, TGHDONNEES DANS L'ORDRE SUIVANT: N, M, EVO, B, C, COV,XES
1T, YM, COVBS , COVEM, EPSA, EPSB, / )

FORMAT( //, 50X, 21HORDRE DU SYSTEME N = ,I2, /D
FORMAT( //, 50X, 22HNOMBRE DE MESURES M = 413,/ )

FORMAT( //,50%, E1043,/ )

FORMAT(// 30X, 2( E1043,5X),/ )

FORMAT( //, 30%, 2(E1043,5X) 10X, 10435/ )

FORMATY //, 30X, E1043,/ )

FORMAT( //, 30K, 4HT = 4E10.3,/ )

FORMAT //, 30%,8HCOVBS = ,E10.3,/ )

FORMATY //5 30K, BHCOVEM = 41043,/ )

FORMATY//, 30X, THEPSA = 4E10.3,/ )
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3000
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FOMT(//!30}:’TEEPSB = 1E10031/)
FORMAT( //, 30, BHDETER = ,E18+6,// )
FOHMAT(BOX,100(1H§),/7)

FORMAT(30K, 47(18=),// )
FORMAT(30X,21(1H+),11x,16(1H;),11X,32(1H-),/’)
STOP

END
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- SUBROUTINNE RANGE =

B e e T T O e e A T R o 2 T T e e e e e T e e e S B i

S/P D& RANGEIZNT IT LA MATRICE DANS UN VECTEUR POUR CALCULER
LE DETERNIIIANT DE CETTZ MATRICE
DIM ¢ MATRICT A

JJ

-y

RANGIR DAYMS VECTEUR

DIIEN3ICIT DU VECILUR VECTOR

VECTOR: VECTIUR COLOMITE CONTENANT LA MATRICE DIM

I I NIH

“\

Pl P A St i L e o e e e e e e e D e S e e

SUBROUTINE RANCE ( DM , &F , VECTOR )
DIMENSION DIM ( 50 , 50 ) , VECTOR ( 2500 )

L=0

DO 16 IP
D0 16 KP
L=L+1
VECTOR ( L )
CONTINUZ
ROTURN

END

[} ]
=

]

JJ

33

pm ( IP , KP )
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e S e R T L e e e e e e e e s ey 2l x

CALCUL DU DETERMTIANT D'UIID IMATRICE QUELCONQUE

A : MATRICE UNICOLCITIE COIIZNANT LA MATRICE CARREE
DET ¢ VALEUR DU DETERIITANT
N : DIMENSION DE LA MATRICE CARRER

EPS : SEUIL AU DLC3SOUS DUQTEL UN PIVOT EST CONSIDERE COMME NUL
FHIE R R S PR B R R IR 3O X
SUBROUTINE DETERM ( A,N,DET,EDS )

DIMENSION A ( 2500 )

DET = 1.

= N

6J=1,N

J+ 1

JJ+ N+ 1

EMAX = O,

IT=JJ - J

D02I=J,N

IJ=IT+ X
IF(ABS(EMAX)=ABS(A(IT)))1,2,2
EMAX = A ( IJ )

IND = I

CONTINUE
IF(ABS(EMAX)-EPS) 3 3,4
DET = O.

RETURN

DET = DET * EMAX

IF ( JJNE.IND ) DET =- DZT

IF ( J.EQ.N) RETURI

IT = Jan* (J -2 )

IT = IND ~ J

DO5K=J,N

IT = IT + I

1J = II + IT

Reen { TE)

A(II)=A(1I7)

A(1) =R

JJ
DO
JY
JJ

]

[}

i}

A(11)= A1) [EMAX

N e S 1) } o=



CONTINUE
I0=N*(J~1)

D06 IK=J, N

IKK = I0 + IK

IT=J - IX
D0O6JK=JY,N

IKI=N* (JK=-1) +1

JKK = IKJ + IT

A(IXJ ) =A( IXKJ ) -A ( IKK ) *A ( JKK )
CONTINUE

RETURN

END
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SOUS_~ PROGRAMME INVMAT,
H AN KRR KR HHH SR H AN A HSIHHH

SOUS PROGRAMME D*INVERSION D'UNE MATRICE CARREE

A : MATRICE A INVERSER
AINs MATRICE INVERSE DE A
N ¢ DIMENSION DE LA MATRICE A

R ok T e e e e e i e e e e e e

SUBROUTINE INVMAT(A,AIN,N)
DIMENSION A(50,51),B(50,50),AIN(50,50)
D0 1 I=1,N

DO 1 J=1,N

CONTINUE

NI=N~1

NJT=N+1

DO 2 MA=1,N

D0 3 I=1,N

A(I,NJ)=0.

CONTINUE

A(MA,NT)=1,

DO 5 K= 1,8

KA =K+1

IP(A(K,K).1Q.0) GO TO 6

DO 5 I=Ki,N

DO 5 J=KA,NJ
A(T,3)=A(T,§)~(A(T,K)*A(K,K) )/ A(K,K)
CONTINUE

GO TO 10

EMAX=0,

DO 8 I=KA,N
IF(ABS(BMAX)=-ABS(A(L,K))) 7,8,8

)



10

1"

12

BUAX=A(L,K)

MEMEL

CONTINUE

DO 9 J=1,NJ
EMAX=A(MEM, J)

AV, T)=A(K,J)
A(K,J)=EMAX

CONTINUE

GO TO 4

ATN(W, MA)=A (%, NT) /AEN, )
DO 12 I=1,NI

IT=N=I

JI=IT+1

DO 11 J=J3)N

SUM=0,

SUM=STUMHA(IT, J)*AIN( T, MA)
CONTINUE
ATN(IT,MA)=(A(II,NJ)=STM)/A(IT,IT)
CONTINUE

DO 13 I=1,N

D0 13 J=1,N
A(T,J)=B(1,J)

CONTINUE

CONTINUE

RETURN

END
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SOUS — PROGRAMME _FXFMAT,

IR HHHHHHHH I HHHHHHIIIHIIIIH RN HHH

S/P DE D.SCRETTSATION DU SYSTEME CONTINU. EN UTILISANT
1t EXPONENTTELLE ET LYINVERSE DE LA MATRICE D'EVOLUTION
EVO 4 MATRICE D*EVOLUTION DU SYSTEME CONTINU

B 3 MATRICE DE COMMANDE DU SYSTEME CONTINU

P 3 MATRICE D!EVOLUTION DU SYSTEME DISCRET

Q ¢ MATRICE DE COMMANDE DU SYSTEME DISCRET

T 3 PERTODE D'ECHANTILLONNAGE

TPSA3 PRECISION DE CALCUL DE L*EXPONENTIELLE

N 3 ORDRE DU SYSTIME

CALCUL DE LA MATRICE D'EVOLUTION DU SYSTEME DISCRET

SUBROUTINE EXPMAT( EVO,B,P,Q,T, EPSA,N)
DIMENSION EVO(50,50),B(50,1),P(50,50),Q(50,1),PMCT(50,1), EVO(50,
150) , EVOIN(50, 50) ,AI(50, 50)  UNIT( 50, 50)
DO 10 NO=1,N

DO 10 MO=1,N

UNIT(NO,MO)=0,

UNIT(NO, NO)=1.

EVOT( NO, MO)=EVO( NO, MO) *T

AT(20, MO)=EVOT( N0, 19)

P(NO, MO)=UNTIT( NO, MO)-+EVOT{ NO, MO)
CONTINUE

NR=2

CALL PROD3(AT,EVOT, EVION,N)

DO 20 NP=1,N

DO 20 MP=1,N



20

30

200

400

P(NE’,I“IP):xP(N?,I'IP)+EVOIN(NP,I~IP)/NB.
CONTINUE

DO 30 NG=1,N

DO 30 MG=i,N
EVOE(NG,MG)-:EVION(N@,MG) /AR
CONTINUE

DO 40 NH=1,N

10 40 Mi=1,N
n{ma:(:mim).@rem) GO TO 200
CONTINYE

GO TO 400

NR=NR+1

GO TO 300

CALCUL DE LA MATRICE DE COMMANDE DU SYSTEME SISCRET

DO 50 NE=1,M

DO 50 ME=1,N
AI(NK,I\ﬂ{)zP(Z\IK?M{)-mTIT(M{,I\K)
CONTINUE

CALL PRODT (AI,B?PECT,N)
CATL TNVMAT(EVO,EVOIN, N)
CALL PRCD1(T.‘-VUIN,PMCT,Q,N')
RETURN

END
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~ S0US_PROGRAMME PROD 1 =

© 775 PIOCRAMME DE MULTIPLICATION D'UNE MATRICE PAR UN
".0UTUR COLONNE

Lo UATRICE CARREE

VESTIUR UNICOLONNE

'
L
(1]

D : VICTZUR PRODUIT DE A PAR B
I : DIMFNSION DE A

%

A N A e e He e e e Y e e fe e H e A e e e A e N A e A Y Ve Y i e e Y YA A Y e

STPROUTTE PROD 1 (A, B, D, N )

DYTmSION A (50,50 ) ,B(5 ,1),D(5 ,1)
0 10 I=1,N

D(I,1)=0

0 10 K=1, N
D{I,1)=D(I;1)+a(T,Xk)*B(K,1)
CCUTTNIUE

FIITORN

1}

=0
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~ SOUS PROGRAMME PROD 2 -

FH RN EREEEEEEEEEEEREEEEEHEEHERNHER

SOUS PROGRAMME DE MULTIPLICATION D'UN VECTEUR COLONNE PAR
UN VECTEUR LIGNE

AA 3 MATRICE UNICOLONNE

BB ¢ MATRICE UNILIGNE

DD : MATRICE CARREE PRODUIT DE AA PAR BB

N s DIMENSION DES VECTEURS

PYEEVETEVEVEVEVEEVIVE RVERVIVEVE R IVE ST RE I B S L e

SUBROUTINE PROD 2 ( AA, BB, DD, N )

DIMENSION AA ( 50,1 ) ,BB ( 1,80 ) ,DD ( 50 , 50 )
VD1MI=1,N

D1M1JT=1,N

DD (I,J) =0
w(I,J)=DD(LJ)+A(I,1)*BB(1,J)
CONTINUE

RETURN

END
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- SUBROUTINE PROD 3 -

B R e e e L i iiaa a2 2 s T A S
S0US PIOCRAINES DONIANT LE PRODUIT DE DEUX MATRICES
A ¢ PRINTZRE MATRICE

B g DIUITEIE MATRICE
C: IMATRICT PROCUIT DE AP AR B
B R o o e s s r s

SUERCUTLZ Fop 3 (A, B, C-, N )

DINZISION A (50,50 ) , B(5 ,5 ), ¢ (5,5 )
02I=1,N

D0O2K=1,N

¢(1,K) = 0

DO 2=l 5§

(I,k) =¢c(L,k)+ A(I,T)*B(J,K)

RETURI

END

]

I

1]

]
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H ) ONNEES/

GCGRANDEURS

VALEURS

N ¢ Ordre du systéme 002
M ¢ Nombre de mesures 004

EVO : Matrice d'évolution

04000 EH00 04100E+O1

04000 EH00 00000E+00

B ¢ Matrice de Commande

0,000 E + 00

04000 E + 00

C & Mabtrice dA'Observation 0.100 E + 01 04000E-00
i
T ¢+ Période d'Echantillcmnage 0100 E + 01 |
0¢300E4+01
COV : Matrice de covariance des erreurs 0600000

d'estimations initiale

04000E+00 04300E+01

XEST : BEstimation initiale du vecteur d'Etat

0,000 E + 00
0,000 E + 00

i

COVES : Covariance du bruit du systéme

0,000 E + 00

COVBM : Covariance du bruit de mesure 0100 E + 00
EPSA : Precision du calcul de l'exponentielle 0,100 E - 11
EPSB : Seuil de nullité des pivots ( Déterminant) 0100 E = 11

- o S T S —
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RESULTATS o/

MATRICE P MATRICE @Q MATRICE C
041000008401 0,100000E+01 0. 000000E+00
0.100000E+01  0.000000E+00
0,000000E+00 0+100000E+01 0,000000E+00
MATRICE PT VMATRICE QT MATRICE CT
041000008401 0.000000E+00 0100000E+01
0,000000E+00  0,000000E+00
0+100000E+01 0+100000E+01 0,000000E+00
! ! ! ! ! !
! X 1 1 ! 2 ! 3 ! 4 !
1 ! 1 1 ! !
: 1,100000E+01 +O00000E+00 !4309091E+01 «300000E+01 :.464386E+00 J273503B+00 1.226148E+00 4954061E-01 !
; COV i : ! : |
{ 1 ,0000008+00 «300000E+01 |} «300000E+01 « 300000E+C1 5.275503EH00 «179486E+00 14954061 E~01 «469458E-01
: 3 : :
! 1 909091 B+00 ! «968661E+00 ! .822816E+00 : +693391E+00 }
! ! ! :
1 COR i ! 1 ! 0 !
! ; «000000E+00 1 «940171E+00 i «484603E+00 1 «292524F40 '
i ; ! ) ; !
* ] !
i ! .727273 =01 : .198803 01 ! .380833@01 ! 0589794}}"01 1
: !
1xEsT ! ! i !
! ! .000000E+00 ! «1858 97E+01 : .183619E+01 : «194310E+01
! | }
COVEM } .110000E+01 «319091E+01 «564386E+00 «326148E+00
TRACE .400000E+01 «609091 B+01 +6438T2E+00 +273094E+00
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CONCLUSION,/

Lo néthode de Kalnman et le formalisne qui lui est associd
présentent de nonbreux avantages:

~ La forne récurrente des équations & utiliser facilite une
exploitation par ordinateur.

~ La forme des équations de base se préte soument & une ex-—
-ploitation satisfaisante des informations dont on dispose.

-~ Les optinisations efféctuées ont une significatiocn claire.

- La néthode fournit outre l'estiné du vecteur d! etat, une
estination dela confinnce que l'on peut accorder acette estination.

Par contre il frut reconnaitre certaines difficultés pouvant
8tre rencontrées lors de l'application pratique de cette néthodes

1°) Le volune des calculs defféctuer

2°) Le probléme de divergence du filtre qui peut provenir
sibit d'une mauvaise comnaissance du nodéle nathénatique, soit d'une
nauvaise connaissance des propriétés statistiques des bruitss

Dans notre travail nous ne prétendons guére avoir résolu
toutes ces difficultés, nais néanncins cela nous 2 perni d'elaborer
un programe de sinulation d'un filtre de Kalman, et de nieux dicerner
les problénes qui s'y rencontrent.

Notre pourrait &tre complété en anont par un travail de
nodélisation et de lindarisation du nodéle, et en aval par une poussée
vers une analyse plus globale et plus générale du probléne.

n tout @tat de cause, une ¢tude conplete sur le filtrage

de Kalman, nécéssite un tenps bien plus long qu'un esnestre.
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