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Ce polycopié, travail d'un semestre est le developpement d'une théoric .
destiné & la resolution des equations & derivées partielles,necessaires aux
applications de la physique tel que le probldme de transmission’(equation
des télegraphistes), distribution des températures, phénomenes de vibrations...?

Pour cela, on a jugé utile de donner dans une premiére partie quelques
notions de base sur les propriétés des matrices et nommes vectorielles car
leurs utilisations rendent de si grands services quant & la résolution des
equations & dérivées partielles.

Dans la deuxidme partie,ou autrement dit dans le vif du sujct on exposc
la méthode de discrétisation permettant d'aboutir & un systime linéaire de la forme
forme AX=B et les méthodes de resolution du systéme(GAUSS,JACCBI,

GAUSS-SEIDEL).

En effet ,les methodes directes sont pratiquement utilisables sur dcs
machines actuelles pour des systémes de petite dimensionj;au déla d'un certain
nombre,le nombre des donfiécs devient considérable, le nombre des multiplica-
~tion aussijon pcut se demander si une méthode qui consisterait & s'approcher
de plus en plus de la solution ne serait pas plus interressante que l'utilicoe
~tion d'une méthode directe . .

_ La troisiéme partie des applications gvee un exemple type " équation de .
TAPIACE " et choix du maillage.——
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I.1 RAPERBELS SUR LES MATRICES.

I. 1..15&TRICES CARREES.
une matrige carrée A est dite singuliere si At =0
(determinant nul ). sinon Acest dite rbgulisre (on non singuliere)

Pour tout couple de matrices reguliéres, on a
(aB )7' _ g=y A

1 4

une matrice Carrée A est dite triangulaire supérieure
(triangulaire inferieure) sitous les élements au dessous{au dessomy de la

diagonale sant uyl.
f
L !
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une metrice diagonale est un cas particulier de matrice a4 la fois

triangulaire superieure et triangulaire inferieure;
ST A= aik ( 1. 2pe000eesssesl’ K= 1,2,0000000008 ) la matrice

. = A
transposée AT est définie par AT = [| @.nil]

A CAr8)Y o AT 87

Si une matrice carrée S=18¢ u:\ coincide avec
transposée ( S'= S) S est dite Symétrique .Dans une telle matrice,les
éléments Symétriques par rapport & la diagonale principal sont égaux.
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I.1.2 SPECTRE ET RAYON SPECTRAL.

Soit une matrice carrée (3§9 donné; on appelle spectre ou valeur
proppes dv (aij) l'ensemble des racines du polynome carateristique Hel

que P(x3} =A-AI=0.Le rayon spectral d'une matrice carrée est lemaximum
de ses vakeurs propres P(A)=max fai ‘
1 =

I.1.3 Théorie de Perron Frobenius

a)Enonocé du théordme de Berpnn Frohenius.

La théorie de Perron Frobenius etudé&s les propriétés particulilres

des matrices non negatives (une matrice est dite non negative si tous les
aij sont positifs ou nuls)
Théordme 1: ( Cas Généralsg.
Soit A=(aij) une matrice (n,n)non negative alors:
~-son rayon spectral est valeur propre positive ou nul de A
=il lui correspond un vecteur propre \» 3} Odans BR™;=A W =%a) v
-Si B2 Aalors f(B) > f4a)
-0 sup mn ialg 'L.J. <:_}’(A) < in f dax aij uj

o urxo M ——
kel G i
3 EARY PR I

=Pour toute matrice B,réelle on complexe il vient

FEIGHIB Y
Théordme 2: (Cas frredvctible )
Soit A= (aij ) une matrice (n,n)non negative et irreductible alors!
-soh rayon spectral _jYA) est valeur propre simple et positivedde A
~I1 lui correspond un vecteur propre W, w Mo dans R"™: aAw =P(A)w
-si B2 A ot Bz A alors f(8) >f(a)
-on a pour tout udo dans R™
soit mln '28.1;__ u f(A)(H ax > aij uj
soit f(A) .?__ai;____j (i=1. 2......n)
comme par exemple pour u~w .D'ou

Max Min ial,] uj = F(A) = Min Max S aij uj
ot d T U»e LV A UL

=g Rt W™
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on rappelle qu'une matrice A réelle (n,n) est dite reductable s'il existe

(#)

i F
une matrice de Permutation P telle que ngt ait la forme suivante

P A Pt _jAll A 12

] AR2
les blocs diagonaux AL1 et A 22 etant carrées .A est dite irreductible

8i elle n'est pas reductible.
Une matrice de permutation (n,n) est une matrice ayant un 1 et un

seul dans ohaqme ligne et dans chaque colone,les autres éléments étant nuls.

b) Théoréme de STEIN ROSENBERG:

Soient L et U deux matrice non negatives (n,n)

-si:f(L +T) =0 alors (I -L)~' y existe ,est non négative et_?(I—L)_1U =0
-5i 0 & 5;(L +0) 41 alors (I-L)7y existe est non négative et

0% E al

-sis P(1+0)=1 et si ;P(L)%P S uj‘{‘ fleu)<y

alors (I=L)"ly existe ,est non négative,et . (i-l)—i U =1
-si J(14+0)> 1 et ST P(L) &1

alors (I-L) U existe ,est négative,et 1(F(L+U) g f{(I-L)‘LUJ

I.1.4 M. Matrices et H matrices.

Les M. matrices et les H matrices s'introduisent souvent dans 1l'études de
convergence des méthodes iteratives.Pour cela,il est nécessaire de donner
quelques définitions de ces matrices.
a) M. Matrices.
une matrices carrée réelle est dite Z matrice si sa hors diagonale est
formée d'éléments négatifs ou nuls.
une 7 matrice est dite M matrice si elle admet une inverse non négative
Pour q'une Z matrice N soit une M matrice il faut et il suffit que/:
-Les é1léments diagonaux de N soient strictement positifs (la matrice J de
Jacobi associé & N est donc bien definie et non négative)
le rayon spectral de J soit inferieur & 1 :f(3)<1






G

Si Aest une M matrice ,les méthodes de JACOBI ,et GAUSS SEIDEL

pour resoudre un sust®me lineaire de matrice A sont conwergentes ,le

seconde cnvergeant‘ai moins aussi vite que la premisre.

Presque A = 0 (i-j) est une M .matrices , J est non négative et
de rayon spectral < 1. En appliquant le théoréme de STEIN ROSENBERG il
vieny o < §(6) <P

ouG{: designe la matrice d'iteration de GAUSS Seidek associé A-:
c'est le cas non negatif.

Pour qu'un Z matrice symétrique soit definie possiive il faut
et il suffit que ce soit une M matrice . ou rappelle q'une matrice réelle
A(n,n) est dite definie possiive si:

Yxf BN x€Ax0
avec x A x = 0= x=0
les Z matrices symetriques definies positives sont les M agtbrices
symetriques (on appelle matrices de STIELTJES de Telles matrices)
b) H. Matrices
soit A =(aij) une matrice (n.n) complexe ,soit alors N(A) la matrice

réelle (n,n)
N(A) \ail\ - raij{
-[at3]  |end
A est dite H matrice si la Z matrice N(A) est une M matrice : :
Toute M matrice A est evidemment une H matricefon a laors N(A)=A
Pour qu'une matrice zomplexe (n,n) A soit une H. matrice il faut
et il suffit que :
- la diagonale D de A soit non singuliert
-Pds < J étant la matrices de JACOBI.
associé a A.
-8i A est une H. matrice,les methodes de JACCBI et GAUSS SEIDEL Pour

un systéme lineaire de matrice A sont congeigantess.






Sous classe de la classe des H matrices:

soit L et U la triangulaire inferieure stricte ,et la triangulaire
superieure stricte de la matrice de JACOBI alors si oo (I- m)“ma
on dira que A est une G matrice

siiaiji.) < 4 aij| on dira que A est une matrice & diagonaledominante.

1.2 §y 0p ME S VECTORIELLES.

I.2.,1 Proprietés générales.
a) Definitions/
Soit X un espace vectoriel sur C , toute application P de X dams \R"“tel
que:
“‘V)\E €, Yy exX PONv)=\A = pOx)
*'Vl»ij“ POr4y)g o)+ PCY)

2 P(‘(\‘):Q alhure Y= A
est appelée (s'il en existe ) norme vectorielle detaille Xk sur x

si une telle application P existe ,X sera dit vectoriellement normé par P
on premier axiome resulte pour X nul que P ( o) = o done p(o)=0 & x=0
d'autre part les deux premitre axiomes entrainemé que:
Vx PON) -
b) SEMI —;gE{)XE M I\:‘,_SO") PC%)I s PCﬂ'_ \6)
Soit P (n) la iéme Composante de p (n) dans [R"( i=1,2,+0000.k)
les deux premidre axiomes montrent que k applications Pi sont des semi

normes sur X.
I.2.2. Normes vectorielles rééulieres

la classe des normes vectorielles r%guliéres 4 l'importante propriété
suivante:si P est une norme vectorielle réguliere sur un espace vectoriel
X,elle engendre une norme vectorielle (elle m@me reguliere) sur l'algebre
qﬁ(x,x) des opérateurs linéairea, continus de X dans X. Cette construction
est rendue possible parce-gqu'alors tout élément dea@(x,x) admet une petite
majorant:(pour la relation d'ordre é1ément 2a élément)

a)- Definition:
une norme vectorielle p de taille k sur un espace vectorgel (réel) X est
dite reguliere si W =X






11
W étant la somme directe algebrique de Wi (i =1,2.u.40. k)
LA (1=1,2000000..k) et Vi ensemble des x£ X

tel que Pi (x)=o0
remarque: En dimension finie (x=|R" ) un exemple de base
est le suivant : Tout x X est decomposé en k "bloca" xi

. .
de X i composantea (E M4 =n). Munissant lRN’ d'une normelgi on definit
la norme’ vsctorielle reguliere detailge k sur X

y, 2 &)
] = et x

\
o I A 1@ (xw)
b) Plus petite majorante d'un operatéumelineaire contiinus
1'opérateur T Gg( X,X) s'ecrit de fagon unique

T =35t
PANRE
4 6 = X
on Tij est un opérateur lineaire contenus de Wj dans Wi
T admet ane plus majorante M(T) =(mij (7) )

avec mij (T) sup ||Tiy x Z’f!‘\_ ; Cle 2R v
xsfﬁ\;jd Wxal
L'ensemble des majorants B de T caraterisé par M(T) B

1'application Ty M (T) est une norme vectorielle reguliére sous
multiplicatiey ,detaille 2 sur 1'algebre fI/X,X)

\! T 1 Te € 06 (.X-.X) ) CT‘TE_) < ™ (‘_T',‘)‘ g (T‘Z,)
on dira que M est engendrée par P
-on & pour toute valeur propre Ade T et toute majorante B de T:

W< Py & P(R)

(H(T) est Donc une majorante de rayon spectral minimum

c) Decompogition en blocs.
RM ogt décomposé en blocs d&taille N( 5: AL = v )

norme par(%.' D'ou la norme vectorielld: raguliére détaille k sur |RR

-~ -/






i e

, \} N4 X CO: (x)
e {’\‘ I R T '

il

;_\h J\K‘l x k _(p-k(x)

<Toute matrice T(x;,n) & elements dans est alors décomposée en blocs Tij de
type (AL, Ay) T BT I ORI,

T11 4 | T1kj)\
i A

S v by

%
Tkt Tk _g A
."""""'“-.,_._/I N el

A A
les bloe. diagonaux sont donc donc carré§ T admet une Plus petite majorante
M (T) = (mi,'i (T))

s m (e G (Fln duf n 8 gt oy CTY)
PG TG
M(T) est bien obtenue en remplagant chaque bloc de T par sa norme .L'ensemble
des majorants B de T est alors caractérisé pae M(T) é: B
L'application M est une norme vectorielle regullere,sous multiplicative de taille
k' sur mp (algebre des matrices complexes (n,n))et pour tout T dans my
L) = p(u (1))<4fe)

remarque! Dans le cas ou P ‘est la norme vectorielle type sur C"

P(x)= | x{alors ,pour tout T dans my,

M(7) = |7
I.2.3 Consraction en norme vectorielle,

Cette notion étend la notion usuelle d'opérateur conYrswtant sur un - -
espace vectoriel normé :son principal intérdt est le suivant:s4 X est un produit
d'espaces deBanach,muni de la norme vectorielle canonique,et si F ost un opéra~

teur contractantt sur X, alora non seulement la méthode des approximations successives
conduite sur P converge vers l'unique point fixe de F dans X, mais de plus






la ﬁéthode de GAUBS -SEIDEL 6orrospondante convorge également
vere oe point fixe

a) Définition :

soit F une application d'une partie D de X dans X, F est dit contmactant
sur D ( relativement a 1la norme P) ,s'il ex#$te une matrice non négative
K (k,k) de rayon spectral inferieur & 1 telle que

Y x,y€0D P( F (x) -F(y)i&k P(x-y)

K. sera appelécmatrice de contraction de F,alors si F admet un point
fixe f (§ ) = { dans D ,il est unique.

b) théoreme du point fixe:

8i F est cintractant sur X complet,alors F admet dans X un unique
point fixe ﬁ yPour xo quelconque dans X la suite xp +1 = F (xr) r=1,2

(eftkode dee spproximations successives sur F) converge vers (.On a alors

l'estimation suivante en norme vectorielle:

P(< -xp) K° ( 1k )"1 P (xq - Xo )

¢) Cas d'opérateur affine.

Considérons sur X 1'opérateur F definé par F(X) =T x + h
T étant un ppérateur linéaire et h donné dans X.

Alors dire que F est contractant dans X, c'est dire qu'il existe une ‘!
matrice non négative K (k,k) de rayon spectral inferieur 2 1 Telle que

Vx(x P(Tx )X kP (x).
soit P une horme vectorielle rééuliere de taille k sur X complet =2t M
la norme vectorielle engendrée par P sur l'algebre des opérateurs, lineaire
T EL(X,X ) ,alors si P (M (T) ) {1 1'équation x = T x + h admet une
solution unique( dans X, calculable par le méthode des approximations succe-

ssives; Xy +1 =T xr +h r = 0,1 o° quélconque et 1'on a
A =1 ;
p({-% yg(mM]" (1-nM] P (x<Xo)

I.2.4 Normes vectorielles de matrices.

La norme vectorielle engendrée par p sur 1'ensemble des matrices réelles est

S(Q‘{pﬁ (Ai5 ) = sup(&aL(Aig‘ xj ) ce qui donne pour les 3 normes usuelles.

; CO&(Kd)I
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Norme du maximum :

Siomlpea(A) = S (A)  supfpsa(ax) = Max £ | aig)

Ll et .
e, {'w{.ﬁ} 3
> £0 {
norme de la valeur absoidue
S (a) = 8y (A)= sup >, (Ax) = Max 7| aijl
LERS o xy & L
..', '{t O

norme euclidienne

s p v (A)= 85 (&) =supl (Ax )= \’\“‘\\ A M:max des valeurs

oy (%)

propres de AT A

ainsi en décomposant une matrice en blocs on peut faire l'approximation
du ‘rayen speotral Par une norme ,ce qui permet entre autre d'étudser le pro-

bleme de l'existance pour une matrice donnée d'une M.mino.rante {(T),
- P(1) Lp(m (1))
si A est une bloc H matrice,les méthodes par blocs de JACOBI et GAUSS-

SEIDEL pour résoudre tout systeme lineaire A x =B convergent vers l'unique
shlution x = A~ B

I. 3 Méthodes d'iteration

I.3.1 Itérations successives.

La méthode des iterations successives consiste a partie d'un vecteur
de départ x, (donné) et de calculer les valeurs de x & chaque itération en
consedirant le vecteur calculé précédamment.

Cette méthode se détaille ainsi:

IE”” = f{_(x},..........l’:)
r =
x"‘?*i = fi,(x............xh)
xr‘;‘f‘i‘ = fk(x,......-....xt).

I,3.2 Itération chaotiques:

La motivetion d'une suite convergente vers le point fixe unique
est edé justifier de telles techiwipmes numéiiques d'itération (chaotiques)utilisées.
En particulier, dans une itération conduite sur une grille ,pour la résolution
approchée d'un probléme aux limite$disrétisées,on peut pratiques utilement ces
méthodes; Au lieu d'activer les itérations en balayant la grille dans un ordre

systématique,on ne se prive pas d'itérer plus frequemmant en des noeuds de la

grille ou la convergence est lente gu'aux noeuds(par exemple voisins des bords du
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)
ouluognvergence est plus rapide:ceci,bien entendu de dimim@er le temps de
calcul tetal,ces techniques sont justifiees: précisement , 4_laseule
eendition de P centraction de F. et a condition que l'iteration chaotique
eonsidérée n'abandonne jamais définitivement une seultcomposante.

La méthode se detaille ainsi en prenBRt un exemple:

-80it & résoudre dans R® ype e&uatiOn de point fixe x = F(x)

s Pl et
- Xy g‘(xa.xl!“°-xﬁ>

-.xn - %h(f,’ltxl [ERR] xﬂ)
si on considére pour n=4 une suite s de parties de {1.2,3.{}

o L

un vecteur de départ x° = ;x; étant donné ,quelconque,dans R‘,

x.
3
%

envisageons alors pour résoudre numériquement (1) la construction de la
suite suivantes des vecteurs de R

ik jid o i
.3 X e 5. 0N 15} o o
’ R .xé - f2 (z, AR Iq)z f (x)
- 13 = &.
I‘*_ &
4 = Xy
1»11 =f (f
5{'-3.4% == X e
o=y (n)
x: =fl‘ (x'\)
K - x:'

M
-

M—-‘-
~N
s
H 1
'}
My M
1 i
] )
» N o4
Ean Y
R
'\
N

-E" 1;#
]
M
£
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Une Telle itération sera appelé itération chaotique se paralldle
(C S P) Conduite sur F attachée 3 1a Suite S et partant de x°

Il est clair que la méthode des approximations successive est une
itération entiérement parallele .si les éléments de la suite sont des
parties de 1,2,3,4, réduites a un élément on obtient une itération
chaotique qui est entiérement "serie"

si l'on considdre le suite s suivante:

(1), (2), (3) , (4) , ssasusll) 5 (2) ,(3 ) ,(4),eec..etc on obtéent
alors la méthode de GAUBS-Seidel. En regroupant les pas de 4 en 4 cette
méthode s'ecrjt ainsi ‘:

e y . n -
x - pe(x? x> x xG
Y
e o« fa(x**' g~ e

(I‘ xl. 2 xl " ﬁ

M
e
1]

f LY ho#il * 4
3(x\ ! xt x‘i 3 Q

%
w = Iy LR G Y % 7 X?
( x* 3 X"

S
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II. EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES

II.1 Définition:

Une equation aux dertides partielles est une relation entre une
fonction inconnue de plusieurs variables réelles indépandantes, les variables
et les dérivées partielles de divers ordres de la fonction inconnue par rapp-
ort & cesvariables,les fonctions qui verifient une équation aux partielles
en sont les solutions ot les integrales et toute solution est une surface

integrale dans une hypersurface.

Les equations lineaires que nous nous proposons d'étudier sont du
second ordre et a deux variables d'inconnue f (x,y) dont la forme générale est:

(x.y) 2 £(x,y) ¥ Q (x,y) 32 £(x,y) + 2 R(x,y) 7:.2 £(x,y)
RS Xy° “3xdy

+ S(x,3) © £(x,5) + Tx,y) 9 £(x,y) + U(x,y) =0
Ax Ny

P Q,R,S, T, U sont des fonctions données indépendantes de f£(x,y).

II.2 CLASIFICATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES.
PARTIELLES.

-3i dans une region du plan des x ¥y on a RV~ P Q > 0,1'équation
est dite h&erbolique dans cette region . par exemple l'equation des ondes:

Bl '\(-x” ) fbl (m]ﬂj:og‘ﬂ R=0,?=1)Q=_1_.
L-L*Gml'_% -E—W S= 0 2l
- T=0
d'ou R*-PQ=1>0 U =0
8i dans une reglon du plan des x,y: R"—P Q =0,1'éqguation est dite elliptique
dans ce¥te region par exemple l'equation de ‘laplace:

~ L 2
h 6(1;3)4. h (”_4 )':,‘_O o p:.'/i’ Qg.{ 7 ﬁ?.;s:.T‘:U:O
X 7
d'ou R*e PQ = -1 qui est négatif.
-5l dans une région du plan des x,y on a R"-PQ =0 1'équation est dite para-

bolique dans cette région du plan par exmple ‘1'équation de la chaleur:

2
\G f(“.’\é)__ at ’& g(“ﬁ\a) =0 M a3 eoncTonda

Y.t < —
\0 -bb P—"-/lj {?Z Hf.:S:G Eil ;-:;j‘;}
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III.3 DISCRETISATION :

III.3.1 Position du Probléme.

Soit a résoudre le probldme aux derivées partielles du second
ordre & deux vanables:

PC.‘L&)LB(_‘K 3; QD .yy X" fl gj*m(_w)alu
"(ﬁ"‘zﬁu%) 4 TOx. 3)%% bﬂ)—yﬁk(_x V= e Al
4

dans le carréd C : 0 € x < 1 et Ky<1 et avec des conditions sur bords AB
Mi, BC,(D, de ce earré connues. Donc le probldme consiste a definirla fonction en
differents points du carré C.

La méthode dite "des différences finies consiste & partager les
eotés en N +1 et M + 1 parties inéﬁales respectivement suivant les directions

x,y et obtenir une grille de points

on notera les intervallss sur les axes x,y respectivement par

! ¥
Bl_, o hﬁ kf_ A nne N }kl..v‘--- (vo:l.r figure
Nsa
les points interieurs du carré sont ceux qui correspondent

A i :1,2 -.u.o...N et J=1,2....0-..’M¢

in point quelconque du maillage étant represehté par Pij =(xi,g;)
i =‘......,N +1
J= 1..'00-.’H +1

On note par f (i,j)z f(x;.yj) la fonction definie en ces (N+1)
(M +1) points.

I1.7.2 Approximation de 1'équation générale.

En ecrivant le developpement en serie de Taylor limité au pre

DR L pliayy- fag ) ()

premier ordre pour la derivée on a:

E}AE{_ At.v,/l
oA Ef (v4) ” ?C‘*“d)" : (_LF\,()} (2)
L A+ 5:3.4’\
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ou encore of (u§) = %LL’}J)" go-t) (3)
X

on ugjlisera l'une ou l'autre de 3 formes de Telle soite qu'on soit toujo-
eyrs limité par les bords du carré,

Et en ecrivant la m8me chose pour le dérivéé par rapport a y ,ou obtient:
i £ (1,3)

15*( 5 ELuﬁkt) EL”Gh' (S
. 5% N g,

u = wleq) - (- ‘b\) (6)
= i.__.ev’ﬁ_\_
En dervivant une seconde fois l'expr%asion (1) ou aura:
ol LCTUREE SRR (TR P i {,(wu j_\_ﬁf.u
Aok ! ox _ I
Et en ytilisant 1'expression (3) on obtient:

3-RGe) . BLiv ) #t»aj-%um A0

W

3 e C 4 - S
® ) G - fEna-BEeY ﬂb 4 Elow)
3 SERN L)

De la m8me fagon ,on obtient la derivée second par rapport & y:

% b6 e , |
CHLEgY . 2 (2R - ﬁ%a*' Ty

S 4E Y 34 N3

5 v

Et en utilisant l'expression (6) on obtient:

—HH ) = %LL'&f“);ﬁ}L’d) - _h—‘\d)-%u-u\-\)
T he :

5
S
N

J







2!

213' LL’(}) =

- &, ﬂ) (L | =1 t
o 2y L ;f - feanfees |
i |

"

Et pour la dérivée mixte on oura:

Ty 2 [Mty) EUZIOR (S |
‘bmb‘ﬁ B‘a ! ;\y A A &)-—‘

d (’!“ ...JI

Pour cela,on utilsé 1l'expression (2)

d'od alors:

gt\ﬂ,iﬁ) - $ix,g0) - &L‘-Lj}_}. '&(_L idw)

[ ) :%hﬁﬁk._ui__"__*ﬂnﬁg+-b*
Bxay BT 4 oy,
0 | SR Pty - B g=1) - FCimr o) + -ty
DY
L ﬂ°+4§“ (&d‘ f_\u,

pour les dervivées premieres,on prendra respectivement les formes(2)

et (S)pour GF(.y et JPLY)

¥ -
En remplagé%t‘ies expressions dgg derivées dans 1l'équation générale
on obtient:

P(K._ %) E(_L*!é) %(\. d-) o {,Lt.j)_f@-‘,ﬁ})]

(a)T

"0 [ - o= feugy-progey

Ac . A¢ Ay ¢
Iy ¥ qu)
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et ( oY _?_dnh}ﬁ)-;(_ 131 } —;(...-1 i)n(l—i ,L--Il

aY Db ) CAG * A -
+8(x,y) £2(i41,5) ~£(3-1,3) + 2xpy )—fu.m) il el )J A(zy7)

A;+.+Ai /\ /\ g+

gn ordonnant eczete crvetion il vicnt :

il -f{i.j) '—.P(::".}r) +¥( ) + (t&) + (-‘-!y)

- — — e —

i i 4N . 3
Aiﬂﬁ,'i (&Q_) QH A-j (,LJ /

+ﬁ+1.j)[' P(,y) y 8(zz,:) N 2(i~1 ,;i)'tf_f’(::.y) S(xsy)]

ALl AS  (0i) AR
+2(i,241) x,y) - Play) #(1,3-1 t{x,7) T(".}’)
ATRT nnkd - biF Na
weitf,y) 20, 541) | R(zy)2(int,3-1) = 23(x,y) £(3-%,341)
A8 0g,  ASNIAL BRALARA S
+a3(x,y ) 2i=1 ,5=1)

L (A AL /A +A39-)

L'@.sresion ds ccite sruction en chocue mosvd (voristion éo ict J)

_:/'\.

U(“"’u) = U

éu radllase zexmel dlobtenir L. Scugtions clest  dire un systine

lingairs ce lz Torue A3=B ou L 2ot une —atiice carzéc dloxdyre & o T

B un veetour do dimention Hed

X serc donc wn vecteur dont les conmpscates repressntent le velcurs

Ge £(z,v) en caaque mocud intéricur duv meillege
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Il.: Zerplissage Ce le ratrice &

G convient € noveourir le nsillage de bos en uont o Ge rauveche
droite, et on chacue minl § ou derit 1'4quetion donnds caiéricure cnt
( écvation$) » Un puint v ~aillage donne ure ligne de lo matwics Lj

puiscuton 2 .. points ,on oblicnt aloTs Ii... lignes, domz

linéeire Ko ccvations . He.. inconwes .
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Al (1)¢ AT(4Y + Ad( ji+4)

-

Alics k)= - LR%Y)

N 4

(AL(T4) +8T(1441))(87(51) +AT(T1+1) |

Ak Ka) = - ZRI%Y)
[AT(T4)+ 8T (14+4))( AT (14)+ DF 14 +1))

fij(’f,;/{g)f.. K (X.‘/)

-———
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dII0s

9E






' I—’L:I,'L +A4







8

SOUS-PROGRAMME DE REMPLISSAGE DE LA MATRICE _/7-)

SUBROUTINE REMAN (N,M,DI,DJ,A)
DIMENSION A(100,100),DI (101)DJ (IOI)
EXTERNAL P, Q ,R ,S ,T
DOI30II =I, N
217 FORMAT (912)
DOI30JI =1,M
K1=(T1-I) * M+JI
DOI301I2=1,N
DD@30J2=1,M
Ko=(12-1)*M+J2
A(EI,K2)=0
X=0
=0
DOTOII3=1;1II
I0I  X=X+DI(I3)
D0102J3=1,J1
102  Y=Y+DJ(J3)
IF(KI.EQ.K2) A(K1,K2)=P(X,Y)/(DI(II)#DI(II+I))+ P(X,Y)/DI(II)**2 +
1.Q(X,Y)/DI(JI)¥DI(JI+I))+Q (X,Y)/DI(JTI)**2
J4=JI+1
14=I2+1
J5=J2+1
15=I2-1
IF(II.EQ.12.AND.J2EQ.J4)A(K1,K2)=Q(X,Y)/(DJ (J1)*DI(JT+1))2+7(X,Y)/(DI(IT)+
DI(JI+I))
IF(I1.EQ.I4.AND.J " JI.EQ.J2.)A(K1,H2)=P(X,Y)/DI(11)**2-5(X,Y)/(D1(11)
+3DI(T1+I))
IF(IT.EQ.14.AND<JI ,EQ.J5) A(K1,K2)=2.*R(X,Y)/((DI(11)+DI(IT +1))
4%(DJ (JI)+DI(JT +1)))
IF(I1.EQ.15.AND.JI.EQ.J2) A(KI,K2)=P(X,Y)/(DI(11)*DI(T1+1))
5+ (X,Y)/(DI(T1)+DI(II +1))
gF(11.EQ.12.ANB.JI.ER.JS ) A(KI,K2)=Q(X,Y)/D3(J1)**2-7(X,Y)DJ(J1)E+DI(J1+1))
IF(¥1.EQ.15.AND.JI.EQ.J5. ) A(KI,K2)=-2.*R(X,Y/((DI(T1)+DI(IT+1)) *(DJ(IT)+
5 pI(I1 +1)))



. . . .
. . . - e\
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- SUITE 28~

IF (112EQ.14.AND,J2.EQ.J4) A(K1,K2)=—2.%R(X,Y)/((D1 (11)+D1(11 +1))
8*(DI(J1+DT (J1+1)))

IF(11.EQ.15.AND.J2.EQ.J4)  A(K{,K2)=2.% R(X,Y)/((D1(11)+D1(11+1))
9%(DI(J1)+DI(J141)))
130 CONTINEE
RETURN
END.
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II.5 REMPLISSAGE DU VECTEUR B.

Le vecteur B contiendra ,en plus de la fonctiop u(x,y)

les conditions aux bords du maillage ,c'est a dire les valeurs de 1la
fonction f(x,y) pour les noeuds placés sur la frontidre du carré unitaire

unitaire.

Les conditions aux bords sont données.
Notons par F1(y), la fonction connuesur 1'axe des ordonnées (x=o0 et o<y«1)
par F2 (y) la fonction connue sur la droite r=i et OCY £1

par F(x) la fonction connue sur l'axe des abscissés (y = 0 0<% <
i

par F‘LP (x) la fonction connue sur la dooite y=1 et 0L x £1






ORGANIGRAMME DE REMPLISSAGE DU VECTEUR B
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SOUS-PROGRAMME DE REMPLISSAGE DU VECTEUR B

SUBROUTINE REMB(N.M.DI.DJ.B.FI.F2,F3,F4.)

DIMBNSION B(100),DJ(I0I),DI(I0I)FI(102),F2(102),F3(100),F4(100)
EXTERNAL P,Q,R,S,T,U

DDIOOI=I, AN

DOIOOJ=I,M

K=(I - T)*M+J

X=0

Y=0

DO110%B=1,1

X=X+DI(TT)

D0120 JI=1,J

Y=Y+DJ(Jx)

B(K)=-U(X,Y)

TF(I.EQ.1) B(K)=B(K)-(P(X,Y)/DI(I )**2-s(X,Y)/(DI(I +I;+DI(I )))*

IF(J+I)+(2.*R(X,Y)/(DI(I $+DI(I +I))*(DJ(J§+DJ(J +1))))*(FI(J+2)-2F1(J))

IF(I.EQ.N) B(¥)=B(K)-xP(x,Y)/(pI(1) *DI(I+T))+S(X,Y)/(DI(I)4DI(I +13)))
*F2(J+I)+(2.*r(X Y)/((DI(I)+DI(I+¢))*(DJ(J+1)+DJ(J))§)*(EFZ(J g-FE(JJZ))

IF(J.EQ.I) B(K):B(KS -(Q(x,Y)/p3(3  )#*2-1(x,Y)/(DJ (J )+ DJ +1)))*Fz

:-(1)+(2.*R(x,r)/((DI(I)+DI(I+I))*(DJ(J)+DJ(J4¢))))*(F3(I+z)

6-F3(1I-1)))

IF (J.EQ.M). B(K)=B(K)-(Q(X,Y)/(DJ(J )*DI(3+T))+1(X,Y)/(DI(J)+

"J(J+1))) *F4(I)+£2.*R(X,Y)/((DI(I)+DI(I+1))1(DJ(J)+DJ(J;I))))*

(I “1)e R(T41))
CONTINUE

RETURN

END
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TI. 6 RESOLUTION DU SYSTEME LINEAIRE AX=B

ik Par la methode directe (GAUSS)

Soit

)
N

at xf Yt ayz Feveees +2inXn = D1

8un ¥ o4 B2z X F sesee tEzn X =2

......... OODIIOIOOQQIIIIOO (1)
8nt %1 +2nz X 4 sencecst 8nn Xy = by

un systéme de n equations lineaires a n inconnues

sous forme matricielle ,ce systeme peut s'ecrire:
AX =B

On suppose que ,dans le systéme d'équation (1),on a ajj = o.

on elimine x{ & partir de la deuxidme équation en ajoutant 4 la seconde

équation,la premiere multipliée par -a<< ,{ agy ,a la troisitme,la premiere

multipliée par -alj. /311 ..etc.le Systéme (1) est alors remplacé par le
systeme suivant:

aqz% + 813%3 + eecces T 2N

Fa r ‘b"l
9512{‘_  aiids +.......+a£1)

L}

(1)

0 %5 nfn = 2 )
, () 44
833%5 + eseees t23nMn = b3

0.-0.-!0.--.40....0---.-c--otouo-t.v--l-..a--oo-

73 R ) SR

Les nouveaux coefficients et les nouveaux membres de droite sont reliés
aux precedents par les formules:
. ) o
a “;)= .'QL‘), - & ag-'l) ‘S‘i’= %il gl%bg.‘[)
az‘l‘- ’ ¢._I2
(i,j =3.o-o-n)

s

En continuant 1'algorithme,on passe en n-i etapes du systéme (1)qan
gysteme triangulaire recuurent

241% +€:'.-.1:%}'.Z + 8:13X.J:+ weasn et E’!.}n];n= 'b1)

82221“ " 323:;'5 + TEE LR .é.znxn = EE‘\
a.L—‘-'-X . TEELLELE] - X = b‘ ’
237 20 nn 3

"“""‘"””"-"(1'.;{).”"(&-1)
b

& =
mlxn n
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Cette reduction ne peut 8tre effectude que si,et seulement si,dans

le processus ,tous les nombres. (r-2)
(4

,(% ,zCIag; i}?g § ¢4 3 Jiz-t:n_,
Dans notre cas,on a utilisé une méthode plus générale qui conaiste &
triangulafiser et resondre le syst®me matricisl AX=B
ou A est une matrice carrée d'ordre m
X est une matrice A m ligne et n colonne; (mattice solution)
R est une matrice a m lignefet n colonnes .

Dans cette methode qui consiste a tester le pivot son se fixe une tolerance
E P S assez petite.

I ER est un parametre codé comme suit:
IER = 0 pas d'érreur
IER = -1 pas de resultat

Aprés toutes les étapsid'él#mination et de resolution le resultat est mis

dans la matrice R.

Remarque :la matrice R doit 8tre rangée en colonne dans un vecteur.






(¢

(9]

(A&

i

Ji

- o

DImENSION £(7),%(1)
IF(i7) 23,23,
RLCIT.ICH: DU FIUS GReND CL:RSNT 24 A
Lik=C

PiV=C

PiM= M

e =If

DC ) L=t pM

3 =45 5(a(L))
IP(T3=PIV)3,5,2

PIV = 0B

i=L

CUNTINUL
TCL=SSRPIV

JuBUT DYSLIMINAITG

DO 17 X=1,4

T552 Dé SInGULARITS
10(FIV)e3,23,4
1F(151)7,5,7

17 (FIV=1CL)5,56,7
1uR =K1
Fivi=i./a(1)
J=(1-1)/::
I=I-J% =K
J=J+1=K

D0 & L =K,

Ll

LJ

Le (R 4,1 F 3PS I5R)







= BV (i)

h =
2(11) =r(L)
8 ®(L)= ™8
W57 DE FIF DYLLIIAHATIEN
1P(K=ii)5,18,18
LD =LSPH=K
I#(JI)12,12,1C
10IL =J%1
DO 11 L = LuF,Lald
T8 =A$L)
1L =I+I11
a(L) =a(iL)
1144(1L) = 7B
12 DC115 L=LST, . 4il
LL =I+1
B =PIVI*i(LL)
(L) =a(L)
13 4(1) =3
TEDUCTILH D'UH 5L BNT EY R<CHARCED DU ERCCHAIX FIVCT

EIV=0
LST =L3T +1

J=¢C
DG 15 11 =LST,LeHD
FIVI =-i(11)

1ST = 11+

J=J+

DC 15 L =IST, 1,0
LL =I=~J

A(L) =t (L)+PIvi=a(iL)



s .

o



e

25 =u88(e (1))

IF(T3-ViV) 15,15,14
14 PIV=B

i=L
15 CGTIHUZ

DO 16 I=K,Hi,i:

LL =L+J
16 3(LL) =R(Li)+FIVI*R(L)
17 LST =LS™H.

FIL D'uLl THAT1G:
18 IP(i-1)23,c2,15
19 157 =

L=

DO gi I=2,4

II=L5Tw1

I.D"B""—I ST=L3T

I=157=1

L=i (L) +.5

DC 21 J=il,ici,

TB=R(J)

Li=J

DO 2. K=ISD, ligi

LL=Lirt
20 TB=T3-4 (K )*R(LL)

K=J+L

B(J)=2(x)
<1 2(X)=1B
Ze RETUAL =alUR
¢y Iik==1

RUTUR







ad

SJU.:: PGy & Do fdiG LI Db A J.) l‘o Ue CULCLS C

SUBRWUTIE RdGa(DL . ,J0,7uC?(R)
DL 28I vser(1eee)g (1, 1)
I=U

DG 16 15=1,d7

DU 16 Kb=i,J7

I=I+

V.o2(L)=D1 .(X®,1F)

CCUITIIU

RESURL

R

——— s —— i it

B ——————
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I1.6.2 Par des méthodes itératives:
a) Méthode de JACOBI:

soit A =(aij) une matrice carrée (n,n) ; on peut chercher la
solution du systéme d'équationslineaire :

iaijx,j:bii' 1€ Lédwn
qu'on peut ecrire sons forme matricielle Ax= B,
le vecteur solution x existe et est unique si et seulement le matrice A est
non singuliere ,et ce vecteur solution est donné explicitement par x=A—"'B.

on décompose la matrice A sous la forme suivante:

A=D-E-F avec D= dij dij =o pour i= j

d ii =air
et £i3 = aij pour 1 >3
fij = o pour i g J
ij =o our i
E =cij - P ?j

cij =0 aij pour i& j
Autrement dit ,D est la matrice diagonale,F la sur diagobale et E la sons
diagonale. '
L'équation devient alors:
(D- E-F)X =B

:f
DX=(E+F)X+B d'ouX=D (E+F )X+3B
En notation matricielle cette derniere devient

L e F) x4 D'B 30
ou pose J=D'(E+ F )
d'ou alors x™* = J x~ + DB

En partant d'un vecteur uriiial quelgonque ,cette methode converge & condition

quef(J)<1
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La matrice J d'iteration s'ecrit /:

i ..ﬁ‘\‘ __‘r‘l\?_. = DA
L | >
y | & ¢ O
N/ o ™ ~Q9iy
VN e % N ’ \
T R att X |
| : | '
! (M | \
? A ’ A
| e ‘ %
S -au un g R S
a A i
» i
J = —-Q.1 II
e > 2 !
Tan = -« -~ O|faij s
donc J( J@) avec Jij = — Pour i J
ari
0 pour i = j
b) Méthode de GAUSS SEIDEL:
En considere la méme décomposition pour A c'est a dire A = D ~E F

( le vecteur X solution existe et est unique si et seulement si la matrice
A est non singuliéré) ,on ecrit le systdme sous la forme (@ -E )X = Fx + B

dow x =(D-E )'Fx +(D - B)'B =afx +(D -F B

-3

T ripg A'itération de GAUSS SEIDEL Suivant le
cas consideré.
En partant d'un vecteur initiel quelconque ,cette méthode converge
si et seulement sif¢/) < 1
En notation matricielle on peut ecrire & 1'iteration r+1

- i =5
M =Lx 4+ (D-E)'B

xtH =.,8‘X’L +(D-F)‘1B






c)— Vecteur erreur

A chaque methode iterative ,on peut associer le vecteur erreur
defini par & (») = x (%) - X, v,z 0 ru x est 1'unique vecteur
solution du systéme lineaire Ax = B;

Dans chagqwe cas des deux methodes on peut exprimer le vecteur
erreur de la maniere suivante.
&(n-) '—_ME’C)""") = tsessessen =H)?:{&’(0) EZO

ou M est la matrice d'iteration ,le vecteur erreur ~(r) de ces méthodes
iratives tend ?erS'é(o) si et seulement si le rayon spectral _P(M) de la

matrice M estwferieur & 1l'unité
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ORGANIGRAMME DE RESOLUTION PAR METHODE DE JACOBI
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-=000=- S 0 U S -PROGRAMME DE RESOLUTION PAR METHODE DE JACOBI -=000=-

=0=0=0=0=0=0=0=0=0=0=0=0=0=0=0=O=0=0=0m0 = 0= OO O Qeeem

SUBROUTINE JACOBI (N;M.A.B.X0.EPSO.x)
DIMENSION A(100.100).B(IOO),X0(‘.‘[00).X({OO) ,EBS (100)
M=M*N
K=I
11 EPS (K)=0
006 I=1,M
x(1) =B (1)
S=0
003 J =1,M
IF(1I-J) 4,3,4
S=S+A(I,J)*x0(J)
3 CONTINUE
K(1)=(x(1)-s)/A(1,1)
EPS(K)=EPS(K)+A B S(X(I)-X6%I))
6 CONTINUE
00 9 I=I, M
9 x0(I)=x(1)
WRI T E(6,II0) EPS(K)
“IW FORMA T(14 ,E 15.8)
IF(EPS(K)-EPSO) 7,7,8
8 EK=K+I
GO TO II
7 RETURN
END
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ORGANIGRAMME DE RESOLUTION PAR METHODE DE GAUSS-SEIDEL
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SOUS-PROGRAMME DE RESOLUTION PAR METHODE DE GAUSS-SEIDEL

SUBROUTINE G SD (M.N.A.B.X0.EPSQ.K)
DIMENSION A(I00.I100).B(100).X0 (100).x (100). EPS (100)
K =I
M=M*N
00 1 I=I.M

1 X( I)=x0(1)

11 EPS(K) =0

002 1=1, M
T<0
S=0
00 3 J=1,M

IF(I-J) 4,4,6

4 T=T+A(I.J)*x( J)
GO TO 3
6 S=5+A (I, J) *x( J)
3 CONTINEE
U=S+T
R=(6(1 )-U)/(1,1)
X(I)=R + x(1 )
EP S(K )=A 3 S(R) +& PS (K)
2 CONTINUE
WR I TE (6,100) EPS(K)
I00 FORMA T(1 H ,E 15.8)
IF(EPS(K)-EPS0)7,7,8
8 K=K +I
GO TO 11
" 7 RETURN
END
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III. APBLICATTIONSS <

ITI.1 Cas d'un maillage regulier.

on considére 1'équation suivante:

—eos(XHy; O (X yY) _ Sin(x4y) DE(XY) 4
Feokr &2 ; by

dont la Solution est f(x,y)=cos(x+y) avec les conditions
au x bords sont:

sur l'axe des y: Fy (Y) = cos y
x= 1,y quelconque : Fo(y) =cos (1 +¥)

sur l'axe des x : F3 (X) = cos x

x quelconque,y=1 F, (x)= cos (x +1)

En prenant un maillage regulier N=T7 et M=7 on aura:

I P < : o . s =
SAERE Hia '/‘. 7 3.4 O - £y o T
== = - = o - L.

_a discrétisation donne une matrice A d'ordre 49 et un vetteur B:
& 49 Composantes.,
En résolvant alors le systéme AX=B par la méthode directe de GAUSS,on
obtient les resultats représentéds sur le maillage de la figure 1.
En comparant avec les valeurs réelles représentées sur le maillage de la figure2,
on constatzque l'erreur est plus grande au milieu du maillage ( figure 3)
Les érreurisont du: particulidrement & la discretisation,ainsi en
resolvant le systéme lineaire par lar. chode iterative on constate que les
Y eu. ouw.wu sont meilleurs (figure 4)mais malgré celd 1'erreur est

toujours plus importante au coeur du maillage (voir figure 5)



e e,
. m— S ~ ~ -
| : : : : : : :
n “ " : : : " ;
o8 o5 3t . = Q. e N
b i 2 3: & B S5 : S
- | " 1. ~ b ".J. 4.
= — " :.If”--....-%.n.--.--mﬂvovc-oncﬁ.u.o-nno&.ﬂaoooo-oc-l ho.-.-.-é-»---.::;ﬂ.&’
) sssrennes » o " : :
LA b < O or o o a
= 2 = . . .
o = . . . " = . .
Il.— L] - - 5 .
A . ! .
+ 4 N . “ e 2 6- CU- O
Z [ L b — 5 =
- . & . CE B B B I.'.-‘ ..3......... -....l..-.ﬁ.—lI..Ill... -
o = -o-.acutm’ﬂcoo-occ-.w-o»-.-.-%..“-—W- .ﬁ‘t . .ﬂu.’" %L'- 6‘ J.D
v i ¢ - - A .
5 O . b o <3 Qe ar o Q_H
e : : : : : : :
3 - - . 5
i s 2 e oy e - - -
s == M = e Qe 1 =3 S
o LI& ; G” .{ ”u" w.-\ll.f. 4. .I.4“'..I.II.ﬁ“.‘.-...‘.IJ-.’
'y 5 = n.;..o..W‘-o_-o...o..mlc_-..o-a.u..,.}.o-o-o._omw“ca-o.-co.ﬁ-wn-..o &N. o o
% " e - - oy Y o Y
3 L. DI Q. 2 - L] L] -
gp) ) - . . i . .
! . - . i . i
L L] . . . 3
ey . . . . . - ; " il b .
vy " Y . m.nuau 3“ z.z" _,M.u. Nw. ,__..ﬁ. rm
o T i %o ...d- rWn e ate .1..“ 2
= L = — e ﬁJ” M.I./- » 2 c-na-aow“-oo-u-(l‘o-o.--.00. -
' Yo Tcuo._--l_u"-ooo._oooqmtcrppo-nfnu-%ooc-ia-.%ao e l“- 2 ﬁFJ!c a3
7 3 i == d . .
..“_ a H2o i ,_L!” er 0.._.. o Qs S Qs
e i - . .
it e “ p . . . ” . c
5 : i - - . . . :
£ H 5. . T e A ne
Q H ol e w: o ¢ A 0 o
o | i = 3t 3 < ot £ E
; & i . e _vl-4 Py & ) -...-..‘. .. E RN B N —’
Vs i & ”-n-.-5‘........%&‘.:.-.-#%'bl_.--..-6.‘..0.-.a-ﬁft\.nou-n-.-nw.- 6’“¢- ¢"U
i ! Sy o Qe o o o o}
- i . 5 . : ” - L] .
p . : " : : : :
ra : . . . . . s
n . . e O F)u .
[ | A ._..r.._u. “ _.JwJ" ,.M_en ,.“...“- S ” Tw e m- _.nw
.H_“ ) _.lll. “n“ O».I. l“ ‘I.. g : ......’3..-‘... - e s .’
= i ] .a-.oo...m.m._vuuoo._._o-_.._/Ak’oo..o-t&no\..cnoo-ﬁ.‘.-o.-a..ﬁh-t-o-..m’ﬂc G.H . o)
-~ - P e Y.
i T <3 e e Sy or S
- : : : : il 2t ;
_ W o 0 o &= R 3 1o
4 o ” o=} W\IJ- ﬁl“ W“ .‘m'- W\DJQ 0
o | m.o..c-o.nﬂ“.-.c.to;.ﬁ‘-aontuoc- "n.oo:o.oﬁO‘-oocc-uo.B’u..o.tno..@."ﬂuo-onuoooc:”"onno-_.o.'-v*fv.
a Y i 2 Q* = o b} O
_ <5 (uu n . . n “
1 . . . . ” 2 2 !
: : : : . . . . i
? & 2 . L ] . - ” —
” ” . L L “ 3 .—
_ : : e : X S RS N
£ o it o s i st e R e et i . z = }
S : ‘ : ' et -4 1%
! GL3*0 ocLo 629'0 205°0 cLe'n g




5C

VALEUZS REZLLSS D LA FCECTICG

SUR CHAwULZCIET DU “AILLAGZ

LR NTULCL00ULELILE0D Lelloul

T}
bl | . - - ) : - :_ : o '. & j

. . . g e * §

;. . : . . : . . 5
£ C,F40  OASII6 0055  G,fu455 QU0 00548 L5 |
‘.i'..'l...'-'..ﬂll. ..... :.‘...I..--.I.I--.........-‘.--‘l:’.... ..... .-..‘C......OIQC..-.'
|l : : : : : : :

i . : : : : : :

) - . : : : : :

l - - . . - .

0,641 G,34050 (5118 C,F155 0,15455  C,01074 =0,054i6 |

e £ s o= s s e ss s 0 LR R B

-. : : : : : . .

' - . : : b 5 .
a G, 75159 G,641ce 054030 03118 C,3155  G,icdSs 0,807 |
--ana.. ---------- 00.--:----.-..lo:---o.o-oh.--oln--ooo‘ ------------ seseganesawes “
s : - - - : : : !

CRILE G565 GBH1GC  GBAB0 LA 051552 G,f%435

-
. -

RO RN I

CIC I R S

WA21186 0, 315.:
. ».----.----:-oo------. oo-oa-o-.:aoo.-no.t

.
:
!

o) R i . o 3 .
B CUTI6 0,816 G169 0410 05430 C
- . Feaae

sastsse g Sreseeoe

sesw e
LR ]

‘" C,C3051  O0,87136  BICE  L,Toiss (8410 G,54030 343118

‘J‘ L ....... CRC R B B B BB N a8 ® 8 8 s es L] I.l..l'lul.l.!.ll..: ....... ...:..-.I-‘.I-..-.-..lll

2 : : : : : :

3 056861  G,83(51  OBTTE  G,81006  0,7316% 841 0,3400

W‘--r-.---o-u-o...u-.os.-q:o-u.- ----:-nc.------o.—-o-t--o-e:..-o : : !

i : : : : : : : 1
: : : : : : : : ;

d
p
™
\J]

Ceco T,51> U, 500 0,625 0, 75C C,575 T

o’



—— -

'
i

i
1
!

5

ERREUR DONNEE PAR LA METHODE DE GAUSS EN CHAQUE POINT
DU MA. LLAGE.
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Valeurs obtenus par méthode JACOBI  (Maillage régulier)

-;:l.

[ B T

0,53968 0,42962 0,31380 0.§9240 0.b6225 =0405572 -Q,01791
I

0,44126 0354069 0,#3177 0,31586 0,19515 Q00143  -0{05437

0,73151 0,64038 0,Bb3959 0,62996 0,31408 0,19319 0,06969

0,$1198 0,[13368 0,64357 0,54330 0,43398 0,51760 0, 89582

0,8p677 0,80942 0,[72990 0463875 0453847 0,42960 0,51458

0,pP3204 0,88061 0,81469 6373604 0464481 0}54346 0,43281

0,9782 0,%2853 0,81509 0,80815 0472948 0,63924 053953

0418

FIGURE 4

al/s



ERREURS OBTENUES PAR METHODE JACOBI

- 53

( MAILRAGE REGULIER)

N.B Les valeurs données sont exprimées en 10

3

|
0,62 1,56 1,52 2,15 1,151 1,54 _0,09.
- 0,86 _0,39 0,59 __ 0,54 __ o.l__ o.fia, 0
L O R O O T .2 1,:_‘24 1,36 1,05 |
- 1,02_.__1,99_ _ _2,57 P 5 R __2;49_,_3-,78__.. (75 S
i |
0,81 1,54 1,79 2,25 _ 1,8 _ 1,58 0,74
f !
3,06 _ 3,03 _ 3LB__ 435 3,88 3,16 1,83
] = S
_ 109 1,98 2,49 2,8 221 u,Lg Ly S
' %
Pigure 5



¢t ERREUR DONNEE PAR METHODE DE GAUSS SUIVANT
T L'AXE DES X POUR Y = 0,5
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ERREUR DONNEE PAR METHODE DE JACOBI
SUIVANT L'AXE DE X POUR Y =0,5

™~




s
(LS

140 FCR 214, "FROGzA. ATILL Dud

.
|

e

5C0

PRAGRA T & FPAHCIE:LL

3 sl a(100,100),3(100),01 (101 ),03(101),7 (102),F=(1 ), ro(1u0)gEa (1)

1B(100),mu(1e) (1w )41 (100,18 ),C(140C),a(10 ), &1 (1.¢),7(1¢,10)

2aD(3,100) By
P a2(e13)

R T8 (6, 140,

vt T5)
Pi=E+
|

Gt 7(6F5.3)

& DAaluls o DaRIVELS PaTISLLsS *,///,1%,'H",15,

2::9(5,116) (D1(1),I=1,kP1), (o(3)(1),1=1, ¥

co5.(6,150) (DI(1),1=1,.F1 ), (DI(2), I=1, 1

L=iid

Y=0

DC 5L =1,b
7i(1) =F21(Y)
Fz(1) =r2(Y)
Y=Y+DJ(1)
CUETLIUL
4=DT(1)

0 51¢ I=1,%
F(1) ==T3(ax)
74(1) =FF4(3X)
=nI (I+1)
CC TIRU=

i) PLISHAGE DU VZCTWUR B

o Pod o {13, WECTHUZS DDI 4T DI 2 v /7 4(1%,76.3))

CLLL TEB(I, 1,01 ,DJ 3By 72 ,734F%)



ND

TRINE(6 ,170)(B(1),1=1 ,31)

170 FOZ 29(1%, "VSCRUR B:*,///,4(i%,76.2))
Rid FLISSAGL DB L . ATRICS 4
CALL azuih(1,i,DI,DJ,a)
"RI173(6,180) |

180 FURIAT(1X, " ATRICE 43,//)
DC52¢ I=1 il
JRITE(6,340) (A(133),d=1,iu:)

340 FCR AT(1X,1W13.5)

520 CCHTIIUL
DO 540 I=1,i.
31(1)=B(1)

DC 54C J=1,iii;
£1(137) =4(1,7)
((o camIiUE
REsD(5,2.C) 2P
<20 PR LT(E8.2)
W3IT:(6,360) EPS

360 FOX 5T(1X, '2PS=",E8.2)
CALL RaiiGu(s,n%,C)
HH=E3 %G
RESCIUTIH BiR  STHGDE DI Gilnss
Call G21G(3,C,i0,1 ,uFS,T40)
HATE (6,37C) (B(1),I=1 i)

370 PR (1%, "SQLUTI G FAR .LSTHODE D& GAUSS:*,//,6(1%,513.6))
IF(IsR.ECe=1) WRITE(6,380)

200 POR. 17 vypas T < gTim i )



OTTT ST

Po IO | -58_
ASOLUTI Gi ¥R HeTHCGE D6 GaUss SEIDEL
R2iD(5,201) LPSt

201 PR £T(310s4)

(&}

240(5,217) (&1(1),1=1 b0

217 PaR A7(4511)
CiLL GSD( i ,ih1,B1 X1 ,3F51,2)
VEITE(6,470) (4(1) ,1=1 i)

470 FCAT(41X, "WECTSUR Yz2',//,6 (1X,213.6))

¢ RESCIUTICH ZAR .4THCDG DS JLCCBI

20C RCBDAS,20C) 1PSO

200 PR A2(210.4)
uz172(6,410) EPSO

41C PORAT(1X, "EPS0=" ,E10.4)
REaD(5,210) (X0(1),I=1,T)

210 PRAT(45T1)
HRITB(6,4<0) (X0(1),1=1,I)

2C PCAAT (14, "VLCTLUR X02',6(1X,12))

CALL J.C@BI(W,iAl
WRITE(4,460) (i(T),I=1 )

460 FCRAT(1X, "W_CTUR X2',//,6(1X,213.6)
CALL EXIT

STOP
END



FURC H  B(4,Y)

v = =CO5(i+Y)

ZTURS

FUNCTIAY  (X,Y)

=0

£ {iTU.-.:L-l".'
EHI

FUFCTIG 3(X,Y)
R=0
RETURE

LD

moicIa s5(X,Y)
S=0
SETURY

PN

FUECTIG T(X,Y)
Toe SIL(H4+T)
HaTURS

LD

{ )



Funicizal 1 (Y)
M = cos(Y)
RLTURN

VAT
Sl

FucT & #r2(Y)
772 = Cos(Y+)

RV

TUKCTLGI ¥F35(X)
5 =008(X)

“5D

FUICTIG! Fra(x)
P4 = COS(4+1)
RETURN

LD
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ITI.2 Cas qu maillage irrdgulier:

On prend pour cela:

N=7 N=7

D1 (i) =pJ (3) = 0,167
1= 1,2
J=1,2

D1 (i) =pJ (3) =0, 083
i=3,4%5;6

J = 8,4,5.5
Bt DI(i)= DJ(3)=0,167

i= 7,8

i='1,8

En résolvant »ainsi, le sustime lineaire obtenu,par 1z méthode de GAUSS

on obtient leg résultats donnés sur le maillage de 1g figure“?’bn Peut ca
calculer ,en caque noeud, 1'érreyp obtenue par cette -On constate alors que
l'érreur devient plus uniforme 3 travers 1le maillage ce qui montre 1'intdret
du maillage irrégulier Figure “¢”
Avec ehcore plus de précisien ,les methodes itératives permettent le
rapprochement vers la solution exacte .Ceci s'explique par le fait que
1'opératuer de Jacopr (matrice egt contractant et que fL(J 14(1 (voir

Les mesultats par methode de JACOBI sont données 3 1a figure 8 et l'erreur
a la figure 9 ,
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0,666

0,583 .

0,5

0,417

0,334 &
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Valeursobtenus par methode Gaus (Maillage Irregulier)

FTTTFTYTTyTYovrery
.

; : S A N :

+ : : 031824 1 055657 0;01379
.Elooto.looct. ------- ' ------- :.-c..-c‘-c.lonc' ............... sesawe cse
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:‘ E : 0’437038 E 0’31729001= ooooooooo ‘:l..lt ----- E
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. P 0Dsa201 T oiso403 iz ¢ 3
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x .l..l......ll.t. --------- F L R R fReesr s grsssrsese : . .
: 0,78809 0,25760'?1 : 0,54326 - 0,39482  0,23645 s
: : P 067379+ ols3grr - : :
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. : P09 P 0%i169 : :
'.c.aoaato..ﬁ--o--oc--:c ------ : ....... ? ------ :a-.--n-f aaaaaaa "':.. '''''' .:'
: 0,88103  0,79237 : 0,67683 0:54218  0,39439 .
5 : T 0,894 + 03314 - : :
:.-0--.--.-.‘ --------- Yvvaans i ------- } ------ ‘. ----- . q:on-.o.-aa.o:a--ooo . -E-
: 0,94805  0,88354 :  0,7g889 * 0,67226 @, 5403 :
. > : : s . . . .

0.334 0,417 0,5 0,583 0, 666 0, 833 1

Figure 7



ERREUR OBTENUES PAR METHODE JACOBI (MAILLAGE IRREGULIER)

LU B N
TR

0,77 2,24

1,7 1

LI O
S smsnsseny,Nesssessssns
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Valeurs obtenus par méthode de JACOBI
( Maillage irrégulier )
1 11
J
0,833 0,54195  0,39609 0, 23022 0,01379  -0,09423
0,31824 0715657
0,666§ 0,67343  0,54254 0,39514 0,23728 0,07283
$ 0,47038 0,31729
|
0,583 0,73291 _ 45 ¢1085. A0 e 21500 1544 :
0,54201 0,39403 f
0,500 0,78808  0,67670 0,54326 ‘ 0,39482 0,23644
’ y 2
X0,61207 0,47069
0,417% 0,83582 __ 0,73423 0,60882 ' Q,46707 0,31442
0,67379 0,539077
0,334' 0,88103  0,79237 0,67683 l 0,54218 0,38439 \
= 0,73719 0,61170 ‘
0,167 0,94805 0,88354 0,788899 { 0,67226 0,54030
! 0,83914 0,73314 ,
j |
b -y
0,167 0,334 0,417 0,500 0,583 0,666 0,833 § X

FIGURE -8-
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ERREUR OBTENUEB PAR METHODE DE GAUSS (MAILLAGE IRREGULIER)

0,853

. ; .

ety . ry - e _ L e
. . . . . .
- . . . . . .
. . . L] . . »
L] . - - - . .
. - - . - L]
- . . . - . -
- L] - L] - - -
- . - . - - L]
. . . e o w* x

» ooculoﬂm sssanse 4Iho$o. 1”0..8!-.-0!!-. .ﬁh-.o-to..olccoouoo...

(e -—" o o 2 - b
. L] - . L]
. . . . .
] . . Ll L]
L] . L L]
& . s . . L]
%" n - av. - .
. ~ < O, O, <te

-
'-...l.'o."....I LA ]

l.....‘.Z’l..I.l...ﬂU’w.. & ..0’”..“-.’.”-.

Ci58 S AT~ ( oos 0,0%

-
-~
L] . . o . . .
[ [3Y I — e - e
M O, 9._. O. 5- 5 e
LE RN REE N ] &ﬂl..l....hl ...O."z I..O‘...j. IOO...T’U‘OOICO-....
. . .
6- [ . 3. - 20
> .= . o of L
sem e 5020010 0-0-3 n-|QGo-93.lOI¢. 4..-..-.-0".-aloco LN
1. 2
2. . 2 s o 5
o o~ mﬂ M. O, - B:
0..0‘..!2 .lc-d-lt1t}obopﬂoo.£’”o 1!90..(“...-'-.. 4." LA AL AR R R R
- LT - t
8" ﬂa” N 9._ 2“ — 4.
n...ulc."l’".ic.cta.a‘/u_r“o-.r&ao J”.lt2".llﬁ.”.ll.i..'.ﬂﬁ_.‘ocolo.....“
MY e (' o ...n_.“ M [t o4
. . . . . .
. . . . L .
L] Ld . . . L[]
L L] - -
L] . L - -
n ! D A o
. . L] .
.o.clt..”D’...t.nan.ﬂ:ﬂ.f.. ﬂl..ﬂ&“ﬂtlt.—h}a‘ﬂ.tioyt...lcal?}“ﬁ.ltao...!...hul
1n o . — N O. Ny Me -
L] L . - - - . = -
. - - » - . - (]
L] - . . - .
L L] - - - . -
. . . . . . .
. . . - . . .
L L] . - Ll L] - 1
. e L] . - L . -
m— L - QIulll.I-j. - e einiies ﬁ'l.l illd.t\l.i!...r .||t|1l.llllullll!|| L
oy 0 ﬁ a4 L] (]
) o] u in ~ ) -
(Vo] - - - - - -
n.Ul Q Q Q ] Q Q



-€8-

III.5 Exemple type "La matrice du Potentiel"

La discretisation standard de 1'opérateur la placien

bi 4 &’”_ conduit & la matrice
R} & %‘ﬁ‘ |
BI

IBI
-

I B

on tous les blocs sont carréds ,avec I :matrice unité et

—4\ 1\
1 w4
B Yy x
= RS |
1 =\

Relativement & la décomposition en blocs mise en évidence, la matrice J
de JACOBI par blocs associée & A s'ecrit:

0o -8B
1 So gt
A ]
J' = ~ N '«\‘ '\'
gt Mo

Or les valeurs propres de B, matrice:(m,m) sont

UP=—4 + 2 COSPTI- P=(1,2..l.ocooom)
m+1

done -6 Up =2
1'équation de la place PZu + 04U =0 l'interieur du carré unité
de R® , u étant domée,coﬂt&;ue,smqé%tbords du carré,admet une solution
unique (probldme de Drrichlet )et conduit par une discretisation trés

classique a 1':2 points interieurs ,:1 un systéme lineaire dont la matrice A

-~

est la matrice du potentiel (matrice A).
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A est detype (k,k ) 5
on pose n = kg; R est alors décomposé ,de fagon adaptée au probléme,
en k sous espaces de dimension k:Precisement, tout vecteur x de RR sers
décomposé en k "bloces" xf......xk de k composantes.munissant chaque
Sous espace correspondant de la norme de max,ou de~finit aimsi (de fagon

adaptée au probldme ) la norme vectorielle (regulicre detaille k) notée
P sur RR

X, Qh (")
__a P (x)=

WH.-.....

oo (x k)

et la décomposition en blocs engendrée par P sur mp est alors celle figurée
pour A nous noterons encore M ls norme vectorielle engendrée apr P
Sur mp

6.1

on a : Msw(A) = ‘L:".‘ 1
~. 1 -6 matrice (k,k 3

On obiient M@(A) en remplagant ,dans & chaque bloe par la norme
Sande ce bloe

Formens alors la matrice de JACOBI 1 pra point J associée a A 7

c.
J =1 :
=

~

T

I
N \‘I
I C

on I est encore la matrice unité (k,k) et ou C est la matrice (x,k)

0 1
Gt 1 B A
\\ \\ ‘-1
1 0

si l'on note L La triangulaire inferieure de J et U =Lt la
triangulaire superieure de J »il vient,
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Moe(L) = e et M 30 (U) IM*(L)Jt

Formons la matrice Me(de) + M 20 (U) ,ici égale &

Moo (L+U) = Moo (J) 1] :
1
M oo(L)+M 2 (U) =_1 2».‘ .
4 1 gl R 9 (matrice k,k)
172

de rayon spectral egal & :

——!—[2+2003n (1
4 k +1 -

‘Pﬁ Ma(L) + Mse(U) )(1 nons permet d'assurer:

* la convergence de la methode de JACOBI par point pour résoudre le
systéme lineaire cons#re

A la contraction de 1'opérateur de JACOBI par point relativement 3 1la
norme vectorielle P ao

A La contraction de 1l'opérateur de Gauss Seidel par point correspondant
relativement & la norme vectorielle P .Cet opérateur ,s'ecrit

f(x) = T-1)'Ux+n

-Aest une M. matrice ( = ¢, par exemple,avec les notations utilisdes jei
P) £ (o :;o(.r)) = P(Mxe(L) + M»(U) )(1
Donc les methodes de JACOBI et GAUSS SEIDEL par point assocides 2 A sont

convergentes De plus -A estune M matrice symétrique.
donc donc une matrice symetrique définie positive
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I11.4 CEHOI X DU MAILLAGE

Pour . btenir des résultats plus précis , on a intéret & faire un
choix plus adéquat du maillage. Ainsi lc maillage irrégulier améliore
la précision en comprimant 1l'écart entre le bord et le centre du
maillage;ceci nous permet donc de faire une constation importante quant
au choix du maillage fin au milieu du carre unitaire, de telle maniére
3 optimiser 1'erreur; autrement dit la rendre trés petite en valeur
absolue (1'erreur est toujours trés grande au milieu du maillage).

Ainsi dans ce qui suit , on se propose d'exposer biiévement une
methode permettant un choix optimum du maillage et ceci en divisant
le carre unitaire en plusieurs parties ou les parties fines sont
concentrées au milieu.

Pour se fixer les idées on divise le carré en 3 parties dont le
milieu est un maillage serré d'epoisseur D, et comportant n, inter—
valles et & 1l'extérieur un maillage large d'epaisseur D, et comportant
nzintervalles ( voir figure 10).

11 suffit donc de fixer n,, n, gt Dt pour déterminer le millage:
ceci nous permet de tirrer la valeur de D2 par la relation suivante

n, B1 + 2 n, D2 _
(n1 D1 represente la partie fine,tandis que 2nyD, les deux
parties larges qui sont de patt et d'autre de la partie serrée)
ce qui domne Dy _ = D
en,

En affectant 1'indice 1 pour D; et 1'indice 2 pour D, on dresse

un tablesu (vecteur X(K) ) contenant dans 1'ordre choisi précedemment

tous les points du maillage suivant 1l'algorithme:
I=1,8
J=1M
K=(I-1)M+7J
X(K) =2
si I ¢y et JOCJ <7,

X(K) =1
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En remplagant les valeurs de DI et DJ correspondant dans la matrice A
et en déterminant la matrice A ( J de JACOBI ou de GAUSS-SEIDEL),on
décompoaeren 4 blocs : 3';1, K}g, 51 ’ Agg correspondant i la décompor

~sition en blocs du vecteur X(K)(blocs I1,I2)

(n calcule alors la norme vectorille de la matrice d'itération engen-

—-dree par la norme vectorielle sur IR4
s i 311 a4 :
\IAR=] |
e A [

Pour celd ,on choisit la nomme du max:l.mum

d'ou aq = max £M§|

€L ¢
ag2 =max E |A;4)
iE‘I-‘ i¢ 2

apq = max z”‘ijl
i€y Jjed2

ay = mx i ‘Al:j
i€, §€9J,

On calcule les valeurs propres de cette matrice scelles-ci sont données
rar la solution du polymome caracteristiquefjA}) = AI
(a14= > (az =) - a8, =0
Une fois que les valeurs pmpres sont déterminéés on pourrait miniriser
la fonction F(Dy) = (,U- }.ki) par une méthode analytique adéquate de telle
maniére a obtenir Dy qui f:i_xe le maillage .
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CONTL Zrag o OO

D'aprés ce qui a eté formulé antérieurement on peut dire que les
les méthodes directes sont gén"ralement utilisables pour des systémes
3 petites dimensions,généralement n 100; cependant lorsque le systéme
est & grande dimension,le nombre des opérations de multiplication devient
considerable , ce qui entraine une influence extréme des erreursj pour
remédier & cela, il est préférable d'utiliser & wéthodes itératives qui
permettent justement d'approcher en quelque sorte vers la solution exacte
car en itérant plusieurs fois, on ¢étale 1l'erreur en balayant le maillage,
mais malgré cela les erreurs sibsistent toujours.;;..

Encore faudrait t'il les minimiser et c'est au coeur du maillage
que 1a stabilisation des calculs est la plus lente(les erreurs se
trouvent entassées au milieu du maillage).Ce paramétre érreur est dft
particulidrement & la discrétisation;plus on s'eloigne du bord (condi tions
conmes) et plus 1'erreur grossit jinqu'a atteindre son swmum au milieu
du maillage car i chaque déplacement sur le carre unitaire et en s'appro-
—chant du milieu les erreurs s'accumlent.Donc pour les minimiser,il est
utile de choisir un maillage irrégulier singuliérement serre au milicu
du earre umitaire,ce qui  pour effet de trouver congriment la solution
qui s'approche des valeurs exactess

Reste A savoir si les méthodes itératives chaotiques qui consistent
& activer 1'iteration particulidrcment sur les composantes du milieu
ne sersient pas plus interressantes afin d'aboutir & un resultat plus
approprié et de diminuer en consequence le cofit pour un systéme & grande
dimension n 1000 (utilisation moins onéreuse) et 13 la question reste
ouverte A eseux qui veulent ébeucher un travail d‘'analyse numérique dont
1'outil de base a été formilé dans ce polycope »—— o

FIN
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