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I - POSITION DU PROBLEME

Notion de systéme : Un systéme physique est une entité relativement

complexe parfaitement délimitée du restede l'univers caractérisé par
des mesures qu'on peut y effectuer.

.

Les problémes que rencontre 1l'ingénieur soit de trois sortes :

- EEQEEE@E-Q:&E?EEEE?-’ Les plus fréquents consistent a rechercher la

réponse d'un systéme lorsque 1l'excitation et

le systéme sont connus.

- Probléme d'instrumentations : Recherche: devl'excitation lorsque la

réponse et le systéme sont connus.

- Probléme de synthése : Détermination du systéme lorsque excitation

réponse sont connues.

Pour qu'un systéme fournisse une réponse 34 une excitation donnée, il
convient que l'excitation soit d'une nature physique décelable par
le systéme considéré ( l'excitation doit apparaitre sous une forme
énergétique, capable d'&tre décelée par le systéme physique étudié et
que celui-ci y répondra soit sous la méme forme énergétique soit

aprés transformation).

11 convient aussi, de noter la différence qui existe dans la réso-
lution d'un probléme par un ingénieur et par un mathématicien. Ce
dernier essayera dele résoudre rigoureusement, tandis que 1l'ingénieur

se contentera d'un résultat avec une précision donnée.



- Tout systéme est défini a partir de ses éléments ou paramétres constitutifs.

Ces derniers sont de deux (2) sortes :

.Soit du type'a paramétres localisés' g’ leur comportement, c'est-a-dire
1tutilisation qu'ils font de 1l'énergie circulant a4 travers les liaisons
qui les connectent aux autres éléments du systéme est complétement défini
en fonction de la relation "excitation réponse" existant entre leurs
extrémités.

.Soit du type " & paramétres répartis’ si les relations ‘lexcitation-ré-
ponse'' sont considérés non pas pour 1'ensemble des éléments mais pour

chacun des constituants unitaire de cet élément.
- Les systémes a paramétres localisés sont systématiquement représcntés par
des équationscardes systemes d'équations différentielles du 2° et 4° ordrc.

- Ies systémes & paramétres répartis sont représentés par des équations
aux dérivées partielles de différentes nature. (Elliptiques, paraboliques,

hyperboliques), mais ceci dépend des paremetres clest-a—dire :

. Dans le cas ou les 3 types de paramétres classifiés en : paramétres de
dissipation d'énergie, paramétre d'accumulation d'énergie potentielle,
paramétre d'accumulation d'énergie cinétique, ne sont pas fonctions des

variables dépendantes.

Dans le cas contraire, des complications sont introduites sans pour cela

infirmer les régles générales.

- Scront appelées variables dépendantes, les varidbles dont 1l'évolution

est fonction d'une ou dc plusieurs autres variables.
- Les variables dépendantes peuvent &tre classées en deux catégories :

.Variables référencées ou de ' différences' : caractérisent 1l'état physique

du systéme par rapport a un certain état de référence.
Exemple : Température, potentiel.
.Variables non référencées : sont mesurées d'une fagon absolue.

- Seront appelées variables indépendantes, les variables par rapport auxquelles

&voluent les variables dépcndantes.




-3 =

- L'étude du comportement d'un systéme physique en tant que systéme est
trés difficile voire impossible car il faudrait avoir accés a 1l'intérieur

du systéme qui forme généralement un tout indissociable.

- Par exemple trouver la température d'un four en un point donné en un temps

donné cst impossible unc fois le dispositif mis en marche.

Trouver la pression au centre 4'un mur en béton est impossible car il

faudrait détruire le mur d'ou détruire le systéme.

De m@me aussi pour analyser un systéme : trouver la fonction d'entrée qui
donnerait 1l'excitation voulue est difficile aussi. C'est pour cette raison

que 1'ingénicur cst amené a simuler le systéme.

- Clest & dire dans une premiére étape traduire le comportement du systéme
sous forme mathématique auquel pourront alors &tre appliquées les méthodes

générales d'analyse théorique.

— Dans une scconde étape, il faudra disposer d'un modéle électronique
permettant de simplifier la résolution de ces cnsembles nmathématiques
qui sont des équations différenticlles otdinaires ou des équations aux

dérivées particlles.

- C'est donc dans le cas trés général des problémes d'analyse que la réso-
lution sur modéle électronique des équations différentielles trouvera son
importance.

- Les problémes relatifs aux systémes a paramétres répartis sont traités

actuellement de deux maniéres :

- Méthodes empiriques d'identification : on raméne le systéme & paramétres
répartis 4 un systéme & paramétres
localisés.

— Traitement mathématique direct des équations aux dérivées particlles mettant

en oeuvre les modéles électroniques, a3 résultats scront acquis en s'appuyont

sur la théoric et l'expérience.

Les moyens dont on dispose pour ks résoudre relévent du calcul analytique,

numérique, analogique ct hybride.

e el e g s e U i o e




ITI-ETAT DU PROBLEME

Ia résolution des équations aux dérivées partielles par les méthodes numé-
riques et analogiques et parfois meme analytique nécessitent une discréti-

sation des variables.

- Les travaux pour h résolution par la méthode numériques ont été entrepris
par RICHARDSON (1910) qui a proposé un schéma explicite aux différences
finies complétement instable.

Ensuite SOUTHWELL (1940) utilisant aussi les différences finies "avant”
conduisait & un schéma conditionnellement stable.

GRANK et NICOLSON (1947) ont proposé un schéma "implicite' (utilisant les
différences 'arriéres’ et 'moyennes' qui donnait une méthode incondi-

tionnellement stable.

En1952, LIEBMAN proposait un schéma utilisant les différences finies

l et utilisant un réseau de résistances.

En 1956, une méthode aux éléments finis a &té mise en place pour étudier

les points de distribution des contraintes dans les structures.

Pour ce qui est de la résolution par la méthode analogique BEUKEN a mis

en oeuvre un meddle utilisant un rdseau R.C.

De grandes machines ont été utilisées sur le principe d'imposer des condi-
tions aux limites et initiales ct d'enregistrer les potentiels solutions

du probléme.

Ces dispositifs ont été utilisés par KAYAN, V PASCHKIS aux Etats Unis ct
par 1'Institut Frangais du Pétrole, 1'ONERA etc.. en France et ce pour les
domaines linéaires.

C'est & propos de l'étude concernant les échanges transitoires de chaleur
dans la paroi d'une tuyére de fusée que MIROUX a é&té amené & étudier un
appareil permettant de résoudre des problémes thermiques non stationnaires

et d'apporter d'intéressants perfectionnement technologiques.
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PAKIEZA au LIMSI 2o entrepris des travaux pour developper des méthodes de
similation de phénoménes thermiques transitoires en présence de conditions
d'échanges non linéaires. Un simulateur a &té réalisé en 1968 et depuis
il a regu de nombreux perfectionnement. Etant de conception modulaire,
1'association des éléments dec base se faisant en fonction du probléme 2

étudier.

~ Enselme et GAUBERT ont réalisé eux aussi un réscau constitué de résistances
fixes et d'enscmbles électroniques qui permettent de fairce varier C en
fonction de V suivant une loi donnée. Ce réseau paralléle permet de résoudre

1tequation de la chaleur.

Plus antéricurement RENARD et TA PHUOC LOC au LIMST ont réalisé un ensemble
de réseaux R.C comprenant des opérateurs de calculanalogique a chaque nocud

pour traduire le phénoménede la non linéarité.

DEVOIR

Notre travail consiste en la résolution par la méthode analogique d'une
equation aux dérivées partielles du type parabolique, présentant un type

de non linéarité particulieére

h DUQNP —6A oY (0-1)
W T B Ok
A cette équation nous appliquerons les transformations de KIRCHOFF et de

GOODMANN.
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Types des équations aux D.P.

Tout systéme dont les cxcitations et les réponses sont mesurables, peut Gtre

mis en équation en utilisant les deux seuls principes de conservation et de

continuité.

- Principe de conservation :

T1 exprime que lorsqu'une quantité physique est appliquée & un systéme, 12

valeur totale de cette quantité existante, & partir de
1tintérieur, est égale & la somme de la quantité ainsi

& de la quantité initialement présente & 1l'intérieur du

- Principe de continuité :

Complémentaire du précédent, il doit 8tre appliqué aux

et peut s'énoncer comme suit :

cet instant, a
ajouté (ou soustraite)

systéme.

variables pon référencées

iDans tout systéme physique, la variable non référencée est continue et doit

provenir d'une source d'énergie (excitation intérieure

ou extérieure au

systéme) et retourner 3 1la m@me source d'énergie ou tout autre source de m8mc

nature''.

Nous avons vu que les systémes a paramétres répartis sont régis par des

cquations aux dérivécs partielles. Ces derniéres sont de trois (3) types :

1°) - Les Equations elliptiques qui seront de la forme :

/

div [Rgﬁ@j = )\L? * N

(4.9 )

20) - les Equations paraboliques qui seront de la forme :

I

div[K.g_z_n:.?LP ] A\ D_‘i_ - >‘4‘LP +

)i (12 )



39) - Les Equations hyperboliques qui sont dec la forme :

e ] P ; | (1.3)
div }“K.gmd \TJ‘J = >\‘\ ._“:?.--L:l + )N‘Pb—ué + ‘}\5LQ+ >\l+

Nous distingons deux (2) cas :

— Cas linéaire : - Homogéne lorsque les paramétres du systéme sont constant.

- Non homogéne lorsque les paramétres du systéme sont

fonction des variables d'espaces uniquecment.

- Cas non linéairc :- Lorsque les paramétres du systéme sont fonctions et

des variables d'espace et de la grandeur considéréc(?

Clest ce cas 1a que nous allons &étudier dans lcs
chapitres suivants, car les équations aux D.P. linéaires qui régissent dcs
systémes limités par des contours réguliers, sont facilement résolvables par
1a méthode analytique d'ou il n'y a pas grand intérét a simuler des systémes

régis par de telles équations.
EXEMPLE 3

Ia donnée d'une scule dquation (1.2)ne suffit pas 3 déterminer entiérement
le systéme physique régi par la dite équation; il faut cncore donner son
&tat & 1'instant initial t = o ( cn plus 11état de sa dérivée a l'instant

t =0 Do

Ces conditions que doit vérifier la fonction L? pour t = o, sont les

conditions initiales.

Si le systéme cst limité par un contour Canaura également sur ce contour

une condition aux limites qui peut varier sclon les données physiquesSe

Parmi celles—-ci, les plus classiques sont les conditions aux limites

linéaires, elle peuvent &tre :



=« Soit de DIRICHLET :
Connaissance de la fonction en tout point du contour.

L&(x%f}) =L (0Y38) P

dOmai he

- Soit de NEUMANN :

Connaissance de la dérivée nomale de la fonction en tout point du contour.

—D@Ctxljlﬁ\ )
N : :#(X;)(,S,t)

- Soit de FOURIER

Connaissance d'une fome linéaire de la valeur de et ciQL']l£§
cn tout point du contour, Lq;'c.bt § i FJU?C (.X % _ . Th
. 1J17)\ 75;\1 j'ﬂ*‘?(*df?;’ﬂ

n ;3 Etant la direction normale a ce contour.

Par ailleurs, on suppose connues les C.I. 4 1'intérieur du domaine,

I-1. EQUATIONS ELLIPTIGUES
Les équations aux dérivées partielles du type elliptique caractérisent
- soit les champs physiques qui ne sont consitués que d'un seul type d'élé-

ments ou parametre, c'est-a—dire qui ne comportent que :

. Des éléments dissipateurs d'énergie
. Des éléments accumulateurs d'énergie potentielle

. Des éléments accumulateurs d'énergie cinétique.
— Soit certains champs contenant & la fois :

. Des éléments dissipateurs d'énergie et 1'un des éléments accumula~-

teurs d'énergie, sous réserve que les phénoménes transitoires et

qu'un régime permanent existent.

Les champs physiques ne comportant qu'un seul type d'élément s'appliquent &

des domaines tels que :
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- L'électrostatique
— Le magnétisme
- La gravitation.

ou éventuellement caractérisent la distribution d'un potentiel de vitesse

dans certains phénoménes de mécanique des fluides.

Les champs physiques de la oeme catégorie mentionnée précédemment stappliquent
par exemple :
- Soit & une distribution de température en régime permanent dans un milieu

conducteur,

- Soit & un potentiel de vitesse dans un milieu poreux contenant un fluide

compressible, Ceci bien entendu en régime stabilisé.

T1 convient enfin de noter que les champs (physiques) dont le comportent est
végl parides équations elliptiques permettent généralement une définition tres
précise des conditions aux limites, qui pourront &tre, comme il a été indiqué

précédemment :

— Soit de DIRICHLET
— Soit de NEUMANN

- Soit de FOURIER.

I - 2 — BQUATIONS PARABOLIQUES

Les équations paraboliques constituent 1la famille la plus importante
gouvernant les phénomdnes transitoires ; d'apres la forme de ces équations
(équation n° 1.2) il serait possible de dire que les domaines de la physique
régis par des équations paraboliques correspondront & des champs dont la diver—

gence est proportionnelle, en particulier, & la dérivée premiére de la fonction /

temps.
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Les équations aux dérivées partielles du type paraboliques caractérisent le
comportement dynamique de tous les CGhamps physiques qui contiennent un
paramétre de dissipation d'énergie, aussi bien que l'un des deux paramétres
d'accumulation d'énergie soit potentielle, soit cinétique. (dans de tels

systémes, le temps est une variable indépendante) .

Cette remarque fondamentale permettra, aprés examen de la nature des
éléments ou paramétre existant dans le systeme physique a étudier, de
connattre la forme générale de 1'équation aux dérivées partielles qui en

caractérise le fonctionnement.

Ies équations paraboliques sont aussi trés généralement appelées ‘'équation
de diffusion' du fait qu'elles permettent de décrire 1'évolution de

particules de fluides dans le milieu correspondant.

Parmi les principaux domaines de la physique régis par de telles équations,

il convient de citer :

a) - THERMIQUE .

Les problémes de transfert de chaleur comportent systématiquement

1l'existence de résistances thermiques et de capacités thermiques.

Comme la deuxieéme loi de la thermo dynamique prohibe 1'existence
d'éléments ou paramétres accumulateurs d'énergie cinétique, c'est a dire
1'existence de réservoirs de flux dans des systémes de transfert de chaleur
le phénoméne de la conduction thermique est invariablement gouvernée par

1'équation de la diffusion ou l'une de ses formes modifiées.

Ia température est alors la fonction potentielle, tandis que le flux

thermique est la variable non référencée.

I1 convient de remarquer que l'analyse des systémes de transfert de
chaleur est fréquemment compliquée par des non-linéarité intervenant dans
1'ensemble des paramétres, c'est a dire que la- conductivité thermique ct la

chaleur spécifique sont des fonctions de la température.
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L'application d'énergie themmique aux frontiéres du milieu régi par une telle
équation, peut €tre du type conduction, soit du type convexion, soit du type

radiation.

b)~- MECANIQUE DES FLUIDES EN MILIRU POREVX

En mécanique des fluides, la viscosité est le parametre de dissipation,
tandis que 1l'inertie et la compressibilité constituent respectivement des
parametres d'accumulation d'énergie potentielle et accumulateurs d'énergie

cinétique.

Lorsque les fluides sont contraints de circuler & travers des canaux
correspondants aux phénomenes de capillarité dans les milieux poreux, les
forces de viscosité résultant de la friction du fluide contre les parecis des
pores, sont plus importantes que les forces d'inertie & telle enseigne que

celles~ci peuvent &tre alors négligdes.

Sous réserve que le fluide croit compressible, comme dans le cas d'huile

avec gaz dissout, 1l'écoulement du fluide est gouverné par 1'équation de diffusion.

La conductivité du fluide, appelée généralement perméabilité, est fréquemment
une fonction grandement non linéaire de la vitesse de potentiel, ainsi que d'autres
variables dépendantes, Fréquemment en résolvant las problémes correspondant aux
réservoirs de pétrole, il est nécessaire de considérer deux ou trois fluides
différents tels que gaz, huile, eau en analysant simultanément les phénoménes

correspondants,

Une complication complémentaire dans une telle étude est due & la géometrie
d'un champ qui n'est, de fagon générale, pas connue avec précision, ainsi qu'au
fait que les paraméetres varient de fagon irréguliere, aussi bien en fonction

de la profondeur que de la surface du domaine.

c¢)- DIFFUSION DE PARTICULES ELEMENTAIRES

Les phénomenes de diffusion de particules élémentaires, soit dans 1l'air, soit
dans tout autre fluide, sont aussi tres généralement gouvernés par les équations

aux dérivées partielles du type paraboligue.
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Les problémes de 1l'ingénieur dans ce domaine impliquent la détermina-
tion de ces particules diffusées en fonction de la distance de la source emis-—

give:et de ces particules en fonction du temps.

Les solutions de tels problémes apparaissent sous forme de familles
de courbes, présentant le potentiel en fonction du temps en certains points
placés a des intervalles discrets 3 1'intérieur du champ. Occasionnellement,
les valeurs de la distribution du potentiel le long d'une coordonnée a des
intervalles discrets de temps, peuvent &tre utiles a la compréhension du

phénomene,

- 3, FQUATIONS HYPERBOLIQUES

Les équations hyperboliques sont associées aux phénoménes de vibration et
aux phénoménes de mouvement ondulatoire : on les appelle généralement

"équation d'onde'.

D'aprés leur forme (équationn@ 1,3, il est possible de @ire que les domaines
de la physique régie par de telles équations correspondent a des champs dont
la divergence est proportionnelle, en particulier, & la dérivée seconde

de la fonction / temps.

Les champs physiques dont le comportement est représenté par les équations

hyperboliques sont caractérisés par :

- Le fait que le temps est une variable indépendante

- La réponse & toute excitation se présente sous forme oscillatoire.

Dans le cas de présence de dissipateur d'énergie thermique, la réponse

oscillatoire est de type "amorti'l.
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Les domaines de la physique régis par de telles équations sont principale-

ment les suivants :

- Electrodynamique supasonique
- Acoustique quantique

- Acoustique, et plus généralement propagation d'ondes dans les milieux
compressibles.

- Propagation des signaux électriques dans les lignes
- Propagation des ondes e. m. a travers l'espace et dans les guides d'ondes.

- Comportement de membranes élastiques.

Parmi les problémes régis par les équations hyperboliques, deux grandes
catégories doivent 8tre distinguées. D'une part, les problémes transitoires
dans lesquels il convient de déterminer les variables de potentiel et de flux
du systéme en fonction du temps, et ceci en des points donnés du domaine;
d'autre part, les problémes conduisant a l'aboutissement du régime

permanent périodique, dans lesquels il est seulement nécessaire de détermi-

ner certainescaractéristiques de fréquence..

Le. cas le plus complexe correspond bien évidemment a 1'étude des problemecs

transitoires, ce qui impose de préciser sans ambiguité les points suivants :

- Structures et limites du systéme.
- Paramétres du systéme qui peuvent 8tre non-linéaires, en fonction d'un

temps ou en fonction des variables indépendantes d'espace.

- Deux conditions initiales peur chaque point, a l'intérieur d'un chanp
a4 1l'instant t = o. Ces condtions initiales peuvent consister dans la
connaissance de la fonction et de ses dérivées par rapport au temps en

tous les points du champ: .

- Conditions aux limites qui comportent soit la connaissance des lignes
équipotentielles, soit la comnaissance de lignes de courant, soit la
connaissance de lignes pour lesquelles la dérivée normale du potentiel

est une fonction du potentiel existant aux limites.

- La distribution interne des excitation qui peuvent &tre fonction du

potentiel dans le temps ou de la position & l'intérieur du champ,
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AUX DERIVEES PARTIELLES

IT - 1. METHODES DE RESOLUTION ANALYTIQUES

Le probléme étudié est décrit par une équation aux dérivées partielles

moare s 3 Copp 3] - 6A D0
C D T B ! ~
’%TEL?' 1 Te = 0t (2-1)

ou A, B, D = constantes positives .

glo 2800
X B0t

xg 0,50 e ®lo) =8(51)=0 (0.2)
s e(K,D\:%(SX—Kl\ )

Aprés transformation de KIRCHOFF 1'équation devient :

P\.}

on sait que ce probléme admet une solution analytique :

B(XIE) :l:{%t LS}{-X?') LZ'E‘}

eti A a la solution : s
0 = L.EE_ <9 )3 _
(voir Ll-\ ] ) D ( 258 )
La nature de l'équation est du type parabolique non linéaire du 2° degré.
D 'l?u’DLQ ::_ C’DLP
OX P DX

La résolution classique de‘cétte équation dans des espaces de SOBOLEV

n'est pas un résultat classique, du fait de la non linéarité de 1l'opéra-

teur intervenant.
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Les méthodes générales qui peuvent &tre utilisées compte tenu des

informations que l'on a sur 1l'opérateur sont :

1) - Le coefficient de non linéarité de A est simple

(multiplication par LP de R
3 X

Cette non linéarité permet de dassifier d'une maniére plus précise

11équation qu'on étudie dans 1'équation du type quasi linéaire.

Les techniques utilisées en général sont :

Méthode de compacité i-¢ recherche d'estimation a priori pour kF

(c'est & dire choix du cadre fonctionnel).

- Méthode de monotonie i-e vérifier que (A.U - Av, U-V)> 0 (espace

convenable).

Ce qui est vrai si on impose L? ;g g presque partout.
- Une méthode itérative du type }) ] HJn_ﬂ ’23{371 "bLP (o
g — \
OXL -Vt
Conjugé avec une méthode de compacité . \% H D o
5 Ang -

- Mettre en oeuvre une méthode numérique du type FAEDO-GALERKIN en
choisissant une basc convenable d'espace sur lequel on travaille.

Ces techniques sont détaillées dans -{ft.

II - 2. METHODE DE RESOLUTION NUMERIQUE

Pour traiter des problémes régis par des équations aux dérivées particl-

les sur calculateur numérique toutes les variables doivent 8tre discrétisius.

ILa méthode consiste & remplacer 1'équation aux dérivées partielles par unc

équation approchée.
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En fonction des méthodes d'approximation utilisées, les méthodes de

résolution pourraient étre de deux(2) sortes :

2.2.1-

2.20.2-

- Méthodes explicites

- Méthodes implicites.

Méthodes explicites

Caractérisées par le fait que les variables dépendantes a
1'instant t +/\ t sont exprimés en fonctions des potentiels
connus & 1l'instant antérieur & t. Il n'est pas nécessaire
d'effectuer d'itérations. Elles conduisent a des méthodes
conditionnellement stables. Ce qui limite 1l'amplitude de
1'incrément &t et conduisent & un grand nombre de cycles

de calcul.

Les critéres de stabilité et de précision appliqués aux pro-
blémes homogénes ou quasi-linéaires ménent a des temps de
calcul trés long et a une stabilité dans certaines régions

seulement du domaine considéré.

11 faut aussi remarquer que lorsque SW: décroit, cela ne
veut pas dire que la précision augmente. Ceci montre 1l'inté-

rét des méthodes implicites inconditionnellement stables.

Méthodes implicites : (problémes unidimensionnels)

Dans les techniques du type implicite, le potentiel inconnu

au point de coordonnées x et t + At est exprimé en fonction
du potentiel connu a 1l'instant t aussi bien qu'en fonction du
potentiel inconnu correspondant & l'instant t +8t. L'utilisa-
tion des équations aux différences finies destinées a fournir
uae approximation de 1l'équation aux dérivées partielles para-
boliques & résoud:re conduit bien évidemment aruné complicatien
ron'négligeable te la“’programmation;:mais ceci en faveur de
1'obtention d'une stabilité inconditionnelle. Ce qui permet

de choisir une vaileur de 8% plus grandes relativement aux

méthodes. explicites.

1.8s temps de ca’lculs sont multipliés par L.
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Ces méthodes ménent & la résolution d'un systéme d'équations algtbriques
d'un méme nombre que les noeuds du maillage.
Elles permettent aussi dans urecertaine mesure, de contrfler l'espace de

variation t et l'erreur de troncature.

I~ 3, LES METHODES DE RESOLUTION ANALOGIQUES
On distingue deux analogies :
Une premiere analogie physique qui consiste & présenter un systéme physique

réel et un méme systéme physique mais en un modéle beaucoup plus réduit.

Exemple : Le laboratoire d'hydraulique reprend un systéme hydraulique réel

en un autre plus petit.

— Une analogie mathématique qui utilise une correspondance entre les éléuents
d'un systéme physique réel et les éléments d'un systeéme équivalent qui aurait
le méme comprrtement devant des causes semblables présentées sous une autre
forme d'énergie. Les deux systémes sont représentés par la méme équation

mathématique,

—Pour le traitement des équations aux dérivées partielles du type parabolique,
les variables doivent &tre discrétisées enutilisant une méthode aux diffé-
rences finies,

METHODES DES DIFFERENCES :

Consistent & discrétiser une ou plusieurs variables indépendantes de fagon

& ne faire intervenir dans les calculs qu'un nombre fini de peints, On

distingue deux méthodes :

-~ [Méthodes utilisant une discrétisation du type D,S.D.T.
2
Soit 1'équation : b "P - qu:’ LQ 5 6)
oxt Tk "

En utilisant les npérateurs de différences on obtient :

" 5 et [ [ Yo
«* \, LP1+6.\,<I 48t L}’z,,l-_wt J* leﬁkngu& L{)‘jusj StlE"'“’t Lﬁ'il

u'on met sous la ferme =ﬁﬁ{_ i B A - -
4 Q,\-l_P; L2 L?‘J'C?Ez\"'gj LP{»G;-,E«-E'!: LPJ‘.*—?U"'

—

+%EL-L{JKJE—'LP1,E+SE__] :-;) (ln;j

c'f)];
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qui comporte trois différences par rapport a :t{;’ti—Gt

4

Le principe de cette méthode consiste a concevoir schéma
électrique analogue au processus décrit par 1l'équation. On consi-

dére le schéma suivant :

Vy

Ve

G R —
e : =

T Ve o) =i
¢ . L . 2 0 5 0
11 + i, + 1.3 =0 = n: — -} H-—-F-{-—m— o em——— = () ( 2.8 )
& S Ry
Equation~ analogue a (2.7 ) et on a les analogies suivantes, en
comparant les deux (2) équations
2
Py ,ksbk = 7, 82 = R,
2
L?x+8nL—+El*_* v SEJ_ =8y
4 e LS
Wx-Ex, b4bt= 0 2 = Ry
l‘?)‘«ft = v3

I1 est ainsi possible de constituer un réseau maillé résistif tel que,
en ap}liguant lecs potentiels connus -~a l'instant t sous forme de ten-
sions électriques continnes, les potentiels a l'instant t + t sont
déterminés en mesurant la tension en chacun des noeuds de ce réseau

maillé.

De ce fait pour résoudre une équation du type (2 G ) on utilisera
le schéma électrique suivant, dans lequel une source de tension est

appliquées & chacune des extrémités dec résistances du type Rt.
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Chacune de ces-tensions correspondant & la valeur de la variable
dépendante au noeud correspondant a 1'instant t, les mesures sur

le noeud fournissent les valeurs de la variable dépendante a 1l'ins-
tant t +€%,

De ce fait, les opérations & effectuer sont les suivantes :

1- Construction d'un réseau maillé par connexion de résistances tel
que le montre le schéma. Chacune des résistances F‘?( a une
amplitude proportionnelle au carré de la distance entre deux noeuds
entre lesquels elle est connectée. Chaque résistance Rt a une am-

plitude proportionnelle a _§E_
K

2- Les tensions d'alimentation VX,t sont proportionnelles a la

condition initiales correspondante en chacun des points du maillage.

3- Les sources de tension sont appliquées aux extrémités du réseau
correspondant aux points : X = 0 et X = N et correspondant aux

conditions aux limites pour t = Bt.
L- Les tensions apparaiscent en chacun des noeuds sont mesurées.

5- Lestensions VX,t sont modifiées de fagon & prendre une valeur

égale aux tensions relevées en chacun des noeuds.

6- Les potentiels correspondant aux conditions aux limites sont
ajustés pour correspondre aux conditions aux limites spécifiques

de l'incrément temporel suivant :
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7- Les potentiels apparaissant aux noeuds du réseau sont mesurés.

8- La procédure est répétée jusqu'd ce que le domaine complet de

variation de la variable indépendante temporelle ait été explorée.

- Méthodes comportant l'utilisation d'une discrétisation D SC T.
L'équation (2¢6) a laquelle on applique les différences finies

en discrétisant 1'espace seulement donne

Comme pour la méthode précédent, on utilise un schéma électrique

analogue qui sera :

I L N L - O R AC ). G
2 + = =™ e
£ x £ x (2.9)

Y, (t) _vo(t) . vz(t) = vo(t) . dvo(t)

R1 R2 dt

et en identifiant avec 1l'équation aux différences finies on a :

( 2.10 )

Wx (1) = vo (¥) Ex® = R
§x° = R2

U{{x + 8t) = V1 (¢)

Wx +8x(t) = v2 (t) K =C

et on aura le schéma analogique électrique suivant

~—]T.1—ﬂvﬁ VA i1(t) o iz(t) iy iS(t) =)
Ly TA | A e v, (t) = v,(t)
A= e
& 5 (2.11)
() = V()
1,(t) = £ 9
ARNAANNN RQ
15(t) = C. _av (t)

dt
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ce fait on aura les opérations suivantes :

1— Réalisation d'un réseau électrique composé de résistancesRx

et de capacités .. R x proportionnelle & x2 et C propor-
tionnelle & K.sans oublier le facteur d'échelle permettant

d'étudier une variable temporelle sur un calculateur analogique-.

Chaque capacité est chargée d'une valeur initiale correspondant

4 la condition initiale du point du maillage géométrique.

Les sources de tension sont appliquées aux extrémités du réseau
pour simuler les conditions aux limites.Ces sources pouvant &tre

goitnfixess _soititransitoires.

L'enregistrement de la tension en chacun des noeuds est effectué
en tenant compte du fait que cette tension varie en fonction du

temps.

Interprétation des réponses et tension en chacun de ces points,
cette interprétation nécessitant en particulier le retour aux

échelles temporelles correspondant aux phénoménes physiques.

X=0 ) CLENN x>t

Qj; () = - ——c

{ KXt PR 4 Rx e RX

Schéma Analogique électrique RC .
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II-4 ~ METHODES DE RESOLUTION HYBRIDE

Les méthodes annlogiques et les méthodes numériques ont chacune leurs

avantages et leurs inconvénients,

Les méthodes analogiques ont pour principal avantage,la rapidité comme
incovénient la difficulté pour résoudre, simplement et dconomiquement les
probldmes non lindaires. Les méthodes baséos sur 1l'utilisation des calcula-
teurs numériques, ont pour avantage dominant une plus grande facilité de prise
en coupte des probleémes non-linéaires et comme imconvénient majeur le temps

et par conséquent, le colit des calculs.

Clest de ces constatations qu'est née, il ya une vingtaine d'anndes 1'idée
d!associer les calculateurs mmériques et analogiques enprofitant de leurs

avantages spécifiques pour constituer des calculateurs hybrides,
~ PRINCIPE

Un calculateur hybride a la structure représentée sur la {figuri 2

Le déroulement des opérations complexes qu'il convicnt dl'assurer est le

suivant

a)= Un calculateur analogique convenablement agencé eb- alimenté fournit
automatiquement et presque instantandément en chacun de ses noeuds,le
résultat d'opérations élémentaires intéressant tout ou partie de 1'équation

aux dérivées partielles.

Ces informations doivent tout d'abord 8tre recucillies sélectivenent,
nooud par nocud, et transmises & une cadence appropride par une commuta-

tion de lectyre & 1l'autre d'un convertisseur analogique numérique.

b) - Traduites en munériques,ces informations sont cnvoyées dans 1'ordinateur
ou sont affectuées diverses opérations plus ou moins importantes, suivant

le r8le dévolu au mmérique,




e

¢)= A la sortie de l'ordinateur, un convertisseur numérique analogique (C.N.L4.)
transforme les données numériques en quantités électriques.
Par 1'intermédiaire d'une commutation d'affichage, ces quantités
électriques sont adressées sélectivement aux systémes d'injection
associés a chaque noeud,

d)- Le cycle est répété autant de fois qu'il est nécessaire, exactement corme

pour l'application de la méthode anclogique.

REHARQUE

Bien que le réseau & résistances soit le calomlateur analogique le micux
adapté ( rapport prix sur performances) & la résolution du typedtéquations
qui nous intéressc, W.J. KARPLUS a proposé un calculateur hybride basé sur

la liaison d'élements analogiques & courants continus avec un ordinateur,
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III-1-LA METHODE AUX DIFFERENCES FINIES

Dans toutes les méthodes pratiques de résolutions d'équations aux
dérivées partielles que ce soit par la méthode numérique, analogique

ou méme analytique, intervient la notion de discrétisation c'est-a--dire
la recherche de la solution du probléme en un nombre limité de points

du domaine régi par 1'équation aux dérivées partielles considérée: .

Les opérateurs de différentiation sont remplaéés par des opérateurs de
différence et les domaines de variation des variables indépendantes
continues X, Y, Z, T par un ensemble de valeurs discrétes de points

appelés noeuds du systéme.

Pour le probléme unidimensionnel que nous considérons, on considére

deux (2) méthodes de discrétisation ( D SC T et D SD T ¥ 2

-DSCT: La variable d'espace seule est discrétisée. La

variable temporelle est continue.

- DSDT : Discrétisation de la variable d'espace et < .ci;
L'utilisation des opérateurs de différence permet de remplacer 1l'équatio:
aux dérivées partielles a résoudre par un systéme d'équations algébrique.
dans lequel la variable dépendante est exprimée en chacun des nocuds
du maillage en fonction de la valeur de cette variable aux noeuds

adjacents.
_Différence entre opérateur de différentiation et opérateur de différcr-

Pour une fonction de la variable unidimensionnelle X

A
df (%) _ £(x1)-£(x0)
) im .
dx x4 = Xo x1 -xo0
Se) _ £(x1) - f(xo) e
&x = = %o
df (x) f(x)
Eﬁm'_ dx %B?__:?_'
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Le fait de remplacer l'opérateur de différentiation par un opérateur
de différence conduit A une approximation. De ce fait, on est amené
4 considérer la précision, l'erreur et convergence du processus s'il y a

lieu.

L'approximation est donnée par la formule de TAYLOR:

df(x ) dzf(x )
f(x}) = f(xo) * (X1"xo)' = o XT_ XO 2.—————52 HE s S, ( 3.1 )
21dx
df(xo) y f(x1)— f(xo) N - (x) = Ef_ . £ (3.2 )
dx x, =X GX

1 o)

L (x—-xo)i It
o) . 8 fmy R L s

x A e
. §4) .
plus X1-Xo sera faible plus X Saﬁlcompaﬁﬂﬂe hc-df@ﬁﬂn?.

Dans le cas de la résolution des équations aux dérivées partielles du
type parabolique, il convient de définir des approximations valables

pour trois types de dérivées partielles :

- Dérivées secondes de la fonctinn potentielle par rapport
aux variables d'espaces.

- Dérivées premieres de la fonction potentielle par rapport
aux variables d'espaces.

-~ Dérivée premiére de la fonction potentielle par rapport

a la variable temporelle.

La premiére étape dans l'obtention d'approximationx aux différences
finies pour toute équation aux dérivées partielles du type parabolijue,

implique la définition d'un maillage géomeétrique.
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La discussion est facilitée s'il estsupposé que les points adjacents
dans les directions x et t dont & des distances égales les unas des

autres, et séparés par des intervalles et

La deuxiéme étape consisie a choisir parmi les différentes formules
permettant de remplacer les opérateurs aux dérivées partielles par

des opérateurs de différence.

Il est possible alors de prendre des opérateurs de différence du 2éme
ordre utilisant des points du domaine symétriques par rapport au point

considéré. jk

6t

x-o Y-Sk [ Xrex ol

- é‘mﬁ e t O £,
s S -l 50

x,ﬂ‘kgt-'ﬁlt X-’{:’S(l X+8'y, je- 6

Les dév*loppemepts en série de TAYLCR donnent -

(%1%-) Sx EPA.H R - 21& k -r-LE.‘,—,-.}!zJ 2_ \_%L‘:f ) g\ﬁ(ﬁc’ 3 Ej (b LF\)

%€ 7260 \OX® ) ppe0 o
444',!_:}(;—1‘3‘?( k:t ( 3.4 )

2 Fame
en prenant pour r—D—Lﬁ = g\u\ L 1+ — o?—l%{,lz ‘*’I‘?&‘ﬁ R , ( 3.5)
62 /010

on fait une erreur : E. T H"’ W ( 3.6 )
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On peut pour plus de précision, utiliser non pas 1 point de part et
d'autre du point considéré, mais 2 points. On peut utiliser un point

i
de part et d'autre mais on prendra UYUX suffisammentpetit.

I1 peut étre nécessaire aussi d'utiliser une approximation de la
dérivée seconde en introduisant la moyenne pondérée de cette grandeur

pour deux valeurs dlfferentes de t. On aura alors :

(DLLP U[’Jmkﬂ Zu&:k’f“Hp"'”H_l

L
'E)K Xt+Bct

( 3.7)

k- Wi +Wink | +€

0<LB <A

Pour la discrétisation de la variable temporelle, deux formules
peuvent étre utilisées donnant la méme erreur : ( —
- ob
'S\U.J A T’K 0\
s = == (L. Red ™ ‘TLJ :
b lwe W = 07 (3.8)

Y VA R I T
_@t Nt—'%ﬁ;[:?hﬁ-—%ﬁyk—t:] ) ( 3.9)

Une meilleure approximation est fournie en faisant la moyenne algébrique

des formules précedemment fournies et on obtient :

A %L_ELP;.,RH G |

f;t: ¥k ( 5.10 )

Wi o |
1l'erreur étant : é; — % L_ _GEL;__lKJt ( 3.11 )
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Et dans le cas général de discrétisation des variables temps et

d'espace, on aura la formule :
A4

A& .-
K -g—-)é EP:»'EA»A = LP/(-;hj: @ lip,{,+,1'h+.1 = rlLl/_L_! k+1 +LP)\."J'£I|21' J

e

e

o{1-8) [ ik - 2P +Yiak |
Pee nlD oy (.2:12°)

III-2-CRITERE DE SELECTION DES FORMULES D 'APPROXIMATIONS

Les- formules donnant les approximations seront sélectionner selon

les critéres : facilité d'emploi, erreur, stabilité et donc convergence.

- Eggiéiﬁé_élg@g}gi : Directement liée au nombre de pas de calcul
nécessaire pour obtenir 1'ensemble des potentiels & 1'instant t+ &
ensupposant connu le potentiel en chacun des noeuds du maillage a
1'instant t car ces derniers constituent les conditions initiales ou
aux limites pour la détermination des potentiels 4 1l'instant t +£;t
qui eux aussi raractériseront les conditions initiales ou aux limites

pour la détermination des potentiels a 1l'instant t ¢28~t.
Deux types de méthodes peuvent &étre employées :

- Méthodes explicites : (®B=0 pour 1l'équation : 312 % )

Cette formule doit &tre appliquée en chacun des points du maillage car
on explicite a partir de la formule d'approximation aux différences
finies, les potentiels & 1'instant t +8t (L&’t-r 2t) en fonction des
potentiels & 1l'instant t ( q)x,t ) et cela séparément pour chacun des

points du maillage.
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- Méthodes implicites : O ;ﬁ: D

1

Ces méthodes nécessitent d'exprimer les potentiels inconnus 4 1l'instant
t +£?t ({€x,t + Bt ) en fonction & la fois des potentiels connus &
1'instant t ( x,t) et des potentiels inconnus et cela de fagon

implicite.

On est conduit & un systéme d'équations algébriques dont la résolution

nécessite 1'utilisation des méthodes dites '"d'inversion matricielles.

- ERREURS : Les deux principaux types d'erreurs intervenant dans la
résolution d'un probléme de champ par la méthode des

différence finies correspondent :

- D'une part, & l'erreur dite "d'arrondi" qui caractérise
les différences obtenues entre la solution fournie par
le calculateur, et la solution correcte du systéme d'équa-

tisns aux différences finies.

- D'autre part, les erreurs de "troncature" qui caractérisent
les erreure intervenant du fait de la transformation de
1'équation aux dérivées partielles en un systéme d'équation

aux différences finies.

- STABILITE DE CALCUL

Une méthode aux différences finies est dite "stable'" lorsque les
effets dus & une erreur commise au cours d'un cycle de calcul seront

graduellement amortis et disparaitront au cours des cycles suivants :
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- Si la méthode estinstable, une erreur dans le
conduira a des.erreurs d'amplitude croissante
de q)x,t +Qt de telle sorte que l'effet d'une

est considéré comme devant augmenter au cours

calcul deﬁfx,t
dans le calcul
simple erreur

des différences

de calcul, jusqu'd atteindre des valeurs d'autant plus élevées

gque le nombre de pas de calcul sera élevé.

I1 convient de noter que si les critéres de stabilité sont utiles pour

mettre en évidence les difficultés inhérentes aux méthodes aux diffé-

rences finies, il n'en demeure pas mois que le critére fondamental est

le "critere de convergence". C'est la raison pour laquelle, les méthodes

conduisant & une impossibilité d'obtenir un processus instable sont

particuliérement appréciées.

On est amené & considérer trois méthodes dans la résolution des équations

aux dérivées partielles du type parabolique, on distingue :

- Les méthodes systématiquement stables

- Les méthodes systématiquement instables

- Les méthodes conditionnellement stables.

Pour utiliser les différences finies, on a trois possibilités qui sont

3 la base des différentes méthodes :

On peut soit :
— Utiliser les différences avant

- Utilser les différences arriéres

- Soit utiliser les différences centrées.
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CEAPITRE IV - LE PROBLEME PARABOLIQUE

o e o e B

La simulation analogique des processus a paramétre répartis du type parabolique
peut se faire de deux maniéres : soit par réseaux RC ou par réseaux RR.
Nous aborderons dans ce chapitre le probléme linéaire et quasi-linéaire.

L'équation générale sur laquelle nous allons travailler est de la forme :

D oY
% be( 2 t) % +Ft, Q) = b(%t,w)%% (b )

he IN

Nous ne considererons que le cas unidimensionnel. L'équation L.1 devient donc :

D
DK LK(x,t,w’) %‘9 + F(x,t,q?): b(x,k, ¢ \%% (b 2)

A cette équation seront appliquées les transformations de KIRCHOFF et de GOODHMAI
CITEES DANS LE CHAPITRE Ta

Les conditions initiales et aux limites seront :

- Condition initiale : W =P(%,0)
- Condition de DIRICHLET  : Wy = ¥ ()
- Condition de NEUMANN t W = 72£9
BIT -
. on
- Condition de FOURIER P Woror }.4 lp K, {:) & A?_ \ .
rq : Frontiére du domaine. n : Normale au domaine.

I‘!" ‘.I!'
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IV - 1. SIMULATION DES PROBLEMES LINEATRES

4.1.1- SIMULATION DES PROCESSUS A PARAMETRES REPARTIS SUR RESEAUX RC.

4.,1.1.1 - MODELE ELECTRIQUE DU PROCESSUS.

La méthodique du modelage linéaire de 1'équation de
FOURIER sur les réseaux RC a été élaborée en 1936 par BEUKEN.

LES PROBLEMES de l'analogie électrique et du modelage des
processus réels seront présentés en bibliographie [ﬂ~24],{4—36],&k45}. Donc dans
notre travail seront présentés seulement les plus importants éléments du modelage

des problémes linéaires sur les reseaux RC.

On considére une équation de FOURIER unidimensionnelle,

linéaire et hétérogéne :

%b—; [K (x)%{l] +F(x) = b(x) %% ( b 3)

Avec les conditions initiales et aux limites :

QO :'(9{7§,°) _ =
W= QUX, o) i Wap = L‘DU—/‘:) 3 Warp = ﬁ\r

Les opérations suivantes dépendent du genre du modéle RC. Les modéles réticulaires
RC simulent les processus & paramétres répartis selon la régle DSCT, c'est a dire
qu'ils provoguent la discrétisation des coordonnées spatiales en gardant la fonction

continue du temps.

L'opération suivante est la discrétisation des dérivées spatiales dans 1'équation
(4.3) et en conséquence on substitue la valeur de la fonction par un systéme

d'équations aux différences approchant la description réelle du procéssus.

La discrétisation - 'est donc le procéssus du choix de la répartition des points
singuliers isolés(nooud du réseau spatial) et de la détermination des liaisons
entre les valeurs d'une fonction en ces points décrivant les caractéristiques de

llaire étudiée.



Pour l'exécution de la discrétisation on pose le pas spatial A% = h, La discrétisa-

a

tion de 1'équation résultant du développement de TAYLOR est exécutée pour tous les
noeuds intérieurs du réseau spatial.

Donc dans chaque noeud intérieur de l'aire on a 1t'équation :

K Ll«ur %)( L+ Lpi) h/L¥LP +h F(lt) h|3*(J‘-.)W( Lo

Dans le modédle réticulaire RC (le schéma du noeud est présente fig 1), en conformité
avec la 1ére loi de KIRCHOFF, le bilan des courants dans ce noeud est présenté

par :

Gien, (Vo -V +Gegi (Vea-v) 1 L = G VL

e
Avec les conditions initiales et aux limites : Hg 3 NE 5 WE"* ou W§ =W

Conformément avec les lois de l'analogie, les équations du modéle électrique 4.5 et ¢

du processus 4.4 sont équivalent si les coefficients de 1'analogie.

Lyz ¥ ot-k—o&_hlb oLz K Lo bF
Y/t C C/Ga/kl_ s

Effectuent les relations :

AT ( 4.7)




Bien sur conformément avec les coefficients corresponcanta de 1l'analogie le

[6)]

conditions initiales et aux limites se transforment :

( 4.8)

€ _ 4 -
We = wo, W= vy W

A
Ay e Bil

=

2

4.,1.1.2 - REALISATION DU MODELE RETTCULAIRE RC.

A) - MODELE CLASSIQUE DU RESEAU RC.

- ———

Le modéle classique RC, modéle de BEUKEN permet de modeler
des problémes aux limites linéaires non stationnaire avec la méthode DSCT.
C'est & dire que la solution obtenue dans les nocuds est continue dans le
temps et englobe l'intervalle de temps dés l'initiation du processus (du moment
ol sont définies les conditions initiales) jusqu'a 1l'obtention de 1'état établi

(charge constante dans tous les condensateurs).

Le modéle classique RC est constitué par le réseau de résistances et
condensateurs. Les résistances et 1es condensateurs utilisés modélent conformément

des paramétres de 1'ecspace réel.

L'initiation du processus consiste au branchement par pas des conditions
initiales,aux limites et des courants d'injection. La vitesse du travail du
modéle par rapport au processus modéle défini la valeur du coefficient de 1tanalo-

gie du temps c{T_.



La mesure et 1l'enrcgistrement de la solution sont réalisés avec les instruments
permettant de mesurer la valeur instantanée de la tcnsion (oscilloscope enrepis-

treur analogique S |

Le moyen présenté du travail du modéle classique entrave la réception des mesurces
exactes des potentiels de jonction dans les moments de temps choisis, et rends
impossible la définition de la solution dans 11! intervalle de temps quelconque
si on ne pratique pas un travail répétitionnaire ct éxige un systeme complexe pour

poser le conditions aux limites, initiales et les courants d'injections.

Les défauts présentés n'éxistent pas dans les modéles modifiés RC.

B) - LE MODELE RECTIFIE DU RESEAU RC

Ce modéle rend possible la solution des équations paraboliques linéaires et quasi-

linéaire avec la méthode modifiée DSCT.

La modification de la méthode consiste a la division de la coordonnée temporelle
sur les secgments d'une longueur définie en gardant 1'effet continu de 1l'échelle
chronométrique. Le réseau RC est constitué par les résistances, condensateurs et

disjoncteurs séparant les condensateurs de noeuds du réseau. (FIG 2)

| On introduit la notion de phase active et de phase passive du travail du modele
modifié RC. Dans la période de laphase active se produit le développement du
processus non établi dans lc segment défini de temps. Le passage a la phasc passive
reposg‘fa icongélation’ du développement de 1t4tat non établi par 1'isolation

simultanée des condensateurs et des nocuds du réseau,

La phase passive est constitué de deux étapes :
L'étape de mesure

t 1#étape de la modification des conditions initiales,
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Pendant 1'étape de mesure,se produit la mesure des tensions dans les condensateurs

qui exercent en méme temps la fonction de mémoire analogique .

Pour obtenir la solution des équations lindaires,l'étape de modification est inutile

la fin d'une phase (active + passive ) équivaut & la réalisation d'un pas
de temps dans le modeéle RC modifié,c'est a dire,a la fin d'un cycle de la
procédure de travail du modele .
Le cycle suivant commence la solution du probléme 4 partir de la distribution

des potentiels qui est & la fin de la phase passive du cycle précédent .

Pendant la durée de 1'étape de mesure ,le modéle RC modifié fourni deux (2) genres

de distributions des potentiels dans l'aire modelé ( éspace modeléd W

Dans les noeuds de résistances du réseau éxiste une distribution de 1'état établi

fixe du procéssus modelé; donc la solution du systéme des équations aux différences:

gl e

A s L




Sur les plaques de condensateurs isolés des noeuds du réseau, existe
une distribution de potentiels résultante de la solution du systéme

des équations différentielles pour 1l'intervalle de temps t.uv¥6 :

Qf_,i-ﬂ L\Ii*k_\/L)+G{~4,iL\f(—4-VL.>+IL — O ( 4.0 )

k + 1 -
avec V. | =V, (Tad) -
D'ol la possibilité de la définition directe de la solution du probléme
dans 1'intervalle de temps quelconque du processus pour tout 1l'espace

modelé.

Bien siir pendant la phase active, les potentiels des plaques des
condensateurs sont identiques, et leur distribution correspond au

probléme non stationnaire étudié :
Le probléme présenté est réalisé avec les hypothéses suivantes :
a)- Dans les circuits électriques linéaires, le condensateur avec

1a condition initiale (la tension) qui n'est pas nulle Uc(O) est
équivalent, dans le sens de différences de potentiels, au montage
en série du condensateur non chargé et d'une source de tension
idéale de force électromotrice égale 3 la tension (condition)

initiale E = UC (o).

b)- La valeur de la constante de temps de la décharge du condensateur

par la résistance de perte est infiniment plus grande.

c)- L'action de 1'interrupteur ne provoque pas la perte d'énergie de
circuit ( pas de phénoméne de jaillissement détincelles, décharge

par les pointes de contact ., circuit de pertes mwlles )=
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d)- Processus de changement de tension des condensateurs dans le modéle
RC modifié a le caractére continu indépendant de l'action discré-
tisante de l'interrupteur. Cette condition veut dire que dans la
pratique,la continuation dans la phase active suivante du processus
1inéaire non établi de la valeur de tension et avec l'inclinaison
des changements de tension quiéxistait 4 1la fin de la précédente

phase active.

Pour confirmer la condition d on procede le raisonnement suivant

On pose le circuit RC ( fig. 4) avec la source de tension et la

source représentant la condition initiale. La résistance du circuit
est considérée -comme une résistance intérimaire du réseau du modele
modifié. L'interrupteur facilite la réalisation de la phase active

et de la phase passive.

R

FIGURE 4 - SCHEMA SIMPLIFIE INTERIMATRE DU MODELE MUDIFIE RC.
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HEE
Dans la premiére phase active, on réalisera dans l'intervalle du temps}ﬁt'

en prenant les conditions initiales nulles. Aprés la fin de la phase

active, la tension de condensateur est égale

At € t @k) thm]

Thn=C
LfC\zMj l:E - eXPp |- hRQ = (417 )

L'inclinaison de la courbe de la charge au moment Ckﬂ est érale 3

fEé_ = ji. exp( - g;EiL_ZEL.) ( k12 )

4T - RC° R.C

Uc - tension de condensateur dans la 1é phase active.
Ensuite on procede 4 la réalisation de la 2é phase active en considéront
la tension U (U ggq ) comme la nouvelle condltlon initiale. En prenant
le temps d'lnltlatlon du processus comme ’Zf - L—ﬂﬂv\ on peut

dire que les tensions :

T (R ) = Tp (% gy ) -

c

Régle de continuité de la tension.



et 1'inclinaison de la courbe de la charge au début de la 2é phase

active est égale :

dUiI 1 [E _ vk+1j LW /C‘"'?kﬂ ). ( 4.13 )

gt R.C R.C

e
oo vk+1 - B [:j ) exp( _ C.h+4-Ck.) j]

R.C

——

U tension dans la 2é& phase active.

. I
d'ou dUi _ E e _ R —Tm_) ( b))

4T R.C R.C
donc : dﬂl dUI
c c

= dl‘C
+

a< iz

Cp T4

Alors résllsment 1'introduction de la phase passive n'a pas provoqué de

modification au cours du changement de la tension du condensateur.

On peut faire un raisonnement analogue pour le processus de la décharge

du condensateur.

4.1.1.%3 - MODELAGE DES PROBLEMES LINEAIRES NON HOMOGENES SUR
LE RESEAU RC HOMOGENE

Dans ce chapitre, on va présenter la conception de la méthode
du modelage des problémes aux limites non homogénes et non stationnaires

sur le réseau RC homogéne.
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On considére un probléme aux limites 1inéaires unidimensionnel décrit

par la formule k4.1.

-

Aprés la transformation de KIRCHOFF on obtient :

PO L =909 s

( 4.15 )
avec g(x) = %%—%Ti—% . 1a non homogeinité est reportée au second

membre.
Avec les conditions initiales et aux limites conformément transformées.

I,a loi de KIRCHOFF par analogie avec 4,15 pous donne -

dvi ( 4.16 )

G'l(. vl+1 1y vl""1 = 2.vl ) + I = C.n

Le réseau RC qui réalise la relation L.16 est ainsi constitué de résis-

tances homogénes et de capacités hétérogéncs.

L'étape suivante sera consacrée 3 1'homogeinisation de tous les éléments

du réseau RC.

Le réseau homogéne permettant de modelo>r 1€ probléme 4.16 sera décrit

par léquation :

a( Vi_vim) a7 )

GV = =
= 2.V, ) + I = C

d &

oi C : constante pour tous les noeuds du réseau.
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L'équivalence compléte des solutions obtenues sur les réseaux décrits

par les équations 4.16 et 4.17 assure la réalisation de 1'égalité.

c. . dv. = c.a(v, -v. ) ( 4,18 )
ak; im

en étudiant 1'équation différentielle 4.18 on en déduit le potentiel V.

( 4,19 )

v = (= -%) _Lv.l —vi(O)] ( 4.20 )

o, 3 A e . éme o
ou Vi( O ) : condition initiale au i noeud du réseau.

En fait en processus non établi, le plus important est la composante
variable du potentiel vim‘ donc en réalisation pratique on ignore la

composante entinue et on utilise la relation :

Vo= 00 = 553 Yool ( 4.21)

Bn pratique, la génération du potentiel vim peut &tre réalisée par
1'encknchement d'un amplificateur de jonction branché aux bornes de

la capacité (fig.5).




i

AT -

En changeant le coefficient K de 1'amplificateur :

2
o s s e = %p,h og_;r_._(x.l}
C

( 4.22 )

On réalise 1'assortiment des paraméires du réseau pour modeler le
processus.
On choisit la valeur de la capacité C du condensateur en tenant compte

de la vitesse de travail du modéle et de la technique de mesure utilisée.

I1 faut croire que souvent les utilisateurs de la méthode vont chercher

3 atteindre la conservation de la conformité compléte de la valeur du
paramétre de conductance du models et de 1'espace modelé, ce qui est
important en étude des problémes de synthéses.

Dans les cas pareils, on néglige la trausformation L.15 de 1'équation 4.3;
les résistances du réseau sont décrites conformément a 4.3 et k.6, et

on prend les capacités homogénes des condensateurs C, et les coefficients

K des amplificateurs seront décrits par la relation

a2 .
r.. h} -
” .;i , Q'\'Luﬂo O(Ai) ( L|.°?_5 :
K = 1 B e o] [ - Tamm
o ¥

L'utilisation de ia wégulation continue du coefficient K permet de

simuler exactement les valcurs reclles des capacités de l'espace.

h,1,2 - SIMULATION DBS PROCTZSUS A PARAMETRES REPARTIS SUR

ESEAU R-R.

12 BELFCTRIQUE DU PROCESSUS

|

4,1.2.1 - MOD

* T,a méthodique du modelage de 1'éguation linéaire de FOURIER sur les
réseaux 2R aiétait présentée par ITEBMAN en 1956. Ses inconvénients

comme 1'accroissement de 1l'erreur de tromantuve. et le fait de mettre
un temps long dans la rézlisation de la procédure et auvssi le fait de

demander beaucoup de *travail, nfontpas empéché son utilisation.




e
Dans cette étude, on présente les éléments les plus importents de la simulation

des problémes lindaires sur les réseaux R-R.

On considére 1 équation de FOURIER linéaire non homogene unidimensionnelle

déterminée dans l'espace :

O, @ 220w <b L

“oX UX Dt
= ( 4.24 )

Avec les Gonditions: initiale W et aux limites W et W.__.
0 BI BII:

LP (x,0)
% WBI LP(P,’G) 'Ulflp

Le moddle RR est obtemu par discrétisation DSDT et utilisant des différences

finies des dérivées spatisles et temporelles.

On obtient alors un systeme d!'équations aux différences approchant la descrip—

tion réelle du processus.

o
Pour 1'exécution de la discrétisation, on pose le pas spajiel OX=h

On a alors pour chaque noeud intérieur de 1'e5pace : ( 4.25)
ket
k41 k+4 o W _L\"J{.
k (x; +h_ )]‘L[PLH LQ #( x; = )lfp n%,F(x )*h b(xi),ck+1 =

Dans le modéle électrique R-R avec le schéma présenté sur la figure 4.1 ;
conformément avec la 1&wloi de KII{GHOFF oNn F'ﬁ“k Cows Caker C|L\ e

Qe bilan des suourants au léme noeud & la forme :

:, (v v Sl o e ) @20

i+H,i " -1 Fab i1 i s [ e
avec les conditions : initiale ; - WE; = --1-—-. ‘L'ID
ot Aur Limites s Wo= —— W ot W LW

BI 5\0\’ BI BII iV BIL
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Conformément aux lois d'analogie, les équations du modéle électrique 4.26

et du processus 4.25 seront équivalentes si on a la relation :

-

s f(:

= 1 ( 4.27 )

A

avec les coefficients d'analogie 3

. Gdéen, L2
A+A

K @\t;\:H
}%V'Pj; L )LVF:.A

41 —2-2 + REALISATION DU MODELE ELECTRIQUE
A~ MODELE CLASSIQUE R=R

La méthode de LIEBMAN dans sa forme originale,se base sur le modéle électriquc
R-R, d'ou la simulation de tous les memebres del'équation décrivant le pro—

cessus par des résistances.
On présente ci-dessus le schéma électrique du fragment'du.modéle RR (fig.4.1 )

Le modele contient le réseau 1ié de résistances Gy représentant 1'espace

i+l

et ll'ensemble des résistances Gy i représentant le temps, liées avec les noeuds
’

du réseau et 1l'ensemble des sources de courant Ii ( simulant les sources inté-

ricures de 1'énergie de 1l'espace).

L'initiation du travail du modele se fait sur le branchement des conditions ini-
tiales sur les extrémités libres des résistances Gt 57 par le branchement des
r

conditions aux limites et par 1l'injection des courants.
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On obtient dans les noeuds du réseau la’distribution des potentiels de
jonction formant la solution du probléme aprés le pas de temps déterminé par la

valeur de la résistence Gt ;.
=

La technique de mesure utilisée est la mesurc numérique de la valeur des potenticls

de jonction,

B - MODELE R.R AVEC INJECTION DE COURANT.

Le travail nécessaire pour résoudre le probléme sur réseau R-R demande des
opérations technigues nombreuses qui ont pour but l'automatisation de la mcthode
qui consiste le plus souvent en un changement automatique urilisant les sources
de tensions controlées numériques,des tensions alimentant les résistances Gt ;-

4 3

Des méthodes hybrides developpées se basent sur 1'affectation des courants
d'injections déterminis dans les nocuds duv réseau.

On est confronté au probléme de minimisation du nombre de matiériel technique
utilisé. Ci-dessous est proposée une modification du modéle R-R classique introdui-
sant & la place des sources de tensions générant les potentiels de jonction du pas

de temps précédent, une sources de courant contrlée. ( %;'} h.)



La figurc 4.2 présente lecs Ctapes de la modification du modéle R-R :
en a et en b : modéle classique. en ¢) : modélec avec injectcur de courant ;

le courant passant dans la résistance Gt 5 dans le modéle classique vaut :
E ]

k,k+1 o S (v5+1 _ VE ) k+1 k

It,i T 1 i gt 5k

(4.29)

et peut Ctre considéré comme superposition de deux (2) composantes :

- Une composante solution relativement au pas de temps précédent.

- Une composante de la solution du pas de temps actuel.

T
3 S . : d . k+1
A cause de 1l'impossibilitc de la détermination directe de 1la composante It ;0
" : e - k !
on réalise uniquement l'injection avec la composante It N avec le courant dec
1

sortiec,.
= . = G (4.30)

on a la valeur du courant seutant du noeud du réseau pour les éléments simulant

la dérivée de temps

- S 1? . (4.31)

tyd T i

Le systéme &lectrique conforme 3 la relation 4.31 est présenté sur la figure h.2.c
cn page 50. Des résultats semblables sont obtenus en utilisant pour le modéle

classique RR (fig. 4.2 b) le théoréme de la source équivalente de courant.

Le passage du contrele de 1a tension au controle du courant dans le modéle RR
permet 1l'utilisation multiple d'un injectcur de courant générant la valeur résul-

tante du courant d'injection possédant les composantes déterminées.

Ansi en prenant 1'équation du type ;.26 et en tenant compte de 4.31 le modéle

&lectrique RR avec injecteur de courant peut &tre décrit par 1'Cquation :

( k+1 vl_c+’|) .G

+1 k+1 = k+1
i=1,1% i1 i i,i+1° (WS = Vi )+ Iy =G50 Vy (4.32)

i+1 i T T 1l




- = I -
Avec : II,i 3 + It,i ( 4.33)
Souvent les non homogéneité de 1'espace sont prisesen considération i 1 ‘aide
des courants injectés supplémentaires dans les noeuds du réseau R-R homogene.
Dans ce cas, la veleur du courant injecté aura en plus la composante corrigeant
1'hétérogéneité de l'espace, ( voir bibliogzaphie[4—33],[4—44],[%-50} )

IV—-2,~ LE PROBLEME NON LINEATRE

4.2.1- SIMULATION DES PROBLEMES QUASI-LINEAIRES AUX LIMITES SUR IES
RESEAUX R~C.

4.2.1.1~ LA METHODIQUE DU PROCEDE

Le probléme primaire, dans le modelage des problémes quasi-linéaires
aux limites, est de définir le modeéle électrique effectuant les conditions de la
conformité avec le processus réel, La définition du modéle électrique, ayant
le earactére du bilan énergétique, doit avoir un caracdtre général et ne doit

pas dépendre du choix de la méthodique du procédé,

I1 faut souligner la nécessité d'élaborer un modeéle électrique dans
le contexte das parametres du processus réel et non seulement comme 1'équation
qui donmne le sens de la fonction non linéaire, Le manque de détermination des
liaisons entre les coefficients de 1l'analogie paralyse l'application directc

des méthodes élaborées pour le processus réel,

Dans ce travail, on considere exclusivement que des équations

quasi-linéaires unidimensionnelles non stationnaires du type :

R - W

’{Lf E’QIN’)%J e 13(_,(]@/‘\& (4.34)
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A cette équation on applique la transformation de KIRCHOFF précédemment
citée, d'ou la construction du modéle qui concerne 1l'équation transformée de

FOURIER :

A < 2 9
23; ¥ F(x) = 2} (3/ "‘) %_E (4.35)

Et sa forme simplifiée :

@

( @, X) %S (4.36)

-
V%2

Avec les conditions initiale et aux limites déterminées dans un espace
donné.

Dans la partie qui suit du travail on ne soulignera pas chaque fois
1'existence des conditions sur limites et initialesainsi que l'espace pour le
processus et modéle électrique sachant que le probléme d'analyse est toujours
correctement posé.

Tn discrétisant le laplacien dans 1'équation 4.35 on obtient le systénme

d'équations :

@L+4+BL— - 204 -}—hl F{X) W 3(6 ¥ )z'u (4.37)

Fn introduisant les coefficients d'analogie électrique :

O(V: O b Of'l:}ﬂz F) oL ¢y =
T.

—_ L

o= .38
/ T

!

A
G
Dans les équations 4,37 on obtient la relation :

Ay . = T o 3£f\/ -
_O(.:"___(“ Cl( j;+| *‘ -4 2-\4 ) =% hg ( )l;:(rh b o
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Qui dans la réalisation :

ALy .
e e Rk st (4.40)
AT elan ci'i
est le modéle électrique du processus :
e el NV
ae W e m20) + I = Ha(dy v ).‘%_L (411)
C

La résolution du probléme sur le réseau RC sera en plus 1ié avec le condition-

nement h? = Ca
En discrétisant - 1'équation simplifiée et souvent utilisée 4,36, on

obtient le systéme d'équations :

; L N - L
6L+—r‘! 25 ®£*4 -20i= h g(DL/XL) Q;E:_— (4.4 2)

Bn introduisant les coefficients de 1'analogie électrique :

O(\/: .:O_ ' ()(1: € (4.43)

.4 T

dans les équations 4.42 on obtient la relation 4.44 qui est le modele

électrique du processus 4.36 :

Nipat Ve =2 Y= b_g_—._ g(O(V-VL',XLJ "E P_Y_E
O(t T (hobh)

)



R

En étudiant les problémes du type 4.44 sur les réseaux RC il faut accomplir

la condition :

R¢=h (1.45)
=

Les modéles électriques 4.41 et 4,44 seront utilisés dans la partie suivantc

de notre travail.

4.2.1.2 - SIMULATION SUR DES RESEAUX RC AVEC DES ELEMENTS INOHN
LINEATRES.

L'élaboration présentée dans ce sous chapitre a un caractére théorique et

slefforce d'appuyer sur la necessité de rechercher des solutions de constructions

accomplissant les relations obtenues.

La charge emmageirda dans le condensateur non linéaire C (C varie en

fonction de la tension U) est donnée par :
Q = ¢ (W. U C

ol U est la différence de potentiel aux bornes du condensateur.

D'ou le courant i qui parcour le condensateur :

o BB E)  E ac  _ ac au =
i =9 = 3% =B+ U =2 = (C U == IS (4.47)
2 : ac o
Dans lc cas d'un condensateur linéaire on a bien N 0 et le courant 1c
est égal d'aprés L.b47 :
S (4,48

C dt
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Comme le condensateur est non linéaire on utilisera la formule :

iz =(c (0 + U 39-%-)‘ ). %% (4l9)

A partir de L4 49 on calculera les valeurs de ic correspondants a celle de

¢ (U) donnéc :

= = dUu
ali= e = kgl i 2.keUe T
. dlu
b) = C (W) = lxt.U2 i, = 3.k.U2. Fr
1 - 1 . dU
BiEScal). = L e dt
e ) =k e
= c
- e 1) dU
e) - C(U) =kiln U i =k ( 1n U =+ —

En utilisant la relation 4.49 dans la description du modele réticulaire RC
on suppose la mise & la terre d'une des plaques du condensateur et ainsi la tension U

scra confondue avec le pntentiel de meeud du réseau Ui = Vi :

En créant le réseau RC avec les résistances et des condensateurs non linéaires

en paralldle de capacité C (Vi), on peut présenter le bilan des cricuits dans les
noeuds intérieurs du réseau :

) de 4 av 5
Ve = - - + I = : = :
G. (V7 AV, — 2N, " (e —s i (4.50)
En méme temps on considére le processus avec des constantes réparties 4.3% et son
modele électrique 4.44 , clest & dire ;:
= s av .

. + V. - =

Ge (Vg4 i ity t I, =K.eol¥y & ). —g (4.51)

w
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Le second membre de 4.41 a aussi le caractére de eourant d'ou en profitant de
4. 50 et de 4. 41on peut déterminer la fonction de 1'affinité de la capecité
c(Ui) de 1'équation différentielle.

dc 2
G = 10, gl V,Xx ) (4.52)

Soit apres la transformation et introduction de la notationauxiliaire

2
q (V) = h%. gV, X) (4.53)
On .. détermine 1la fonction d'affinité de la capacité C(Vi) de 1'équation :
dc « C = q(v) (4.54)
av- == =

L'équation différentielle 4.54 possdde la solution générale sous forme de :

¥
¢ (V) =FWJ(VJ_ [J Ww(v).R(V).av + A} (4.55)

Avec :
= V
W) = expLJ P(v).dv] =V (4.56)
R(V) =—qéﬂ (4.57)
P(V) = —-{r——- (4.58)

A = Constante,

En tenant compte des relations 4.55 et 4,58, la capacité du condensateur en parallsle
est égale a :

co(Y
c(v) = _—;-U a(V).av  + Al (4.59)



Pour effectuer lianalyse ce 1l'influence de la valeur de - la constante A, on
place la relation 4.59 dans liexpression 4.50 décrivent le circuit passant par

le condensateur en paralliele (mon lindaire, :

: e f1 (v AL ] f \ -
te kU dve A VL (8 [ YapavAllldy
i (_IV v +J - J l (.4- OOJ
= G [V a_:_\F’
D'oll on conclue; que la valeur de la constante A n'influe pas la valeur du t‘::31':?«.:1JL"L1;,

donc pour sirplifier on prend A = 0
Donc l'expression générale décrivant la capacité des condensateurs en paralldle

du réseau RC a 1o forme :

h ;')}L. ’
('T\l S o 4 oo \\ B3 .( _a\
¢, (V) 7! Jl g\ayV, - Koo AT 4.61)

Comme exemple on donne la forction (iU} pour les aflinités souvent renconinées

= k
a)= aV) =1, 7 o) = _ Ly
2
b) (V) =y T-:1 iy s e
i a\ = e (l\. . ) SRR »ﬁ"‘" o i
o) Sy BteRes larY L A
c}h r:.‘\ L9 = “(" ‘f 4..!‘]_ "\"‘.t - fnl\- -tj '\fz'
. ‘ k
- o) =x om = 5 v,
"‘Y ST
e)- (V) =k.n Vv (V) =k.(1In ¥ ~ 1)
Liinterprélaticn dos conditions aux limites par les condensateurs en paralléle

est présentée en 2.

2- Lecméseaux NG aves des résistances non lindaires en poxalldle

On considere 1'éguation quari~lindaire de FOURIIR 4.35 soumise 3 1° “rmo—

formation de GOODMAN ad =b( X S4).d4¢ (voir chapitre 2 "LES METHODLS").
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La forme obtenue de 1'équation permet la construction du réseau RC possédant les

résistances en paralldle et les valeurs homogénes de la capacité des condensateurs.

I1 faut souligner la complexité de construction des éléments résistants ainsi que
les difficultés technologiques liées avec la réalisation des éléments répétés avec
une caractéristique déterminée, Pcur le groupe de problémes i.e des équations du
type 4.36 avec le paramétre non linéaire, homogénes de 1l'espace, onpeut utiliser

le modele électrique suivant 3

- - 1 av, ( 4.62 )
Voo s re e o, - = SH (Sl R

Vo 4T

Dans ee cas, les résistances du réseau devront posséder une caractéristique confcrme

avec la fonction affine ( non linéaire ) 3

av
O -
Vo w7 : R(V) . C. i ( 4.63)

aTT

d'nl s R(V) =g(&\,&f ) -

Bien sfir les difficultés liées avec la réalisation technique restent les mémes.

3— L'interprétation des eonditions aux limites dans les réseaux avec des

éléments non linéaires

Le probléme de 1'interprétation des conditions aux limites dans les réseaux avec

des éléments non lindaires, et surtout avec des condensateurs en paralléle prend de
1'importance dans le chapitre 4.1.1.2 (2° ). On a présenté deux solutions équiva—
lentes, Autant pour lesréseaux avec des résistances en paralléles ( les deux solutions

peuvent &tre utilisées échangeablement), que pour les réseaux avec des condensateurs

en parallélesise pose le probléme d'équivalence de la déterminatien des parametres

du réseau.

On considére deux moyens pour pos>r les conditions initiales par rapport au conden—
sateur C = C (U).
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Le chargement initial: du condensateur (fig.4.3 .a) a la tension U = v = v(0),
détermine la capacité de 1'état initial pour le commencement du processus non établi,
Cette capacité est égale C = C {?EO):).

Le deuxiéme moyen (fig. 4.3b) clest-a~dire le branchement en série du condensateur
non chargé avec la source de tension de valeur SHi-eme E = V(0), détermine la
valeur de la capacité pour la différence des potentiels des plaques égales & zéro(0)
i-e € = ¢(0).

Puisque en général pour les cundensatcurs non lindaires ( en paralldles ) :
co) ¢c/v() / ;3 v) 4 o0 (4.64)

Di'nl résulte le mangue d'équivalence de l'interprétation des paramétres du réseau.
La figure 4.3c représente 1l'exemple du manque d'équivalence pour la fonction de la
capacité C = k.1,

I1 se pese le probléme de la détermination de la correotion de la méthode d'intro—
duction des conditions initiales.

I1 faut souligner la nécessité de se rapporter au probldme méme avec des constantes
réparties. Puisque dans les processus réels on trouve toujours la valeur déterminde
de la capacité de l'espace qui résulte de la distribution initiale,. des valeurs

duchamp potentiel,

Donc la méthode du chargement initial du condensateur en paralldle (non linéaire)

assurant 1l'analogie compléte avec le processus réel, est la méthode correcte.

4.2.1.3 — SIMULATION SUR LES RESEAUX RC AVEC MODIFICATION
DES CONDITIONS INITTATLES

* {1 )= Algorithme de la modificmtion continme des conditions initialcs

Comme on a présenté ci-dessus, la méthode du modelage des problemes quasi-linéaires
RC
sur les réseaux’avec des éléments non lindaires, est difficile et presque impossible

dans la réalisation pratique.
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Donc en se basant sur la régle de la constructicn des moddles réticulaires accom-
plissant un bilan énergétique domné on essayera de déterminer un réseau RC homogene
dans lequel sont réalisées des a%7initéss définies,

¢'Ldce
Ci=dessous est présentééﬂde la simulation quaci-linéaire du probleme aux limites,
On introduit le terme de la modificatici conlirve des conditions initiales des
condensateurs. I1 détermine 1°échangeabilité en temps de la valeur constante de la
condition initiale . comprise par le branchement en série du condensateur avec la

source de tension,

i =Gy f&jﬂa)___“_ ( 4.65)
¢ at

Avec V—vﬁ : potentiels des plaques du condensateur,

On peut constater que pour Vm = Vm (t), se fait une possibilité de fagonner les

changements de la valeur du courant i_ (%).

Jusqu'ici V. =TV (0) n'influait pas sur la valeur instantanée du courant passart
par le condensateur. On prend les modeles &ectriques 4.41 et 4.44 comme le mésultat
d'application des lois de l'analogie par rapport aux équations 4.35 et 4.3€ soumises
4 la transformation de KIRCHOFF.

Dans les deux moddles ,les valeurs des courants passant par les condensateurs
du réseau RC ,ont le caractére non lindaire ,

En profitant de la possibilité 4.64 de 1tintroduction en valeur instantannée des
courants ,on éssayera de déterminer les conditions a*équivalence du modéle réti-
culaire RC avec la modification continue des conditions initiales et de déterminer

le modele gérdral électrigque du prociesus .
En assemblant les moddles Slectriques du procéssus ot les équations décrivant le

réseau RC avec la mydification conlinve on obtient s 4.65 et 4.66 .



Les équations 4.65 et 4.66 seront 3

av
= i
Goilr, R -2v,) + I =h . el , X Vs =
( 4.65)
a(v.~v, )
G.(v.l1+vi_1-2vi) BT =0 —
+ L dtl-
12 ¢ av,
(Vg + Tyq = 2% ) = o gl 'Vi'xl)‘;%
T ( 4.66 )
d(v.-vim)
(W, # R ) =R =
= a G

En accomplissant préliminairement les conditions dtéquivelence 4.38 et
4.40 pour le systdme 4.65 ¢t condition 4.45 ( i.e h? = JRC pour le systéme
4.66,0n détermine 1'équation différentielle liant 1a fonction d'affinité avec la

fonction de modification des conditions initiales ]
av, a(v, =V, )
sV, %) g = e ( 4.67)
da o

En éffet on résoud 1l'équation s
v, = [1 -g( V. ,X ):[ odV, ( 4.68)

La valeur instantande de la tension modifiant est égale 3

T
o= 0 - f e ) (469)
vi(o)

avec Vi(O) . condition initiale .
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Puisque dans le processus non établi dans le réseau R-C n'est valable que

la composante variable de la tension modifiante, donc en négligeant dans la

réalisation, la composante continue on utilise la relation i

Voo = g - K Vs E) (4.70)

im i
avec s ( i&fq .Vi, Xi ) fonction primitive de la fonction :

g (;fiv.‘fi, X )

La conception présentée est la génération du probléme du modelage des problémes

linéaires hétérogénes sur les réseaux homogenes R~C,

2- Réalisation du modéle R-C avec modification continue des conditicns

initiales,

La relation 4.70 détermine les conditions nécessaires pour la réali-
sation de la modification continue des conditions initiales, Puisque la détermi-
nation directe de la valeur du potentiel de noeud ( de jonction ) est impossiblec,

on utilise donc une contre-réaction,

En tenant compte du modelc modifié R-C caractérisé par les qualités
déterminées, on accouple conformément deux plaques de tous les condensateurs,
La figure 4.4, repxrdéeents 1l'idée.géné.ale de la réalisation du modelc R—C avee
la modification continue des conditions initiales. Lc systeme présenté concernc
tous les nocuds du réseau R-R modelant le processus quasi-linéaire avec des
constantes réparties, Par égard au caractérc hétérugtne dec la fonction affinc
dans les problemes particuliers,la structure du convertisseur statique de fonction
doit subir conformément le¢ changement. D'ou la construction des réseaux R-C
spécialisés destinds au type de la fonction affine détcrminée, Les cxcemples
sont tous les problemcs de la filtration non—=établie qui sc basent sur 1l'affinité

du type @
e el @)

résultant de la transformation dc KIRCHOFF,
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La qualité de la méthode présentée est la possibilité d'obtenir
1a solution directe d'un probléme aux limites non-linéaires surle réseau
R-C homogéne, dans l'instant de temps quelconque. Les résultats obtenus
peuvent étre enregistrés eﬁ‘;oints d'espace désignés ou pour un inter-
valle de temps défini. L'inconvénient de la méthode est la nécessité

d'utilisation d'un grand nombre d'éléments électroniques.

L.,2.1.4. Modelage sur les réseaux R-C avec la modification

discréte des conditions initiales.

1- Algorithme de la modification discrete des

conditions initiales

I1 existe une tendance de créer des systémes hybrides de
calcul qui est utilisée dans les processus avec constantes réparties.

On distingue deux directions du développement de ce = problematique.

La premiére prédisposant 1'étude des algorithmes pour les systémes
hybrides composés de la machine analogique classique et de la machine

numérique.

La deuxiéme basée sur les méthodes réticulaires, étudiées pour le
systéme hybride composé de réseaux R-R, soit de réseau R-C qui

représente la machine . numériocue.

Dans ce cas, le réseau acomplit -~ la fonction du sous-programme, en

générant la solution de 1'étape donnée du probléme.

Les études connues concernent en général l'utilisation des réseaux
R-R dans le systéme hybride. A cause des difficultés de construction,
la coopération des réseaux R-C avec la machine en chiffres est rarement

réalisée.

L'étude [—5‘] présente un essai de cette solution.



En prenant les hypothéses exposées en 4-21 , 4-55 on présente
ci-dessous, la méthode du modelage des prcblemes quasi—-lindaires sur le

résecau R~C homogeéne avec la modification discrete des conditions initiales.

En étudiant la méthode, on utilise les hypotheses suivantes :

a)- On ne considére que des équations aux dérivées partielles, quasi-linéaires,

hétérogenes et unidimensionnelles soumises 3 1o transformation de KIRCHOFF.

b)- Le problime est résolu sur le réseau R-C homogeéne en réalisation

modifide avec l'assitance de la machine numériquec.

¢)—- La solution concerne la section de temps déterminée et est effcctuce

en un cycle de procédure (4.1.1.2 (2))

d)- Les conditions initiales de chaque cycle, constituent la solution
du probléme non-linéaire et sont modifiées par machine nugérique dans 1'étape

de la modification de la phase passive du cycle précédent.

Donc au début, on rééoud le probléme linéaire sur le modéle R-C modifié
en faisant le pas de temps de la longueur définie, en partant des conditions
initiales égales aux valeurs de la solution du probleme affine dans un instant

de temps donné,

Ensuite, en profitant de 1'information sur la distribution initiale,
distribution de la solution aprées avoir effectué le pas de temps et la forme
de la fonction affine de 1l'équation, on désigne la solutiondu probléme non-
linéaire pour 1'instant fixant la fin du pas de temps. Figure 4pa,b représente
1'illustration des distributions et valeurs des potentiels de jonction pour les
instants de temps quelcongue tk et tk+1' La longueur du pas de temps est

définie par la différence des instants de temps.

Cie, dett = ?-k+1 = ( 4.72)
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Fig. 4.5 courbes de variabilité des potemticls de jonction dans la fonction de :

a) - La coordonnée spatiale,

b)- du temps.

{— Distribution initiale ('Zv )
o Distribution de la solution linéaire ( Qkﬂ)
3. Distribution de la solution affine non lindaire ( E]ZH)

On a fait les considérations pour un noeud intérieur guelconqgue en
tenant compte de l'influence des noeuds voisins, et pour un instant de temps
quelcongque (Jk traité comme le début du cycle suivant de la procédure.

L'algorithme obtenu, il fautlutlllser pour tous les noeuds intérieurs du réscau

en partont dw ncment initial fbk.

On considdre le processus quasi-linéaire du type 4.36 désigné par le modéle

électrique de la forme :

2
. - v = . O .
e = v, 2 g (Kv) ( 4.73)
S dC
Le réseau G homogéne sans les injections intérieures de courant
est décrit par le systeme d!'équations :
T ke =R ( 4.74)

i+l i1 i
sKs

On considdre que pour chaque noeud de 1'éspace, la solution linéaire est la
somme de la solution du probldme non lindaire et d'une valeur inconnue

déterminée comme erreur de 1'inacceptation de 1'affinité :

V=V, & (T) ( 4.75)
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En plus on pose :
= Pour le début du cycle : ﬁi (,Ck) = Eiﬁ — 0 vfk = v_k
- ]

lr o
——Pour la fin du gjcle : Ei (Gent ) =&, ]
BEn ufilisant 4.75 pour 4.74 on obtient :

. dv,
(s ) + (£i+1 + &, 2E) =K "ﬁ_ ( 4.76 )

En remplagant 4.73 en 4,76, on obtient aprés les transformations :

/

av, = _h% g(fv.v X,) &V, + 1 (Es +&: - 285 )dT(4.77)
- RC 7 RC =

En cherchant la solution 4.77 pour la section de temps A« (t B, R+

on intégre l'expression, ch obtient :
A

rkr* \1. ,.t_ -
c{V EJ;FRQJ(%I U,Lﬂd\! +_. g(&*”&-ﬂii‘jﬂ( 4.78 )
Tk

En obtenant apres la transférmation g
/tkﬂ

Vf‘"" iRek ok
j;-k%(xv 'V'Z;X{.)d\/,, = &EE“ Vi - Lj {\L (ﬂ.m + & A~
Vi

Tr ( 4.79 )
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Dans le but de déterminer la valeur dc l'intégrale du lapbacien discré—

tiser de l'errcur et de 1l'inacceptation de 1laffinité 6 on posc quc pour
lcs petits accroisscments de temps ( courts pas de temps) l'erreur Er
dans chaque nocud est la fonction linéairc de temps (fig.3.9) et cst déter—

miné par la relation :

kA =
() = /; — (tiTw

( 4.80 )

+

La relation considérée entre 1l'errcur EL( =) (%\j Ly (9> et le tomps.

La valeur de l'intégralc de l'errcur est donc :

Tt
el &E'b\-[-h = Z.k\z’“k*ﬂ
gu(’(\/’) AT = 7 ( 4.81 )
T,

En substituant 4.81 dans 4.79 on obtient :

flii = e g
b C@k”'tk S
VA |

( 4.82)

En substituant aussi 4.72 ct 4.75 dans 4.82 on a 3

fc R ( “1‘/1- ,’k) .{T_Ak kA Efik‘ﬂ U ‘m 34([,:&:1\]
( 4.83
i H I s
,2( T )_J
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En liant les paramdtres de 1'équation du modele électrique et du réscnu R-C

- - - . 2 7y
conformément & 4.45 on considere que l‘) == 9({- R .C

En obtenant la formec définitive de 1l'équation 4.85 comme :
Kea

4 -4 K+4
Vi 1 ' /-
f g_(cf W ’ﬁ) = (v k= 5_{:“*‘“ [’\\H-" —Visq &
3
K+
;,+4 K++ \ S RN
KT 2( Vi (4.84)
k ~ ’

La valeur recherchée de la solution clest-a-dire Vi 2t ne peut pas ctre déter-

minée directement parcequ'elle parnit avssi dans la limite supérieure de
1'intégralc de la fonction affine ct dans le membre tenant compte de 1'influence

des noouds voisins., En fait con obtient lc systéme d'équations affines.

=
On propose l'utilisation des méthodes d'itération i 4 - 71} qui

facilitent 1a solution cherchée,

Dans ce but, on introduit l'indice "j" détcrminant le numem de 1l'itération

- : k1
suivante. D'ou la désignation de la valeur recherchée. "V
Exemple ;
_— . -1 I+ it : :
On désigne la valeur de la solution V. traitéc comme le résuliat
3}

de 1'itération suivantec :

+4,, kR+1 —A . Ao Y < kaa LR Lz-m‘
? Vi = & (C? J b?(\ff) = (Vh A VL:‘} - @1& g li\hm =N L4 ?

L 2 RrC 1L ( 4.85)

("""

IL\.“"‘ +}\

ot - ;rffr{w\ 3 kera y 1
'*’\\\fft«n ' \"!_:4 } RS k\‘:L = )J !

w

G T ) : Bl (O(U‘\fﬂ")
Avec — 1a fonction réciproquc de la fonction primitive 3

k — Coefficient résultant



Lo procédure de 1l'itérmtion commence & 1'hypothese :

( 4.86)

La fin du processus d'itération doit avoir licu apres l'obtention dans chaque

noeud :

3+ V.kﬂ - j. k# 4 g / %‘ > O ( 4.87)

Dans le but de détcrminer la condition de convergence de la procédure d'itération,
{1 faut comparer les résultats de la sblution dans les pas d'itération suivants :

Les paramdtres qui ont une influcnce directe sur la convergcnce sont i

— La longueur dupas de temps effectué et le pos de ls discrétisation

de 1'espace, D'ol, le coefficient de convergence peut &tre défini comme suit :

% = g Alwkes — Alusket

L'utilisation pratique de la procédure présentée, a démontré la correction de
1o méthode permettant d'obtenir la solution apres avoir effectué quelques ité—

rations,

L'utilisation de 1a méthode avec la modification discréte des conditions
initiales pour le processus avec les constantes réparties du type 4.35 ccnduit
3 la relation scmblable, sodts llexigence de réaliser des conditions dlanalogie

détermindes,



Ll

2= Réalisation du moddle R-C avec la modification discrete des

conditions intiales.

Présenté en 1, 1l'algorithme de détermination de la solution posséde
une structure compliquée qui suggere la nécessité d'utilisation de la technigue
du calcul rumérique., Ilfaut souligner le fond du probleme consistant a 1'éli-
mination du processus d'itération, et & mettre les celculs technigues sur

calculateur numérique,

Le réseau R-C homogéne accomplit dans la méthode,la fonction de
sous-programme pour la solution du probléme linéaire aux limites, ce qui

est important dans le modelage d es processus sur des espaces grands et complexes.

La méthode nécessite l'utilisation du modéle R-C modifié ( 29)
qui rend possible 1'arrdt du processus non établi du réseau al'instant de
temps quelconque, La réalisation de la méthode avec modification discrete

des conditions initiales peut 8tre présentée par le schéma fonctiomnel (4.7):

Figure 4.8 : Légende de la désignation des blocs :

MC

lachine numérique — Unité qui transforme les données selon
algorithme posé et qui coordonne le travail du systime de contrfle

(manoeuvre).

B : Tampon ensemble des machines qui adoptent les vitesses réelles
du trevoil des systeémes de la partie chiffrée et analogiquc.

CNA Convertisseur numérique analogique, transformant 1'infoomation

(1]

binaire en valeur analogique de lo tension électrique (valeur

des conditions initiales).

D 3 Distributewr, machine distribuant le signal électrigue en points
du réseau (introduction des conditions intiales dans lecs condern—

sateurs du réscau R-C).
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R=C : Le réseau R=( homogéne en forme modifiée avec les conditions

aux limites et les circuits d'injection déterminée,

S 3 Pulsateur -~ machine liant les points conformes du réseau
(plaque de condensateur) avec le systéme de mesure (conver—

tisseur CAN),

CA : Convertisseur analogique numérique, lachine transofrmant le
signal initial analogique en information binaire,
T ¢ Chronométre en chiffres— Machine mesurant la longueur du pas

de temps effectué ( la durée de la phase active du modele R—C).

Contréle : L'ensemble des machines avec llopération logique réalisant
le contrfle du travail de certains éléments du systéme, qui

est coordonné par calculateur numérique,

4,2,2, = Simulation des problémes quasi~linéaires aux limites

sur les réseaux R-R homogenc,

4,2,2.1- La méthodique du procédé,

Les deux directions fondamentales du procédé sont :
a)- Simulation des problémes sur d es réseaux R-R avec les éléments voriables.
b)- Simulation dds problémes sur les réscoux R-R homogénes en utilisant les

méthodes d'itération qui engage la structure du réseau dans chaque pas

d'itération.
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- Le premier moycn possede deux sortes de réalisation technique. Le plus
souvent, clest 1l'échange manuel des résistances du réseau, utilisant les

calculs basés sur la linéarisation de 1l'affinité.

La deuxidme méthode est l'utilisation de résistances contrflées,Le plus
souvent ce sont des photordsistances contrdlées nunériquenment selon
1'algorithne résultant de la lindarisation de l'affinité et basé sur 1la

connaissance des caractéristiqucs statiques de chacun des éléments,

Trés souvent, la détermination des valeurs définitives des résistances du

résecau dans le pas de temps donné, a un caractere d'itératlon.

-~ La deuxieme direction du procédé, utilise le réseau R-R homogéne, sur
lequel par l'intermédiaire des injections de courants déterminées par

1'itération, on obtient la distribution cherchée des potentiels de jonction,

Les deux moyens du procédé ne permcttcent pas d'obtenir la solution directement
ce qui rend difficile 1'étude de 1l'influence des paranetres de 1l'espace sur

la distribution des potentiels, d'ou la nécessité de 1l'utilisation d'un matériecl
technique compliqué,

Dans les chapitres suivantm, on a préscnté des propositions de deux méthodes :

a)- Méthode du réseau R-R avec la rétro-action de jonction qui permet d'obtenir

la solution d'un probleme affine dans chaque pas dle temps.

b)—- Méthode du réseau R-R avec la corrcction des potenticls de jonction-

élimine le processus d'itération sur la structure du réseau,
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4,2.2.2 ~ Modelage sur les réscaux R-R homogeénes avec

la rétro-action de jonction
{= Algorithme de la génération des potentiels instantanés,

On posc le nmodele homogene R-R décrit par 1%équation de jonction :

+1 +1 +1 _ +1 k, k1

ol G(V]:'_t} s Vl.:+1 - EV?H) _ Gt ( Vlj£-+1 - vlj-:-(],;.)k+1 ) ( 4.9 )

i~

k rd ” Ld . 4 .
Avec V?; £t : Le potentiel instantané donné sur llextrémité libre de 1a
At

résistance Gy 4 déterminé pour le pas de temps k,k+1.
’
On considére les modéles électriques du processus du type :
2 ) av,
G(Vi+1 £ ) + I, =h% (atv.vi,xi) dt; ( 4.91)
= nl dv,
ou : Vi+1 + Vi_1 - 2Vi =hg (JP ,Vi’xi ) i ( 4.92 )

dt



Accomplissant les conditions 4.40 pour ;Z/'CF 1e

Ensuite, on compare les équations du modele électirique et du réseau R-R
clest-a—dire, 4.89 avec 4.91 et 4.90 avec 4.92, pour un pas cde temps

détarminé,

En résultan de la comparaison, on obtient les relations :
H

o Cysil s Sty i) _dvi_ ( 4,93 )
t ak ip BT TFE
v =Vk+1
i i
et
G +1 ok 2 dav.
e e s )
G i ip e e i (4.94 )
V.=V,
=Gl

En discrétisant la d@érivée par rapport au temps & l'aide du quotient aux

différences regressives, on obtient .Les relations 3

G, ( Vl:.fﬂn vl;;kﬂ o S - ok _1,1if+1 x,) (VJ;H._ vlf’) (4.95 )

A tk,k+‘i

1_12

Gt ( vl§+1 X VECI,)kFI ) _ 2 (&g-vl;'-ll ,Xi) ( Vk;H“ V:) (4.0,6\-
G =
At ik
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En introduisant les conditions d'équivalence pour les deux (2) cas :

2
Gy = ( 4.97 ) pour 4.95
Al
et
Gy = (4.98 ) pour 4.96.
& At k,k+1

On obtient aprés la tronsformation, la realtion déterminant la valeur du

potentiel ingtantané :

v_k,k+1

i =t ) () ( 4.99)

Cela veut dire, qu'en introduisant les valeurs des potenticls Yﬁ’k+1 sur

! ¥
les extrémités libres de toutes les résistances a temps du réseau R-R, on
obtient pour le probléme affine, la distribution woulue des potentiels de

Jonction.
29— Réalisation du modele R-R avec la rétro-action de jonction.

Pour 1a réalisation on prend un réseau R=R homogéne renpli par les résistances

déterminées par les conditions d'équivalen0eé¢.40 - 4.97- 4.98.\

Ensuitc, on enveloppe chaque nocud et la résistance dec temps Gt avec lc lacet
de la rétro-action de jonction pour que les résistances & taups soient aliten—

tées par la tension Vﬁ%k*1



la fig. 4.9présente le schéma~-bloc de la rétro-action de jonction 3

1. = Convertisseur
2eb _4,~ Additionneur

3, - Membre de multiplication,

De néme que dans la wéthode des réseaux R-C avec nodification continue des con-
ditions initiales, le convertisseur de fonction est réalisé par un type détexr-

mniné de la fonction affine,

L'initiation du travail du modéle se fait par l'application des conditions
initiales, des sources d'injection et l'application des potenticls de la .
distritution initiale V] .

4.2.2.3 — Sinulation sur les réseaux R-R avec la correction

des poteéntiels de Jonction,

1= Algorithne de la détermiration des valeurs des.potentiels 1 -

de jonction corrigés.

La néthode présentée est conforme & la méthode du réscau R-C homogéne avec la

nodification discréte des conditions initiales.

En utilisant 1l'information sur la distribution des potentiels de jonction au
début du pas de temps, le résultat de la solution linéaire sur le réseau R-R
honogene et 1la forme de la fonction de 1llaffinité, on corrige mmériquencnt

les valeurs des potentiels de jonction obtcnant en effet, la solution affine

recherchée.

Ia distribution des potentiels obtenu est la condition initiale pour e ffectucr

le pas de temnps suivant.
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En analysant lc travail du réseau R-R homogéne et du réscau R—C honogene
nodifié, on peut constater qu'avec 1'acconplissencnt des conditions détermindes,
1teffet final, clest-a~dire, la distribution des potentiels pour un instant
choisi tk}1 est identique.

La différence consiste en des nmoyens différents de la réalisation du pas de
temps, Dans le modéle R-C modifié, le changenment du potentiel de jonction de
la valeur V? 3 V§+1 ( conforme 2 la longueur du pas de temps) a un carac-
tére contimu, et la longueur du pas éltk,k+1 ne dépend pas des paranetres

du réseau et peut &tre changée.

Dans le modéle R-R, la réponse en forme de la distribution des potenticls

1 >
Vi% est établie tout de suite aprés l'alinentation des résistances a tenps

par la valeur des potentiels VE , et la lopgueur du pas de temps est dépendante

de la valeur des résistances & temps G et souvent reste constante.

Du fait de 1 'existence de la confornité rigourcuse des solutions pour les
instants de temps c hoisi dans les modeles R-R et R—C étudiés, résulte la
conclusion suggérant 1l'utilisation de 1l'algorithme (4.2.1.4) de la solution

du probléme affine et la détermination des conditions d'équivalence des riodelcs
R-R ¢t R-C homogeénes.,

On considere lec moddle R-R homogene avee 1%équation de noeud :

+1 +1 .oy +1
G (Vli( 4 1 Vl:i(.-‘l = 23; )=Cy (Vjii = Vli ) (4.100)
et 1e_nmoddle R-C horogeéne avee 1liéquation de noeud :

e ‘ ! av
¥ e el SdL
e i) e

( 4.101)
¥ lt = i+
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La version modifide du réseau R-C rend possible ltarrét du processus
(“congolﬂtion") en un instant de temps quelcongue tk+1 d'ol 1'équation

4.101 qu'on peut présente comme suit :

+1 +1 1y av, l o

En posant l!'équivalencc de deux réseaux comie la distribution identique des

potentiels de jonction Vljfﬂ on peut constater 1'égalité :

G

(V‘f“ - vl]f o ets t =1t ( 4.103 )

i dt

En discrétisant la dérivée instantanéc & 1'aide du quotient aux différences

regréssif et ignorant 1%crreur domnéc par la discrétisation on obticnt :

G, ( V]:H —V};)= e, 2 (V]'iSH - V}l‘ ) ( 4.104 )

At}c,kﬂ

Dol on peut directement déterminer les conditions dtéquivalence deyd eux réscaux

cpmne s

ZLr.c.
. - ( 4.105 )
ks tk,k-H



¥

En utilisant 1'expression 4,63 et les conditions 4.105, on obtient ia

rclation
R+
\/:
Rt = i
(.7, X,)= B A%y 1o (IFJ;” —I;k)- A%y 1oy \ (v;_f” -vl.‘“) +(vfkf.1 -vl.‘“_“f)
- e e L
v, ¢ o k+1 j] (4.708)

En liant les paramétres du modelc électrique et du réseau R-R, on posc :

i, e+ Rt
,;2 = ( 4.107 )

D'ou la forme définitive de 1l'équation 4.106 :

Vh+4
oty ) e 25 m (G oSt 3 |
e pl=— (4.108)

Vi
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Parcillenent corme en 4.2.1.4. 1°, la détermination de la valeur de la
: : +1
solution affinc V? ost effccpude & 1'aide de la procédure d'itération,

réaliséc nmundériquencnt :

+1

J+1vlis+1 " ?—1250(‘]1;)+(‘}§+1_v;k)_ B {v'kﬂ Jvk+1) (v'k+1Jvk+1) 2(V k+1Jvk+1)‘
L

(4.409)

Les conditions d'initiation de la fin et de la convergence de la procédure,
sont définies en 4.2.1.4.(1°30n étudiont les méthodes du réscau R=C avee -

la modification discrete des conditions initiales.

L'utilisation de la méthode du réseau R-R avee la correction des potentiels
de jonction pour le processus du type 4.91 conduit 3 unc relation semblable

avec 1llexigence d'accomplisscuent des conditions de 1l'analogic déterminées.

2.~ Réalisation du modéle R-R avec la corrcction des potenticls

de jonction.

Présenté en chapitre précédent, l'algorithme de la détermination de 1la solution
du problene affine, exige 1'orgenisation du systéemc de calcul hybride dans

le systene " réseau R-R- calculateur numerlquui Le réseau R-R homogene, effectuc
1a fonction de sous—programme pour la solution du probléme aux liwmites linénircs, .

ce qui est important dans le nodelage pour des espaces grands et asses complcxes.

P

Lo fig.4.9 présente un schéma-bloc simplifié de la réalisation de la néthode

du réseau R-R avec la correction des potenticls de Jjonction.



La figure 4.10 présente 1l'exemple de la solution pour la réalisation technique

du systéme hybride,

I1 £aut constater la possibilité d'utilisation du réseau R-R homogéne avec
1'injectour de courant (4.1.2.2.B). Dans ce cas, le systéme de la mémoire
analogique doit posséder une sortie de courant. Par contre, l'algorithme 4.109

doit 8tre complété par les conditions d'équivalence pour les processus du

type 4.26.

Légende : (Fig. 410)

D = Distributeur = Distribution des signaux électriques dans les

cellules de la mémoire analogique,

P - Mémoire analogique = systéme qui permet de se souvenir de la

valeur déterminée du signal électrique (potentiels & temps).

ContrSle — L'ensemble des systémes & 1l'action logique, coordinés
par la machine mumérique, réalisant le contr8le du travail

des ¢léments particuliers du systéme,
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CHAPITRE V - EXEMPLES PRATIQUES

Aprés 1'étude théorique des moddles réticulaires R-R et R-C, nous avons congu
un réseau R-R & 10 noeuds pour simuler des dquations aux dérivdes partielles

du type parabolique ( cas linéaire et non-lindaire).

Si pour le cas lindaire nous n'avons pasmEnsontré trop de difficultés quant

aux mesures, par contre pour le cas non-linéaire il nous a été impossible de

les faire, vu que le moddle R-F. congu, se préte bien 2 la simulation non-linéaire
& condition de mettre en oeuvre un processus d'itération pour chague noeud,utili-

sant un matériel technique important et fort couteux.

Un deuxidme facteur, le temps, a joué en notre défaveur car pour similer un
probléme mon-linéaire sur des modeles R-R ou R-C, il aureit fallu un calculateur
numérique, car la correction des conditions initiales pour les prochains pas de
temps (processus d'itération) demande un grand nombre d'opérations et par

canséquent, beaucoup de temps.

Néanmoins, un travail remarquable a été fait dans ce sens par JABLOWSKI qui
disposait de meilleurs conditions et gul est exposé en [ 4] et [5]
Il a abouti & des résultats que nous commenterons dans la dernidre partie de ce

chapitre,

V~1-_CONCEPTION DU MODELE

Le modele congu est un modele R-R avec des résistances Rx pour simuler le pas
d'espace et des rdsistances Rt pour le temps. ( Nous nous sommes intéressés
uniquement qulauvx problémes unidimensionnels),

Les intervalles de temps et d'espace sont réguliers (l'espace et le temps sont
divisés en un nombre égaux d'intervalles) donc les résistances Rx sont dgales

deméme que pour les résistances Rt. Nous avons choisi des intervalles d'espace

et de temps nommalisés ;

Xelmﬂ; et té]on[
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Nous nous sommes imposés les conditions aux limites (pour X=0 et X = 1).

Nous avons pris pour : X =0 VO = 0 volt
X =1 VL = 10volis

En tenant compte de la relation d'équivalence :

c:(t (5521

a—"ﬁ—'——- = 1 ( cas lindaire sans consigne ).

2
aves =y o P e s S5 s B e
' KR+ R x

ol 551: est le pas de temps et bI le pas d'espace.

Vu que = 10 volts et pour la simplicité des calculs, nous avons prisf-'-'[ v =0,1

VL
ce qui donne lF ={ pour VL = 10V.
La longueur de l'espace étant l'unité et comme le nombre d'intervalles est 10,

le pas d'espace aura pour valeur bl. =015

Nous avons choisi pour Rx, la valeur 100.L .
z % -4
Ce qui don.neo( R = X =10
R x

Comme le courant dans Rt domt &tre tres faible par rapport & celui traversant

Rx, nousavons pris Rt > 10 Rx ; la valeur de 5,6 KsL a été prise alors pour Rt,

Lt est déterminé par la relation d'équivalence 5.1
Jt = 1\ "4

Le choix de t doit &tre fait dc manidre & satisfaire la condition de convergence :

K&t < 1/2 (5.5)
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V.2 = ESSAIS

V.2.1 - BESSATS LINEATRES

Le but de la wanipulation est de voir 1l'cfficacité et les perfor-

mances de notre méthode de simulation,

Pour cela, nous avons choisi une solution théorique de 1 'équation aux dérivées
partieclles du type parabolique afin de comparer les valecurs théoriques aux

valeurs enregistrées lors de nos essais pratiques,
L'équation choisicest :
1 2
_wat
F(x,t) = X -1 sinW x .€ avec K = 1/2
e (@F

Cette équation est une solution particulidre de 1'équation aux dérivées particlles

TE - K OF
D ot

mais qui vérifie les conditions aux limites que nous nous sommes imposées :

R0, t) =0
R GRS RS
2 = o, bl y o 5
Pour a™ = 132 et d'dpres 5,500 - choisi t =0,05 secc.

Le matériel utilisé pour la réalisation de nos essais, est constitué par deux (2)
alimentations stabilisées, 1 voltmeétre & affichage nmérique,une plaquette cons— .
tituée de dix (10) potentiemdtres (0-100 /L) placés en dérivation de manidre
a pouvoir régler des tensions variant entre 0 et 10 volts pour led dix noeuds

et enfin le réseau ReR,
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Sur la figure {1 nous avons tracé les courbes théoriques en fonction de lavariable
d'espace pour différents pas de temps.

Remarquons que pour t > é)t la fonetion F ( X , T ) tend vers la fonction

Tt
F (X) =X et ceci & camse du teme atténuateur @ itk

Sur la figure 2 nous avons tracé les variations de 1l'erreur relative

= Vl.ﬁ-1 = V}:{H 100 % en fonction de la variable
U= _1i,th i,mes
Vk +1
ith
d'espace pour différents pas de temps,

Nous remarquons que :

~ U (X) diminuequandia variable d'espace croit.

La valeur maximale pour l'erreur relative se situe pour le premier noeud,
ceci est dll certainement aux erreurs dues & 1l'approximation de 1l'opérateur

différentiateur par ll'opérateur aux différences finies & ce niveau.

— Pour t = 0 1la décroissance se fait presque lindairement.

- Pour t > bt au niveau du 6° nocud la courbec croit puis présentc un moximun
pour le T° nocud enfin clle déecroit. Cette croissance au niveau des derniers

nocuds est due probablemcnt al'influence de la source de tension aux bornes du

dernicr nocud ( VL =10V ) ( le courant traversant Rt nc serait plus négligeablc

par rapport & cclui traversant Rx).

Sur la figurc 3 a été représentéc la courbe domnant la variation de 1'crreour

+1 +1
absolue W = vl;th -V,

imes P fonctisn de la variable spatiale pour diffdérents
HISES ]

pas de temps.
Pour ¥ = 0 la courbe présente unmaximum au milicu de 1l'intervalle spatizle,

Ceci peut s'expliquer par le fait que 1l'influence des conditions aux limites

( OV pour X =0 )

1l

(10V pour X =1 )

¢st la plus faible pour les nocuds du milicu ce qui explique le moximum d!erreurs
a cet cndroit 13,
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Pour t = A t 1la courbe présente unmaximum dans les noeuds voisins du dermicr
nocud et ceci probablcment pour la mémec raison que celle donnée précédemment

pour la figure 2.

Sur la figurc 4 ont été tracées les variations des crreurs rclatives U % ct

absolucs W cn fonction de la varisble temporelle pour différents pas spatiauz,

Les courbes ont la méme allure : décroissance tres rapide. Aprés 3 }_‘. t

elles tendent toutes vers O quelque soit le pas spatial., Ceci prouve que 1o
méthode utilisée converge trés rapidement .

I1 faut remarquer que les courbes d'erreurs données concernent uniquenient les points
de discrétisation,de néme que pour la précision ,

Pour couparer les nesures essentiellement continues faites sur le systéne physique
avéc les données expérinentales,on recourt & un algorithme d'interpolation pour
1'équation discrétisée .

Pour éstiner la précision de la néthode utilisée au cours des éssais pratiques,
on pourrait utiliser un nombre plus grand de points de discrétisation .

Les néthodes d'interpolation utilisées seront les formules de NEWTON,GAUSS,
STIRLING,BESSEL ou docLAGRANGE ,

Aussi on pourra determiner 1l'érreur due & l'interpolation par les formules propres

4 la néthode d'interpolatica utilisée .

En fait les courbes expérinentales obtenues sont polygonales car entre deux points
de discrétisation il éxiste d'autre points sur lesquels on ne peut rien dire

3 priori et la courbe obtenue entre ces deux points serait un segnent de droite .

L'interpolaticn donnera un pdlyndme qui approchera la courbe réelle .
Donc pour les courbes d'érreurs interpolées,une erreur suppléuentaire est ajoutée
du fait de la formule d'approxination,nais clest un noyen corode pour un estination

correctecde la précision de la néthode d'éssais utilisée .
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Pour plus de clarté dans 1'éxposé nous allons nontré sur un éxemple la
procédure Utilisee .  uyne . giige approfondie testifaiteer 3] .

Considérons un intervalle Xy 0 Xy o de longueur = X = xi -X

Divisons cet intervalle en n parties égales distantes de h .,

Puisque les parties sont réguliéres on pourra se servir des methndes d'interpo-
. ere P=Shle
lation de NEWTON ( 1°7¢ ou 2°"® formule ) ,de GAUSS, de STIRLING ou de BESSEL .

La deuxiéne forrule d'interpolation de NEWTON donnera le polyndme suivant 3

N 1 2 n
Pn(x) = a.cl + a1.(x—xn) + az(x—xn_) FTeessns ot an(I—K.I)

1

Avec la notation des puissauces généralisées :

k=
(x-—xi)m1 =“ﬂ"(x—-xi—- k.h )
k=0

Les coéfficients a; seront déterminds par la formmule suivante ;

ol
o AV
3
i ilh™

ol iy . est la différence finie d'ordre i de la fenction y clest & dire :
AV

Aly,, = AARAG..@y )y )

L'erreur sera donnée par la formule du reste :
i=n
i
i,g (q+1i) n+1

(x) = . A Tn
% T
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En conclusion nous pouvons dirc que la méthode dc résolution analogique par
réseau R-R se préte bien & la simulation d'équations linéaires. Les mesures

sont faciles & faire, la convergence est rapide, la précision appréciable.

V.2.2= SIMULATION CHIFFREE DES MODELES RETTCULATRES R-R ET R=C POUR LA
SOLUTION DES EQUATIONS QUAST-LINEATRES AUX DERIVEES PARTTIELLES,
Excmple :

Faute de pouvoir faire des essais pratiques pour le cas quasi-lincaire
sur notre réscau R-R pour lcs raisons citées plus haut, nous allons
essayer de commenter 1'étude pratique ct les résultats faits par
Monsicur JABLOWSKI.

5.2.2.1~ Expression du probleme

Parmi les méthodes présentdes du modelage sur les réscaux
R-C ot R-R, on a choisi deux méthodes équivalentes pour documenter la correction

des résultats obtenus

a) — Méthode du réseau R-C homogénc avec la modification discrete des conditions

initiales.
b) - Méthode du réscau R-R homogéne avec la correction des pstenticls de jonction,
Le test d'autres méthodes est 1ié avee la construction du matériel technique
compliqué cc qui est couteux.

Les problémes choisis, tcstés sur les modéles expérimentaux, sont présentés dons

les élaborations de 1! nstitut et signalisés dans le texte du travail,

Cela concernc surtout la méthode du modelage des problimes hétérogénes sur lcs
réseaux R-C homogénes et partiellement lc modclage des problémes quasi-linéaires

sur des réseaux R-C avec la modification continuc des conditions initiales.

Pour tester les méthodes choisices, on pose l'dquation quasi~linéaire aux
dérivées particlles possédant une solution amalytique exactc avec les conditions

aux limites ¢t initiales données.
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Puisque les travaux méthodologiques et de la simulation devrait préeéder
le traitement des problémes du typec constructif-technique, on s'est ddéeidd
sur la simulation chiffrée du réscau R-R ( ou R—C modifié) en éliminant dans

cc cas la participation de 1l'analyseur réticulairec,
La taille pcu importante de 1l'cspace et 1a forme simple des conditions ~ux

limites simplifient 1a simulation chiffrdée du rdseau.

On pose unc équation quasi-lindézire aux dérivées particlles soumise & la

transformation de KIRCHOFF s

o 226 _ 2A 08 (5.6)

oxX D)

Avec les conditions aux limites : 'e(O,'t) -—-G(S,t) =0 (5.7)

et la condition initiale : e( X0) =A(8x~ x2 ) (5.8)

avec : A - coefficient de 1'équagion : O&,t )= 4 ( sx - x2) (5.9)
1+t

S ~ Dimension de 1l'espace,

Le probléme consiste & déterminer la solution affinc de 1'équation 5.6 et la
comparer avec des résultats de la solution analytique connuec de la formec 5.9.
Par égard & la symétrie du probléme il suffit de résoudre le problémec pour
1lespace X & [0,8/2.]

Donc les conditions aux limites auront la forme - 8 (O,t ) =) (5.10)

DE Y =" (5.11)
Inx=sfz
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Ensuite on prend les coefficients de l'analogie d V ) O("C avec

des valeurs exemplaires

O(Vf-‘d /O['C:/‘

et on discrétise l'équation 5.6

Vo 4V, -2 = 24 petnal (5.12)
- 1) .
Vi dT
avec les conditions aux limites 3 \’o(t) =0 « (5.13)
Yol =
Vel =o (5.14)
h n xi:xn,
et la condition inifiale. Vi(O) = A (8 X, = xil ) (5.15)
La solution analytique prend la forme s
v. (T) =_4& (8ix. = % ) 4'=0yn (5.16)
i e i i
1 +T

Ainsi discrétisée la moitid de tout 1'espace posséde ( m + 1 ) nocud ou n est
défini comme :
n= _8 (5.17)

A t =
En néme temps on prend un pas de temps constant A k,k+1 : rendant possiblc

1la détermination du temps comme multiple du pas dc temps.

Tk -x.p (5.18 )
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Par égard & la convenance d'enregistrement numérique la condition initiale

et la solution analytique sont présentées en forme :

VF = i - '2i] i n
" e [Shl e el e (5.19)
k€ [ B,u 1

I1 faut remarguer que la condition initiale est le cas particulier de la gsolution

analytique pour k = O,

La siouletion chiffrée du réseau R-R homogéne peut &tre facilement effectule

3 1'aide du schéma aux différences manifestes — ( )
Tkt k 'k 'k 'k :
h

exigeant la réalisation de la condtion dc convergence : P 74 1 (5.21)
e LS
h .

ot 1o détermination de la valeur des potenticls de jonction comme :

'k = 0, 'k F
v, Ve, = V. k=0,...n (5.22)

La valeur de la fonction affine g ﬁ(v. V, x ) a la forme :

g (o .V,X) =g (V) =24 (5.23)

v

L'algorithme 4,84 ou 4,108 exige la détermination de 1tintégrale définic

de cette. fonction

oy
{ +1
J g (V) av =24 Vil gy 24 1n ij (5.24 )
« v
Vi k Vlf

Vi
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En utilisant lo condition d'¢quivalence 4,46 , 4.105 ou 4,107 et
1'algorithme transformé 4.84 ou 4.109 tenant compte de 5.24, on obtient ¢

3+1vk+1 vl_a exp{ [v‘kﬂ _vl_: = ZI;‘Z K et _Jolerl t14:+1 S

i+l i+1

1k
= 2( Vj_ i —JVJEH ))]} 1= Ty neenesll 3 K=10jsuaesilie

En introduisant, pour simplification de 1'enrcgistrement et de l'organisation

du programme, la granded J Eiﬂ déterminée comme 3

(5.25)

1 J' i=1,...,1’1
JEk+1 V_k’.-H Vk:+1 (5.26)

. = i - i
& k=0;u0a.p

Lialgorithme de la déterminaticn de la solution affine a forme :

: 1 :
JH K Vk ket Kk “Jmk-i-'l J1k+1 _ 5 dgtr
T =Y _[“i A i e )“ (5.27)

2 A s 2h

La procédure d'itération commence des la pose :

k+1
T g (5.28)

s

et finit par Yobtention :

JVL;H ¥ Jvli£+1

; (5.29)

Pour 1'cstimation des conditions de la convergence de la procédure, on Comparc

les résultats successifs de 1'itération s

Jvk+1
F, £ - (5.30)
vlc+1 |
3 @ <l3 £
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Fixant par 6 = , la condition 5,30 tenant compte de 5.27 conduit a 1o

2
relation: e
i+ v1:+1 .
$ Ssae el X I+ EI.CH-- 4 Ip 1:c+1 D QHEI.{H-JE].{H) ;J.,k+1 _JEl_c+1
1D e it - i1 i i S i-f /
J ?.Vl_x+‘l
1 (5.31)

qui aprés la considération 5.26 prend la forme i

J+H vle
il

|

i1 e lr+1> &-Hvkﬂ jvlc—t—‘l) o p(IHI g 33 )]}
i-1 1i i

a2 vk+1 _ B l\ i+ 1+1
i
(5.32)
= exp (6 4 )
On posec que :
i+1 k

max, l 2 1 J‘Jk-'-‘t = Dt A= a0 (5.33)
et estime la valcur maximale comme : MAX ’ 7 \ = 2D (5.34)

Ensuite nn rdsout les indgalités 5.30 avec la considdération de 5.32 et 5.34.

En considérant P = 0, : D=1
-B2
on obticnt : 0,95 { exp
atoh B = I £ 0,025
2h

Les excuples résolus confirment la justesse de 1'estimation de la valeur de 1o

condition de convergence.
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:
L'erreur absolue, déterminant la différcnce entre la valeur de la solution
analytique et la valeur de la solution obtenue en effet de 1'utilisation de
1n méthode est calculde pour chaque pas de temps dans chaque noeud intérieur

de l'espace :

ot k1 vt %
Wi r Vi,gm]_ i ( 5.35)

L'erreur relative d'int&rét déterminant 1'efficacité de la méthode, est calculle

pour chaque pas de temps dans chaque noeud intérieur de lt'espace de la relation :

+1
Sl i,anal S >
Ui( = - 100 % ( 5.36 )
i,anal
avec V¥}1 = Valeur de la solution analytique
i,anal
v§+1 - Valeur de la solution, obtenue aprésavoir effectué la procédure

de 1l'itération,

Pour l'accomplissemcnt des exigences posées par le langage de la prograrmation
(ALGOL) de la machine numérique,dans la réalisation du programme, on introduit

1la notation suivante :

W H, M, P; 5;uA, D

Ce programme exige l'introduction des donndées suivantes

ou @

N : = Nombre de noeuds intérieurs
H : - Saut de la discr¢tisation de l'espace

M : - Noubre de pas de teups

- Longucur du pas de tenps

— Dimension de 1l'espace trtal

Coefficient de 1'¢équation
Exactitude de 1l'itcération

2 = U W
!
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5e2.2.2= Llanalyse des résultats

En posant initialement les valeurs des domnées de ddpart, on sedirige avec des

régles suivantes ;

a)- Les valeurs des variables doivent &tre conformes aux réels techniques du

réseau de 1llanalyseur de l'espace.

b)- Le réseau simulé doit avcir une structure simple dans le sens de nombre dc

noeuds.,

c)- Les résultats obtenus doivent &tre représentatifs pour 1'estimation de 1o
néthode utilisée,

Les exigences de la conformité technique du réseau simulé et du résecau réel

se tient avec :

~ L'acceptation de 1la valeur "{000" comme rmaxinale de la solution de 1'unité

de machine utilisée dans 1l'analyseur rdéticulaire lf4—68]',~

-~ Limitation de la longueur du pas de temps jusqu'a 0,01S qui se lic avec la
technologic de la réalisation du moddle R~C modifié (pour le modele R-R cette

limitation n'existe pas).

~ L'acceptation de la valeur "{" du coefficicnt d!exactitude de 1'itération ce
qui est 1ié avee la distinction pratique des mesures dans l'amalyseur réticu-—

laire,

Les résultats de calculs présentés concerncat les cas pour lesquels la procédurc
de celcul est convergente & la solution, On a constaté que pour les variables
déterminées des donnéés, on n'a pas obtenu la solution finale, par égard a lo

divergence de la procédure d'itération,

Sur la figure 5.5; on a présenté la distribution de la valeur de la solution du
prcbléne dans llespace modelé,
Par ¢gard & la symetrie du probleme, les résultats domnés concernment uniquement

la moiti®d de ll'espace.



- 109 -

Le parametre est le temps, d'ou les courbes concerncnt les scctions de temps
déterninées, La distribution de la valeur de la fonction de 1'aire a 1la forme

de 1la parabolc (pour tout 1'espace).

Lo figure 5.6 présente pour les nocuds choisis du réseau, la variabilité de 1o
solution dans le temps. Bn ¢tat Stabli du processus modelé. la solution dans
chaque noeud atteint 1n valeur zéro. Sur 1o figurc 5.7 on a asseublé lcs
diagrammes des changemcnts de la solution du problene linéaire et affine dans

les pas de temps successifs.

Ensuite, on a analysé 1l'influence des paranetres particuliers du modele sur
1a valeur dles erreurs: absolue et relative d'intérét détemminées pour 5.35 et
5.36.

Lierpeur absolue . déterninde par los unités du potentiel, permet la constatation
du degré de 1'inexactitude de la solution obtenue en aspect des possibilitds

techniques de 1l'appareillage de mesure utilisé.

L'erreur relative dlintérdt ddéteruine 1'aptitude de 1z néthode utilisée dans 1o

sens d'exactitude posée de la solution du problenc.

La figure 5.8 présente la distribution de la valeurde 1lerreur d'intérét de la
solution dons 1l'espace modell,

Le paranetre est le temps ce qui facilite 1'analyse du changenent de l'erreur
pour les instants de temps différents.

généralenent, il faut constater que la plus grande valcur de 1l'errcur existe
dans le premier noeud du nodéle en dindinant pour les noeuds placds & 1l'intérieur

de l'espace. La solution dans le noeud médione (du milieu) de 1'espace(X ==_%__J
a 1llerrcur la plus petite.

Les c auses de cot état il faut chercher dans l'influencc des liuites de 1'espace

sur les nocuds du rdéscau,
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L'acceptation d'un saut de discrétisation plus grond avec le nombre de noeuds
constants cause la dininuation des errcurs surtout dans les premicrs noeuds

(Fig. 5.91).

Trés importante est 1'analyse des changerents de la valeur dlerrcurs de la solu-

tion en fonction de teups qui décide de l'aptitude de la méthode testde.

Sur la figure 5.9 on a présenté les résultats de telle anmalyse pour le premier

noeud intérieur, en prenant ccrme paramétre la longueur du pasde temps,

I1 faut souligner que dans la plupart des cé&s, les disgrarmes concernent les nocuds
initiaux (ou le {er intérieur) du nodele o  les valeurs d'erreurs sont les plus

grandes,

Pour les pas de temps de longueur P ;L 0,083, la solution est divergente jusqu'a

1'infini qui est manifesté par l'accroissenent évident: de la valeur d!errcur,

Dans le domaine de la convergence de la procédure d'itération utilisée dans
la réalisation de la néthode caractéristique est llaccroisscnent de 1l'exrrcur

relative et 1l'existence du maximum pour l'erreur absolue,

Dans la phasc initiale du processus, les deux crreurs croissent assez vite, ensuite
1terrcur relative croit avec petite inclinaisen tandis que 1l'erreur absolue apres
avoir atteint le maximmim,dinminue, Cc fait confime 1'utilité d'analyse des dcux

erreurs et indique le sens de l'information obtenue.

Par égard & 1'existence de 1'influence du pas de discrétisation du temps sur les
valeurs d'erreurs de la solution sur la fig. 5.10, on a tracé les courbes des
changenents des valeurs dlerreurs dans la fonction dec la longueur des pas de tenps.

L'analyse concernc les mocuds choisis du modéle,

Le croisseuent du saut de la discrétisation du teups, cause le croisseuent successif
des erreurs de lo solution conduisant & la divergencd de la solution pour ses

valeurs définies,

Sur la figure 5.11 on a les conclusions sortant de la considération des résultats

du nodelage d'un probline donné dans les espaces des dimensions diffdérentes.



- 111 =

Chague fois 1ll'espace était couvert par le nombre identique de noeud du réscou.
On o constaté une diminuation inportante de ll'erreur d 'intérét avec lec roissc—
nent de la longucur de l'espace.

I1 faut chercher les causes de ce phénonéne, dans la diminution réciproque, de

.1influence des noeuds voisins du réseau,

Bien sfir 1'erreur résultents.de la discrétisation de l'espace (réseau linéaire)
a des tendances contraires, mais @ars ce cas pour le probleme affine, ce nfest

pas important,

Les conclusions semblables donnent 1'analyse de 1'influence du nombre de pas

3 discrétisation d'un espace déterminé sur les erreurs de la solution(fig.5.12).

En conclusion, il faut constater que dans la méthode utilisée importante est
1tinfluence réciproque des noeuds voisins et la réalisation du principe de la
relation lindaire : de 1l'erreur de l'irsageptition de l'affinité E‘i(.t ) et

du temps.

En plus, il faut souligner le caractere spécifique du probléme testé et 1ié

avee lui la fonction exponentielle,

Aussi, l'acceptation d'un autre moyen de résoudre le systéme d'équations affines

peut conduire & 1!'élimination du probleme de la divergence de la solutiomn.
Les résultats obtenus confimment entidrenment llefficacité de la méthode.

L'erreur sabsolue de la solution est plus petite que la distinction des appareils
de mesure utilisés.

L'erreur relative correspond aux exigences posées dans le modelage des processus

réels avee des constantes réparties.,
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CHAPITRE 6~-~CONCLUSION

Les néthodes présentées fe:la simulatién sur les réseaux R-C et R-R se basent
sur 1'hypothdse fondanentale telle que l'utilisation de la transfrmation de
KIRCHOFF pour les équations aux dérivées partielles quasi-linéaires,

Cette hypathése domne la possibilitéde s

a)= Lo transfermation des équations quasimlindaires jusqu'a upe farme asseublant
1a fonction résultante affine avec la dérivée partielle par rappert au tcups,
ot lide avoc une élimination des valeurs non hemegiues du paranstre de
conductivité de l'aire.

b)e Pour les équatisns lindaires, 1l'assemblage des valeurs des paranetres
hétérngines de l'aire avec la dérivée par rapport au teups.

La conséquence de ees faits est la pessibilidé d'utiliser des réaseaux R~L ou R~k
avec des valeurs homogiénes des résistances sirmlant le parandtre hétémgene de
la cenductivité de l'aire.

Dans 1!'étude nn a fait une distinctien des néthedes séparant les réseaux R-# et
R-R ot aussi les cas lindaires du cas quasi-linéaire,

Chaque fois la présentatien demsnéthedes débute sur wme ctude de la nedification

des versions classiques des réseaux.

Aussi est présentée l'utilisatien des conceptions déterminées peur des équatiens
aux dérivées particlles,linéaires non honegénes, Cette problématique a une inper-
tance pratique dans la simulation des precessus réels aux parandtres répartis,

Ainsi est présentés une prapesition pour le modelage de 1l'équation linéaire,
hétérogdne, de FOURIER sounise & latransfemation de KIRCHOFF, sur le réseau
honegeéne R-C,

Le renplaccuent de l'emsemble des condensateurs par un gysténe électrenique
analogue permet de créer des conditions favorables de nesure des valours de la

solutien, et la reproduction précime des parandtres de 1l'air nedelé,
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Le moddle r¥ticulaire R-C était accepté comme modéle de départ pour 1l'étude

de la démarche des méthodes détermindes,

En se basant sur l'analogie du moddle et du processus, on peut analyser les
¢léments particuliers. Au début est présentée la conception du modele R-C

modifié ’ qui est caractérisé par une suite de tweitspositive :

a)= Possibilité de mesure en chiffres des potentiels ( de la solution ) dans

la s ection de temps quelcongue de toute 1l'aire du réseau.
b)=On gardele caractére continu de la variable dépendante en fonction du temps.

¢)=- Simplicité de donner les conditions initiales et 1'initiation du travail

du réseau,
d)~ Possibilité d'accouplement avec un systéme hybride de mesure.
Dans 1'étude tmis mithodes de résolution des problémes quasi-linéaires sur les
réseaux R=C ont été présentées:
a)= Méthode du réseau R-C avec condensateur non linéaire ( en parallele Ve
b)- Méthode du réseau R-C avec modification continue desmpditions initiales,
¢)- Méthode du réseau R~C avec modification discréte des conditions initiales.
Dens la premidre, on a introduit le terme de condensateur en parallele, Dans
le cas général clest 1'élément non réalisable, mais malgré tout le probléme

3 un caractdrecomplétant le domaine du modelage sur les réseaux avec des cléments

non linéaires.

La détermination de la valeur instantande du courant passant par le condensateur
en paralldle permet une juste interprétation des valeurs de la capacité du conden-
sateur dans le réseau R-C,

La deuxisme méthode consiste en l'utilisation de la modification continue des
conditions initiales des condensateurs pour modeler la valeur instantanée du

courant conformément avec le caractére de la fonction affine,
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La réalisation pratique de cette méthode est liée awec une certaine complica~

tion de systéme de réseau R-C homogene,

I1 faut seuligner que la premitre méthode ainsi que la deuxiéme permettent la
solution des problémes aux limites quasi-lindaires(Vene napidre directe
clegt-d~dire que les distributions regues des potenticls de noeuds sont la
solution du probleme,

La troisitme méthode se base sur le réseau R-C homogeéne medifié et elle est

destinée pour un systéme hybride de mesure.

On obtient la solution pour des instants de temps choisis qui sont les limites
des pas de temps, Elle est déterminée mmériquement par un argotithme qui tient
compte du caractére de la fonction affine du processus, de la distribution

initiale de chaque pas de temps et de la distribution de la solution linéaire,

Les valeurs de la solution recgues modifient les conditions initiales des conden—
sateurs du réscau en créant une distribution initiale pour le pas de temps
suivant, La longueur des pas de temps peut &tre changée dans le modele R-C,

Cette méthode caractérise le départ de la réalisation d'unprocessus itératif

sur le réseau jusqu'd l'obtention de la solution du probléme par voie mumérique,

Le réseau accomplit la fonctien de sous-programme résolvant lesproblémeslinéaires,

Le méthode présentée entache la solution d'une errecur supplémentaire due & la
néthode,

La détemination générale de la valeur de 1l'errour est plus difficile, ainsi
dans 1'étude est présentée uniquement llanalyse des résultats de 1l'exemple
testant la méthode,

Les résultats obtemus vérifient l'exactitude de la mérhode du réseau R-C avec
la medification discrete des conditions initiales. La méthode est limitée par
la nécessité de la détermination des parametres du réseau permettant la conver—

gence de la procédure d'itération,
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Ensuite on a présenté la problématique du modelage des problénes aux limites

quasi-linéaires sur des réseaux R-R.

Au début on a proposé une version du réseau R-R qui diffdre du modeéle classique

R-R par un injecteur de courant,

Cotte solution permet de minimiser le matériel technique avec une automatisation
du réseau, Dans 1'étude, doux méthodes de résolution des équations aux dérivées

partielles quasi-lindaires sur des réseaux R-R homogénes, sont présentées ;3

a)= Méthode du réseau R-R avec contre-réaction pour lc potentiel de jonction
( Fig. 4‘-9) -

b)=- Méthode du réseau R-R avec correction des potentiels de jonction.( 4,2,2.3)

La premidre méthode est 1ide avec . la complication du systeme du modéle, mais

permet d'obtenir une solution directe.

la deuxi®me méthode permet d'avoir le résultat dans les instants de temps choislis,
en utilisant 1'information sur la solution du pas de temps: précédent, la solution

du probléme lindaire et la fonction affine de 1'équation.

Cotte méthode est destinée & des systémes hybrides de mesure accouplée a un

réseau R~R homogtne automatisé.

Lo changement .de la longueur du pas de temps exige le changement de toutes les

résistances sifmlant le ©emps ce qui n'est pas trés cormode,

Ctestpour cette raison que le plus souvent les réseaux R~-R travaillent avec le

néne pas de tenps,

Cette nméthode possdde un caractére universel pour les @ifférentes fonctions
affines, mais exige un asserblage des peranetres du réseau assurant la convergence
de la procédure d 'itération ( choix des paramdtres), Elle entache la solution
dtune erreur dont la détermination en général est trds difficile ( de méne que
pour les réseaux R=C).,

I1 faut constater que 1'acceptation du modéle R-C corme modéle de départ pernct

la transposition des méthodes étudides sur des résecaux R-R par introduction des

conditions supplémentaires dféquivalence des solutions des deux réseaux.
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Parnmi les méthodes présentées ( dans le gous-programme) la méthode du réseau
R~C avec modification discrite des conditions initiales et la méthode du réseau

R-R avec la correction des potenticls de jonction sont échangeables,

L'exemple peatique non linéeire teste les déux méthodes,

Dans le travail a été utilisé un calculateur numérique adapté aux réseaux ce
qui est trds commode comme solution pour le probléeme unidimensionnel avec simples

conditionsaux limites,

Il faut remarquer que les méthode présentées sont étudiées pour des pmoblenes
unidimensionnels, Pour résoudre les problémes aux limites dans un espace 2
plusieurs dimensions, les propositions présentées sont appelées & &tre dévelop-

pées,

Ceci est possible pour toutes les équations cu on peut utiliser la transforma-
tion de KIRCHOFF,

Enfin, 11 faut souligner 1'existence des néthodes utilisant des modeles réticu-
laires pour la simulation des processus aux paranétres répartis, ot surtout
leur application dans les systdues hybrides de mesure permettant une utilisation

optimale des techniques anzlogigues et nnériques.

La fréquence, l'abondance des processus aux parametres répartis font que dans
beaucoup de domaines on & besoin des méthodes desirulation des problémes aux

limites.

Les exigences de la technique conduisent & résoudre les équations aux dérivées
paztielles affines non simplifiées,

On espeére qua dans les méthodes présentées de résolution des processus choisis

avec des paraméires répartis seront les méthodes utilisées dans le domaine de
la simulation des phénoménes physiques,
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