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Sujet : Analyse des plaques multicouches par différences finies, éléments
finies et éléments bandes finis.

Résumé Le présent travail a pour objectif 1'élaboration de programmes
pour l'analyse flexionnelle des plaques multicouches par :
* Méthode des différences finies,
* Méthode des éléments finis,
* Méthode des éléments bandes finis.
permettant la détermination des inconnues de base des plaques sous
charge statique verticales ayant des conditions de fixation quelcon-

ques, afin de faire une comparaison entre les différentes méthodes
citées ci-dessus.




Subject :

Abstract :

Analysis of multilayers plates by the finit differences, finite
elements and finite strips methods.

The aim of the present research is to develop a computers
programs (or software) for bending thus multiplayers plates per

* The finit difference method.

* The finite element method.

* The finite strip method.
To permit the determination of the plates basis unknown under
vertical static loads which have whatever conditions of fixation

in order to compare the methods above.

Sujeto :

Resumido :

K

Analisis flexional des las placas multicapas-con diferencias
Accabadas, elementos acabados y elementos vendas acabados.

Este projecto tieme por objectivo 1'elaboration de programas
par analizar la flexion de las placas multicapas con methodos
sigulentes

* Difenrencias acabados.
* Elements acabados.
* Vendos acabados.

Sstes methodos permetan la determinacion des los desconocidos
de base des las placas bajo carga estatica Vertical condiciones
des fixacion cualquieras al fin de comparar entre los diffe-
rentes methodos citados precedamente.
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On s'accorde & penser aujourd’hui que l'utilisation des premiers
matériaux, par 1'homme, remonte 3 prés de deux millions d'années.
D"abord ramassée sous forme de galets, puis taillée au paléothique, et enfin

polie au néolithique, la pierre contribua, face a un univers hostile, &
assurer la survie et le développement de 1'espazce humaine Avec l'emploil du
bronze il y'a environ cing mille ans, puis fer, 1'8ge de la pierre s'efface,
pour faire place & celui des métaux. Leur apogée se situera & la fin du sizcle
dernier avec une contribution active
a l'essor du machinisme et & 1'avénement de la société industrielle.

La suprématie des métaux est déja fortement entamée par l'arrivée des
résines thermoplastiques et thermodurcissables ("les plastiques™). Ces

matériaux de grande diffusion sont & l'origine de la banalisation de nombreux
objets, dont l'esthétique se renouvelle parallélement. Aujourd'hui, nous
venons d'entrer dans 1'3ge des composites. Leur utilisation généralisée
opérera une nouvelle révolution thechnologique, conduisant au travers de
nombreuses innovations & une véritable mutation des produits et des hommes.

Qu'attend-on, au fait, des matériaux nouveaux ? Essentiellement qu'ils

permettent des gains de performance et de poids, des économies de prix,
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I INTRODUCTION

d'énergie et de devises et une réduction de la pollution. C&été matériaux

traditionnels, force est de constater que le potentiel d'amélioration résiduel
est limité & l'opposé le composite représenten un vaste famille dont les
possibilités sont considérables. Ainsi leur introduction intensive a permis

en une quinzaine d'années, de diviser par deux 3 trois la masse de nos moteurs
Cette famille ne cesse de s'élargir. Un jour, elle couvrira de facon continue,

1'ensemble du champ des spécifications techniques.

La recherche de performances techniques alliées au besoin d'optimisation
et d'allegement a motivé, la conception et 1'utilisation de matériaux spéci-
fiques consiste donc & associer dans une méme masse des matériaux différents
par leur nature chimique et leur forme afin de tenter une sommation des

performances.

I- INTRODUCTION GENERALE

I-1) objet du travail

L'objet du présent travail consiste en l'analyse flexionnelle des

plaques stratifiées par les méthodes numériques suivantes :

- Méthode des différences finies

i



I INTRODUCTION

- Méthode des éléments finis

- Méthode des bandes finis

Pour ce faire on a modélisé le stratifié par une couche homogeéne isotrope,
le but étant la détermination des déplacements et des contraintes en n'importe
quel point de cette couche soumise & un déplacement uniforme avec divers
conditions d'appui, cette étude est indispensable si 1'on veut étre en mesure
d'effectuer un dimensionnement correct, c'est & dire suivant les cas drappli-
cation, si l'on veut que la déformation du stratifié ne soit pas trop impor-
tante, ou bien que les contraintes conservent des valeurs admissibles, étude
qui ne peut étre mené a bilen que si 1'on a reccourt & des programmes informa-

tisés performant utilisant les méthodes cités précédemment.

En ce qui concerne la méthode des éléments finis, nous avons adoptés un
&lément "conforme™ rectangulaire & quatre degrés de liberté par noeud, prenant
en compte le phénoméne de gauchissement, dans un souci de rendre le progra-
mme plus efficace, nous avons utilisés des algorithmes de résolution de plus

en plus élaboré.

3.




I INTRODUCTION

I-2> Importance du multicouche dans la pratique

Depuis leur naissance les stratifiés ont apporté un ensemble de propriétés
extreémement avantageux, ils se sont imposés surtout par leur facilité de mise
en oeuvre et leur stabilité a 1a corrosion et ceci amena rapidement un boule-
versement complet de secteurs industriels importants comme 1'équipement de
production chimique et agro-alimentaire, la navigation de plaisance, le gros

appareillage électrique et les composants éléctroniques.

Leur emploi se développe avec circonspection dans des applications parti-

culikrement exigeantes de 1'aéronautique et de l'espace.

La lutte économigque sans merci qui caractérise notre époque ne pouvait

négliger les armes offertes par ces nouveaux produits ouvrant des possibilités
dans tous les domaines dont le succes est 1ié 3 la performance, assortie de la
qualité et de la sécurité dremploi ... autant dire dans tous les secteurs, oOu
4 peu prés, les dalles plates, les tabliers de ponts, les planchers, les démes
et les réservoirs a parois minces, soumis & des pressions intérieures et

extérieures, en sont des exemples frappants.

4
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II THEORIE DES PLAQUES MINCES

II - THEORIE DES PLAQUES MINCES

II-1 > INTRODUCTION

Les propriétés mécaniques spécifiques élevées des matériaux composites

% hautes performances sont particuligrement mises a profit dans la réalisation

de structures minces. La loi constitutive thermoélastique des plaques stra-

tifiées permet de décrire de fagon claire et simple les caractéristiques

nouvelles de certains empilements et fait entrevoir la gamme trés étendue

de structures inédites qu'il devient possible d'imaginer et de concevoir.

La démarche suivie en vue de prévoir le comportement des stratifiés

planes est tout & fait symptomatique .Elle souligne la nécessité a recourir

4 une représentation du comportement des stratifiés plan en tant que struc-

tures planes hétérogénes plutdt que matériaux. L'interprétation correcte d'un

essai classi-que de flexion trois points ne peut é&tre faite que dans le cadre

de la théorie élastique des plaques stratifiées.

II-2 > CADRE GENERAL DE LA THEORIE CLASSIQUE DES PLAQUES STRATIFIES

II-2-1 D Definition



II THEORIE DES PLAQUES MINCES

Une plaque mince est une structure matérielle continue limitée par
deux plans paralleles et dont une dimension, l'épaisseur h, est petite devant
les deux autres. Le plan équidistant des deux plans limites est le plan moyen

La notion de plaque mince n'est pas exclusivement de nature géométrique,

elle dépend également de la configuration des efforts extérieurs.

La théorie des plagues est destinée & traduire le comportement
tridimensionnel des structures planes au moyen des champs surfaciques en
faisant appel a des approximations qui s'expriment par des hypothéses

dynamiques et cinématiques.

Une plaque stratifiée est une plaque mince constituée d'un empilement
de monocouches, ou strates, orthotropes paralleles et parfaitement soudées
les unes aux autres. Cette hypothese implique la continuité des déplacements

aux interfaces monocouche/monocouche.

Les figures 1 et 2 présentent respectivement la base d'orthotropie X,Y,Z
1iée au monocouche (P), que nous avons supposé unidirectionnel selon X, et
la base X1,Y1,Z1 liée au stratifié. Les directions Z et Z1 sont
perpendiculaires au plan moyen et 1'orientation de la monocouche (P) est

définie par l'angle (p) que fait X avec X1.

6



II THEORIE DES PLAQUES MINCES

Figure IE=1 monocouche (P) unidirectionnelle selon X

X,Y,Z base d'orthotropie du monocouche

X{,Y1,21 base lide au strati fié .

XA 0)

7/ 2//_\

R SN\

Orientation des monocouches dans le repere de la figqﬂa-

3

Figure I1-2

II-2-2> HYPOTHESES

I _ Chaque monocouche a un comportement thermoélastique lineaire.

II.Les déformations et les déplacements sont petits.

7



ITI THEORIE DES PLAQUES MINCES

En premitére approximation

III . Chaque monocouche est en état de contrainte plane.

IV _ Les hypothéses cinématiques de Love-Kirchhoff sont vrailes.
Dans le cas usuel les quatres hypothéses précédentes sont

completées par:

V _ Les forces de masse sont négligeables devant les efforts surfaciques

VI _ Le chargement transversal de la plaque est normal au plan moyen.

Remarque : L'hypothése III signifie que 1l effet des contraintes planes est
prédominant, par suite la loi constitutive de chaque monocouche est écrite en
contrainte plane. Cette hypothése est justifiée par le fait que les cisaille-
ments transversaux s'annulent sur les plans limites et que 1'épaisseur h est
fazible. Il est clair cependant que 1'équilibre interne du solide exige un
état tridimensionnel des contraintesjla théorie présentée exclue a priori la

!

représentation de cisaillements transversaux importants.

II-2-3> PLAQUES MINCES A PETITES FLECHES (hs/1 <15 et w/h <1/5)

Dans notre étude on ne s'intéressera qu'aux problémes des plagues minces

8



IT THEORIE DES PLAQUES MINCES

a3 petites fleches pour lesquelles les hypotheses précédentes sont vrales.
- Hypotheses cinématiques de Kirchhoff
a) La normale matérielle apreés déformation reste normale a la surface

moyenne déformée.

"= SR

b) La dilatation linéaire transverse est nulle, c'est & dire, la fleche

du plan moyen, n'est pas modifiée par la dilatation linéaire

transverse de facon importante.

Tout est résumé par deux parametres

- w Le déplacement le long de z
& & u

= ! - Les courbures.
& X° &Y

II-2-4> PLAQUES MINCES A GRANDES FLECHES (w/h > 1/5)

L'hypothése b de Kirchhoff n'est plus vérifieée, il existe alors une

déformation dbe a la flexion : couplage des effets de flexion et des

effets de membrane.
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II-2-5> PLAQUES EPAIsses ( h/1 > 1/5 )

Le probleme n'est pas simple et doit étre étudié a l'aide de la théorie

de Mindling.

II-3> ETUDE FLEXIONNELLE DES PLAQUES MINCES

En conséquence des hypothéses de Kirchhoff on a :

" ’ 1 7 62 W
X=z=Zg—=-2Z—%
Ty & X
2
<y " 1 = s W
) PY a y2
7 1 _ 7 52 W
[ Xy r; - 66X &Y

( II-1 )

En appliquant la loi de comportement élastique en contraintes planes

r o ~A Oy
R E
oy V. oy
< w - E -
.1 +
L Xy ~ E “RY

40

"

E
_1——_‘,2_- (%{*u.ej)
E
_vz( G.‘;‘, vq‘-x)
E
1 + » ﬁ(y

(II-2)
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[ z =7 E 52u 5?U
OX_ 1_2[ 2"’9- r\]
e & X & =
2 2
l o =-12 Egrég*“-ég (II-3)
y 1 - l &Y & X
E 52 W
“XY——.ZT*v &X &Y

Les contraintes régnant sur l'épaisseur de la plaque donnent nalssance a

des contraintes généralisées qui s'expriment comme suit :

i h/2 . ” 5 (TT=4)
M, = . o2 4z M= - D [ s . v_fjf ] (m™t. de flexion)
Era .
My = oy 2 dz ====>| My=-D &M . 2 W | (@™ de flexion)
-4 i _h/2 4 5y2 L 5}{2
h/2 52u
Mxy: _h/;xy.z dz Mxy= -D.(1 - p)—z—i—zry (mmt. de torsion)

D : rigidité flexionnelle de la plaque;

E.h>

3]
=
"
| !
<
wa
N
joR
I

Efforts tranchants (II-5)

A4



II-3-12 EQUATION D’ EQUILIBRE

S oy ¥,6 oxy & %z

& X &Y & Z
& Mx & Mxy
— % — - Q =0
& X sy * (II-6)
& Mxy 3 MY
: + - Q = 0
& ¥ S Y Y

On peut éliminer Q. et Q. en ecrivant 1'équilibre vertical des forces.
X &

- =9 + P =0 P : chargement
| &m 2y 2 M
& e 1 oty ¢ Py
l — > 2 -+ p=0 (I1-7)
f & X°© s Y S A . &Y

En remplacant les moments dans les équations d'équilibre en fonction des

déplacements on trouve :

& " Pl s u ,
T 2—= 5 + z = P/ 0D ¢=z=z=z==> A aW=P /D (TI-8)
s X &K &Y sy

qu 'on appelle équation gouvernante ou équation de Poisson. Par ailleurs

on peut maintenant trouver Qx et Qx‘

B |

s | s M 5 P &°U S
:‘.———x—-'- ){y—-:—[}J 2+ 3 = =-D — a W

* & X &Y &§X & X &Y 6 X (1I-9)

12
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71 —-3-2) CAS DES PLAQUES ORTHOTROPES

suivant (X =

1l 1“ L]

L TxX % X E Syy

{l g, = 3"_", S + EV <y I11-10)

| oy = 2 € mgy

r';!\d"-;"_ L .‘ {‘ k E 4 o
: = . E, = Ete sesgeias m @ 5~
E,_ - Y > Ey . p

U= g o5 1 T S

E, : moall e Youg suilvant (x ) E. module de Youg sulvant (y y)
wy o Coelln le polsson suivant (X X
v e f i de poisson stvant (y
La lo1l de comportement tridimensionnelle s'exprime comme suit
f Tu X vy P2z “xz
By T = Wy e T H 7 P I 1y .
X F 2" g, " E - sl
1 1 s 1
| - 5
1 Y, - r A /
1 .14 - ay = ey / (26) (IT-11)
{ LY v S T e TR ¥ AY XY
i =2 =
- — = (1 + wy) / E
22 ¥l Ej v Sz Nz v2 2
!
Sur l= plan pratique Ey ~ Eg

13
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L'hypothese de Kirchhoff méne a :

- &2\ . &2
o = - +
HX , X <sx2 6Y2
[ 2 2
4 o = - z E 6“ + E'_é_w_ (II’TQ)
vy | Y s y? & X°
52!.-J
oxy = 2 G 26){ sy
" PD 62U . 52N
= - +
p'4 L X 6}{2 16‘)’2
[ 2 2
e = -ln EX s« g (II-13)
Y | 7 5 y2 T s %2
62U
L“xy Dyy X 5y
tel que
_ 3 A N - 3
D, =E,h%/ 12 Dy =E h 7 12 ; D, = E, 0’/ 12
éﬂx 6Mxy 6"
Qy = s X Y = Dy 3+(D1+2ny)
& X
Q D 63 (D 2 D..,) 63 o
= + -
Y Y 6Y3 1 Xy &{2&,



II THEORIE DES PLAQUES MINCES

Y
En appliquant + =P on aura :
s X s Y
D 54 64 W 6& W i
X + 2(Dy + 2ny) _— DY — =P (Equation d'Huber)
& X &2 &yl s y? (II-14)

Dg—x s QID—X st u st P/ D (II-15)
+ + ] -
y § %5 ¥ ax2 6Y2 & yA Y
artifice de calcul
5 P y 1 64U 2 54 W a4w B/ D
rn pose x = === e — e B ) ¥ g &
X x SX X SXT &Y SY Y
transformation géométrique X'= ax ===> a a W = P/D

v

15
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II-4) COMPORTEMENT D"UN STRATIFIE EN FLEXION

La matrice d'élasticité d'une couche K est donnée par :

x 11 12 E13 o (II-16) )
oy = E21 '5'22 E23 < avec Eij = (Eij"‘)
sy | (k) E = E

31 32 33 | o ey

e étant l'angle que font les axes d'orthotropies avec les axes X,Y

(77 7 ¥ 7 7 e—-Couche K

Zw-1 ]Z&

< L'ujne mojenne

16
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En flexion pure on a :

Tz :yij¥P1x§

X
™M
- Mo
7 "
b

D'aprés le sens donné sur la figure, aux moments fléchissants et au moment

de torsion, ces derniers s'expriment pour chaque couche k comme suit

k Jh/2 k)
(k) (
M = z dz
X -hs2 X
(k 2 (k) (II-17)
) -
) My = J oy z dz
-h/2
(k) e
Mxy = Ty z dz
[ -h/2
- _ (k) (k) (k) (k)
D'aprés (II-16) & E11 oy * E12 oy * E13 - ey

17
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Portons cette expression dans M;k) on aura

=
~
|
~—
|
—_
-
~
+
m)
—_

ey ] z dz

D'aprés les conséquences des hypotheses de Kirchhof, les déformations

sont données par :

En tenant compte des expressions ci-dessus le moment M, s'écrit alors :

Z
k
n 2 2 2
~ — s°W _ &°W e s°W
= 5 B, g2, S0 L pl g2, S L gD 2 z
ks X SY X &Y
k-1 (II-18-a)

18
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aux

En intégrant on obtient : (II-18-b)
n =(k), -3 _ 23 =(k), -3 _ -3 =(k), 53_ -3
i Z[En e = Zie) 2u Bz Fk ) Swo E13 2k Zk-1) S ]
+ +
o 3 pes. 3 por 3 K&y

On sait que la rigidité flexionnelle lie les contraintes généralisées

courbures donc :

52U 62U pean

M, =D —s + D + D 2= (II-19)
X 11 6}(2 12 6Y2 13 & &Y

En identifiant terme a terme on déduit

10 -
. (K) ;43 _ -3
Dyq = - =3 ) E1y’ 2k - Zk-1?
k=
12 o
Dyp = - =3 » Eqp  (Zf = Zk-1)
kS
1% 2k o3 3
Di3 = - ES E13° Tk~ Zk-1)
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II THEORIE DES PLAQUES MINCES

En généralisant

- - E{K) (2} - 7} .
Dij3 3—§ ESS) (zp - Zg-p) (I1-20)

d'ot la loi de comportement en flexion d'un stratifié rendu homogéne

obtenu en procédant de maniére analogue avec My et MXy

-
[ 1 r 1 &%
M D D D i
X 11 12 13 —52
2
M D D D s i
1 % | 21 22 23 T (II-21)
2
2.8W
M D D D
| Txy | V31 32 Y33 -]

IT—4-1> CAS PARTICULIER DE COUCHES ISOTROPES
Dans ce cas on a E, = E, = E et w, = w, = v

La loi de comportement en flexion s'écrit :

[ E E ]
X _ 2 wEy L 2 0 ™
1 v 1 v
ay = v E E 0 cy (II-22)
. » v
xy (k) E =Y )
| 4 a T )
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_ E
Posons E = 2

1 -

Cette loi s'écrit alors

- E E 0 &y

o w» E E 9 . (II-23)
y E

>y | | © 0 oo o “xy Jao

Et la loi de comportement en flexion du stratifié 4 couches 1sotropes

rendu homogene est donnée par :

M, D, Dy, O azw / & xz
M be [Dp a0 P b; / &Y (1I-24)
Mxy 0 0 D33 28°W / &t sy
1 n
Avec  Dyy = —- kz Kz - 22

n
(k) 3 3
Z(».E ) (Z - Zi-q)



II THEORIE DES PLAQUES MINCES

n E (k) 5 3
2, (7] <& -7

Cherchons 1'équation gouvernante dans le cas d'un multicouches a strates

E

“

Dag = -

isotropes symétriques .

Dans chaque couche k la relation déformation-courbure s'exprime par :

(k) . _ = &2
b k
& X
2
| x5 FH
= k s Y2
2
k) _ - 55 Y
\ “xy K & sy

La lol de Hooke donne :

[ Ex
(k) _ 2(%({kﬁ+vk‘_‘;k))
X
T
Ex
k) ; (‘;k) . k),
{°y -
T - v
Ey (k)
™Y 20T+ o) Xy
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II THEORIE DES PLAQUES MINCES

En remplacant les déformations par les courbures on obtient :

E r2 2
a(k) _ Zk k s°UW . &°U W
% 1 - v% | 6 NG s y2 )
E r 2 2
(k) _ k s s ] (1I-25)
%y - Zk 2 2 + K 2
‘ V- Lev & X
E 2
Xy + X &Y
! ¥k

Les moments résultants sont :

X - X

M , Z J oy z iz (II-26)
Y k= TXY (k)

M thy)

Considérons 1'expression de M, (on procdéra par analogie pour MY et Mxy)

n (k) g n Ty Ti+1 thed
M, = Y (£')°x Z @z ; 2 [ J oék)z dz - J-oék)z dz] + J a;k)zdz (IT=27)
= k - _ _ _
Ty R%Y tnet

Cette derniere égalité traduit le fait de remplacer le stratifie par

une couche homogeéne dont la lol de comportement est donnée par (II-24).
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II THEORIE DES PLAQUES MINCES

En remplacant aék) par son expression donnée en (25) on aura :

t t

n k k+1 2 2 E

% = —J- 22d2 #* J- ZQdZ = I; L3 Y, ° L; K 2 ki
k: 5}{ 5Y 1 - ;1<

Ty “Tk+1
n+1
En+1 " 52N 52N
2 - Z 5+ *n+1 5 dz (II-28)
1'vn+1 &{ 6Y
“tha

En intégrant on aura donc :

M 2 B Ey ¢ 13 3 62W a?w
= - = —_— - + _—] +
x =73 k:é T- 2k kel o2 " 42
E i b3 2 2
n+1 n+1l &°W &°W (II-29)
g * "t 2
LR & X s Y

On aura donc pour My et Mxy :

y 2 n Ek ( t3 t3 52u 52w
= - = _— - + = +
y 3 k:é T2k kel [57 7 52
3
En+1 Thet 52U o &2W (II-30)
+ +
1'Dr2.]+1 6Y2 6){2
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- 3
" 2 L:’ B 5 s Enet Tt ) AV (11-31)
xy -~ 3 — 2 k 7 “k+1 * — 2 T ¥n+ & &Y
= 1 Yk 1 “n+1
Comme on salt que
2 2 2
S Mx s MY S Mxy
2+ 2-|-2 +p=20
& X &Y X &Y

p : densité de chargement

En remplacant les moments en fonction des courbures on aura

4 n Ey(ts - to,.) E ., t3
s W 2 k' *k k+1 n+1 "n+l
- _— +
& xl* 3 ; 1 = 112; 1 - v$]+1
3 _ 3 3
s | 2 n o Ep(tg = Tger) Enst The
- 2 | T 2 * Z
s Y r S 1 = 11( 1 . uh+1
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[av]

o | 3 2 * Yn+1 21
SX 6Y 21 1 = vk 1 = ;h+1 k- ’1 = w{
En,.q th-1
+ ——_—Q'r'—(1 = pn+1) +p = 0 (II-32)

Considérons 1l'expression que multiplie [ -2 ——> ] , soit Dy

cette expression :

3
n Ek (tk tk+1) En+1 tn+1
f? 2 5 G + 1 - wd | * T 7 ha?

¥k Yn+1

drol 3 3
n Ek (tk tee1?  Epsr The (I11-32)

2 N
Yk n+1

En considérant l'équation globale et en mettant en facteur D

t
3 _ 3 3
n Ep (T thet? Env1 The Lﬁu 54U 54w
) + +: P 7 +
kET T = vﬁ 1 - v%+1 lé XA 6X2 5?2 S Y4

26
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on obtient

|

p (II-34)
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i.e

ff—g 2 64 W 54U /D (II-35)
+ + = p -

& X s % & Y2 & yA t

Equation gouvernante pour la flexion d'une plaque multicouches isotropes.

Remarque

Dy : rigidité flexionnelle équivalente de la multicouche.

II-5> CONDITIONS AUX LIMITES

Le déplacement W doit satisfaire & 1'équation de LAGRANGE et aux condi-

tions aux limites sur le contour de la plaque pour différents cas d'appuis

II-5-12 BORD ENCASTRE 1@
- le déplacement est nul
- le plan tangent & la surface moyenne fléchie, coincide avec la

position initiale du plan moyen de la plaque.

Exemple
Si le bord (x= @) est encastré, alors les conditions le long de ce bord sont :
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II THEORIE DES PLAQUES MINCES

aW

i =0
2 X | <x=a>

W (x=a) = 0 et [

Ces conditions sont appelées : CONDITONE GEOMETRIQUES

II-5-22 BORD SIMPLEMENT APPUYE
Le long d'un bord simplement appuyée ( Exemple : pour x=a )

- le déplacement latéral est nul.

- le moment de flexion Mx est nul, car ce bord peut tourner autour

l'axe vy, on aura donc : W(x=a)=0 et

a2 W 2 W .
——2---+ Ly
a X v vy

Ces conditions sont appelées : CONDITIONS MIXTES.

II-5-3> BORD LIBRE 1
8i le bord d'une plagque, par exemple, le bord (x=a) est entiérement
libre, il ne subit aucun moment de flexion, ni de torsion ni d'effort

tranchant, donc :

(MX) in=ay * 0 Mxy(x=a) =0 et Qx(x=a) =i ¢
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II THEORIE DES PLAQUES MINCES

plus tard Kirchhoff démontra que trois conditions de Poisson relatives au

moment de torsion Mxy et 3 l'effort tranchant @ peuvent se remplacer par

une seule.

Les forces horizontales produisant le couple de torsion Mxy dY agissant sur

un élément dy du c6té x=a, sont remplacées par deux forces verticales de

grandeurs Mxy’ 4 une distance dy 1'une de l'autre.

Si nous considérons deux éléments adjacents de ce cdté, nous voyons que la

répartition des moments de torsion MXY ast statiquement équivalente a une

répartition d'effort tranchant d'intensité:

a M
Q uid
(x=a)

ay

Par conséquent les deux conditions relatives au moment de torsion Mxy et a

1'effort tranchant @ le long du cdté (x=a), se rédulsent a

Ko . . i 2 Mxy .
U = U Q = (Q* Sy ) (x=ay =Y

En tenant compte des formules, exprimant M., Q, et Mxy ern fonetion des
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II THEORIE DES PLAQUES MINCES

courbures, il vient

2 2
MX(X=EI) =0 memmmeay a W + a W -0
a X 8 y?
K 3
..o 0 szosses a W a W
Q =0 sEES===d _
= —g— +(2- ) ——— = 0
X Y ax e y2

Ces conditions sont appelées : CONDITIONS STATISTIQUES .

IT-6> METHODES DE RESOLUTION DE L®EQUATION GOUVERNANTE,

Les méthodes de calcul de 1'équation différentielle sont classées en deux

groupes.

- ler groupe

Dans un premier lieu on part de la fonction satisfaisant & l'équation

fondamentale de la plaque mais qui ne satisfalt que quelques-unes ou

aucune des conditions aux limites puis dans un second lieu on cherche une

fonction complémentaire qui satisferait en commun avec la premiere, tant

3 1'équation générale de la plaque qu'a toutes les conditions aux limites.
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2eme groupe

A 1l'inverse de la premiére méthode, on part de la fonction qui satis-
fait aux conditions limites mais pas & l'équation fondamentale, on cherche
ensuite une fonction complémentaire telle que la fonction résultante w(x,y)
remplisse aussi l'équation fondamentale.

Parmi les méthodes de résolution nous avons

II-6-1> METHODE DE SERIES DOUBLES DE FOURRIER

La solution de NAVIER est l'une des solutions connue depuis trés

longtemps et qui se sert des séries doubles de FOURRIER.

on développe la charge p(x,y), appliquée a la plaque, en série double

trigonométrique

@

Fa i M. r.X i N.r.y
P(x,y) = Z 1 Ay, 5in [‘T‘"] .5in [_b—] =0 (II-36)
m=- —

Les coefficients Amn sont donnés par la théorie et sont de la forme

a b
4 . M. m.X i n.n.y
Bor & "3 . OP(x.y) . sin |—5— ] .51n [——T;—-] dx dy (II-37)
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par exemple pour une pladque simplement appuyée sur toute la péripherie,

e conditions aux limites sont

w =0 w =20
= Lo
X O ] i 62 w Y ) C) === X 6&(‘,
X a =— = 0 y = b 5 = 0
} &L &Y
g1 es coordonnees ont leur origine au milieu de la largeur, l'expression

du cdeplzcerent vertical peut etre prise scous la forme

) Tem. Y
510 |3 ] (II-38)

11 suffit alors de repporter 5 deéveloppements de wix,y) et de pix,y)

II-6-2> METHODES VARIATI ONNELLES

“a fonction fondamentale s'exbrime comme suit
WiX,y) = E ap Fn(x.y) (II-29)
n

de zorte gque les fonctions Fncx.yi satisfassent rigoureusement aux

conditions aux limites de la plaque
Il ne reste plus qu'a déterminer les constantes & de maniere a ce que

1'équation générale soilt satisfalte au mileux.

Les conctantes inconnues seront déterminées par exemple a l'alde de la
méthode des moindres carrés, la méthode de Pitz du minimum d'énergie
cotantielle, la méthode de Goursat des variables complexes, la méthode de

Tzlerkine etc.
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II THEORIE DES PLAQUES MINCES

IT-6-3>) METHODE PAR DIFFERENCES

Cette méthode consiste 3 remplacer les equations différentielles par
des équatioris aux différences finies. Les inconnues sont les valeurs prises
par la fornetion en un certain nombre de points convenablement choisis et le
problame revient finalement i résoudre un systeme d'équation linéaire.

Sur la plaque on adopte un reéseau aux intersections duquel les valeurs
cratiques cherchées s'expriment comme combinaison des différences de la
céformée wo.

Les dérivées de la fonction w(x,y) s'exprimeront de maniére approchée :

[6 - ] Pk e (I1-40)
& K In 2 A X

Ce qul =iznifie gu'au lieu de 1'inclinaison de la ligne élastique au
point ét.dic nous définisscns l'inclinaiszon de differences.

D'ure raniere analogue nous obtiendrons les autres dérivées par rapport
a.% »t, de mime & y.

Fr portans es dérivées ainsi exprimées dans l'équation fordamentale de

plagus pour nopoints du réseau nous trouverons un systeme de n squations

déplacements avec w inconnues. (volr chap 111D

II-6-4) METHODES DIRECTES DE SOLUTION

fes meéthodes sont forndées =sur 1'intégration directe de 1'éguation
fondamer—zle de la plaque.

on chetche lvintégrale genérale de 1'equation fondamentale de la plaque

en Torme 2o zirie de Maurice Levy.
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en forme de série de Maurice Levy.

- -] n X

Wix,y) ;=Z Yo(y) sin tﬂ = ] (II-41)

ou Ym est une fonction de Y

Chaque terme de la série satisfait aux conditions aux limites

W=o0
s2w .
6}{2—

sur les bords appuyés x=0 et x=a.

I1 nous reste seulement 3 déterminer Ym (y) sous une forme qui satisfasse
tant aux conditions aux limites sur les bords non appuyés (y=+b y=-b), qu’'a

1'équation de la plaque.

On exprime également le second membre de 1l'équation fondamentale de la

plaque sous forme d'une série analogue.

P(x,y) = E Pp(y) sin[“‘_;_x] (II-42)
m=
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II THEORIE DES PLAQUES MINCES

En remplacant w et p dans l'équation gouvernante de la plaque par les
expressions ci-dessus, on trouve une équation différentielle linéaire

ordinaire de laquelle découle une équation caractéristique de la forme

r‘z' + 2 a.] PQ + 32 = O

La solution générale est de la forme
Ymtm) = Ymo(y) + Ym1(y)
ol Y . (y) ...... solution homogéne de 1l'équation
YY) ooeee solution particuliére

Les constantes d'intégration se calculent ensuite a partir des conditions

aux limites.

En remplacant Yo (¥) dans l'équation (II-41) on obtient la déformée W et,

en dérivant cette expression, les valeurs des moments et efforts tranchants.

II-6-5> SOLUTION DE MAURICE LEVY : FORMULATION GENERALE @

Maurice Levy a étudié les solutions de l'équation de Lagrange

35



IT THEORIE DES PLAQUES MINCES

¢ W= px,y) /D \ (1I-43)

qui sont représentées par une série trigonométrique simple.

1 _ mnr X
Wix,y) =g 2 Fo(y) sin|—F5— (II-44)

Les solutions vérifient les conditions aux limites suivantes :

W=20 X
62 ") pour { X

5= =

"
o

"
w

& X
Elles conviennent donc pour une plaque rectangulaire simplement appuyée

le long des deux bords opposés d'équation x = 0 et x = a.

On détermine F(y) de maniére & vérifier les deux autres bords .

Y -~ Y
b/2 ~
brz A %
?’GZ \}
=] X a
< > <

( Fig II-32.) CFiZTIT=Z

L'axe ox en général est choisi de facon que : b1=0 et b2=b (Fig II-3),mais
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pour des raisons de symétrie (en particulier lorsque les conditions d'appul
le long des deux cbtés paralleles a ox sont identiques ), il est souvent

indiqué de choisir l'axe ox de fagon que b1=—b/2 et b2=+b/2 (Fig 4).
Développons la densité de charge P(x,y) en une série de sinus.

m X
P(X,y) = 2 . (y) sin [——55—- ] (II-45)

Ssubstituons les équations (II-44) et (II-45) dans 1'équation gouvernante,

on obtient :

2 .9
a* Fp - 2(m n / a)c d*Fp + (M« Jayd = Pr(y)
(II-46)
d4y d v2
L'équation caractéristique de (46)
oo mesadirlemnsad*t=o0 CTI-47)
3 m
donne deux racilnes r = -3
m n
r = - =

En posant, ¥y = M.nr.Y/3, 1'intégrale générale de (II-46) aura pour expression.
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II THEORIE DES PLAQUES MINCES

Fp (¥) = Fly) + Ap ch(y) + B Y sh(y) + Cy sh(y) + D Y ch(y) (II-48)

Avec F(y)... intégrale particuliére (a déterminer par la méthode de la

variation de constante )

Am, By, Cm et Dm contantes arbitraires déterminées de maniére que W

satisfait les conditions aux limites .

11 suffit d'écrire chaque solution particuliére,

Wp = Fn(y) sint mex/a) /D (II-49)

En vérifiant les conditions aux limites envisagées le long des cbtés,

y=b1 et y=b2

Conditions aux limites par exemple : bord y = b1

19) bord simplement appuyé

My(x,b1) =0
W, (X,b.l) =0

F (y) doit vérifier
m
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Fm(b1) =0
F&'(bT) =0

20) bord encastré

Um (X.b1) =0
S um(X,Y)
=0
sY

Fo(y) doit vérifier :

FT(b1) =

39) bord libre

M(x,by) =
Mxy(x,b1)
Qx(x,b1)

0
=0

F (y) doit vérifier
m

{:F"(b1) o (m e/ a2 Pg(b1) =0
L Fprrby - (25 wm way? Frthy) = 0
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I1 suffit de remplacer b, par b2 pour trouver les conditions aux limites

de y = b2

Les fonctions Fm(y)-doivent donc vérifier quatre conditions, deux le long
de chacun des cdtés y=b1 et y=b2 , d'oli on peut déterminer les constantes

d'intégration A, Bgys Cn et Dy

Ayant ainsi déterminé W(x,y) sous la forme (II-44), les égquations (II-4)

donnent les moments fléchissants et le moment de torsion

(M, == [ n /202 Fo(y) - » Fi(y)] sin [‘“ ;‘x ]
My == [Cwmn/ a)? F(y) - Fg'(y) 1 sin [m n X ] (II-50)
it a
M e X
LM = - (1-w = [ (mr/a) Fiy) 1 cos [——a—]
Xy

II - PLAQUES RECTANGULAIRES SUR DIVERS
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CONDITIONS D"APPUIS :

II-8-5-1> PLAQUE RECTANGULAIRE SIMPLEMENT APPUY2E SUR SES COTES

UNIFORMEMENT CHARGEE 3

A cause de la symétrie d'axes de facon que

b, = b/2 et by = -b/2  (Fig. &)

Cette plagque est soumise & une densité de charge répartie :

4P / M.n si n est impair (1I-51)

Pp = 0 si m est pair

Dans ce cas la fonctioan (y) est une fonction paire que 1'on peut écrire

sous la forme suivante

F(y) = Py (a/m n). (1 + Ag.ch(y) ) + Bp. y. sh

En tenant compte des conditions aux limites .

Fm(b/2) =0 et F[h'(b/2) =0

On obtient les constantesmA eth

A = (2 + p.th(® ) 7/ 2.ch(@ (II-53)
m
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II THEORIE DES PLAQUES MINCES

avec p = (m.n.b / 2.3)

Nous obtenons ainsi la solution

m
- _ 4 :
Wx,y) =W (X0 1/e_¥ aP (a/m.n) . 4A .chty) +,B .y.sh(y) ). sin(m..X)

Wolx) correspond & la fléche d'une plaque infiniment longue,

de largeur "a"

1 m a 4 ) m.n.X
Wy =-"T - f P_.( ) sin 3 (II-54)

De plus, on peut déterminer les moments de flexion et de torsion selon les

equactions (II-50).
II-6-5-2> PLAQUE RECTANGULAIRE
* simplement appuyée pour : X= 0, X=a&

% libre pour : y=b/2, y=-b/2

A cause de la symtrie des conditions d'appul, on choisi un systéme d'axes
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de facon que b1=b/2Aet b2=-b/2, et dans ce cas la fonction F(y) est une

fonction paire que 1l'on peut dcrire sous la forme :

Fp = Ppla/m.m® . (ivAg.ch(y) + By.y.sh(y))

Les conditions aux limites,

Fa’(b/2) - (m.n./a)2 . Fm(b/2) =0 (II-55)

Fir(b/2) - (2-w).(m.w/@)? . Fp(b/2) =0 (II-56)

permettant de calculer les constantes Ay et By, nous trouvons

[¢(1 + ) sh(p@ - (1 - v).p. ch(@ ] B
Ag= [v /7 (1 - w)] . = f k3 e (I11-57)
[(3 + »).5h(@ - (1 - ).p]
[¢1 - ) . sh(pm 1 -
Bm-_— [v 2Ll = v)] . = i (II-58)
[(3 + ) .sh(p . Ch({?) -1 = ) . ﬂ]
Nous obtenons ainsi la solution : (II-59)

AL a 4 . M.w.X
WixX,y) = Uo(x) s .¥ Py [_mn ] A ¢ Am.ch(y) + Bm.y.sh(y).51n ——5——-]

Wy () = étant la fonction définie par (II-54)
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De plus on peut déterminer les moments fléchissants et le moment de

torsion comme définis dans les fonctions (II-50).

II-6-5-3) PLAQUE RECTANGULAIRE
* gsimplement appuyée pour : x=0, x=a, y=0
* libre pour : y=b
La fonction F,(y) peut étre écrite sous la forme : (II-60)
Fp(y) = Py (@ /m.m* (1 + Ag.chty) + Bp.y.sh(y) + Cp.sh(y) + Dp.y.ch(y))
Les conditions aux limites le long du cdté y=0,

Fnh(0) = 0 et Fqo'(0) = 0 (II-61)

montrent que A, et B, ont pour valeurs, Ky = 1 et Bm = 1/2

Les conditions aux limites le long du cété y=b,

Fa'(b) = » (m.re /7 @2 . Fy(b) = 0 (II-62)

Fir(b) - (2 = ») . (/@2 . Fp () =0 (II-63)

montrent que C, et B, ont pour valeurs,
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1
(3+) . (1-3).8h2(@ - w(1-u).p.5h(@ + wl(1+w).(ch(@-1) - TP,
T

0=
m (1-2) [(3 + w.sh(@.ch(p + (1 - w.p ] (II-64)

-1/2 . (3 + 1) sh2(® + » (ch(p - 1) CII-45)

Dm
(3 + w). sh(@.ch(m + (1 - w).p

Nous obtenons ainsi la solution :

1
Wix,y) = W (x) - -~ = Ppla/m.n) - ch(y) + y/2. sh(y) + Cm.sh(y) +

) e X
Dm.y.ch(y). sin FLET——] (II-66)

W) désignant la fonction définie par (II-54).

De plus on peut déterminer les moments fléchissants, et le moment de torsion

comme définis les fonctions (II-5&).

IXI-7) CONCLUSION :

De ce qui préceéde, 11 en découle la conclusion sulvante; Le comportement

des systémes physiques peut &tre décrit grace & des dérivées partielles, dont
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la résolution exacte ne peut étre obtenue que poﬁf-des cas simples.

Lorsque la distribution des charges, les caractéristiques géométriques et les
conditions aux limites deviennent complexes, la résolution exacte devient
laborieuse voire méme impossible, pour cela on a recours 4 des méthodes

numériques qui nécessitent 1'utilisation intensive de l'ordinateur.

Parmi les méthodes numériques les plus efficaces, nous citerons la
méthode des différences finies, la méthode dec éléments finis et la méthode

des éléments bandes finis que nous allons dévelpper ultérieurement.
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II1 METHODES DES DIFFERENCES FINLES

1il- METHODES DES DIFFERENCES FINIES
III-1> INTRODUCTION

La méthode des différences finiles est 1'une des méthodes les plus coura-

ment utiliseés dans la résolution des équations aux dérivées partielles

Le principe est le sulvant
Le domaine de variation continue des arguments est remplacée par un
[
ercemble fini de points, ou noeuds, appelé réseau. Les dérivées figurant dans
1‘équat}pn diffeérentielle et les conditions aux limites sont remplacées par
7
des combinaisons linéaires de valeurs prises par la fonction en certains

noeuds; le problme aux limites de 1'équation différentielle se transforme éen

uri systeme d'equations alzébriques .
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IrT-2> PRINCIPE DE LA METHODE

ITI-2-1) Méthode de-trapeze

Nous supposerons qu'entre deux points voisins n et (n+1) la fonction

. varie linéalrement. Cecl revient & substituer & la courbe réelle continue un

polyzone inserit; plus le nombre ces catés sera grand meilleur sera l'appro-

)
;

ximation de la courbe réelle (fig. III-1). En écrivant 1'éguation de la droite
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(n, n+1).

y L n+1
1 ]
e I
| | I yn+1
O
|
Yn-1 Vo
1 >X
Fig. III-
b4 - ¥
n+1 n
y = R ( X - xn) + Yn (III-1)

ot en dérivant une fois nous obtiendrons

Yn+1 ~ Yn

dy . (différence en avant) (III-2)
(o] g

La méme approximation est réalisée en partant de 1'équation (n-1,n).

- dy Yo - Y p
)T TR

-1 (différence en arrire) (III-3)

Les dérivées d'ordre supérieur peuvent étre déduites par analogie. La

dérivée seconde, par exemple, s'exprime sous la forme

[dzy'l d [dy] A '[Ay] [Tf]”” ) [ﬂ]”
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L4 x2) dx | dx Jn AX | aXxX jn h
Yn+1 ~ ¥n Yn = Yn-1 ,
" -2y o+
h h _ n-1 Yn * Yn+1 CITT-4)
h - h2

On obtiendra de méme

3. = Yoo ¥ FNo b IV * ¥
it n-1 n n+2 otz (III-5)
| dx® Jn h?
F d*y) Yoo = 4:¥p-1 T 6:Yn T 4 Yns1 T Yne2

Z = Z (III-6)
| dx™ jn h

Le schéma des points intervenant dans les expressions des quatre dérivées

premiéres est représenté par la figure III-2.

La regle générale sulvante permet de former les coefficients des y;

bA Yo Y3 Y4 ¥y Ye
(y')12 1 1

T abd ™ 1 1
1 2 1
1 2 1
(y'r) 1 3 3 1
23 1 3 3 1
(974 1 4 6 4 1

Les signes de ces coefficients sont alternés et le coefficient de Y3
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ayant l'indice i le plus élevé est toujours égal & + 1

dy

- -1 +1
h g =

oo
<

h2

Q. Q.

oo

< B
1]
+
1
N
+

(Fig. III-2)

pon 2
(8N ]
I

+1 +3 -3 *1

Q.
h
(8%
1

h — = 1 -4 +6 -4 +1
dx h h h h

III-2-2) Approche générale

Considérons, dans un intervalle [xo,x1], (n-1) points intermédiaires
(%3,y5). La fonction d'interpolation de Lagrange passant par ces points
s'écrit (fig. III-3)

Yy = = Li(x).yi (III-7)

L'utilisation de cette expression permet d'avoir la valeur de la dérivée

y' en un point intermédiaire en fonction des Vs

~

Y
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III-2-2-1) Exemples

a) Interpolation linéaire (fig. III-4)

|
1 L
X1 X2

(Fig. III-4)

(X - X,) X - X
= 2 1 y (III-8)
Y__T.._'yq. — 2
X4 Xo 1 X5 X4
YQ'Y-;
drotl : y' o= x2 — X1 (III-9)

C'est le résultat donné par la méthode du trapéeze.
b) Interpolation parapolique (Fig. III-5)

(X - XQ)(X B x3) (x - x1)(x - x3) (X - x1)(x - X,)

y = Y1 0+ Y2 Y3 (111-10)
(x1 = x2)(x1 - x3) (:x2 = x.l)(x2 = x3) (x3 = x1)(x3 = x2)

Supposons que les espacements sont égaux :
X3 = X? = }(2 = X1 = h (III'11)
/l-
1 I
I I I
=g

(Fig. III-5)

y
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On aura alors :

1
s [(x—x2>(x—x3)y1 - 20x-X{) (X~X3)Ygy * (x-x1)(x—x2)y3] (III-12)
]
y'= o3 [(x—xz) + (x-x3)]y1— 2[(x-x3)+(x-x1)]y2 + [(x-x2)+(x-x1)]y3
(I1I-13)
’ .
yri= Eﬁ- EH - 2y, * y3] ( 2eme différence au centre en X, ) (III-14)

on retrouve ainsi le résultat (III-4)

En généralisant, la 2€M® différence au centre en X, s'écrit :

2
1
7= 2 (Fpey = 29p * o1 (III-15)

Q| o
<
g

=i dans 1'"égquation (III-13) on pose X = X, , On obtient
1
Y (%o) =pp [—y1 + ¥ ] (III-16)

Cette valeur représente la moyenne des expressions (III-2) et (ITI-3)

en prenant n = 2.

L'expression (III-16) donne généralement une meilleure approximation
de la valeur de la dérivée seconde que celle fournit par (III-2) ou (III-3)

(respectivement différences en avant et en arriére) a savoir :
1
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III METHODE DES DIFFERENCES FINIES

4
Y'(X,) = 7 (Y5 = ¥,) (III-17)
2 h 3 2
1
y'(xz) = F (y2 = YT) (III-18)

¢)- Interpolation parabolique du 41®M® degré (Fig. III-6)

= | Figure. III-6
|
|

| | |
1 1 1 A

>X

y = = Li(x).yi (ITII-19)
81 l'espacement est constant et égal a h, l'expression (18) s'écrit :

1
[ (x-xz)(x-xs)(x—}(z')(x—xs)y1 - 4(x~x1)(x—x3)(x—x4)(x—x5)y2

Y *aan?
+ e_f;(:><r—}~z1)(}{-}{2)(x—:><4)(><—:-{5)y3 = 4(x-x1)(x-xz)(x—x3)(x-x5)y4
R (X=X (X-X3) (X=X, Y ] (III-20)
1
y'”=% 4 y1[24x T 8(Xy * Xg X, ¢+ x5)] - 4Ys [24}( T 6Ky X3+ N, * Xg)
+ 6y3 [24}( - é;(x1 t Xy * X, + x5)] = 4y4[24x = 45(}(1 * Xy + Xg o+ x5)]
* ¥g [24x - 60Ky + Xy + Xy + x4)] J (III-21)
yrees _’_4 Vi - Ay * 6yy + by, +yg ] (III-22)
h

(41€M€ §ifférence au centre en X4 )

En généralisant la 4™ différence au centre en X, s'écrit
d‘!'y 1
AF T Une2 T Wner * 6V - vy v Y0 (ITIW23)
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Pour x = X3, l'expression (21) devient

LR B § 1
b - - - 2
= 1_ 4 T 2(Y2 = Yz.) + ¥y (III-25)
2h?

( 3'€M€ différence au centre en x3)
En généralisant, la 3'°M® différence au centre en X, S'écrit
d3y 1

o o3 (Yne2 T Pner T Wpoy T Yo ) (111-281

De la méme maniére, on trouve a partir de 1l'équation (III-20) pour X=X3.
1

y'ixg) =—ap [ Y, - 8y, *+ 8y, - ¥g ] ETTE-27)
iz T 1 [ Yy - 16y, + 30y; - 16h, + yg ] (III-28)
37 "12n?

I1I-2-2-2) Avantages de l'approche générale

Pour établir les équations aux différences finies, l'utilisation du
polynéme d'interpolation de Lagrange constitue une approche présentant

lravantage :

- d'étre simple, systématique et générale quelque soit l'ordre de la dérivée

recherchée,
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- de s'appliquer méme si le pas h est variable,

- de permettre l'utilisation des polyndmes de degré n supérieur a l'ordre de

la dérivée m (n > m) et de faire intervenir ainsl des termes en y;
(i =1, .. n dont le nombre est supérieur au minimum (m) nécessaire.
On peut ainsi améliorer 1"approximation du calcul.

En effet, il est évident qu'avec les différences en avant et en arrieére,
l'erreur a le méme ordre de grandeur que h alors qu'avec les différences au
centre, elle est de celul de h2, en outre les expressions des différences au
centre sont plus exactes que celles en arriere ou en avant.

C'est ainsi que la valeur de la dérivée premiére y' en un point donné
peut faire intervenir, suilvant le degré du polyndéme d'interpolation utilisé:

- soit deux termes y, et y, (équation III-9);

- soit trois termes y,, ¥, et v5, le coefficient de Yo étant nul

(équation III-16)

- 501t cing termes yy., Ys, Y, et ve, le coefficient de vy, étant nul
(équation III-27).

III-3> CAS DE DEUX VARIABLES INDEPENDANTES 1@
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La méthode des différences finies peut étre aisément étendue au cas ou la

fonction W considérée dépend de deux variables . Suivant la nature du

probleme posé et la forme du contour du corps étudié, on choisit le systéme de

coordonnées rectilignes ou curvilignes le mieux adapté.

Parmi les principaux systémes de coordonnées, nous examinerons ern
particulier les coordonnées rectilignes et rectangulaires.

Coordonnées cartésiennes rectangulalres

8i, dans la plan O on trace deux séries de droites paralléles aux axes,

Xy’

les droites déterminent un réseau de points (m,n) auxqueles correspondent les

ordonnées de la fonction inconnue Wo n (Fig. II1I-7)

(Figure. III-7)

Les dérivées par rapport & une seule variable, par exemple X, s'écrivent
comme s5'il n'y avait que cette variable (x); la seule différence consiste

dans le fait que l'on voit apparaitre des indices doubles dont l'un reste
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III METHODE DES DIFFERENCES FINIES

inchangé. Dans le cas des dérivées mixtes, les deux indices varient.

En vertu de la relation

m+n m n m
S W i} s s W 3 3 [ &W ] (III-29)
iy n

S Xm S Yn S ayn SY

Les différences mixtes peuvent étre facilement évaluées, aussi bien par

la méthode du trapeze que celle des paraboles de tous degrés. On aura:

s Wy n ¥n+1,n = ¥m-1,n
e X 2 AX (III-30)
s Wn n Yn,n+1 = ¥m,n-1
s Y - 2 a9
&2u W S22 W+ W ;
. net,n m,n m-1,n
-3
& x2 ( A X )2
2
s” Wnn Wi, n+1 2 ¥Wnn * ¥m,n-1
e C Ay 2 } (III-31)
2 _ _
&" Wn,n Wnet.n+t = Ymet,n-1 7 Y¥m-1,n+1 * ¥m-1,n-1
S X &Y = 4 AX . AY )
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s Wnin Une2.on = 4 ¥m+1,n * ¢ ¥mon 4 Y¥m-1,n * ¥m-2,n ]
4 ™ 4
& X ( ax)
4 _ -
s Wnn Yoone2 " 4 Yn+1 * ¥ n " 4 ¥ 1t Wnon-2
A - 4
&Yy ( ay) |
¢* *n.n 1 4u 2(W W W W
~ - + _ + _ + +

& x25 YQ (AX)z(Ay)Q [ m,n m+1,n m-1,n m-1,n m,n
Wn,on+t * ¥mon-1 * Yme1,ne1 * Wn+t,n-1 *
w[ﬂ'1 ,n"'l‘ * um—‘l ,n—1 ] (III__BQ)

A

8i les intervalles sont ézaux dans les deux directions (ax = ay = a),

on a les schémas représentés par la figure III-8.

-1 0 1
& 1
— =
SX 2x 1 J4 1
1 =2 1 1
52
- B ===
P »
-1 0 1
=1 2 0 =3 1 J |
3 -1 0 -4 1-
S _ 1I |
S > 2 X7 0 1
S A _
s§x 2N
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{1, R
- 1 8 JO -8 1
’63 ‘jz—t J_jla_i

Figure. III-8

III-4) APPROXIMATION PAR DIFFERENCES FINIES DE
L"OPERATEUR DOUBLE LAPLACIEN

L'équation de LAGRANGE faisant intervenir le double Laplacien de la fléche

est :
4 i = 0 -
v =7 (III-33)

La discrétisation de l'opérateur double Laplacien ¥ est :
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4
a' W 1
L= ]'F [ W(x+2h, y) - 4W(x+h, y) + 6W(x,y) - 4W(x-h,y) + Wix-2h, v) 1
a X
1 -
=;z [ w? - Aw1 * 6W0 = 4“3 + U11 ](III—34) (Flg. III-9)
a4w 1
—_— gz [ W(x, y+2h) - 4W(x, y+h) + 6W(X,y) - 4W(X, y-h) - 4W(x, y-h)
+ Wx, y-2h) 1]
1 -
e D P I SR (111-38) (Fig. III-9)

64 ) 1 )
Pl W [Wg + Wy + Wy + Wg + 4y -2(Wy + Wy + Wy + W) ] (Fig.III-9)
d (III-36)

4y fii;- 2 o . S

v = + 3 + -

P - a— 4

5w .
v W = [ (U9 + U1O + U11 + U12) + 2(“5 + W6 + U7 + WB) (III"BB)
S8C Wy + Wy ¢ Mg o+ W) o+ 200, ]
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Les indices n,m désignent la position des points pivots comme on peut le voir

sur la figure (III-9).

n-2 n -1 n n+ 1 n+ 2
(10)
m+ 2
m+ 1 (4) (2) (3)
m (1) (3 Q) fJ) (9)
m - 1 (1 (4) (8)
m- 2 (12)

Figure III-9.

III-5) SOLUTION DES EQUATIONS AUX DIFFERENCEE FINIES :

Transformons 1'équation différentielle de la ligne élastique de la

plaque en une équation algébrique. Les coefficients de l'opérateur seront

comme suit
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1)

« 2) (-8) ¢ 2)

(-8) (20) (-8) (1)

(-J ) ——(7°2)

¢ ‘2
(1)
4y ﬂ—aé v 2 . o Po (III-39)
g = + = + = -
a X a xz a Y2 a YZ D

qb
=
|

1
= Ez { (U9 + w1o + U11 + U12) + 2(”5 + U6 + U7 + Ws)
- 8(”1 + U2 + US + HA) + ZOWO ] (III-40)

Pour chaque noeud de la plague, une expression similaire sera écrite
en tenant compte des conditions aux limites, on obtient un systéeme d'équations
ou les inconnues sont les déplacements.

III-6) CALCUL DES EFFORTS 13
Une fois que les déplacements sont trouvés, les efforts (moment, efforts

tranchants) seront facilement calculés en développant les expressions

M = LW
Q = L(W)
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I1I-6-1) Les moments :

D

My = —3 [ (g = Wy = Ug) + w(2Ugy - Wy - W) 1 (III-41)
D

My = [(2U, - Wy = W) + w(2Wg = Wy = Wy ] (III-42)
D

Mxy = hT (1 - ) (U6 - US + wé = LJ7) (III-43)

III-6-2) Les efforts tranchants :
Q D — ] 2 il (III-44)
= = —_— ] = = —T—— L

X 8 X D . 2
o My - My

g = (M) = —p— (I1I-45)

ay

III-7) Autre manizre de résolution du probléeme :

On peut résoudre le probleme d'une autre maniére

M D ( azw 02 W ) (I1I-46)
= - + -
o 2x2 8yl
M D ( "2 ¢ 62 u ) (III-47)
= = + -
y 2v2  a x2
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En sommant ces deux équations, on oboutit a:
M, + M
X Y
Mz—gs——= -DFU (ITI-48)
¥

on résoud dTabord

M P M
s+ ——==-P (III-49)
a X° ay
qui donne les moments
Ensuite, on résoud
2 2
oW MM (I1I-50)
ox2 0Y2 D

La solution du problezme permet de déterminer les valeurs de M et W qui

satisfont le systeme d'équations algébriques

III-8) CONDITIONS AUX LIMITES 3

Les noeuds qui se trouvent sur le pourtour de la plaque, font appel a des

points fictifs qu'on peut connaitre en faisant développer la condition.

d'appuis:
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III-8-1) BORD SIMPLEMENT APPUYE
p'aprés ce qul précéde les conditions d'appul sont
W =20 et M=0

En développant l'opérateur . i

= L
aW=-M/D=0 ; { (1
Wiqg * Wipq * Wien * W p -4 W =0
avec : wi = u1+n = wl_n =0
ie1 T 7 Wi

Ainsi en général, quanq les bords sont simplement appuyés, les déplace-

ments d'un point d'une division au dela de la limite est égal et de signe

opposé au déplacement du point de la division a 1l'intérieure de la limite

et symétriquement par rapport & celle-ci.

III-8-2) BORD ENCASTRE

Le bord encastré doit vérifier les deux conditions :

W=o0 ot aW _ g
an
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Puisque la pente normale au bord est nulle, on peut montrer que les
déplacements des points opposés et situés sur une division de part et d'autre

des bords sont égaux

oW "_: ¢ C+A

—_— = W: - W: =0 ~ !

an 1+1 1-1 i 1 * < }

W W ' L JORN e
i+1 - "i-1

Un encastrement correspond & une symétrie par rapport 3 un plan

III-8-3) BORD LIBRE

Le long de ce bord les moments et les efforts tranchants sont nuls

En développant 17équation

AW = - EU— pour
Le noeud i+1 :  Mj,q = - D Wi,4.n 7 Wisq-n * ¥ * Wip = AW5.q)
Le noeud 1-1 : Miq 7~ D (Wi_qsn * Wij-1-n * Wy + Wioo -4W5_q)
Wiq * Wieq * Wien * Win © M5 T g
-1 L 41

—_—— == N
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Les déplacements du bord libre sont identiques

Wisg = ¥Wi-p = wi

Wieg = 2W5 = Wy,

Donc un bord libre correspond & une symétrie par rapport au point

caractérisé par W = 0.

Etudes des dalles

Exemple 1

L'étude des dalles est régle par 1'équation d'équilibre de Lagrange
q
AANS—U'—

Le schéma de discrétisation de a a W en un point courant est donné par :

la figure (III-8).
supposonis que la dalle est sur appui simple le long de son bord y (Fig.III-10)
En un noeud 7 Situé a proximité du bord . Nous avons

[ U1 + U.3 + W9 * NS + Q(UQ + ”10 + NA + W12)
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- 1 q
8(u8+u6+u3+w”)+20w7]._}?=_ (a)

o

OUU2=U3=W4=0

Nous devons alors éliminer la

fléche W en un point fictif 1, h h
5
obtenu en prolongeant le réseau 2 le A0
0 4 13 I M3
au deld du contour de la plaque. 4 g 12

-

Ceci se concoit aiseément & l'ailde

de la relation w1 = = u7 lorsque
la plaque est en appul simple au j?
Q
-0
point 3 et a l'aide de la relation
Wy = W quand la plaque est est Figure III-10.

encastrée. Il ne reste donc dans 1l'équation (a) que les fléches des

points intérieurs et le nombre total de ces fléches inconnues ne dépasse

pas le nombre des équations dont nous disposons.
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Dans le cas d'un bord libre, on a le long de celui-ci les trois relations

sulvantes
W . fiﬂ? (2 )—fili— 0
A A = ; + C —
D ax s ay2
& W U a
+ 7 =
a x2 v avy

celle-ci peuvent étre discrétisées suivent les schémas de la figure (III-8)
11 v a donc lieu de prolonger le maillage de deux rangées supplémentaires
au dela du bord libre. Ainsi, on fait intervenir aussi bien les points
situés sur le contour 2, 3, 4 ... que les points extérieurs 0,1, ... et

on a autant d'équation que d'inconnues wi.

Exemple 2

Une autre facon de faire est de résoudre le premier systéme d'équations

qui est indépendant du deuxiéme systeme pour déterminer les valeurs de M a

1'intérieur de 1'élément. Puis on résoud le second systeme pour déterminer W.

Avec les valeurs de M et W évaluées pour chaque noeud on peut tirer les

K



III METHODE DES DIFFERENCES FINIES

expressions des moments et des efforts tranchants.

on divise le domaine en 16 éléments :

(Fig. III-11)

En tenant compte de la symétrie, on ne détermine M et W que pour les
noeuds 1, 2, 3 (voir fig. III-11), aux frontieres M et W sont nuls.
Dans une premigre étape on développe 1'équation (III-50) au noeud 1, 2 et 3,

il en résulte

_ 2

Noeud 1 - 4 M1 + 2 M2 = PO h
_ 2

Noeud 2 2 My - 4 M, + M5 = By h
- - 2

Noeud 3 4 M2 4 Mg = PO h

T2
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sous forme matricilelle :

» 2 0 M,
= - 201
2 -4 1 My | =~ Fol
0 4 -4 M.
d'ol
M 11/2
1 2
P, @
My | = 728 7
G
M3

Dans une seconde étape on développe 1l'équation (III-50) au noeud 1, 2, 3,

lec moments étant trouvés dans la premiére étape .

S AU 20Uy = M h? / D Noeud 1

20Uy - 4y v Wy =My h? /D Noeud 2
) ) 2

4 w2 4 u3 = M3 hc /D Noeud 3
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Le systeme d'équations linéaires qui résulte est :

-4 2 0 Wy -11/6
- - 4 E

2 =4 1 Wo = P, h™/D 7/8

0] 4 -4 Ws -9/8

Aprés résolution du systéme

Wy p, a* 0.00214

w, | = ——— | 0.00293
P

W3

0.00402

La fleche au centre (W;) est 0.79 % moins que la solution exacte .

Le moment au centre : m, = M, = (1 + »).M/2 = 0.00457 po.az.
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LV ORCANLSATLON DU IPROGRAMMLE I’TAR DLIFIFLERIENCLE LML TV NMEEANT

IV- ORGANISATION DU PROGRAMME

PAR DIFFERENCE FINIE

IV=-1)> INTRODUCTION

Une fois les domaine disritisé, l'approximation choisie et les équations
aux différents noeuds du domaine écrites, nous nous retrouvons avec un
systéme de n équations & n inconnues qui sont les vzleurs de W aux noeuds
du domaine. Les valeurs de W sont connues sur le contour du domaine. Ces n_

équations peuvent se mettre sous forme matricielle:

[A] (U]l = [F]

EAT ,issnees matrice coefficient
[UT .sisemis vecteur déplacement inconnu
[F] ....... vecteur chargement.

Il y a deux variantes d'obtention du systéme d'équation
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La premiére consiste a développer l'opérateur LAPLACIEN qui aboutit sur
un systéme d'équations linéaires dont les inconnues sont les moments, quant
au vecteur second membre il dépend uniquement du chargement, cecl dans un
premier lieu, dans un second lieu, le développement a nouveau de 1l'opérateur
LAPLACIEN donne un second systéeme d'équations linéaires dont les inconnues
cont cette fois-ci les déplacements et le vecteur second membre dépend des
moments qui sont justement fournis par le premier systéme.

La deuxizme consiste a développer double LAPLACIEN qui aboutit sur un

systeme dans lequel les inconnues sont les déplacements.

IV—-2) DESCRIPTION DU PROGRAMME
IV-2-1) Dictionnaire des variables

La signification des différentes variables utilisées dans notre pro-

gramme est illustrée ci-dessous :
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dimension de la plaque selon l1'axe OX ....vevunennnn K

dimension de la plaque selon l'axe 0y .....ccuivnunnn L

nombre de noeuds 5elorn 1'aXe OX veveveeeenereesnanns NX
nombre de noeuds selon l'axe oy .......... Ceeaeaaaa NY
matrice des coefficients .....civiiinriiieiinnniannnn CMC
vecteur chargement ......ceeraneresarronsssnsasannns CH
nombre total de NoeUdS .....ceeeenrreernanssannnenns NT

nombre de noeuds pPar 6tA8E ...iiereariiiar s N

pas selon 1'aXe OX t.vveiievnnarenanacsssanaasoannans PX
épaisseur de la plaque ............. A —— H
module e YOUNE ...eccvseeisassunassssonesoseesnsssss E
coefficient de POISSON . cvivuieirironnnecnnnnncnnsnns u

rigidité flexionnelle équivalente .................. Dt
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IV-2-2) Entrée des données

Les informations sur les propriétés géométriques mécaniques de la plaque,
le nombre d'éléments a discrétiser selon l'axe ox et le chargement consti-

tuent les informations nécessaires pour résoudre le probleme.

Selon la symétrie des conditions d'appui de la plaque, 17étude se réduit

soit au quart soit & la moitié de celle-ci.

IV-2-3) Résolution

Les systemes auxquels on aboutlt ne sont pas symétriques, on utilise alors
l1"algorithme de résolution de Gauss pour les systemes non symétriques, cet

algorithme est caractérisé par deux étapes; la triangumarisation puis la

9
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résolution du systéme triangulaire.

IV-2-4) Développement de 1'opérateur Laplacien et double Laplacien

a) double Laplacien

La génération de la matrice des coefficientsest est réalisé grace au

tableau des coefficients, suivant la position des noeuds & l'intérieur 3 la

[F] donne

limite de la plaque, la résolution directe du systéme [A] [U]

les déplacements.

b) Laplacien

La matrice des coefficients est générée automatiquement & l'aide du
tableau des coefficients ceci pour les noeuds intérieurs de la plaque, quant
aux noeuds se trouvant aux frontiéres une modification des coefficients

s'opere selon le cas d'appul.

on forme alors le vecteur second membre qui dépend uniquement du charge-

80



IV ORGANISATION DU PROGRAMME PAR DIFFERENCE FINIE

ment, la résolution donne les moments qul seront utilisés pour former le

vecteur second membre la matrice des coefficients étant déja préte, 1la

résolution donne les déplscements.

IV-2-5) Programme principal et sous programmes
a) Programme principal

11 contient toutes les déclarations (nature des variables, dimension

dec matrices, etc ), ainsi que les appels aux différentes subroutines.

b) Sous programmes

Nous avons utilisés 12 subroutines dont les fonctions sont résumées

dans le tableau ci-dessous

Subroutine Fonction

menu Permet de fixer notre choix sulvant les
conditions d'appui auxquelles est soumilse
notre plaque.

lec Permet d'introduire toute les informations
sur les propriétés mécanigques et géomeétriques
de la plaque.
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Génére permet de générer la matrice des coefficients
selon le cas d'appul.

Subroutine Fonctilon
Cas 1 subroutnie traitant chacun des cas suivants:
il v a 5 subroutines cas 1: Plague appuyée sur le pourtour
les cas 1,6 et 7 étant cas 2: Plaque encastrée sur le pourtour
regrupés dans un cas 3: Plaque encastrée sur 2 bords opposés
méme SOUS programme) un encastré, l'autre étant libre.

cas 5: Plaque encastrée sur les 2 bords opposes
et libre sur les 2 autres.

cas 6: Plague appuyée sur les 2 bords opposés
et libre sur les 2 autres.

cas 7: Plaque appuyée sur 3 bords, le dernier
étant libre.

COND permettent de tenir compte des conditions aux
COND1 limites selon les cas d'appul.

RESOL Permet la résolution du systéme d'équations
IMPRESSION Permet 1'impression des résultats.
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IV-2-5) ORGANIGRAMME

[ Debut ]
Programme Principal

Menu
LEC

CAS SSUSY, S—

time
RESOL
IMPRESSION
(T sToPp ]

IV-3> EXEMPLE DE RESOLUTION PAR DIFFERENCE FINIE ‘

B3



IV ORGANISATION DU PROGRAMME PAR DIFFERENCE FINIE

considérons une plaque carrée de co6té a, simplement appuyée et unifor-

mément chargée, on prendra un pas égal & a/8 ce qui conduit a4 discritiser

la plaque en 64 éléments (8%*8) mais vu la symétrie du probleme , 1'étude ne

portera que sur le quart de la plaque c'est a dire sur 16 éléments (4%*4)

ceci conduit 3 une réduction importante de la capacité mémoire de 1 "ordinateur

- Les conditions limites sont telles que

a)

b)

Lec noeuds de la ligne supérieure ont une rotation nulle ce qul se

traduilt par

Les noeuds de la ni®M® colonne ont une rotation nulle, ce qui se

tradult par

| o
x| €
1
o
v
e,
=
-
+
1]
=
o
I



IV ORGANISATION DU PROGRAMME PAR DIFFERENCE FINIE

- La numérotation sdes noeuds se fait par étage

- La formation de la matrice des coefficients se fait comme suit

1-

Du noeud j=n+2 jusqu'au noeud j=2n

si

s1

si

Du

si

j*n

j=n+2 wj+n
LT

j=2n wj+n
B oy

n+2 < j < 2n W-

j=m-n+1 W

j-n j+1

35
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si

si

si

51

j= NT - N

i M=-N+1<j<NT-N

j+n J

j+n J

j+n J

j*n 5)

>
+
t

j+n j

noeud j=M+1 jusqu'au noeud j=NT

j:M+'|

j=NT

M-N+1<J<NT

By * ¥

Ui-n T ¥

2 W +

N
t )
+
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4- Du noeud j=2n+2 jusqu'au noeud j=m-2n+1 (sur la collone 2)

Mj*1 + Mj—n + Mj+1 - 4 Mj

6- Pour les noeuds intérieurs dont les sommets sont

2n+3, 3n-1, m-2(n-1), NT-2n-1

Aprés introduction des conditions aux limites, on résoud le systeme

[A] [M] = -pa®/s8
Puis (A W] =-H ™1/ 0

87




IV ORGANISATION DU PROGRAMME PAR DIFFERENCE FINIE

IV-4) Présentation des résultats.

Plaque simplement appuyée sur le pourtour

* charge uniforme *

a/b=1 Déplacement Temps
Maillage W(ga®* / Dy (ms)
x=a/s2; y=b/2
2 X2 0.003%906 2
4 X 4 0.004028 22
8 X 8 0.004055 a8
10 X 10 0.004058 56
12 X 12 0.004059 81
16 X 16 0.004061 166
18 X 18 0.004061 251
SO0L. EXACT 0.004062

23
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Plaque encastrée sur le pourtour

S S S

/
3 /
\ /
N /
/
h 7
7777 777777777777
* charge uniforme *
a/ b=1 Déplacement Temps
Maillage W(ga“ / Dy) (ms)
x=a/2; y=b/2
2 X 2 0.002604 11
4 X 4 0.001800 13
8 X8 0.001424 26
10 X 10 0.001370 35
12 X 12 0.001339 47
16 X 16 0.001307 1232
18 X 18 0.001299 186
SOL. EXACT 0.00126
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Plaque appuyée sur 2 cdtés opposés

encastrée sur les 2 autres.

P
NN

* charge uniforme *

a/b=1 Déplacement Temps
Maillage w(ga* 7/ Dy (ms)
x=a/2; y=b/2
2 X 2 0.003125 12
4 X 4 0.002466 14
8 X 8 0.002088 23
10 X 10 0.002029 35
12 X 12 0.0019296 48
16 X 16 0.001962 129
18 X 18 0.001939 184
SOL. EXACT 0.0019200
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Plaque appuyée sur 2 cdtés opposés

libre sur les 2 autres.

* charge uniforme *

a/b=1 Déplacement Temps
Maillage w(qa& / Dyg) (ms)
X=a/2; y=h/2
2 X 2 0.023438 16
4 X 4 0.015198 21
8 X 8 0.013537 40
10 X 10 0.0133249 58
12 X 12 0.013248 78
16 X 16 0.013148 179
18 X 18 0.013121 259
SOL. EXACT 0.0130950
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Plaque encastrée sur 2 cdtés opposés

libre sur les 2 autres.

SSLS S S S SSS

S S S S

* charge uniforme *

a/b=1 Déplacement Temps
Maillage W(ga* / D) (ms)
X=a/2; y=b/2

NOO DN
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SOL. EXACT
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Palque appuyée sur 3 cotés

libre sur le dernier

___________ ]
I
|
|
___________ 1
* charge uniforme *
a/’/b=1 Déplacement Temps
Maillage w(ga* / Dy (ms)
x=as/2; y=b/2
2 X 2 0.0154625 15
4 X 4 0.013672 26
8 X8 0.013184 65
10 X 10 0.0131286 109
12 X 12 0.013093 183
16 X 16 0.013062 407
18 X 18 0.013053 885
SOL. EXACT 0.0115800

23



IV ORGANISATION DU PROGRAMME PAR DIFFERENCE FINIE

Plaque appuyée sur 2 cbétés opposés

1'un encastré, l'autre étant libre.

/
/
/
/
7
/
* charge uniforme *
a/ b =1 Déplacement Temps
Maillage u(qa4 / Dg) (ms)
x=a/2; y=h/2
2 X 2 0.021250 12
4 X 4 0.013672 22
& X 8 0.013184 38
10 X 10 0.013125 72
12 X 12 0.013093 123
16 X 16 0.013062 369
18 X 18 0.013053 681
S0L. EXACT 0.01123
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V LNITRODUCTLON A LA MULTIODLE DS ELEMLNLES VLINLE

v- INTRODUCTION A LA METHODE DES ELEMNTS FINIS

V-1> INTRODUCTION

L'évolution actuelle de la technologie améne 1'ingénieur & réaliser des

projets de plus en plus complexes. Pour dominer ces projets, l'ingénieur a

besoin de modéles qui lui permettent de simuler le comportement de systemes

physiques complexes.

Les sciences de l'ingénieur (mécanique des solides et des fluildes,

transfert de chaleur ... etc ) permettent de décrire le comportement de

DJJ

systémes physiques grace des équations aux dérivées partielles.

L= méthode des éléments finis est l'une des méthodes les plus utilisées

sctivement ces équations. Elle nécessite

]
D
[
L)

aujourd'hui pour résoudr

l'utilisation intensive de l'ordinateur. C'est une méthode trés générale qui

96
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s'applique 3 la majorité des problemes rencontrés dans la pratique: problemes

statiennaires ou non stationnaires, linéaires ou non linéaires, définis dans

un domaine géométrigue quelconque & une, deux ou trois dimensions. De plus

elle s'adapte trés bien aux milieux hétérogénes souvent rencontres dans la

pratique par l'ingénieur.

La méthode des éléments finis consiste & utiliser une approximation simple

des variables inconnues pour transformer les équations aux dérivées partielles

en équations algébriques. Elle fait appel aux trois domaines suivants :

- Sciences de l'ingnieur pour construire les équations aux dérivées

partielles

- Méthodes numérigues pour construire et résoudre les équations

algébriques

- Programmation et informatique pour exécuter efficacement les calculs

ar
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Sur.ordinateur.
V-2 EVOLUTION DE LA METHODE
L'ingénieur a souvent une approche plus intuitive du probleme en créant
unie analogie entre de vrais éléments rdiscrets” et des parties finies d'un
domaine continu. Dans le domaine de la mécanique des solides par exemple,

McHenry, Herinikoff et Newmark ont montré, dés les années 40, que l'on pouvait

obtenir d'assez bonnes solutions au probléme continu en remplacant des petites

parties du milieu continu par des arrangements de simples barres élastiques.

plustard, sur le méme sujet, Argyris et Turner et al. montrérent que l'on peut
de facon non moins intuitive, mais beaucoup plus directe, procéder & une
équivalence de propriété, en considérant que de petites parties du milieu ou
"adléments” ont un comportement simplifie.

C'est le point de vue de 1l'ingénieur, basé sur cette "snalogie directe™, qui

g8
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a donné naissance au terme d ' "élément fini". I1 semble que Clough soit le
premier & avoilr employé ce terme, dont le contenu implique l'usage direct
d'une méthode standard applicable aux systémes discrets. Ceci est de la plus
haute importance, & la fois en tant gque concept, et en tant qu'outil de
caleul : un concept qui permet une mellleure compréhension du probléme, un
moyen de calcul qui autorise 1'emploi d'une méme méthode pour des problemes
variés, et le développement de procédures de calcul standardisées.

Depuis le début des annees 60, on & fait beaucoup de progrés, et la méthode
de= &léments finis est maintenant trés répandue dans les industries, en
particulier en construction aéronautique, aérospatiale, navale et nucléaife.
Pour que la méthode des éléments finis soit efficace dans les applications

industrielles, il faut des programmes d'assistance 3 la préparation des

données et & l'interprétation des résultats. Ces pré- et postprocesseurs se
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développent rapidement en ce moment ; ils utilisent les techniques de

17informatique graphique et interactive.

ARBRE GENEALOGIQUE DES METHODEES D'ELEMENTS FINIS

( L'ART DE L INGENIEUR

f Fonctions test

i

]

1795

1923

Méthodes Résidus
Variationnelles Pondéres.
Rayleigh 1870 Causs .
Ritz 1909 Galerkin 1915
Biezeno-Koch
] |
Substitution par Fonction test
analogie structurale continues par
o morceaux
HIEIIRO1ITI 74l
McHenr 1943 S0 L P
Newmark 1949 Prager Synge 1947

Elément représentant
directement le
milieu continu

Argyris 1955
Turher et al. 1956

Méthode actuelle
des éléments finis
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V1 LELEMLENTS IFLNLS IPOUR LT ITUDL DL LA IMLLEXLOMN
DES PLAQUES MINCES "“PROBLEME DE CONTINUITE"

VI- ELEMENTS FINIS POUR L'ETUDE DE LA FLEXION

DES PLAQUES MINCES "PROBLEMES DE CONTINUITE C "

VI-1> INTRODUCTION

Pour les "structures treillis"™, une subdivision en plusieurs éléments est

naturelle, alors que pour une structure continue une subdivision finie
correspondante naturelle n'existe pas, de telle sorte que la structure doit
atre artificiellement divisée en éléments, cependant la méthode des éléments
finis permet de batir un modéle satisfaisant en utilisant un nombre fini de
constituants bien définis. Cette approximation peut étre obtenue de la

manigre suilvante :

* Le milieu continu est divisé par des lignes ou par des surfaces imaginaires,
en un certain nombre d'éléments finis.

* Lec &léments sont supposés reliés entre eux en un nombre fini de points
nodaux situés sur leurs frontigres, appelés communément "noeuds".

Les déplacements de ces points seront des inconnues de base du probléeme,

exactement comme un simple calcul de structure.
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* on choisit une (ou des ) fronction(s) permettant de définir de maniére
unigue, le champ des déplacements a 1'intérieur de chaque "élément fini™ ,

enn fonction des déplacements de ces noeuds.

* Les fonctions de déplacements définissent maintenant 1l'état des déforma-
tions sans ambiguité, a l'intérieur d'un élément, en fonction des déplacements

nodaux. Et compte tenu des propiétés élastiques du matériau, ces mémes

fonctions définissent 1'état de contrainte en tout poitide 1l'éléement et par

conséquent sur ses frontiéres.

* 0n détermine un systeme de forces concentrés aux noeuds qui équilibrent

les contraintes s'exergant aux frontieres, et d'éventuelles forces réparties;

il en résulte une relation de rigidité.

VI-2) DISCRETISATION D’UNE STRUCTURE 3

Un corps déformable posséde un nombre infini de poilnts; en chacun de
ceux-ci, on peut définir les forces extérieures, les contraintes, les défor-

mations et les déplacements.
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VI ELEMENTS FINIS POUR L’ETUDE DE LA FLEXION
DES PLAQUES MINCES "PROBLEME DE CONTINUITE®

Dés lors, il est indispensable de substituer a la structure étudiée, un
modele mathématique composé d'un certain nombre d'éléments appelés "éléments
finis", reliés entre eux en un nombre fini de points appelés noeuds.

Il y a un grand nombre d'éléments finis, chacun ayant ses avantages
particuliers. Dans ce présent travail, nous opterons pour un élément fini
rectangulaire linéaire.

L'énergie de déformation devra approcher le plus possible celle de la
structure continue. Les interactions entre éléments sont introdultes sous
forme de forces et de déplacements généralisés.

Certaines structures, notamment les plaques et les coques, sont idéalisées

par des éléments discrets, dont les lialsons mutuelles sont continues le long

des interfaces.

L'idéalisation consiste 3 ne considérer que les liaisons nodales, c'est &
dire en un nombre fini de points situés sur les bords des éléments.

Les forces qui assureront ainsi l'interaction des éléments aux noeuds,
sont dites généralisées.

Lorsque le champ de déplacement assure en outre la continuité des dépla-
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cements aux interfaces, l'éelément constitue un modéle "pur ou

conforme™.

VI-3> PROBLEME DE CONTINUITE 13

Dans la M-E-F, les éléments indépendants sont contraints de se déformer
de facon bien spécifique.

Le choix d'un mode convenable de déformation pour les éléments doit étre
tel que toute la continuité de 1'assemblage tende & étre maintenue.

pour la flexion des plaques, le déplacement latéral w.du "plan médian”
devra définir de facon unique l'état de déplacement de tous les points de
17élément.

Pour que so0it assurée la continuité des paramétres nodaux d'un élément a
1rautre, le long des cdtés, 1l est pratique de représenter par une expression
polynémiale en (x,y), et pulsgue son but est d'exprimer les déplacements de

n'importe quel point (U(x,y)) en termes de déplacements nodaux (G}, elle doit
contenir un coefficient inconnu pour chaque degré de liberté de 17élément.

Dans la pluspart des cas étudilés de la flexion des plaques; 17élément
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choisi avait degrés de liberté en chaque noeud :

w : déformation latérale;
@ ! rotation autour de l'axe des X;

oy rotation autour de 1l'axe des vy.

v, w
3 ?\¥6y4 Ag(?\PfB
Xy ™

LTélément avait alors un +otal de 12 degrés de liberté, ce qul condulsalt

Y avoir 12 coefficilents indéterminés dans le polynéme représentant W . Mals

i snuité 5 ~ le lonz d
ette fonction permet une discontinuité de la pente normale le long ae
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n'importe quel bord, elle n'est donc pas 1ldéale, et elle est appelée "fonctilon

non conforme'.

Nous reverrons et développerons ce probléme de non conformité dans 1'étape

concernant 1'établissement de la matrice de rigidité élémentaire.
Un moyen de surmonter cette difficulté consiste 4 utiliser des éléements

d'ordre plus élevé, donc & opter pour des polyndmes d'ordre plus élevé pour
les fonctions de déplacement.

Cela peut se faire de deux facons

- La premigre consiste & donner des paramétres de déplacement additionnels
aux noeuds situés sur les sommets (Eléments de haute précision de type
Hermite).

- La seconde consiste & placer drautres noeuds le long des cétés (en plus
des noeuds aux sommets), on donnant 3 ceux-ci n'importe quel parametre de
déplacement (Eléments de haute précision de type Lagrange ).

L'avantage de ces éléments est que trés peu d'entre eux sont nécessalres

pour modéliser une structure. Cependant cela est réalisé au détriment de la
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simplicité du calcul.

Dans ce qui suivra, nous utiliserons, pour le calcul de la rigidité des
éléments, la premigre solution, c'est a dire celle qul consiste & augmenter
les degrés de liberté de chagque noeud.

Pour un assemblage d'éléments rectangulaires, cette méthode est pratique
licite lorsque la dérivée seconde mixte est prisze comme 1'un des paramétres

nodaux.
Nous augmenterons donc chaque noeud d'un degré de liberté qui sera le
gauchissement " r = s2W /6 X &y "™ . Chaque élément aura donc 16 degres de

liberté, et la fonction polynomiale 16 coefficients indéterminés

VIi-4 > MATRICE DE RIGIDITE ELEMENTAIRE POUR L*ELEMNT

RECTANGULAIRE

Le calcul de la matrice de rigidité élémentaire suit 6 étapes de base.

#* Etape I : choix d'un systme de coordonnées convenable et de numerota-

'

+ion des noeuds

- La numérotation des noeuds se fera dans le sens trigonométrique.
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7

- 0n a 4 degrés de liberté pour chaque noeud, gqui sont

w : déplacement latéral,

@ rotation autour de X,
@y rotation autour de vy,
r : gauchissement.

- Les directions positives adoptées seront définies

>» vers le haut, pour les déplacements; .
>>» selon le sens trigonométrique, pour les rotations.

Le vecteur déplacement pour chaque noeud est alors
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h}i W
®xi
1 - e ;

ri

>

Les forces correspondantes en chaque noeud :
Tiz 1

( F; ) iy
) Mix [
M12

Avec T,- . force latérale transversale;

s W moments de flexion;

L B : moment gauchilssement.
Donc pour un élément, on a 16 degrés de liberté, et par conséquent,
matrice de rigidité élémentaire est carree, et dTordre 16

Le vecteur déplacement pour chaque élement est !

o)
Ul

n, =]V
Us
A_J
U,

L.
Le vecteur force pour chagque élement est
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** ETAPE II : choix de la fonction déplacement f(x,y).
La fonction déplacement est choisie, comme le produit de deux champs de
déplacement de forme cubique, de poutres en flexion afin de garantir la

continuité, et de définir de fagon unique les parametres nodaux.

Wix,y) = ¢ 3y + apn + a7x2 + a4x3 )(b1 + bzy + b3y2 + b4y3 )
2 2 3 2
Wix,y) = o ¥ oapX agy * ey X+ o Xy + %y‘ * ogXT + agXTY
2
+ agxy? + aqgy” * aqqX7Y * %y oy gxy’ (IV-1)

3 2
B R

Ceci peut etre mieux visualiser en utilisant le triangle de Pascal

(voir fig VI-1 ).
Catte fonction est aussi choisie de telle fagon que l'isotropie s0it préservée
A partir de cette fonction on obtient les expressions suivantes pour les

rotations ainsi que le zauchissement.
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@X = SW /&Y = agt ogX* 20&6Y+ o.8x2+ 20.;xy+ ou10Y2+ anx3+ 2a12x2y+ 3a13xy2
+ Ea¢4x3y + 3a15x2y2 ¥ 3a16K3Y2

o = - si/ey = (o 2ok * oyt eplt 2oy o ¥Or Jaypiyr 2o pxy %+

r = 62W /S & &Y = o + 20:8}{ + 2.;.93! + 301.11}{2 + AQ-IQXY + 30:13')72 + 60:14}(2}7

+ boqgxy” * Bay Y

(voir fig VI-2.)

Figure VI-2.
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Ffold
Tt

ol
LL 14
Trit
2323323
35222
- :\

T

(4 x)sy

|y
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Avant de vérifier que cette fonction assure bien la continuité des fleches
des pentes et des gauchissements, montrons comment pour l'élément & 12 degres
de liberté, la continuité n'est pas vérifiée.

En effat, pour cet élément, nous avons pour la fonction déplacement

Wm g ek b gyt gl + eghy + agy?r epit g’V T coyy?

3 3
* oYt oeqqXTY T ooqpXY
Ce qui peut se voir beaucoup mieux encore en utilisant le triangle de
Pascal (voir figure VI-2), qui donne les expressions sulvantes :
2 ) 2 ) ,
o o3 * Bog) * gk * Qw + Bagy” * opyXT *3eq Xy 4 Zdb‘f

3

2 2
o= = (op * 2oyX * a5y * 3ogX” * ZogV * °gY2 ¥ oY v oapp¥
Considérons par exemple le bord (1-4) ou x=cste=0

- Le déplacement latéral et les pentes, én chagque point de ce bord, sont

donnés par :
. _ 2 3
W(O,]) = oy * cx3Y + Oley + ﬁoy

; g2
a3 * 2egy * 3eqqY

sx(O,Y)

X 2
@, (0,7) = = (ap * o5 * egy” * oqp¥”)

<

144



VI ELEMENTS FINIS POUR L’ETUDE DE LA FLEXION
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Aux extrémités de bord

Noeud 1 (y=0):

w(0,0) = Wy = oy
2, (0,0)

QY(O,O)
Noeud 4 (y=h)

@y T g
o (R

8

W0,B) = W, = oy * agb * agh® + aygb?
)
ax(O.b) = OXA = oy t 20&8b + .?Jal-gob

-~

- 2 3
oy, =~ (op *oogh * aght *oqpb™ )

qy(o,b)
Ainsi on ne dispose seulement que de six éguations pour obtenir les huit
coefficients inconnus (ey,on, oz, a5, ag: 09 a1gs &2 ), qui ne peuvent étre

déterminés.
Mais on remarque que w et e, contiennent les mémes quatre coefficients

( oyyeg,0q,09g ) » et que puisque quatre des conditions sur la frontiere se
rapportent a w et &, , ONn a alors un nombre suffisant d'équations pour
calculer ces quatre coefficients. On peut donc exprimer e, et W d'une facon
unique.

Quand a s il contient les gquatre autres coefficients ( onp,og:og:a90)

alors qu'il ne reste que deux équations, qui seront donc insuffisantes pour

15
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leurs déterminations. La rotation oy n'est donc pas définie de facon unique.

on dit qu'elle est discontinue le long de ces bords.

Elements déformés

Les Fehl’es hormales d'us bewd

Sont discontin ve s

A cause de cela, la fonction choisie n'est pas ideale, et elle est

appelée "fonction non conforme", comme cela a été mentionné plus haut.
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Remarque:

on a seulement considéré le cas du bord (1-4) ol x=0. Cependant, la
conclusion est généralement vraie et une continuité de la pente normale peut
exister le long de n'importe gquel bord.

Vérifions maintenant la conformité de la nouvelle fonction de déplacement
munie de 16 coefficients. Nous procédons de la méme maiére que précedemment:

On considére le bord (1-4)

Le déplacement latéral et les pentes en chaque point de ce bord sont

donnés par

W0,Y) = a * gy * agy? * eqg¥”

9, (0,Y) = ag + 20y *+ 3aqg¥”
oy(0,y) = = ( oy * ogy * agy’ * a3y’ )
C(0,Y) = og + Zag + 2097 + o3yl

Aux extrémités de bord ;

Noeud 1 (y=0):

w(0,0) = Wy = oy
o (0,0) = ey7 = og
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oy(0,0} =

<
U

r (0,0)

=3
A

Noeud 4 (y=b)

W(O,b) = W4 = oy +* azb + a8b2 +* a10b3

= - 2
ex(O,b) S ey T oeg + 2a8b P 3a10b
oy(O,b) = Oyz‘ =z = { ) + osb * a8b2 * cx13b3 )
r (0,b) = Ty = om + 24:8 + Qatgb # 3a13b2

on dispose de 8 équations pour obtenir les 8 coefficients ilnconnus

(aq,aQ,az,QS,ae,a9|a1o,a13). Le nombre d'équations étant égal au nombre
d'inconnues, W, ey , ey et r seront donc définis de fagon unique.

on dira alors gue la fonction est une fonction "conforme™.

Ecrire les équations (VI-1) et (VI-2) so0us forme matricielle peut étre

résumé par l'équation générale.

0]

"%
@y

r

= {Uux,y) } = [ fox,y) 1. (x) (VI-3)

[f(x,y)] : Fonction reliant le déplacement d'un noeud de données (X,vy)
aux 16 coefficients o .
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{ « ) : Vecteur colonne des coefficients inconnus.
On aura : [ fix,yy 1 =
1 X vy G Xy y2 x> xiy xy2 y3 xzy x2y2 xy3 xny x2y3 x§y3
o 0o 1 0 X 2y O X< 2Xy 3y2 x3 2%y Ky© 2X7Yy 3x2y2 3x"y2
4 s 5.2 A 2 2V oyl 3 2.2 noos )
o 1 0 2x vy 0 Ix° 2Ry V4 0 3x 2XYy y IXTYS 2y IRy
0 0 0 O 0 0] 2% 2y 0 3x2 4y 3y2 6x2y 5xy2 9x2y2

*% ETAPE III : Exprimer l'état de déplacement en chaque point, en fonction
des déplacements nodaux - calcul des fonctions d'interpolation.

A partir de la matrice [f(x,y)], on construit une matrice [A] qui lie les
déplacements nodaux aux coefficients inconnus, en remplagant chagque noeud par

sec coordonnées et en plagant les blocs selon la numérotation adoptée.

0on obtlent
(0 g =I(A1 { &l
MATRICE [A]
i o o o o O 0o O O 0o 0 O o 0 0 0
o o 1 o o o0 o o o0 o 0o 0 0 0 0 O
Ny o 4 o o o o o o 0o 0 0O O 0o 0 0 0
O o 0 o 1 0 o o0 0o 0 0o 0 0 0 0 O
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. 4 0 a2 0o o a o o 0o 0 0 0 0 0 0
N, |00 1 0o a o o a2 o 0 a o0 0 0 0 O
B 4 o0 -2a 0 0 -3 o o o 0 0 0 0 0 O
o o o o0 1 0 0 2a 0 0 322 0 0o 0 0 O

N3

a b a° ab B2 & a2h ab? b2 a’b a2b2 ab> a2p? a2p3 P
50 1 0 a 2b o0 a® 2ab 37 a’ 2a%b ab2 227  3a%b? 3a%%?
oab -b2 0 -3ab -2a2b -b3 -3a?b? -2ab>-3a%b’
o 00 1 0o o0 2a 2b 0 3% 4ab 3B 63b 6ab 93P

4
1 0 b a2 o b2 a o o bi o 0o O 0O 0 0
o 0o 1 0 0 2 0 O 12 0 o0 O 0O 0 O
o -1 0 0 -6 0 0 0 -b* 0 0 0 w3 0 0 O
o o o o 1t 0 0 0 2p 0 0 0 2 0 0 O

Dans ce systéme d'équations, on peut exprimer le vecteur colonne des

coefficients inconnus en fonction des déplacements nodaux :

—

d'oti on peut exprimer le déplacement en n'importe quel point, en fonction dés

déplacements nodaux :

120
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L'équation (VI-3) devient

(U ) (VI-4)

(f,»IL AT (U lg=0N] o

{ul

1]

e

[f(x.y)][A]_1, fonction de forme ol d'interpolation de

Avec [N]e

dimension (4,16)
e
(N = [ o', NI, oo, e
1rinversion de [A] peut &tre faite numériquement, mais pour pouvolr

obtenir une expression explicite de la matrice de rigidité élémentaire, pour
plus d'efficacité numérique (allegement du programme gain de calcul).

L'inversion a été effectuée algébriquement comme suit.

Aprés avoir posé a=1 et b=1, [A] étant inversé numériquement, les
variables 17a, 1/b, 1/a , 1%h . 19ab ...ont été introduites dans [Il\]_1 de
facon & ce que

[Z—\][P\]_1 = [I] = Matrice identité.
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Matrice [Al]

-1

-6/a
4/a3b3

—4/a3b
—3/a2b2

2/a

32

-6/ab2
~2/b3
3/a2b2

A/ab3

-2/a2b3

o o O ©O

0
0
-2/a

-2/b

0
1/a%

4/ab

1/b2

-2/a2b
_2/ab2

1/a%p?

122

-9/azb2

6/a b2
6/a%b>
-4/33b3

o O O ©O

-6/a%h

4730
3/a2p?
—2/a3b2

-3/ab?

1/a%p2
2/ab>
-2/ab”

o o O O
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o o o o o o o o o o

0

-9/a%h?

-6/a°b2

-6/

4/a

0

21,3
2,5

o (@] o o o o o o o O O

-3/a
0

2/a

2/a

=2/a

2p

3p

A A
<h<

3b2

o o o ©o o o o (]

o

3/ab2

—3/a2b2
-2/&2b2

2/a%h>

o O o O o o O O o O O

1/3

b

—1/a2b
—2/ab3

123

1/a

212

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
/b2 -1/b
0 0
0 0
0 0
-2/b%  1/b2
0 0

-8/a%b2 3/23%b
0 0
6/a%b2  -2/a%b
—1/ab2

-4/a%0°  2/a%b?

o O @] o o O ©

0
-3/b2
0

o o ~ o o o o o ©o o O

2/a
1/b
-1/a
-4/&

1/a

b
2

2p
b3
2p,2




VI ELEMENTS FINIS POUR L"ETUDE DE LA FLEXION
DES PLAQUES MINCES "PROBLEME DE CONTINUITE"™

* ETAPE IV : relier les déformations { <(x,Yy) } en chaque polnt aux
déplacements { U(x,y) } et donc aux déplacements nodaux | U Lo

L'état de déformation en chaque point peut a&tre représenté par 3

composantes.
- La courbure de la plague dans le plan xz : -azw/5x2
- La courbure de la plaque dans le plan yz : *agw/ayz
- La torsion : —52w/5X5y
Remarque :

Les moments internes Mx et MY agissent chacun sur deux cOtés de 1'élément,

il en est de méme pour les moments de torsion Mxy et Myx' mais pulsque M}{y est

(T

gal & M,,, on peut considérer que 1'un des deux, par exemple M, , agit sur
¥X Y

les quatre cdtés, cela en doublant le terme de torsion dans le vecteur des

déformations.

L"état de déformation dans l'élément est donc représenté par :

2
-&5W /S }(2

{alx,y) )= -52w / 5\}2

2820 / &X &
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En remplacant w par son expression polyndmiale, on obtient une équation

qui peut é&tre écrite sous la forme :

<X,y } = [Qq] { o |
avec :
- _ 2 2 3 a3
O 0o 0 -2 0 O 6X 2y 0 0 -6xy -2y 0 -6xy~ -2y aXY
0o 0 0 o 0 -2 0 0 -2x -6y O -2x2 -6Xy -2X —6x2y0—6x3yn
0 0 0 0-2 0 0-4x -4y 0 -6x2 -8xy -6y2 -12x2y -12xy? -18%%y?
En remplacant { « | par (a171 ¢ ﬁe} , on obtient la relation suilvante

déformations-déplacements nodaux

( «,y) 1 = [@1 [A]7' { Ug) = [B] { Up) (VI-5)

avec [B] = [Q] [A17]

ETAPE V : relier les contraintes internes { o(X,y) } aux déformations

et donc aux déplacements nodaux | Ge}

Les relations entre contraintes et déformations, c'est a dire entre
moments et courbures, sont données, comme il a été déja vu dans la théorie de

1la flexion des plagues, par les relations suivantes :

M, = - (D 62w / 5x2 + D 52w / 5y2 )
X X2 By Fy
- _ Z: 2 . 2 2
My = ( Dyé w /S sy iy Dy, &"w / & )
C = -2D 52w /S &K &Y

Xy
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ces trois équations peuvent s'écrire sous la forme matricielle suivante

Dy Dy 0 - &%/ &x?
{ o (X,¥) )= My pny DY 0 -52w/5y2
5 0 0 Dyy -26%u/ sx sy
c.a.d
{ ox,y) } = [A] { <(x,y) |}

définissant ainsi la matrice [D] symétrique, car u D, = “VDK .

Pour le cas 1lsotrope :

D Dy 0
[D] = | Du D 0 = Matrice d'élasticité
0 0  D/2(1-w
En remplacant { <(x%,v) } par (8] { U } onl relie les contralntes en

el

n'importe guel point aux déplacements nodaux par

{ o(xt,y> } = [DIIB).L U } = [HI.L 11} (VI-6)

#¥ ETAPE VI : relier les forces nodales aux déplacements nodaux { U }_ et,

e

de 1la. obtenir la matrice de rigidité de l'élement [K]e

Nous utilizons le principe des ftravaux virtuels :

Imposons un déplacement virtuel s [ U }. aux noeuds arbitraires de

a
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1'élément, le principe est d'égaliser le travail extérieur et de l'énergie de

déformation interne
- Le travail extérieur produit lors du déplacement virtuel & { U b BSE 3

= g 1T £
Wagt =8t U g o [ F g

- L'énergie de déformation interne est

Wint = J;eé [ <,y 1T, g oK, y) )} dV

En considérant l'équation (3-5), elle devient

_ P A
Wint = J s { U} .[B]". [DI[B].{ U }dV,
ve
En égalisant uext et wint , on obtient
5 1T ¢ B - g 3T 1T $
s { U )e' { F }e = s{ U ]e' ( véBJ [DI[BldvV » . { U }e

ce qui donne

(F g = J[B]T[D]{B]dv L LU,
ve

analogue a

( F,=[Klg. (U}

e e
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d'ol par identificatilon

(Kl = ¢ [ ts1TtpiBIGV
ve

avee [B1T = [ a71 1T Q1T
drod [Kl.= J (a" 1T e 1T (01 fQ1 (A71 1 v
€ ve

Les matrices [A”' 1T et [A”! ] ne contenant que des constantes, on peut

sortir de l'intégrale, on obtilent donc

—
1
)]

(K1, = (a7 1T . JEQJT (D] [Q] dv (A7 ]
ve

En posant
[R] = I (017 (D] (@] av (VI-7)
ve

[K}e devient comme prcduit de trois matrices
(k] = (a™' 1T [r] [A77 1 (VI-8)

Cour le cas spécifigque d'un élément rectangulaire pour la flexion des

il

plaques, on remplace l'expression generale ( [ dV ) par l'expression
ve

b a

( J J dx dy ).
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L'expression (VI-7), sous le cigne "somme™, peut étre calculée et intégree

explicitement sans trop de difficultes.

La matrice [R] ne dépend donc que de n, D, et a et b, et finalement

1'expression explicite de [K] est obtenue suivant la formule (VI-8).

Matrice [K]

A1 E1 F1 61 Hi I1 J1 K1 L1 N1 M1 o1 P1 Q1 R1 S1
B1 T1 U1 I1 V1 -Ki Wi -M X1 07 Y1 -ai Z1 51 A2

c1 -B2 -J1 K1 cz2 =-Dz -NI 01 EZ -F2 rR1 -51 G2 -H2

D1 -K1 -Wi1 -D2 I2 01 -Y1 F2 J2 -51 A2 H2 K2

A1 E1 -F1 -Gi1 P1 @t -R1 -851 L1 M1 -N1 -0i

B1 -T1 -Ui -@1 Z1 -5t -A2 -Mi X1 -01 -Y1

c1 -B2 -R1 51 G2 -H2 N1 -01 E2 -~F2
D1 81 -A2 H2 K2 -01 Y1 F2 J2

A1 -E1 -F1 G1 H1 -I1 -J1 K1

B1 T1 -0 I vi =K1 -W

C1 B2 J1 K1 c2 D2

D1 -K1 W1 D2 I2

Al -E1 F1. -G1

B1 -T1 U1

C1 B2

SYETRIQUE
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avec

A1 = 72%D/25%a*b + 156*D (b/a> + a/h>)/35

E1 = 78*D*a/35%*h> + 22*D*b2/35%35%a> + D(6/25 + 6*./5)/a

2 2
F1 = -78Db/35%*a“ - 22*D*a</35 - D*(6/25 + 6*./5 )/b

G1 = 11*D*b2/35%a2 + 11#D*a%/35%b2 + D*(1/50 + 1*,/5 )
H1 = -72%D/25*a*b - 156%D*b/35%a> + 54*D*a/35%h”
I1 = -20*D*h2/35%a” + 27*D*a/35%*b% - D*(6/25 + 6*u/5 ) / a

J1 = 13*D*a/35%b> - 78*D*a/35%a° - 6*D/25%*b

VI-5) VECTEUR CHARGE ELEMENTAIRE POUR L’®ELEMENT RECTANGULAIRE :

Afin de pouvoir calculer les forces nodales statiquement égquivalentes aux

chargements répartis sur les frontigres de 1'élément, on impose un déplacement

virtuel s { U }. arbitraire aux noeuds de 1'élément, puis on égalise

1Texpression des travaux 1lntérieurs et extérieurs.

- Travail effectué par les forces nodales directement appliquées aux

ceuds = somme des prodults de chaque composante des forces par le déplacement

3

correspondant
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st UL L F g (a)

- Travaill intérieur effectué par les contraintes et les chargements

répartis { g }, obtenu par intégration sur le volume de 1'élément :
J s { <(x,¥) T X, y) } dV - I {ul}) {g}) .av
ve ve
ou encore
[etuig el oty b - T (a . av (b)
ve

En égalisant (a) et (b) on obtient

s {UJ{F1l=s(UIL ¢ [([B]T{a(x,y)} -miT g1 av.
v

e

Comme cette relation est valable pour n'importe quel déplacement virtuel,

elle entraine l'egalité des matrices par lesquelles sont multipliés ces

deplacemerts, on a donc :

(Fg= [ oI toony ) - T {a) v
ve

et comme pour un comportement linéaire élastique

{ o(x,y) } = [D] [B] . { U}
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On obtient
( F )= ¢ t81T(B1 dv> (U} - (NIT (g} av
€ J;e J;e
s _ 5 _ T
(F 1= [Kl,. (U g Le[m (q)av ()
Or l'on sait aussi gue
{ F gz [KIgt U J - UF g (d)

[K]e{ ﬁ )e: Forces engendrées par le déplacement des noeuds.

{ F ) . Foeces nodales statiquement égquivalentes & une charge { g Y
répartie, s'exergant sur l'élément.

Par identification de (e¢) et (d) on obtient
(Fg= [ maTtayav (VI-9)
ve

Dans notre cas, cette intégrale généralisée se raméne & une intégrale
surfacique, le vecteur charge { @ ] a une seule composante suivant l'axe 0z,

et la matrice [N]T est une matrice de dimension (16-1).

rniT = a7 et
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avec

[P] = (1,X.Y,XZ,XY.YE,X3.X2Y.XY2,Y3,X3Y,X2Y2XY3.X3Y2,X2Y3.X3Y3 )

L'expression (VI-9) devient donc

. q b a
( Flg= (A7 1T, q I J (p1%dx dy (VI-10)
o Jo

Aprés intégration, on obtient le vecteur de forces nodales suivant

b/é
-a/é
ab/36

b/6
a’/é
-ab/36
= (g.a.b/4) 1 f
-b/é
a’é
-ab/36

-b/6
-as’/é
-ab/36
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VI-6) GENERLISATION AU DOMAINE ENTIER - REGLE D” ASSEMBLAGE 1@

Dans les paragraphes précedentes, le principe des travaux virtuels a été

appliqué a un élément isolé, et l'on a introduit le concept de force nodale

égquivalente.

Le principe de l'assemblage est basé sur la méthode conventionnelle de

1"équilibrage direct de ces forces nodales.

Les raisonnements des paragraphes précedents peuvent s'appliquer directe-
ment au milieu continu entier. En effet 1'équation (VI-4) peut s'interpréter

comme s'appliquant cette fois a3 la structure entiere, a savoilr

(U} =[Nl {U)

~

o1 | U } regroupe les déplacements de tous les points nodaux et ol ,

N1 = N? : lorsque le point considéré est intérieur a 1'élément e, et 1 est
un point associé a cet élément,
N1 = 0 : si le point ne figure pas dans 1'élément.

on donnera de la matrice [B] une définition semblable. On est alors en

mesure d'appliquer le principe des travaux virtuels & toute la structure, et
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le travail virtuel extérieur associé a un déplacement virtuel quelconque de
tous les noeuds s { U } devient
s 1 U }T.{ F }, cependant que le travail virtuel intérieur a pour
expression
T _ T
Ials(x,y)i ( olx,y) ) @V Ia{U 1T {q )} av
v v

L'intégration étant cette fois effectué sur tout le domaine.

En effectuant la substitution de ,
s{ U ) par (N] & (0] etde sl «x,9) ) par [B] s { U}

et en tenant compte de la relation contraintes-déformations {o)=[D]{ &}
on obtient immédiatement, en égalant les travaux virtuels intérieur et

extérieur,

~

(Kl {u}-I(F }q ={ F}

I1 vient, pour l'expression de la matrice de raideur,
(K] = j (81T, [(p1.(B].4v
v
1'intégrale sur tout le domailne.

* ai 1l'on considere, cependant, la relation entre [B] et [B], 1l est évident

que : [K] = g [Klg , oli les termes provenant de chaque élement ont été

évalués individuellement, conformément aux méthodes ci-dessus.
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On peut facilement montrer qu'il en va de méme pour les diverses compo

santes des forces qui interviennent .
Finalement, d'aprés ce que nous venons de décrire, on peut Prévolr que

1'assemblage comportera deux étapes :

- Construction de la matrice de rigidité élémentaire [K]e et du vecteur
force élémentaire { F 1}, de chaque élément.

- Addition des matrices et des vecteurs élémentaires.

Afin de mieux voir ce qu'on vient d'expliquer, nous l'avons schématisé

dans 1l'exemple ci-dessous.

Exemple d'assemblage :

Considérons la plaque (fig VI-4)
composée de deux éléments et de >
six noeuds.
Considérons trois degrés de liberté 3 4
par noeud, la matrice de rigidité >
globale sera de dimension 18x18.

1 2
(Figure VI-4)

Les matrices des différents éléments
sont exprimées dans le repére global suit :
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ELEMENT 1 ELEMENT 2

ASSEMBLE

figure VI-4

VI-72 LA METHODE DES ELEMENTS FINIS CONSIDERE COMME UNE MINIMISATION

DE L"ENERGIE POTENTIELLE TOTALE :

Le principe des travaux virtuels utilisé dans les paragraphes précédents,
a permis de satisfaire aux conditions d'équilibre dans les limites imposées

par la distribution des déplacements choisie initialement.

C'est seulement dans le cas ol 17égalité des travaux virtuels était
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réalisée pour toutes les variations arbitraires de déplacements (en n'imposant

que les conditions aux frontiéres ), qu'alors l'égquilibre serait acheveé.

Le principe des travaux virtuels peut &tre reposé d'une manigre différente

er termes variationnels pour caractériser l'équilibre, en effet
n . énergie potentielle totale

r=U-UW avee u énerzie de déformation interne

travail des forces extérieurs.

W

ol U = J1/2{=]I[D][=}dv et w={ 01T (F)
Vv

On obhtient donc : AT ~ T A
=121 01 tu) -t CF)

Or la minimisation de l'énergie potentielle totale correspond a l'équilibre

des systemes. Donc la solution du probléme continu est une fonetion { U } qui

~ Stationnaire, ce qul signifie gque sa "variation” correspondant a des petits

changements s { U )} de la fonctlon inconnue doit étre nulle et donc s = = 0.

A

([K1{U})-{F})=0

-0 [ sU}
K1 {U}-(F)=0

Cette relation ne constitue rien d'autre que la traduction de cette
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variation par rapport & l'ensemble des déplacements limmité & un nombre
fini de parametres | U}

On montre que dans le domaine élastigue, non seulement 1'énergie poten-
tielle totale et stationnaire, mais qu'en plus elle est minimale :
Le processus des éléments finis consiste donc en la recherche d'un tel
minimum, dans la limite d'un type imposé de champ de déplacements.
Mathématiquement, cela revient & poser le probléme en termes de résolution

drun systeme d'équations simultanees.

IV-8) CRITERES DE CONVERGENCE

S8i le nombre des paramétres { U } définissant le déplacement augmente
indéfiniment, on pourra alors obtenir une approximation de plus en plus

précise de l'ensemble des conditions d'équilibre.

Donc, plus le nombre de degrés de liberte sera élevé, plus la solution
obternue sera proche de lz solution exacte, gqui est celle qui réalise 1'équili-
bre complet, & condition que les déplacements tendent a la limite vers les
déplacements réels. On pourrait donc en déduire les conditions nécessaires de

convergence du processus des éléments finis qui sont
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Ce critere suppose donc une certaine continuité des déplacements lorsque

1'on passe d'un élément 3 un autre.
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VII-1D INTRODUCTION
Mathématiquement, la M-E-F revient a poser le probléme en terme de

résolution d'un systéme d'équations simultanées, écrit sous la forme

(K1 {u}={F]

ol [K] : matrice de rigidité globale,
{ U} : vecteur déplacement inconnu,
{ F} : vecteur force global.

VII-2> PROGRAMMATION

On peut distinguer deux parties essentielles
* Module de génération des données.

* Module de résolution et d'exploitation des résultats.

Les données sont construites principalement d'informations sur les noeuds

(nombre de noeuds total, nombre de noeuds restreints, conditions d'appuis,

conditions de chargement .), et sur les éléments (nombre d'éléments suivant

la direction X et la direction Y, la taille de 1'élément, caractéristiques

géométriques et mécaniques des matériaux.

VII-2-1 Entrée des données

Pour qu'on puisse résoudre le probléme, le module d'entrée des données dolt
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transmettre toutes les informations nécessaires aux autres parties du

programme, de facon & permettre la constitution de tous les tableaux qui sont

utilisés par la suite.

Dans notre cas c'est la subroutine MECA qui est concerné. Cette subroutine
permet l'introduction des caractéristiques géométriques et mécaniques des
matériaux, ainsi que le calcul de la matrice d'élasticité [D]t'

* Subroutine ELEMT

Ce sous-programme contlent la matrice de rigidité élémentailre explicite

[K]e et le vecteur charge élémentaire { F )} En tenant compte de la symétrie

e

de la matrice, l'autre moltlé est déduite automatiquement.

VII-2-2 Assemblage des matrices [K], et des vecteurs { F }e'
La régle drassemblage que nous exposons est une réegle simple et efficace,

dans laquelle le risque d'erreur par introduction est minimisé, la seule

contrainte étant le sens de parcours, car 11 est trés important de choisir un

sens de parcours pour la numérotation des rnoceuds et des éléments.

On adoptera une numérotation par étage, de gauche i droite.

Suivant l'algorithme adopté 3 chaque fois pour la résolution du systéme

une méthode drassemblage adapté sera présenté (voir chap. VIII).

* Prise en compte des conditions aux limites
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La prise en compte des conditions aux frontiéres paut se faire de plusieurs

manieéeres.
- Méthode du terme diagonal dominant

La matrice [K] est assemblée sans tenir compte des conditions aux limites,

puis chaque relatio

=3

Uy = U, est introduite en remplagant

- Kyqg Par Ky + o dtart un trés grand nombre par rapport a tous les K1j.

= F1 par o U

_.G—
"
L -

L'équation de la i®*M® ligne s'écrit

n
a.Ui"' .ZK]-J'UJ =ot.Ui
J:

et qul admet une solution approchée : Uj

i == Uy

Ks: o Us

a . U3 ij j

\,
b4
N

J

cette méthode est simple & programmer (car il suffit de remplacer ou de
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changer les deux termes K;; et Fj ), mais peut poser des problémes numériques
quand la matrice de rigidité [K] est mal conditionné, et lorsque certaines

composantes du vecteur { U } sont grandes.

2- Méthode du terme unité sur la diagonale

Pour chaque déplacement imposé Uj = U., on modifie le vecteur { F } et lg

ll

matrice [K] de la maniere sulvante :

Kij = Kji =0 Pj = Fj = Kji - U1
Kij =1 Fj = Uy
pour j=l,n et jJ # 1 pour j=l,n et j # 1

Le systéme devient donc

e e U Fo-Ky; » Us
T1 31,4 jK1,1+1 Kin | ! U I
- i A O
Hy_q 47==="Kioq1,9-10 Kiy ie1 " Risg,n| {Ui-rp 5 9 177 g
I d 1 0 —=tmm—mmmm- d Ul Us
Kivg,1 777 Kieg,i-19 Kisq i Kis1,n U4 FiviKier 191
| | | | | |
|
Kn,p =777 Kn,i-1 9 ¥n,ie17"777" Kn,n Un Fo-Kn 5-Ui

La programmation de cette méthode est délicate, mals ne pose pas les
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problemes numériques de la précédente.

3- Méthode de suppression des équations

Elle consiste & restructurer la matrice [K] de mani&re a supprimer les

équations correspondant aux degrés de liberté imposés Uj.

Cette méthode a l'avantage de réduire le nombre d'inconnues du systeme, et

par conséquent elle réduit l'espace mémoire au stockage de la matrice.

La technique de restructuration de [K], { U | et { F ) correspondant a

Us= Ui , consiste en la suppression de la ligne (i) et de la colonne (1).

VII-2-3 Résolution du systéme [K] { U } = ( F )
* gubroutine de résolution
permet la résolution du systéme { F } = (K1 { U}, { F} et [K] étant
obtenus aprés l'assemblage et 1'application des conditions aux limites.

Pour notre cas, on a utilisé plusieurs algorithmes de résolution afin de
pouvoir faire une comparaison cu temps de calcul et du nombre d'opérations a

affectuer. Ces algorithmes seront développés dans le chapitre suivant

VII-2-4> Calcul des contraintes
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7

* Subroutine MATRCONT

Ce sous-programme est utilisé pour le calcul de la matrice de contraintes

[H] donnée explicitement en fonction des caractéristiques de la plaque.

* Subroutine CONTE

Une fois que les déplacements sont déterminés et la matrice [H] calculée,

ce sous-programme permet de trouver les contraintes, pour chaque élément.
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RESOLUTION EN ANALYSE STATIQUE

VIII > TECHNIQUES DE CALCUL ET METHODES DE RESOLUTION EN ANALYSE STATIQUE.
VIII-1> METHODES DE RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES .

Ce chapitre est consacré aux méthodes permettant la résolution du systeme

des équations d'équilibre :
Ku=°r1 i=1...N

avec Np : nombre de cas de charges.

Nous considérons que l'on a préalablement éliminé les d.d.l. dépendants

et pris en compte les conditions de déplacements imposés.

Le systeme des équations d'équilibre sera donc généralement défini positif .
Un caractere semi-défini positif correspondrait soit & l'existence de modes
rigides ou de mécanismes, soit a la prise en compte de relations de dépendance
linéaire par la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Par ailleurs, l'ordre
des systzmes linéaires correspondant aux modéles finis, est généralement élevé
pour les structures complexes. Le colt de la résolution numérique de ces

systemes d'équations est une partie significative du colt global d'analyse.
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Ainsi, les méthodes de résolution utilisées doivent étre adaptées & ces types

de problémes en tirant profit de la symétrie des matrices de rigidité et

généralement de leur faible densité de peuplement. En outre, de telle méthodes

doivent permettre la résolution la plus économique possible avec de nombreux

cas de charge. Enfin, mentionnons que l'importance de la résolution des

systémes linéaires dépasse le cadre de la'analyse statique. En effet, la réso-

lution de problémes dynamiques ou non-linéaires peut se ramener & une succe-

ssion de résolutions de systémes linéaires.

VIII-1-1) Classification des méthodes de résolution

Les méthodes de résolution en analyse statique peuvent se classer en

Méthodes itéraives

- méthode de Gauss-Seidel,
- méthode de relaxation (relaxation par blocs, sur-relaxation),
- minimisation de 1l'énergie potentielle totale par la méthode des

gradilents conjugués.
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Méthodes directes

- méthode d'élimination de Gauss et ses variantes (factorisation de
Crout),

- méthode de factorisation de Cholesky.

Les qualités requises pour une méthode de résolution utilisée dans un

logiciel dranalyse des structures sont les suivantes

* pPerformance : ces méthodes doivent conduire a un colt minimal pour une
précision donnée en utilisant au mieux les ressources (mémoire centrale péri-
phérique, ...) de l'ordinateur. Notons qu'il est trés important de pouvolr
connaitre & l'avance le nombre d'opérations arithmétiques nécessaires pour la
résolution d'un systéme.

* Fiabilité : ces méthodes doivent permettre la détection des singularités

ou de situation de mauvais conditionnement. Il est en outre souhaitable

qu'elles permettent une évaluation de la précision obtenue sur la solution.

Certaines méthodes mentionnées précédemment peuvent étre trés perfor-
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mantes pour des classes spécifiques de problémes mais présentant des perfor-

mances médiocres dans d'autres cas. Ces méthodes ne sont généralement pas

utilisées en analyse de structures o l'on peut avoir & résoudre une grande

variété de problemes. La méthode utilisée ne doit donc pas &tre optimisée pour

un type spécifique de oroblemes mais plutdt avoir les meilleures qualités de

de performance et de fizbilité pour une vaste gamme d'applications.

parmi les méthodes itératives les méthodes de relaxation (relaxation par

hlocs. ou sur-relaxatlon) peuvent pour certains types de problemes, présenter

drexcellentes propriétés de convergence. Cependant, il n'en est pas ainsi pour

une grande variété de problaémes que 1l'on peut &tre amené & résoudre en

n

analyse des structures et pour certains prohlemes 1l est pratiquement impo-

sible de prévoir le nombre d'opérations nécessaires pour obtenir une préci-

mn

sion donnée. Pour ces ralsons, Ces méthodes ne sont pratlquement pas utilisées

dzns les lozociles d'analyse de structures. La seule des méthodes itératives

pouvant présenter quelque interét en analyse des structures est la minimisa-
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tion de 1'énergie potentielle totale des gradients conjugués qui converge

théoriquement en N itérations pour un systéme d'ordre N et, en pratique, con-

duit & une précision convenable pour une fraction seulement de ce nombre

d'itérations. Les avantages de cette méthode tiennent, d'une part a sa simpli-

cité de mise en ouevre et d'autre part, au fait qu'elle ne nécessite qu'un

minimum de mémoire car elle ne requiert que cing vecteurs de travall en

mémoire centrale; de plus, elle ne nécessite ni en mémoire centrale, ni en
mémoire auxiliaire, la matrice de rigiditeé assemblée sous forme explicite.

L'inconvénient majeur de cette méthode réside dans ses performances moindres

par rapport aux méthodes directes de résolution bien adaptées et sa relative

inaptitude & traiter des problames avec des cas de charge multiples.

Lec méthodes directes de résolution en znalyse statique sont basées soit

sur 1'algorithme d'élimination de Gauss ou ses variantes (factorisation de

crout) ou sur 1'algorithme de factorisation de Cholesky. Ces méthodes ont en
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commun une excellente fiabilité; elles permettent en particulier la détection

des singularités. Par ailleurs, elles sont particuligrement bien adaptées a la
résolution de problémes avec des cas de charge multiples.

Enfin, leur implantation dans les logiciles d'analyse de structures peut
adtre adaptée aux problemes traités (prise en compte du peuplement faible des
matrices de rigidité) en utillsant ces techniques particulieres de manlpu-
lation des grandes matrices (résolution sur matrices bandes, ou avec bande
variable, méthode frontale, etc ...).

Ces techniques de gestion de données plus ou moins élaborées permettent

aujourd'hul la résolution de probl2mes de grande taille avec des performances

supérieures a celles dec méthodes itératives dans la majorité des cas tout en
utilisant au mieux les ressources de 1'ordinateur disponible (encombrement

mémoire centrale, entrées-sortie).

VIII-2) Méthode de factorisation de Cholesky
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VIII-2-1) Assemblage de la matrice de rigidité et du vecteur chargement.

Subroutine ASSEMBLAGE

Comme l'opération de localisation exige 1'introduction des conditions aux
frontigres et qu'elle affecte la valeur 7éro aux degrés de libertés inactifs,
seuls les degrés de liberté actifs sont numérotés, et il n'est donc plus
nécessaire de passer par l'opération d'expansion des matrices de rigidités

slémentaires pour effectuer 1'assemblage.

L'opération d'assemblage se fera donc par un simple transfert de chague

terme k1J des matrices de rigidités élémentaires en KIj de la globale, ainsi
que les fermes f1 en Fy , grace au vecteur localisation élémentaire { G } dont

les composantes nulles sont automatiquement éliminées.

L'assemblage s'effectue comme suit

Dour tout G(i) # 0 et pour G(j) # O faire
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Krg = Krg * Kyj
ou I = 6G(1) i = 1,DOF

J = 6(j) j = 1,DOF
ou I = 6G(1) i = 1,DOF

En ce qui concerne la prise en compte des conditions aux limites, nous

opterons pour la méthode de suppression des équations, pour les raisons

suivantes

a) Comme la technique d'assemblage choisit exige 1"introduction de condi-

tions aux limites avant méme d'assembler la matrice de rigidité globale, et

que seuls les degrés de liberté actifs sont pris en considération, cela

favorise implicitement l'utilisstion de celle-ci.

b) De plus, vu la dimension de la matrice de rigidité globale qui devient

importante & partir d'un certain maillage, la manipulation de cette matrice se

complique, la méthode choisie permet d'augmenter le champ draction par suppre-
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ssion d'équations inutlies.

VIII-2-2) Algorithme de Cholesky

La résolution du systeme des équations d'équilibre par la méthode de

cholesky peut s'organiser en trois phases de calcul

- 1 Factorisation de K

D'aprés le théoreme de Cholesky, il est possible de factoriser K sous
la forme
K =8Ls

oll § est une matrice triangulaire supérieure. L'algorithme de factorisation de

Ccholesky est rappelé ci-aprés. On a :

.
5. = /kpp 7S Skp
PP K&
. pour
| =y . Pt
Spj = g;; [ kpj = ké1 kp °kJ ] , pour J = p+*1 ... nN
A

o- Résolution du systeme triangulaire

sl y=rF (VIII-2)
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3- Résolution du systéme triangulaire

Sq=Y (VIII-3)

De par son principe, la méthode de Cholesky est adaptée au cas des

matrices symétriques. Dans la phase de factorisation, elle ne nécessite que

la mémorisation d'une partie triangulaire (supérieure par exemple) de la

matrice K. En cours de factorisation, on peut modifier successivement les

termes affectés par les éguations (VIII-1) de maniére a obtenir en fin de

factorisation la triangulaire supérieure S. Les opérations de factorisation

correspondant & la colonne p sont illustrées en figure VIII-1. On peut y

remarquer que la méthode de Cholesky peut étre mise en oeuvre avec un systeme

de gestion de données tenant compte de la structure creuse de la matrice K

pour minimiser les opérations sur les termes nuls.
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Colonnes p i ¢3= p+l; ww. M)
] =
Ligne k > Skp 0 15k 0
Ligne p ——— — IR X X X [0 U U0 UX[X X X |[VUU
: J[JHH‘ ]
0] ‘ K

Opération de décomposition pour la colonne P :

/k _p-1 52
1 ) Calcul de Spp Spp = PP kz\ kp
p-1
2 ) Calcul de s_; s-=1— k.. - Vskpskj
pj Pj T 5pp | (P e

(j = P+1 ...n )

W Termes de la matrice K qul ne sont pas encere affectés par la

décomposition.

i' Termes de la matrice S n'intervenant pas dans cette phase de

décomposition
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Termes de la matrice S nécessaires pour cette phase de décomposition

BEX %] Termes de la matrice S qui sont modifiés.

Figure VIII.1 : Mise en oeuvre de la méthode de Cholesky

VIII-S) MISE EN OEUVRE PRATIQUE DES METHODES DE RESOLUTION

Aprés le principe des méthodes directes de résolution, nous allons brieve-
ment décrire les aspects pratiques de la mise en oeuvre de ces algorithmes

dans les logiciels généraux d'analyse des structures.

VIII-5-1) Métodes de mémorisation des grandes matrices

I1 est évident qu'il y a intérét a tirer profit des propriétés et de la
structure des matrices de rigidité. En effet, ces matrices symétriques sont
en général faiblement peuplées, avec de nombreux termes ou bloecs au voisinage
immédiat de la diagonale et avec quelques termes ou blocs additionnels hors
diagonale. La structure d'une matrice de rigidité type est illustrée en
figure VIII.2 . On remarque également en figure VIII.2, que la décomposition
(Gauss ou Cholesky) de cette matrice fait apparaltre quelques termes non nuls
additionnels mais n'en change pas fondamentalement la structure initiale.

Pour mémoriser ces matrices, les principales structures de données (fig.VIII.2
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tire partie de la topologie des modeles dréléments finis en combinant la phase
drassemblage des éléments et celle d'élimination.

Dans ce qui suit il ne sera développé que le chéma de mémorisation bande.

VIII.S5.2 METHODES DE RESOLUTION POUR MATRICES BANDES

La structure de données la plus simple pour la mémorisation des matrices .
de rigidité consiste a les considérer comme des matrices bandes. Dans ce cas,

on considzre gue les termes de rigidité extérieurs 3 1la bande sont nuls

j-1 >b
k__:o 111 e :-l’i)
1) j =1 in

avec (b+1) << n demi-largeur de bande.
En raison de la symétrie de K, on ne mémorise que la partie triangulaire
supérieure ou inférieure, l'encombrement mémoire correspondant est

(b+1)(n-bs/2). La fogure VIII.3 présente un exemple typique de mémorisation

zous forme bande. Notons sur cet exemple que ce schéma de mémorisation peut

atre trés pénalisant quant a l'espace mémoire requis et aux nombres dTopéra-

tions arithmétiques. On voit dgalement gue 1'élimination n'altére pas la forme

bande de la matrice.
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b
B

bl

S I Termes mémorisés

X Termes non nuls de K
. Termes additiornels apparaissant en cours
d'élimination.

Figure VIII.3 :

Mémorisation d’une matrice de rigidité sous forme bande .

L'implantation la plus fréquente des méthodes de Gauss ou de Cholesky dans
le cas de mémorisation bande est illustrée en figure VIII.1O0 . Cette implan-
tation correspond & une organization séquentielle des calculs ainsi qu'on peut

le voir ci-aprés.

165



VIII TECHNIQUES DE CALCUL ET METHODES DE

RESOLUTION EN ANALYSE STATIQUE

Méthode de Gauss

v

EEi:;Fh\\ Méthode de Cholesky

Figure VIII.4 :

Applications des meéthodes de Gauss et Choleshky aux matrices bandes symetrigues

En ce gqui concerne 1l'algorithme de Gauss (subroutine GB)

On remarque en figure VIII.4, que chaque phase d'élimination ne requiert

en mémoire centrale que la partie triangulaire supérieure (dimension
1/2 (hb+1)“ ) de K correspondant 3 la zone hachurée et éventuellement les

parties correspondantes des vecteurs second-membre si les opérations drélimi-

nation sont effectudes simultanément sur K et sur F . Aprés avoir effectué
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1'élimination correspondant 3 une ligne donnée, on passe 3 la ligne suivante
er recréant en mémoire centrale la partie triangulaire requise par transfert
de lz mémoire centrale 3 la mémoire périphérique de la ligne de K déja

décomposée n'intervenant plus et par transfert de la mémoire périphériques en

mémoire centrale d'une nouvelle colonne de K. On procade ainsi jusqu'a
triangularisation compléte de K .

En ce qui concerne l'algorithme de Cholesky (Subroutine CB)

Cchaque opération de factorisation correspondant & une ligne donnée ne
requiert en mémolre centrale que la partile triangulaire supérieure de K de
dimension 1/2 (b+‘-)3 correspondant a la zone hachurée. Aprés avoir effectue
cette opération, on passe 3 la ligne suivante en recréant en mémoire centrale
1a nouvelle partie triangulaire requise par transfert céquentiel de lignes

ot colonnes entre mémoire centrale et mémoire périphérique et vice-versa.

L'inconvénient majeur du schéma de mémorisation sous forme bande réside
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dans le fait que la largeur de bande dépend de l'ordre dans lequel les équa-

tions sont traitées et donc de la numérotation des noeuds du modéle aux

é1éments finis. La figure VIII.5 montre sur un maillage bidimensionnel treés

simple que 1l'on peut choisir une numérotation des noeuds qui minimise la
largeur de bhande.

1 Delx x| X
2 [x[X[x|xX[x[x
3 x| % x| x
T % 7 10 4 Ixbxt el 1xix
5 IxIx [Xlx[x|xl X x|x
2 5 21 11 g X[ x| fxix} 1XiX
i X | x| [x|x | lxlxX
5 b4 12 8 KxY‘XYxXX
? x| d | x|x x| X
10 x| x| _|xlx
il x| x| X[ x[ x[x
12 x| X x| x
(a) NUMEROTATION OPTIMALE
10
1 x XX Ix
2 X X X X
3 X X X .
1 7 8 4 XX X X
5 [x x| x x x X
5 4 r 6 X1x X X X
7 [x x| el x|x
4 |l [P 8 X x| X X Ix
9 X x| X x| x| x| X| x| x
10 x| x| d x| x|x |
11 x| X X| x| x| x
12 X % x| x| x

(b) MAUVAISE NUMEROTATION
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Influence de la numerotation sur la largeur de bande.
Oon voit également sur cet exmeple qu'une mauvaise numérotation peut avoilr
de graves conséquences sur la largeur de bande et donc sur lrefficacité de la
résolution. Dans notre programme, la demi-largeur de bande est déterminée dans

la subroutine WIDTH comme suit

L =N* D+ 1)

D : plus grande difference des numéros des noeuds des éléments
N : nombre de degré de liberté par noeud
I, : demi-largeur de bande.

Que ce soit pour la méthode de Gauss bande ou de Cholesky bande, pour la
prise en compte des conditions aux limites (subroutine bound) on & utilisé la

méthode du terme diagonale dominant (voir chapitre précédent).

VIII.2.3) Amélioration de la mémorisation bande

Cette méthode est généralement appelée "skyline" par les anglo-saxons.
11 existe des extenticns de la méthode de memorisation bande qui présen-
tent des avantages certains par rapport 4 cette dernigre mais au détriment de

1z simplicité de mise en oeuvre. Ces méthodes nécessitent des systemes de

mn

gestion des données beaucoup plus sophistiqués.
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SCHEMA DE MEMORISATION AVEC BANDE VARIABLE
Dans cette méthode qui est 1llustrée en
figure VIII.12, la matrice est mémorisée
colonne par colonne en faisant varier la
demi-largeur de bande de facon & limiter

la mémorisation au profil de la matrice.

On notera que la partie de la matrice qui
est mémorisée correspond aux termes non

nuls de la triangularisation supérieure U
aprés décomposition. Cette méthode peut étre
associée & un algorithme de renumérotation
pour minimiser les termes non nuls additio-
nnels, elle conduit dans ce cas & un nombre
minimal du nombre d'opérations arithmeétiques

Variation de largeur de bande

VIII—-4> METHODE FRONTALE

La méthode frontale a été introduite par IRONS [VIII.7] . Dans sa forme
originale, cette méthode permet d'éviter de facon élégante les opérations sur
les zéros & l'intérieur de la bande de la matrice. Le principe de base de la
méthode frontale découle de l'observation déja faite (ef.VIII.3.3, fig.VIII.6)
que n'interviennent dans l1'élimination relative & une équation donnée que les
termes de la matrice correspondant aux colonnes actives de cette équation.

Ainsi, on peut rassembler en mémoire centrale les termes qui vont étre
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modifiés dans une sous-matrice triangulailre, dont la dimension est souvent
trés inférieure 2 la demi-largeur de bande. Cette méthode convient donc
particuliérement aux matrices faiblement peuplées mais a largeur de bande
importante que l'on sbtient avec des maillages vidimensionnels de domailnes
multiplement connexes. La méthode est illustrée en figure VIII.7 par un
sxemple zimple. A chaque &limination relative & un d.d.1., lrensemble des
d.d.1. correspondant aux colonnes qui vont étre modifiées sulvant 17équation
KU=F
(colonnes "actives™) constituent le sront. La largeur de front évolue
de 1'élimination en fonction de la topologie de la structure. On remarque, €n
effet, en figure VIII.7 comment la "front™ évolue dans la structure pendant
1*élimination. Irons 38 tiré de ces considérations topologiques sur 17élimina-
tion de Gauss en contrdlant 1'oprdre d'élimination des équations non pas

draprés la numérotation des noeuds maiz selon la séquence d'assemblage des

sléments finis qui peut étre choizie en fonction de la topologie de la struc-

sure de manikre & minimiser la larzeur maximale de front. Ainsi, l'encomore-

ment maximal reguiz en mémoire centrale correspond 3 la dimensicn est .a

o}

(=N

matrice triangulaire dont la dimension est la largeur maximale de front.

1y
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o d.d.1.
} -
L 23456789101112
Ld=l<f=jx] | T 111 '<r-<
2 [T 1T
3 | L= =TT
4 lx{tfx’ .7
S T‘ctx i) |
6 : !Ex x| I
7 Xt x l(;'(
8 0 ,' | |
9 ! wlxiafe
1L ; <ix
1_2 I B

A
i

Front d'équations 3 divers satdes d'élimination

Termes intervenant dans 1'élimination de 1'équation n°5

L

3 ordre d'assemblage

! 2

Remargue On considre implicitement dans cet exemple qu'il yaild.d.l.

par noeud
Figure VIII.7

Méthode frontale d'élimination CLRONSD.

On voit immédiatement que 1'on peut effectuer séquentiellement 1'élimina-

tion des d.d.l. pendant la phase d'assemblage sans avoir 3 construire expli-
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citement la matrice de rigidité de la structure compléete. Dans ce cas, aprés
1'assemblage de chaque nouvel élément, on élimine les d.d.l. qui n'appartie-
nnent pas au front, c'est a dire qui n'interviennent pas ultérieurement dans

1'assemblage avec de nombreux éléments.
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VIII-5) Présentation des résultats.
Plaque simplement appuyée sur le pourtour

* charge uniforme *

a/ b=1 Déplacement Temps
Maillage Wiga® 7/ Dy) (ms)

x=a/2; y=b/2 ¢ CB GB F

150

1732
2568
3694

.412270E-02
.40633E-02

.406253E-02
.406242E-0Q2
.406229E-02

—
MNOMIN
bl e
Y, TN
nNo

_b__l.

Gab~ b
0 UIN
MNP 18)
_l\_]b.__l
OO~
qEarg

o] 00000

SOL. EXACTE .4062E-02

a/’/b=1 Contraintes

Maillage MX = MY (gb?)
x=a/2; vy=hb/2

0.05720
.04922
.04816
.04806
.04800

—t —d
NO @ N

LT
el NeoNeReNe

S0L. EXACTE .04790
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Plaque appuyée sur 2 cdtés opposés

encastrée sur les 2 autres.

S
NSNS NN

* charge uniforme *

a/’/ b =1 Déplacement Temps
Maillage w(qaé / Dt) (¢ ms )
X=a/2; y=b/2 c CB
2 X 2 0.194340E-02 21 82 73 155
4 X 4 0.191674E-02 50 115 1356 415
g8 X 8 0.191708E-02 382 392 437 1677
10 X 10 0.191711E-02 1211 666 746 2481
12 X 12 0.191713E-02 3499 1064 200 3589
S0L. EXACTE 0.19200E-02
a/b=1 Contrgintes
Maillage MX ( gqa<) MY ¢ qa2 )
x=as’/2; y=h/2 X=a/2; vy=h/2
2 x 2 0.05228 0.03280
4 X 4 0.03668 0.02545
& x 8 0.032%94 0.02456
10 x 10 0.03369 0.02449
12 X 12 0.03341 0.02441
S0L. EXACTE 0.033220 0.02440
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Plague appuyée sur 2 cdtés opposés

libre sur les 2 autres.

* pcharge uniforme *

a/shb=1 Deplacement Temps
Maillage w(qaé / Dt) (ms )
X=a/2; y=b/2 G CB 6B F
2 X 2 0.130136E-01 28 64 81 159
4 X 4 0.130228E-01 68 118 121 433
g X 8 0.130212E-01 600 363 425 1658
10 X 10 0.130210E-01 1817 616 710 2489
12 X 12 0.120209E-01 4481 1034 1182 35556
SO0L. EXACTE 0.130950-01
a/ b =1 Contraintes
Maillage MX ( qa?) MY ( ga )
x=as2; vy=b/2 x=as/2; vy=b/2
2 X 2 0.03360 0.125000
4 K 4 0.03081 0.122720
e x 8 0.02807 0.122449
10 x 10 0.02752 0.122480
12 ¥ 12 0.02748& 0.122540
SOL. EXACTE 0.02710 0.122540
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Plaque encastrée sur 2 cdtés OpPpoOSés

libre sur les 2 autres.

IR ENEERESEELS R

7777 v T S S G e ST SR SR
* charge uniforme *

a/b=1 Déplacement Temps
Maillage W(ga® / Dy) ¢ ms )
x=a/2; y=b/2 c R &8 F

2 X 2 0.260417E-02 25 72 81 146

4 X 4 0.260312E-02 45 126 1324 424

8 X 8 0.260405E-02 409 399 451 1746

10 X 10 0.264120E-02 13573 674 746 2735

12 X 12 0.260414E-02 3783 1092 1266 3815
SO0L. EXACTE 0.25920E-02

a/b=1 Contraintes
Maillage MX ( qag) MY ( qa2 )
x=as2; vy=b/2 x=a/2; y=h/2

2 x 2 0.042052 0.011715

4 X 4 0.042012 0.011689

B x 8 0.042044 0.011697

10 x 10 0.042049 0.011704

12 ¥ 1 0.042050 0.011712
S0L. EXACTE 0.041000 .011000
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Palque appuyée sur 3 cdtés
libre sur le dernier

___________ 1
I
l
I
___________ |
* charge uniforme *
a/sb=1 Déplacement Temps
- ) 4 ( ms )
Maillage Wiga™ / Dt)
X=as2; y=b/2 C CB
4 X 4 0.15000E-01 78 108 1325 398
8 X 8 0.13245E-01 801 335 394 1564
10 X 10 0.12830E-01 2576 559 672 2424
12 X 12 0.1162E-01 3486 891 077 3469
S0L. EXACTE 0.1158E-01
a/ b=1 Contraintes
Maillage MX ( ga?) MY ( qa’ )
x=a’/2; vy=h/2 x=as/2; y=b/2
2 X 2 0.07930 0.047060
4 X 4 0.07010 0.042560
g x 8 0.06832 0.040650
10 ¥ 10 0.06830 0.038730
12 X 12 0.06893 0.037320
80L. EXACTE 0.06900 0.036000
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Plaque appuyée sur 2 cOtés opposes

1'un encastré, l'autre étant libre.

/
/
/
/
/
/
* charge uniforme *
a/b=1 Déplacement Temps
Maillage wiga® / Dy) (ms )
x=as/2; y=h/2 c B B F
4 X 4 0.90660E-02 72 12 145 416
8 X 8 0.90660E-02 615 36 452 1584
10 X 10 0.93095E-02 1016 642 680 2525
12 X 12 0.10905E-02 1598 99 1176 3547
S0L. EXACTE 0.113E-01
a/b=1 Contrgintes
Maillage MX ( ga®) MY ( qaZ )
x=as/2; y=b/2 x=as/2; y=h/2
2 X 2 0.10420 -0.08616
4 X 4 0.09177 -0.01065
g x8 0.08890 -0.11440
10 x 10 0.08856 -0.11550
12 % 12 0.08856 -0.11548
S0L. EXACTE 0.09720 -0.11200
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VIII-7) Interprétation des résultats

Pour illustrer les résultats précédents précédents, la plaque appuyée

sur le pourtour, les figures (VIII-a) et (VIII-b) montrent que pour la M-E-F
et pour des problémes de petites dimensions, les algorithmes utilisant le
stockage bande (Cholesky bande et Gauss bande), sont plus performants que
l'algorithme utilisant la symétrie uniquement (Cholesky), ou que la méthode
frontale. La contre performance de cette derniere réside dans le fait que
1'algorithme est complexe, et nécessite donc un temps d'execution important.
Nous dirons que cette méthode pourait étre efficace pour des problemes
industriels.

Nous remarquons aussi, en figures (VIII-c) et (VIII-d), que pour de petits
maillages, les algorithmes de Cholesky bande et Gauss bande, ont sensiblement
le méme temps, alors que pour de grands maillages, 1l'algorithme de Cholesky

bande a un temps moindre.

Dez conclusions similaires peuvent étra tirer pour la plague encastrée sur

le pourtour (voir figures 11 et 12 ainsi que les figures 12 et 14 en annexe) .
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Fig(¥YII=a) : Plogque simplement appuyee
sur le pourtour
(C.EF—FR—GB.EF~CB.EF)
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IX METHODE DES ELEMENTS BANDES FINIES POUR:

L* ANALYSE FLEXIONNELLE DES PALQUES

IX METODE DES ELEMENTS BANDES FINIES POUR

L"ANALYSE FLEXIONNELLE DES PLAQUES
IX-1> IINTRODUCTION

De multiples problémes complexes de plagues ont été résolus avec

succeés grace 3 la méthode des éléments finis, cette derniére nécessite la
division du domaine en éléments dans les deux directions, les conditions aux
limites ne sont prises en compte qu'aprés avoir assemblé la matrice de
rigidité globale; cependant pour les plaques rectangulaires avec deux bords
opposés simplement appuyée ou encastrée, il est possible d'utiliser des

fonctions qui, & priori, satisfont les conditions aux limites.

La présente approche a un avantage considérable par rapport a la
M-E-F pour une certaine classe de problémes. En effet le nombre de degrés de
liberté le long d'une ligne nodale est égale 3 deux (une déflection et une
rotation) ce qui conduit & une matrice de rigidité grandement réduite par
rapport & celle de la M-E-F (qui nécessite trois, voir méme quatre degrés de

liberté par noeud).
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La philosophie de la méthode des bandes finies est semblable a celle
de la méthode de Kantorovich qui consiste a réduire les éguations différen-
tielle partielles en équations différentielles normales en adoptant des
fonctions continus qui satisfont les conditions aux limites. Cette approche

peut &tre appliquée & d'autres conditions d'appuis.

o

l)or‘ols SQmPIer.‘.'n"
appuyées

F13 IX-" &héma C‘I’une \:»ahcic b)‘r"-’-
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IX-2> PROCEDURE

On choisit la fenction déplacement de la forme

l‘\
W = 2 fox) Y
m=

m (IX-1)

ol fi(x) est dite fonction poutre
Y, sont lez foricticns de base (de vy seulement) satisfont les

~conditions aux limites.

Nous avons

2 3 2 3
< 3 X 2 X 2 X X
W = é [ ( 1 - b2 + b3 ) Ulm + (—X by 8 - b2 ) ‘lm
; 3 "2 2 xa W . = x ) ] v
+ = +* = @3 m
b2 b3 Jm b ) jm
(IX-2)
sous forme matricielle
r *
W= pllly (Dl (IX-3)
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=== W= [L] { D) [ D'}y
{ D},
- 4 . S (IX-4)
c.a.d. W = [ (L1, (L1, ... [L]r] :
e
avec :
5
(L] o 3 x° 2 %% " 2 x° x> i 3 x4 2 %3 p
= - + Y/ (=X + - ) - )
L [ b® b3 b b? b? b
%2 %3
( - 5 ) (IX-5)
b b
et Wim
»*
- @3
i DYy = im
wjm
®im
ol Win » ey » Wjm et ejp sont les paramétres déplacement du m*®M€ terme avec
i et j indiquant les 2 bords de la bande.
Le déplacement le long des cdtés i et j sont donnés par :
*
t *
Oi r @ {D }2
i
4 - = hY by 1 i = [ [I] Y [I] Y . " [I} Y } 4 : b
W m 1 2 T :
y rn=4 wj :
@: . %
L J - - ‘j -4 (IX_7) L [D ]Pa

1
-
pon)
—
()
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Les courbures de la bande sont données par :

[ 2

(2]

| &
. r
d'ot { !} =

m

L

1}

ici les sous ma

tions déplacement

1

»*
[B1{(D") —_

4

[ (B, [Bl,, (81,

trices [811, [812, etc sont obtenues en dérivant les fonc-

en respectant les coordonnées appropriés x et y :

B lp-= (IX-9)
) 12X 4 6 X 12x &6 2 X
3 @ it Yn 3" 7 ) e Ty T T
w2 2 2x? x> w2 x> %2 '
-(1 b—Q + -Ej )Ym (- — + bg )Ym =( ? - b3) Ym —(——2 - —) Ym
2 2 2 2
12% 12¥% 8x 6X 12% 12% 6X 4%
{ mw g WL (-F - -y (T T Yy y g
b b b b b b b b
L
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L® ANALYSE FLEXIONNELLE DES PALQUES

IX-2-1) Vecteur chargement élémentaire

Un chargement dans la direction z, d'intensité g par unité de longueur

sur une ligne parallédle & l'axe y s'exprime comme :
r
q =9y Yy +dp Yo * ... +Qp Yy = m;aqm Yi (IX-10)

Le coefficient q, Peut &tre facilement obtenu ,en utilisant la propriété
d'orthogenalité des fictions de base ¥y s
Multipliant (1) par Y, et intégrant entre 0 et 1, on obtient

1 1

1
J; = dy = 94 J Yy Y, dy =+ a5 ];YQ Yo dy + ... #+ dn Jg% dy +...+ qukrYndy
0

C
(IX-11)

En utilisant l'orthogonalité des fictions de base, on a :
1
J;Ym Yn dy = 0 pour m # n (IX-12)

alors léquation 2 donne

1
Jandy
0
= (IX-13)
9 * I
J Y; dy
0
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a) Pour une carge uniformément distribué a partir de y = ¢ ay-=d

d

q Y, dy
e
(IX-14)

- 2
¥e dy

~

b) Pour une carge concentrée P a y = ¢

P Yn (c)

a, = 3 - (IX-15)
J ¥ dy
0

IX=-2-2) MATRICE DE RIGIDITE ELEMENTAIRE

Les distributions de force correspondantes aux déplacements le long

des forces 1 et ] peut =tre écrit comme
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L®* ANALYSE FLEXIONNELLE DES PALQUES

9 =

r

L

(IX-16)

(E) % 1 4

2

& W

———)dxdy—[ Iw

&K &Y

0

e b

0

L =[R][P]

quxdy

(a) montre l'energile de

(b) l'énergie potentiel

e

b

contrainte de la bande.

(aj

de la charge distribué en surface.

e b

;
a:—g—J }{G}T[a]dxdy = J Jqudxdy

0

0

194

0 0]

(IX-17)

(b)
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L*®* ANALYSE FLEXIONNELLE DES PALQUES

My ]
4 MY S *
ot { &) = -[d] .l <) = [dlI[BI{D ) (IX-18)
M
Xy
d'ou (IX-19)
o b o b
1 »* T * * '1'
a"qj I{D][B] [d1[B] (D"} dx dy - J J[D}[L]qudy
“ Jo Yo o Jo

En appliquant le principe de 1'énergie potentielle minimale totale, on a:

]
—_— ={ 0} (IX-20)
s{D )
d'ol

S 2 P b . e b
{ﬂ—{ﬁ}J J{B]Tid] (8] { D) dx dy - J I[L]quxdy
¢ 8] @) 0 0

* *
or [1{D} - | Fq } = {0} (IX-21)

b

F=

o [ 5] = I IEB]T (d] [B] dx dy (IX-22)
0] 0
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e b ;
= j J[ (81,[B], ... [B]] [d] [ [Bl;[Bl, ... [Bl, 1 cxdy
0 0
[ (81T a1 1B (817 [d) (8] (81, (a1 (81, |
o b 1 1 1 2 e 1 r
] I J [B1} (4l [BI, (815 [d] [Bl, ... (817 [dl [Bl,
0] 0
T T 1
| 1817 14 (B (81L (d1 [Bl, ... (B1f [d] [BI. |
([ 8") [ 8%y, ... [S 1
} . "1 12 i (IX-23)
| [ 8 1y (8"l .- [ 8l
* = 5
avec [ S Ipy, = J J (811 [d] [BI, dx dy (IX-24)
0 0
o b
et (Fq ) = J j (L1T q dx dy (IX-25)
o] 0
(L1y
e b | 1
= J J '-I_‘]'z ( Qq¥y *+ Gp¥g * +-: ¥ Ty dx dy (IX-26)
0 0§ i
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Du fait de l'ortogonalité des fonctions Y et que [L]T dépend de y, on a :

I Ym Yn = U pour m # U
0

Donc : [ [L]T 7
a, Y
. B jr 1 1
(Fq ) = [ J (L1 g9, Y5 dx dy  (IX-2)
0 0 5 . £
[ng A Yp
{ F_)
{ Fq} e P
— Fq § .q avec | Fq bp = I I (Ll 9, Ym dx dt
b 0 8]
{ F.} (IX-28)

IX-3> LES FONCTIONS DE BASE

La forme générale des fonctions de base est

Y Y b4
£ . £ + C4 sh - + Cy ch >
1 = 1 1

Y (y) = C4 sin

et elle satisfait l'équation différentielle suivante
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yroew g —s ¥ (IX-29)

y C5 y C3 c, @ sont des constantes déterminées par les conditions
aux limites.

1 : longueur de bande

u : paramtre.

Plague simplement appuyée : Cy =1 et C, = Cy = C, =0
Hy Y
==z Y, (y) = sin — (IX-30) up = r 2r 5 3my ..M

diagramme de la fonction de base

IX—-4) BANDE SIMPLEMENT APPUYEE

Les intégrales intervenant dans les calculs sont:
e e e e

I . Y dy , I V' Yﬁ‘ ay , J ¥ Yo dy et j- g £ Yo" dy
0 0 0 0
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L* ANALYSE FLEXIONNELLE DES PALQUES

Les deux premiéres intégrales sont égales 30 pour m # n ( cecl est da a

1'orthogonalité des fonctions )
1

Nous allons montrer qu'il en ast de méme pour les 2 derniéres.

) mmay \ m mn manay
Ym = s1n : Ym = lale]=
e e e
mr 2 : mmey
¥ & F ( Yy<. sin
e e
Nous avons m#n
. P . g m .n Nn.r e m.n.Y n.nm.Yy g 3
Yo ¥ @V = p . J cos > . €05 ——dy =
-0 0
e A
I , mz. -
], Ym Yn dy = 7 5 pour m = n

et pour m # n

& . ng.n2 2 Mem .Y ) n. n. v
IYmYn dy:-—::—— Ism——p——.sm—?——dy=0
0 0] (IX-321)
- H'I’j. rr2
Ym Yé dy = - —— pour m = n (IX-32)
<
0
Donc pour m # n [S*Jmn = [b]
L'équation s'écrit (871, (D g - ( Fqlp= (0]
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* *
[S*]mn{D* }m-{l'-‘q }m=[0
oll [S 1m =[S Ipn
{ F } = | Fq Yo
Le vecteur chargement s'écrit :
[ b/2 ]
-b2/12
* qml
{ Fo 2 F g —— b/2
9 2
b2/12
L J
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X ORGANISATION DU PROGRAMME PAR ELEMENTS BANDES FINLES

X — ORGANISATION DU PROGRAMME PAR ELEMENTS BANDES FINIES

X-1) INTRODUCTION

La résolution par élément fini entraine le calcul des matrices de

rigidité de tous les éléments de la stpucture modelisée puils 1rassemblage de

la matrice de rigidité [E] de toute la structure. On a vu que le vecteur

charge [Fl, étailt relié au vecteur déplacement { D } par la relation
m m

m : nombre d'harmonique,

[5] : matrice de rigidité global,

{F} : vecteur chargement global,

in} : vecteur déplacement global.

sont alors additionné pour

Les résultats des différents termes obtenus

Jonner la reponse finale.

X—-2) PROGRAMMATI ON

on distingue deux partles essentielles
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X ORGANISATION DU PROGRAMME PAR ELEMENTS BANDES FINILES

- module de génération des données,

- module de résolution et sommation des résultats.

Les données sont construites principalement d'informations sur les lignes

nodales (conditlions aux frontieres, conditions de chargement, etc ) et sur les

bandes (largeur, caractéristiques des matériaux ).
La résolution est répétée autant de fois aque d'harmoniques fixés, la

zolution finale étant obtenu par sommation de tous les termes.

¥X-2-1) Module de zénération des donnees

* gubroutins "MECA"

pPermet 1'"introduction des caractéristiques mécaniques et géométriques
de la plague ainsi que de la bande élémentaire.

* Subroutine "LOCAT !

permet de localiser les degrés de liberté pour chaque bande, d'ol

oréation d'un vecteur "LOCE".

¥-2-2) Module de résolution

* gyubroutine INITIAL :
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X ORGANISATION DU PROGRAMME PAR ELEMENTS BANDES FINIES

Permet d'initialiser les matrices et vecteurs utilisés.

* Subroutine "ELEM" !

Contient la matrice de rigidité élémentaire et le vecteur charge

élémentaire donnés d'une maniére explicite.

#* Subroutine "ASSEMB™

Est utilisée pour l'assemblage des matrices et vecteurs élémentailres

donnant ainsi la matrice de rigidité globale et le vecteur force global.
* gubroutine "BOUND" :

permet d'introduire les conditions aux 1limites avant de mettre en
seuvre la résolution, scus peine ce rendre le prokbléme insoluble.

La convention utilisée est

=> la degré de liberteé est autorlsé (free).

==> le degré de liberté n'est pas autorisé (restreind).

*

Subroutine "SOLV™
permet la résolution du systame obtenu aprés assemblage et applica-

tion des conditions aux limites. Deux algorithmes de résolution ont été
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X ORGANISATION DU PROGRAMME PAR ELEMENTS BANDES FINIES

développés a savolr :

- Algorithme de Gauss.

- Algorithme de Cholesky.
* Subroutine "FORM"

Contient le vecteur poutre donné explicitement.

* Subroutine "EFFORT"

Contient la matrice de contrainte ([H]) donnée explicitement; elle

permet en outre de faire le produit matrice de contrainte par le vecteur

déplacement.

* cubroutine T"IMPRESSION™ :

Dermet la sommation des différents termes des déplacements et des

contraintes obtenus pour chaque harmonique puis imprime ces derniers.
¥.-2-3) Structure bande

Unie autre variante du programme précédant est l'exploitation de
13 nature creuse et symétrique de la matrice de rigidité globale, cecl est mis

en oeuvre grace A un assemblage et & une résolution adaptés.
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* gubroutine "ASSEM"

Assemble la matrice de rigidité globale en bande, la largeur de bande

étant constante. Les caractéristiques de cet assemblage a été explicité dans

le chapitre VIII

* Subroutine T"CHOLB™

L*algorithme de résolution utilisé alors est 1ralgorithme de Cholesky

adapté a la structure bande, cet algorithme a déja été dévellopé dans le

chapitre VIII

206
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ORGANI GRAMME

I DUeput ]

Programme i X
Principal

MECA {
LOCA
[T
INITIAL
| ELEM
L
ASSEMB
BOUND
SOLV
[ FURM
L
EFFORT }
RIS
IMPRESSION |
I Fiog |
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X ORGANISATION DU PROGRAMME PAR ELEMENTS BANDES FINIES

X-3> PRESENTATION DES RESULTATS
Plaque simplement appuyée sur le pourtour
* charge uniforme *

T B

L

-

| S

a/ b=1 Déformation Temps

Maillage w(qu / Dg)
x=a/2; y=b/2

Q
(p]
(o]
mw

. 406445E-02
.406324E-02
. 406305E-02
. 406300E-02
.406298E-02
.406297E-02
,406297E-02
. 406297E-02

RO COON UGN
O LIOON UTE- LN
GIOMN O — U0
~
o
IR RIRIRY = —
=0 O

—t ks
R

o| cooo0000

SoL. EXACTE .4062E-02

a/sb=1 Contraintes

Maillage MX = MY (gb?)
w=a/2; y=h/2

.4897E-01
.4836E-01
.4818E-01
.4810E-01
. 4805E-01
.4801E-O
. 4800E-01
~AT99E-O1

—
oo R

=
O

oloooc o0 0O0CO

SOL. EXACTE .4790E-01
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Plaque appuyée sur 2 c8Tés OpPpPOSEs

encastrée sur les 2 autres.

A
NSNS

* charge uniforme *

T7 b =1 DEpIacemertt Temps
. 4 ( ms )
Maillage W(ga™ / Dt}
x=a/2; y=b/2 c G cB
2 0.191662E-02 21 32 13
2 0.191747E-02 37 40 18
4 0.191765E-02 43 49 21
5 0.191771E-02 55 59 24
b6 0.191773E-02 65 72 27
el 0.191774E-02 124 29
10 0.191775E-02 192 31
12 0.191775E-02 292 37
S0L. EXACTE 0.19200E-02
a/ b =1 Contgaintes Contraintes
Maillage MX (gb®) MY (gb?)
x=as/2; y=b/2 x=a/2; y=b/2
Z 0.02559 0.02646
3 0.02504 0.034625
4 0.02486 0.03403
5 0.02478 0.03377
& 0.02474 0.03363
8 0.02470 0.03350
10 0.02468 0.03343
12 0.02467 0.03340
SOoL. EXACTE 0.024400 0.03320
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plaque appuyée sur 2 cotés OppOSés

libre sur les 2 autres.

* charge uniforme *

g7 b= Déplacement o Temps
Maillage Ww(qa® / Dy) ¢ ms )
x=a/2; y=h/2 c G CcB
2 0.130958E-01 29 27 12
3 0.130946E-01 1 35 17
4 0.130944E-01 39 43 19
5 0.130943E-01 47 61 25
6 0.130943E-01 60 75 28
8 0.130943E-01 98 122 30
10 0.130943E-01 142 182 32
12 0.130943E-01 138 185 42
S0L. EXACTE 0.130950E-01
a4/ b=1 Cont;aintes Contraintes
Maillage MX_(gb®) MY (gb?)
x=as/2; y=b/2 x=a/2; y=b/2
< U ULEa | U. 123240
2 0.02764 0.1230
4 0.02742 0.1229
5 0.027332 0.1229
6 0.02727 0.1228
8 0.02722 0.1228
10 0.02720 0.1228
12 0.02719 0.1228
S0L. EXACTE 0.027100 0.122500
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K—4d INTERPRETATION DES RESULTATS

Les figures (10-A) et (10-B) montrent que, 1'algorithme cholesky
pande est plus performant que ceux de cholesky et Gauss, pour cette raison,
dans notre comparalson des différentes méthodes, nous opterons pour 1ralgo-

rithme de Cholesky bande, pour 1a méthode des pandes finies.

Das résultats similaires pour la plaque appuyée sur deux cdtés

peuvent étre déduites des figures

OppPOSEs encastreée sur les deux autres,

(15) et (16) 5e€ +rouvant en annexe.
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XI CONCLUSION

XI CONCLUSION

XI-12 INTERPRETATION DES RESULTATS

A) Convergence de 1a solution :

Considérons la cas de la plagque simplement appuyee sur le pourtour ,
draprés la figure XI-1, il apparait que la solution en bandes finies est déja

atteinte pour un maillage de deux (2) alors gque pour les éléments finis, la

solution est atteinte au maillage (4x4). En différence finies par contre, la

solution nfest atteinte que pour un maillage de (8x8), ce gui montre bien

1refficacité de 1z méthode bandes finies. D'ailleurs, ce résultat est aussi
mis en évidence par la plague appuyée sur deux cétés OppoOsEs, encastrée sur
les deux autres. En offet pour ce <as, 1z méthode bandes finies converge pour

un maillage de deux (2), celle des gléments finis pour un maillage de (4x4),

quant aux différences finies, elle ne converge que pour un maillage supérileur
3 (12x12) (voir Fig. 1. en annexe ).

La supériorité de la M-E-F par rapport aux différences finies est

ancore apparente pour le ras de la plaque encastrée sur le pourtour (voir
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XI COMNCLUSION

Fig. 2. en annexe), pour ce dernier cas, nous ne l'avons pas traité par la
métode des bandes finies et ceci 3 cause de la complexité de la fonction de
base.

B) Temps d'execution

B-1) Courbes de variation Temps - Maillage

Prenons le cas de la plaque appuyée sur le pourtour, on voit appa-
raitre dtaprés la figure XI-2 , que 1a méthode des différences finies conso-

mme moins de temps machine que les méthodes bandes finies et éléments finis.
utilisant l'algorithme de Cholesky. Par contre, nous voyons clairement que la

1a méthode bandes finies utilisant 1'algorithme de Chclesky bande est moins
cofiteuse (temps ot stockage moindre) par rapport & la méthode des différences

ments finis utilisant le méme algorithme.

i
My

finies et méme par rapport aux £l
Les différences finies l'emportent sur les éldments finis quelque soit

1'algorithme utilisé aussi performant soit-1il (voir figures XI-Zz et XI-3).

Remarque : Toute dizconTinuité est inhérente a la métode d'interpolation
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incorporée dans le logiciel de graphisme.

Pour le cas de la plaque appuyée sur deux cétés, encastrée sur les
deux autres, la méme tendance gue pour le cas précédent est observée, avec une

petite différence, ctest que pour de faibles maillges, la méthode des diffe-
rences finies l'emporte sur 1a méthode bande utilisant Cholesky bande, mals

dés que le maillage dépasse 10x10, cette dernigre reprend sa suprématie (voir
figures 3 et 4 en annexe ).

pour la plaque encastrée sur le pourtour, étant donné gue nous
n'avons pas étudié ce cas pour 1z méthode bandes, nous nous contenterons de
faire une comparaison entre les deux autres méthodes seulement et nous dirons
gue le temps d'execution en différence finies est nettement inférieur a celuil
des éléments finis, aussi puissant que soit 1'algorithme utilise (voir figures
5 et & en annexe).

B-2) Pourcentage de temps pour ur maillage donné.

Nous ne voudrions pas terminer ce paragraphe sans présenter un effet

visuel des résultats obhtenus. Nous avons pensé gque sous cette forme ci,
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1"importance du facteur serait mieux appréciée pour ceci nous avons choisi un

petit maillage (2) et un grand malllage (12).

Pour la plague simplement appuyée sur le pourtour, les figures (XI-4)
(XI-5), (XI-6) et (XI-7) montrent clairement que pour les grands maillages
la méthode bande= finies avec l'algorithme de Cholesky bande est meilleur que

celle des différences finies, qui elle méme est supérieure aux éléments finis.

Pour la plaque appuyée sur deux cotés opposés, encastrée sur les deux
autres. Les conclusions citées précédemment restent valables (voir figures

7, 8, 9 et 10 en annexe ).

Ainsi on voit que les interprétations qui se sont dégagées du paragraphe

(XI-1-B-1) se trouvent réconfortées dans ce paragraphe.

XI-2) Conclusion générale

De cette étude, il ressort qu'il est trés difficile de comparer la
méthode des éléments finis a celle des différences finies. En effet, les deux
sont des techniques de discrétisation. Dans les deux méthodes,le milieu

continu est représenté par un ensemble de coordonnées nodales généralisées, et
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toutes deux requierent une résolution pour un ensemble d'équations algébriques

simultanées.

A part cette similitude, les deux méthodes apparaissent assez diffé-
rentes l'une de l'autre. En effet, en éléments finis, un élément fini est
entierement défini par ses déplacements nodaux & l'intérieur de ses frontiéres
alors qu' en différences finies, le maillage peut donner des noeuds &
1'extérieur de chaque élément. Aussi, 1"approche de la M-E-F est habituelle-
ment vue comme une minimisation d'une fonctionnelle sans se reférer aux
équations différentielles, quand 5 1'approche des différences finies, elle est
habituel lement présentée comme une méthode d'approximation de l'equation
différentielle gouvernante sans se reférer aux fonctionnelles.

On peut dire que les deux méthodes différent par le choix des coordo-

nnées zénérzlisées, ainsi que par la table de localisation des noeuds. Il est

b
o
D

sment 3 remarquer que la M-E-F peut é&tre vue comme une méthode de généra-

gal

tion de systeéme d'équations aux différences finies.

Il aprarait qu'aucune méthode ne peut supplanter l'autre aisément,
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pour un nombre donné de degré de liberté, les deux sont capables des mémes
performances, cependant moins de temps machine est nécessalre pour générer
les équations des structures par la méthode des différences finies.
Cependant, les comparaisons dépendent inévitablement du type de
probleme, la régularité.du maillage et de 1'organisation du programme.
On peut noter que la méthode des différences finies tend a étre
embarassante quand une description mathématique de la géométrie de la stru-

octure n'est pas facile 3 décrire.

Généralement, les avantages de la M-E-F résident dans son attrait
physique et la relative facilité avec laquelle les structures compliquées

peuvent étre modélisées ot s5es conditions aux limites traltées.

De méme 1l en ressort qu'il est aussi compliqué de comparer la M-E-F
5 celle dec bandes finies, du fait qu'elles sont asseZ similaires l'une a
1'autre, d'une part, ce sont des techniques de discrétisation, le milieu
continu étant représenté par un ensemble de coordonnees nodales généralisées,

d'autre part, toutes les deux nécessitent une résolution d'un systeme dréqua-
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tions linéaires. Par ailleurs, une bande finie est entierement définie par ses
déplacements nodaux 3 1'intérieur de ses frontieéres.
Autre similitude, les deux méthodes sont habituellement visualisees

comme une minimisation d'une fonctionnelle.

La différences des deux méthodes réside dans le fait que la fonction
de déplacement en M-E-F est un polynéme alors qu'en bande, c'est une sommation
de produit de deux fonctions, la fonction poutre et la fonction de base.

Cette dernidre permet en outre 1'autointroduction des conditions auXx limites
sur deux extrémités de la bande. D'ailleurs, céest dans cette fonction gque

réside la plus grosse difficulté de la méthode en méme titre que 50N attrait.
En effet, elle permet d'avoir des conditions sux limites trés réduites ainsi

qu'un systeme d'équation restreint ayant en plus une largeur de bande minlme.

différence notable entre les deux méthodes consiste dans le fait

D
Hy

Un
que la discrétisation du milieu continu de la M-E-F s'effectue dans les deux
directions alors qu'en bande il s'effectue dans une seule direction.

A noter que la méthode bande nécessite moins de capacité mémoire et moins de
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temps machine pour la résolution.

Afin de pouvoir choisir une méthode par rapport & une autre, l'ingé-
nieur pourrait &tre aidé par son intuition et son sens physique des réalités
en joignant des éléments de différents types ou de différentes orientations

dans l'espace etec .
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