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INTRODUCTION

Depuis une cinquantaine d'années la mécanique des structures
permet l'analyse des assemblages de barres et poutres, le
comportement de chaque élément de barres ou de poutres est
représenté par une matrice de rigidité élémentaire construite
gréce aux hypothises de la résistance des matériaux. A partir
des matrices élémentaires nous construisons un systeme d'équa-
tions algébriques en utilisant des conditions de continuité

des déplacements et d'équilibre des forces ayk poing de jonction
des éléments. (noeuds)

La résolution du systeme d'équations correspondant a des solici-
tations données conduit aux déplacements nodaux; c'est la méthode
des déplacements qui s'applique aux systémes discrets (barres

et poutres). Les milieux continus tels que les plaques et les
coques ne sont analysés que pour des cas particuliers de géométrie
et de chargement simples, par des méthodes analytiques parfois
trés laborieuses.

L'apparition des ordinateurs, 1'évolution de la technologie, la
_complexité des projets réalisés par les ingénieurs et les besoins

de 1l'industrie aéronmutique ont provoqués un développement rapide

de la mécanique des structures donnant naissance 2 la méthode des
eléments finis vers les années 60, ol 1'élément triangulaire était
utilisé pour l'analyse des problémes d'élasticité plane; depuis

elle subit des développements rapides et de nouveaux éléments sont
développés (rectangulaire, isoparamétrique, élément de coque, etc...

Les critéres d'économie en temps d'exécution et de préparation des
données deviennent de plus en plus importants donnant ainsi naissan-
ce a la méthode des bandes finies en 1968 par Y. K. CHEUNG pour

les structures a géométrie et conditions aux limites régulieres

tout de suite aprés,la méthode jeune voit le développement d'élé-
ments de plus en plus précis et s'étend aux plagques biaisées et

aux coques, elle trouvera un grand champ d'application dans les
ponts en étudiant les poutres en caissons et les tabliers de ponts,
comme des plaques pliées fermées.

De nombreux programmes généraux sont développés en éléments finis,
NASTRAN , SAP, ANSYS, TITUS, ADINA mais nécessitent de grosses
machines, en parallele sont apparus des programmes de bandes finiss
tel que le programme STRIP pour l'analyse des ponts droits et cour-:
bes, ce programme a été utilisé par le département de l'environnement
de Grande Bretagne. L'apparition des micro-ordinateurs a permis

le développement de nouveaux programmes adaptés a ces machines uti-
lisées par les entreprises et les bureaux d'étude.On peut citer

SAP 80, SUPERSAP, ROBOCAD, etc....
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Les méthodes d'éléments finis et bandes finies consistent #a
utiliser une approximation simple des variables inconnues pour
transformer les équations aux dérivées partielles en équations
algébriques. Elles font appel aux trois domaines suivants :

- Sciences de 1'Ingénieur, pour construire les équations aux dé-
rivées partielles,

- Méthodesnumériques pour construire et résoudre les €quations
algébriques.

- Programmation et informatique pour exécuter efficacement les
calculs sur ordinateur.

Les structures en plaques pliédes ont fait l'objet (et le font
encore actuellement) de plusieurs recherches par éléments finis
(ZIENCKIENVICZ, ROCKEY et al, BATOZ....) et par bandes finies
(Y. K. CHEUNG, M.S. CHEUNG, A. GHALI, Y.C. LOO, A. CUSENS....)
utilisant divers types d'éléments et de bandes. §4 g

Pour notre travail, nous traiterons :

- la méthode des bandes finies,

nous présenterons :

- la théorie des plaques minces en flexion, el 1'application de
la méthode des bandes finies a cette théorie.

- La théorie de 1'élasticité plane, 1'analyse des problémes d'élas-
ticité plane par la méthode des bandes finies. "

-La superposition des comportements flexionnels et membranaires et
application aux plaques pligées.

- la méthode des éléments finis.
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CHAPITRE I : PRESENTATION DE LA METHODE DES

BANDES FINIES
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La méthode des éléments finis est devenue de nos jours un outil
universel treés puissant pour l'analyse des structures.

Elle consiste 3

- Découper la structure par des lignes ou des surfaces imaginai-
res dans des directions qu'on se fixe. La slructure est ainsi
subdivisée en un nombre fini d'éléments.

- Choisir des fonctions de déplacement permettant de définir de

maniére unique le champ de déplacement 3 l'intérieur de chaque
élément.

- Formuler des matrices de rigidité élémentaires pour chaque élé-
ment respectivement.

- Assembler ces différentes matrices en une matrice dite matrice
de rigidité globale de la structure.

- Déterminer un systéme de forces concentrées aux noeuds qui €qui-
librent les contraintes s'exergant aux frontiéres et d'eventuel-
lent forces rénarties.

- Introduire les conditions aux limites pour la détermination des
inconnues du probléme.

Cependant pour un grand nombre de structures, & géométrie réguliere
et aux conditions aux limites simples, une analyse par éléments
finis est souvent codteuse en temps de préparation des données et
en temps machine.

Cette remarque étant particulieérement valable pour l'analyse des
structures bidimensionnelles (plaques), des sclides tridimension-
nels et des structures spatiales telles que pliques pliées.

Il ¢était donc souhaitable de trouver une méthc ‘e simplifiant le
probléme, c'est & dire réduisant le nombre de _aramétres a intro-
duire. C'est ainsi qu'apparut la Méthode des Bandes finies.

Dans cette méthode, la structure est subdivisée en sous domaines
bidimensionnels (bandes) ou tridimensionnels (prismes et couches)
dont deux extrémités (cas de bandes) ou deux faces (cas de pris-
mes el couches) opposées coincident avec les cotés de la structure.
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Comme généralement, la géométrie de la structure est constante
le long d'un ou deux axes de coordonnées, la largeur de la
section droite de 1la bande, des prismes ou de la couche ne
varie pas d'une extrémité a 1'autre.

Dans notre étude, nous nous sommes intéressés a l'analyse des
structures bidimensionnelles, découpées dans une seule direc-
tion, en un certain nombre de bandes, de largeurs et une €épais-
Seur propres.

Pour ce type de structures bidimensionnellec, il est bon de rap-
peler que la méthode des éléments finis choisit des fonctions de
déplacement dans toutes les directions alaors que la méthode des
bandes finis approche le champ de déplacement & 1'intérieur de
chaque bande par des fonctions simples dans une seule direction
et des séries de fonctions continument dérivables dans la direc-
tion normale satisfaisant a priori aux conditions aux limites
suivant cette direction.

La forme générale de la fonction de déplacement résulte donc du
produit de fonctions polynomiales dans une direction avec des
constantes comme inconnues et des séries dites fonctions de base
dans la direction normale.

- la méthode des bandes finies raméne ainsi un probléme bidimen-
sionnel & un probléme unidimensionnel.

Aussi pour assurer la convergence vers la solution exacte, ces
fonctions de déplacement doivent satisfaire aux conditions sui-
vantes

- les fonctions de base doivent satisfaire & priori aux conditions
aux limites des deux extrémités de la bande.

- la forme des expressions polynomiales doit étre choisie de telle
maniére qu'on puisse représenter un état de déformation cons-
tante suivant 1la largeur de la bande.

- les fonctions de déplacement doivent satisfaire aux conditions
de compatibilité entre les bandes, c'est & dire sur les lignes
nodales (frontiére entre deux bandes cons¢ utives).

La méthode des bandes finies est en somme la combinaison d'une
méthode analytique et de la méthode des élémcnts finis du type
déplacement.
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2, PHILOSOPHIE DE LA METHODE

L'essentiel de la méthode se résume comme suit

- La structure continue est divisée par des lignes imaginaires
paralléeles en un nombre fini de bandes dont les extrémités
colncident avec les coOtés de la structure.

- Ces bandes sont reliées les unes aux autres par des lignes
nodales qui constituent les frontiéres longitudinales de
chaque bande. Il est a noter qu'il est possible d'utiliser
des lignes nodales internes a chaque bande pour former une
bande d'ordre plus élevé. Le nombre de degrés de libertsé
par ligne nodale dans le cas de la méthode des bandes fi-
nies est inférieur au nombre de degrés de liberté par noeud
dans le cas de la méthode des éléments finis. Ceci est da
essentiellement 2 1'utilisation de fonctions continues dans
le sens longitudinal.

- Des fonctions de déplacement sont choisies pour représenter
le champ de déplacement a l'intérieur de la bande et par
conséquent le champ de déformation et de contraintes.

- Partant de ces fonctions de déplacement et en se basant sur
le principe de minimisation de l'énergie potentielle totale
de chaque bande, nous obtenons la matrice de rigidité et le
vecteur chargement élémentaires qui équilibrent les diffe-
rentes charges réparties et ou concentrées agissant sur la
bande.

- Les équations exprimant le minimum de 1" :nergie potentielle
de toute le structure sont obtenues en .semblant les ma-
trices de rigidité et les vecteurs charce:ment de toutes les
bandes en une matrice de rigidité générc'e et un vecteur
chargement global. Comme la matrice de 1 .gidité générale
ainsi que sa largeur de bande sont trés réduites, le systéeme
d'équations est facilement résolu par une méthode de résolu-
tion bande standard telle que Gauss bande ou Cholesky bande
calculant ainsi les inconnues du probleéeme.

En fait, une fois que la matrice de rigidité ainsi que le
vecteur chargement sont développés pour chaque bande, le pro-
bléme des plaques est similaire a celui des poutres et le
probleme des plaques pliées ou des coques a celui des por-
tiques.
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3. CHOIX DES FONCTIONS DE DEPLACEMENT : CRITERES DE CONVERGENCE

Il résulte de ce qui précede que le choix de la fonction de
déplacement a un réle déterminant pour les étapes & venir
dans l'application de la méthode car de fausses fonctions de
déplacement (ou inadéquates) peuvent aboutir & des résultats
erronés et parfois méme des résultats qui convergent vers des
solutions inexactes.

Pour assurer 1la convergence de la solution, on doit vérifier
les critéres suivants :

- les séries en y des fonctions de déplacement doivent satis-
faire aux conditions aux limites de la bande. Par exemple,
dans la flexion des plaques simplement appuyées, la fonction
de déplacement doit vérifier la nullité de la déflection w
et de sa dérivée seconde.

- la partie polynomiale en x doit satisfaire au critére de dé-
formation constante sinon, il n'y a aucune garantie pour que
la solution obtenue converge vers la solution exacte lorsque
le nombre de bandes augmente.

Ce criteére peut étre illustré de deux fagons

- 51 on utilise un polynome simple de la f(orme
le critére sera vérifié, si le polynome différencié pour
obtenir la déformation, contient un terme constant.

Par exemple, dans la flexion des plaques, le polynome en x
doit contenir au moins un terme d'ordre deux. Si on choisit
la fonction :
la dérivée seconde est alors
dans laquelle a représente un terme constant.

3 Y
Par contre, si on choisit la fonction : d A 4y X po QX
la dérivée seconde est -6dx -12 a,x° ne contient pas
ce terme constant, par conséquent, pour x = o par exemple,
cette fonction ne convergera Jamais vers la solution exacte
dans le cas d'une déformation constante.

. 5i on utilise des fonctions de formes, il n'est pas facile
de connaitre la complétude du polynome. On adopte alors
une .approche différen te : on introduit des paramétres de
déplacements nodaux. En général, les paramétres de dépla-
cements nodaux. d'une bande déformée prennent des valeurs
arbitraires indépendantes. Cependant, pour un état de
déformation uniforme (la flexion cylindrique, cisaillement
pur etc....) ceux-ci sont reliés d'une maniére spécifique
en prenant certaines valeurs prescrites. Si cet ensemble
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de parametres de déplacements nodaux, compatibles avec le
critere de déformation constante, sont introduits dans la
fonction de déplacement, le critére sera vérifié, si les
fonctions de formes sont correctement choisies.

Par exemple, dans la flexion des plaques

r~ L i x
1. X 1. 3 4 3 3
RREILE R ASTEE = TRIEE SE PINER P I

pour : V%m=ij=°- ek Oim =- dm 3
(plaque assimilée & une seule bande)

W (2- )0, Ya

£
%3%:'- ‘-% s Biges s Yo = constante pour vy donné
x

donc 1'état de déformation constante dan< 1la direction x
est vérifié.

- Les fonctions de déplacement doivent satisfaire la condition
de compatibilité des déplacements le long des lignes nodales
des bandes adjacentes, ce qui implique la continuité des dé-
placements et de leurs premiéres dérivées (au moins).

Cette condition peut étre formulée différement : des fonctions
de déplacement doivent étre choisies de fagon que les déforma-
tions requises, introduites dans la formulation de l'"énergie
restent finies le long des interfaces entre les bandes.

Ainsi pour 1'élasticite bidimensionnelle, les déformations cor-
respondant aux dérivées premieres des fonctions de déplacement,
on doit assumer la continuité des déplacements seulement.
D'autre part pour la flexion des plaques, les déformations cor-
respondant aux dérivées secondes et on doit alors assumer la
continuité des déplacements et de leurs dérivées premiéres aux
interfaces. Dans de telles conditions, il n'y aura pas de défor-
mations infinies aux interfaces et donc pas de contribution des
interfaces dans la formulation de l'énergie. L'énergie totale
est alors égale a la somme des énergies de toutes les bandes.
Une telle énergie potentielle sera toujours quelque peu Supé-
rieure a la valeur réelle car on a toujours tendance a sures-
timer la rigidité des éléments.
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FORMULATION DES FONCTIONS DE DEPLACEMENT

Comme la fonction de déplacement résulte du produit de séries
de fonctions en y , satisfaisant aux conditions aux limites
suivant y , et de fonctions polynomiales en x, dites fonctions
de formes exprimant la déformée, il est plus intéressant d'é-
tudier chaque partie de la fonction de déplacement séparement.

4.1. LES SERIES

Les séries les plus utilisées sont les fonctions de base,
dérivées de l'équation de vibration des poutres

w 4
}’;;AL_.y ou a : la longueur de la poutre

L I . .
a Mt un paramétre relatif aux fré-

quences naturelles de la bande.

La forme générale de la fonction de base est donnée par
Y(ﬁ): Q.Siﬂ.# + CI COS%& + (_A.sin.j\;:z. + C; COSI‘L}%L

ou les coefficients C, ,(,,(C . C, sont déterminés par les
conditions aux limites des deux extrémités de la bande

On peut trouver dans la littérature les solutions pour les
différentes conditions aux limites nous en donnans ci-apreés
quelques unes

- Deux extrémités simplement appuyées
\/m(g): 5.',1/-‘-:')' /Jm: m.7V m=1,r.

- D extrémité tré » ) \
i * )/i {y): 5?n5@i_;$;?fsinfzai.yla)_ o [ cos fﬂm‘)’/a) - Cosh (/um y/aj]
. ( sin ML - sfn,l-;/um)/ (cosﬂm-cnskﬁmJ avec p = {l.mﬂ).ﬂ‘/a m="1r

- Une extrémité simplement appuyée et l'autre extrémité

encastrée
)’rn ()’) = sin 7"%1 s u,,,.s{nL/E";_f

A= M avec j‘Jrn= M Y m=-,r.
sduym L
- Une extrémité simplement appuyée et l'autre libre
X[y):f/a
Yo [y)= smﬁz'f + o sinh )':)’
N Z:ﬁjm avec  p- zﬁ:s Lo T 1, PR,

- Une extrémité encastrée et 1'autre libre
Ym (y)_- sanme/J): sinh (/me/a - ol (ca:; Eﬂ;? _ c.osh E:X) .
Sin sin -
o = f’“"’ Ju dvec /Jm= 2{1;;-...'1 N m:‘f',_’r_

o Cos Mm + cosh p,,
- Deux extrémités libres

Y1 (y):1- 2)’/3
Y (y)= 5in (pny /2) 4 sink ( m y/a)_ q,, f:ms (/um,y/a) + cczshk""‘)’/-?)]
L A (s.’n}um_ Sinlnj.x,n)/ (cos/.lm- cosk)_\,n) avel /sz(l ma.ﬂ'ﬁ mz3, ¢
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Les fonctions citées ci-dessus sont utilisées pour la
flexion et pour 1'élasticité plane sauf que dans celle-
ci pour le cas d'une bande encastrée & ces deux extré-
mités, une autre fonction est utilisée, comme il sera
détaillé plus tard. Ces fonctions possedent la proprié-
¢ 1 1 5. vy
té remarquable d orthogona#:ut,:_iv.#n /an),nd/“o ‘t__of)’m)’n“)f:o
Cette propriéte d'orthogonalité va 5'auérer trés signi-
fiante en. économie de temps et de mémoire. Cette multi-
tude d'intégrales n'est nullement un handicap. En prati-
que les différentes fonctions de base, sont stockées
dans une méme subroutine et les intégrales sont évaluédes
numériquement ou analytiquement. On peut donc résoudre,
par un méme programme informatique, des problémes avec
plusieurs types de conditions aux linites.

FONCTION DE FORME

Une fonction de forme est un polyndm: associé a un para-
metre de déplacement nodal, décrivant le champ de déplace-
ment le long de la section transversuie de la bande, lors-
que le paramétre nodal en question est égal a 1.

Pour un parametre de déplacement nodal donné, la fonction
de forme représente l'équation de la déformée d'une pou-
tre de portée égale 3 1la largeur de la bande, lorsque
celui-ci prend une valeur unité pendant que tous les
autres paramétres de déplacement nodaux sont pris égaux

a zéro.

Ainsi l'expression (1-1) prend la forme suivante

me [tqrtcd]. {}3}

La forme (1-2) vérifie bien que
Pour x = o [tcited)-[1000] [ %Eﬂ- 1%?]:[010@
et pour x = b £ Lelitedl«leoval ;[3EC,] 38 |. (000 1]
2x 1

Nous remarquons qu'au lieu de polynémes & coefficients
indéterminés, nous avons utilisé des fonctions de forme,
ceci pour les raisons suivantes :

- Eviter la longue procédure de relier les coefficients
aux paramétres de déplacement nodaux, comme pour la
méthode des éléments finis.

- S'assurer de la compatibilité des « placements le long
de l'interface de deux bandes adjaccentes c'est a dire
que les déplacements sont définis - fagon unique par
les parameétres de déplacement d'un noeud commun a ces
deux bandes. Par définition, les fonctions de formes
prennent une valeur unité pour les parametres de ce
noeud et s'annulent pour les autres noeuds.
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Il est bon de donner ci-dessous quelques fonctions de
formes usuelles

bande avec deux lignes nodales et deux paramétres
de deplacement par liquid

e nodale
C=1-2%2 . ¢.x=x
1 i J B

- bande avec deux lignes nodales et deusx e ol 1 10 o AT
deplacement par ligne nodale

te1.[(132%22%) ; x(1.22.%Y]

- _ X

= _ B - . dvece X =

[CJ.—L{EI‘-Z:’) ,'X(Kz-X)J b

- bande avec deux lignes nadales et trois DAaramatre:
deplacement par ligne nodale.

[C). [(1-107% 4522 ¢x®) x(1-¢x% 85°.35%) . (05 4;;,4,5;3;;?’)]

[C): [ (0% 157 Y 62%)x(o 72 37%357) xof% - 3 o5 27)]
QVCC. ‘f: X/L’

- bande avec trois lignes nodales et Jdeus

A d
deplacement par ligne nodale (U et V)

- bande avec trois 3

lignes nodzles et deus

= . e e i - o T e I |
de dépla\e_i:mc:'ht par llgne nodale.

CC]-[(1- 235 cex’ocan25%%) af1- ez ;37522 77 44 7% ]
LG (exian 22 7Y 8% 2w w0t a0 5 Y]

[C}]_. [(4_;‘_ W BLRL G R%) ok, 57830, % )]

dvec .

;:X/E.
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L.Z.1. FORMULATION DE FONCT

) - T - ERNRIT (1 P ot 4 T . e =z 3
Ll Al od o wEilisation de HOLYnaolles S1mpod

Invergion direct

SZoit vne ligne avec deux nosuds ot g = i
liberté par nosud | ) Le champ de dépla-
Cement pour ce modéele pent S Pl

commode par une fonction polynomiale de la

W= A1+ A:‘("‘Adxl"'A &

ol sous forme matricie]l le

A,\‘
Ay
A
Ay

En inFroduisant e Ceordenn fes C.onVcnlJ:»lc,r cle C[’\QLUne
des deux lignes nedales res pechvemunk dang ['ex pression

(1-3) :

Z 5
3

b
i
o Ao =

1 . Ai-

L 1
X 5. 4 AJ
A,

_Pour- X = 0 ek xL = b P | )r-x Prc:h'oh (1- Lf_) devienk:
Wy 1 o o] o W,
91 2 (o] “4 o lo] _ e
W, S3JB¢ 2L 3k AL We
6, 2|b3 4)L* JLP )Lt &
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Le vecteur des coefficients.inconnus (Al, A2,
A3, A4) peut étre obtenu en inversant l'expres-
sion de l'équation (1-5) ; cela donne

A, 1 o @ © | pw

Aif-] o 41 o o 5

A, Ak -2k 36 b || W

A L2 1le e A8 6,
En remplagant (Al, A2, A3, A4) par sa valeur
dans l'équation (1-3) nous obtenons

w,
1
3 3 L 6
W;[{'f_s.-g»,l.-g}; (1_2.{;+ —:;’}-'(3%”1'5)*' (‘% *E{)] V\:L
6.1.

Cette méthode est tres utilisée pour les cas sim-
ples, mais pour des cas complexes 1l'inversion de-
vient treées difficile et parfols méme impossible
si la matrice est singuliére : On a alors recours
a la formulation directe des fonctions de formes
qui est souvent plus avantageuse.

l-2.1.2. Formulation directe des fonctions de formes

‘Dans cette approche directe, des polynomes de
Lagrange et de 1'Hermite sont utilisées pour
construire des familles de fonctions de formes.

Par exemple pour le cas (d) on combine des poly-
némes lindaires.

Pour la fonction Cl elle doit prendre la valeur
unité a la ligne nodale 1 est la valeur 0 aux
deux autres lignes nodales.

Soient les deux polynémes linéaires Pl=(1- x/b)
et B = (1-22/b)

Fonctiaon L.N1 L.N2 L.N3 Criteére
satisfait

i
; Pl 1 1/2 0 NON

Pz 1 0 1 NON
'Pl X P2 1 0 0 OulI

Et on fait de méme pour les autres fonctions.
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5. FORMULATION DIRECTE DES CARACTERISTIQUES D'UNE BANDE

La forme générale des fonctions de déplacement peut étre
écrite comme suit {
)

1

. Z ymé [l {8} (1.¢).

m Mz

{-ﬁ}:}:[fgj..‘_fck]]_ '
\ 14}

K : représente le nombre de lignes nodales par bande

m : le m iéme terme de la série

{&Lﬁ les parameétres de déplacement de la ligne nodale
(i) relatifs au m iéme terme de la série.

(Ci) : La fonction de forme associée aux parameétres de
déplacement nodaux de la ligne nodale (i)

L'expression (1-6) peut étre exprimée plus simplement
sous la forme

{)f},- ,,),: Z LN 6]

n; [N]m.{S}m
[ NI. {s} f1:3)

]

n

5.2. DEFORMATIONS :

Connaissant les fonctions de déplacement, il est alors
possible de trouver les déformations en effectuant les
dérivations appropriées

fe]-2 I 1ey, {éi} s 4 Lel. (s} .

2 fE‘a],{S} (1.8

(B) est appelée Matrice de déformation.



-24—

5.3. CONTRAINTES

Les contraintes sont liées aux déformations par la relation
suivante
{&]. t0).{¢]

En remplagant {E} par sa valeur, l'expression de {6’}

devient : {g]; [D][b}{S} (1-9)

5.4. MATRICE DE RIGIDITE ET VECTEUR CHARGEMENT ELEMENTAIRE

D'aprés le principe de l'énergie potentielle minimum

pour que l'équilibre soit réalisé, il faut que l'énergie
potentielle totale de la bande soit stationnaire par
rapport a l'ensemble des variations des parametres de dé-
placement nodaux de cette bande, ce que nous exprimons ci-

dessous par la formule : AN,
35
EES_}: e = {o} (- o)
2{8} ézé
3{3).
N:étant 1'énergie potentielle totale de la bande.

L'obtention de l'équilibre vrai, nécessite un minimum ab-
solu de l'énergie potentielle totale (AN) de la bande,une
solution obtenue par la méthode des bandes finies, fourni-
ra toujours une valeur approchée de X supérieure a la va-
leur exacte.

L'énergie potentielle totale d'une bande est donnée par

:U"’Wﬂ-
ol t
U;fu[{q {5}'dV- (U : énergie potentielle de forma-
v tion)
W, s - {8}-{q}dﬂ (We : travail du chargement surfa-

cique (g) dans le déplacement.)
A

Compte tenu des valeurs de U et We : 7f:§“jqufékwi[{q;{ﬁ}d?4ﬁ)
v A : :

En remplacgant {5 ), {E?}, et {6'} par leurs valeurs respec-
tives (1-7), (1-8) et (1-9), l'expression (1-11) devient
x=3 [ 185 181" 0] 18] {5} av - | {s}° 17 {q) da (aay)
substituons dans'l'expression (1—105 a T sa valeur
(1-12) et posons .
[s)s ) 1el 10].(8)dy o {¢}- | Co" {q}n.
A

Nous obtenons la rel;tion fondamentale
[S).{8}-{F}={°}

dans laquelle
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(S] : matrice similaire & la matrice de rigidité en élé-
ments finis, n'est pas singuliére comme celle-ci, mais
est considéré tout de méme comme une matrice de rigidite.

{FY : vecteur chargement qu'il faut appliquer aux lignes
nodales pour équilibrer la densité de force {qY lorsque
les déplacements ( {8} ) sont empéchés.

5.4.1. Formulation de la matrice de rigidité élémentaire
[ SJ;f (8" [D].[B)dy. :-j[taJ,,...,[BJr]t. Col, [oed, . ted]. dv

o

v

[[8)"tolC8l, ... .. [8)°C0) 16l ]

[e); LoL[B), . . .. .[8] (;) tel,

ou, plus simplement

(sl ... .. [s],
rs]- - ; (1.13)
(s, ......[s].
e {5]) - L [®) [0].[8] .dv (+-14)

L'équation (1-14) peut étre exprimée en fonction du nombre
de lignes nodales k de la bande par la formule suivante

[5,) [5,)....L5]
z | .13
L.Sml [5pu] e ISKK]

dans laquelle

[ Sg]mn.—jEBL-]:\ (ol [yl dy (1-7¢)

v

ot les indices i et j représentent respectivement les 1i-
gnes nodales i et j de la bande et V le volume de la
bande.

$.4.2. Formulation du vecteur chargement élémentaire :

1

{"'}:j[fﬂth}-c"‘"f n;m i E I

t
le miéme terme du vecteur chargement est donc :{FLJJ[N%’%GJA (1)
A

De méme pour le vecteur chargement : [N]T

et en fonction des lignes noda}es de la bande

L T TR

(Rh] 3 (N
{e) < [l {apda (9

A

avec
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COMPORTEMENT FLEXIONNEL



CHAPITRE 1II THEORIE DES PLAQUES MINCES

EN FLEXION.
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THEORIE DES PLAQUES MINCES EN FLEXION

Une plaque mince est un solide limité par un contour fermé

et deux plans paralleles d'équations respectives : 3=+ h/2
et 3=- h /2 » pour lequel existe un plan moyen.
tFig. 2:1)

Ses dimensions sont liées par l'inéquation

h/min (a,b) < 1/5

La théorie classique des plagques minces (théorie de KIRCHOFE)
est basée sur certaines hypothéses simplificatrices portant
sur wunevaritation linéaire deg 'c:léjorm.ah'on,s et des contraintes selon |'épaisscur

h de la plaque.

3
Figure 2.1. /

. Z N 4£f: T N
- ] . : ; 5

Fies 2z hit u

J"ﬂ 2.1

Ces hypotheses sont les suivantes

1.

Les forces extérieures (y compris le polids propre de la
plaque) peuvent étre considérées comme appliquées au
plan moyen.

La contrainte normale (63) sur tout élément parallele au
plan moyen peut étre négligée par rapport a et
c'est & dire €3 = o

Le plan moyen ne subit aucune contraction, ni extension
lors de la flexion de la plaque. On a donc : Wz=zv=o

Les fibres de la plaque, normales au plan moyen avant la
fFlexion, restent normales au plan moyen aprés déformation
c'est 3 dire : 74‘5:.3{;5:0 (Fig 2.2)

Figure 2.2
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On distingue deux sortes de plaques minces

- Les plaques minces 3 petites fleéches pour lesquelles toutes
les hypotheses de KIRCHOFF sont vérifiées et sont caractéri-
sées par

w/h < 1/5

- Les plaques minces 2 grandes fléches pour lesquelles 1'hypo-
these 3 de KIRCHOFF n'est pas vérifiée

Cette déformation étant dde au fait que les contraintes de
membrane ne sont plus négligeables devant celles dles 2 la
flexion.

Les plaques pour lesquelles on a

h/min (a,b) > 1/5
sont des plaques épaisses.
Dans ce cas la théorie de KIRCHOFF n'est plus valable et leur

étude doit étre conduite 2 l'aide de la théorie de 1'élastici-
té tridimensionnelle. (Théorie de Mindlin)

Dans tout ce qui suit, on traitera uniquement 1'étude des pla-
ques minces a petites fléches.

ETUDE DE LA FLEXION PURE

D'aprés les hypothéses de KIRCHOFF, les relations déforma-
tions-déplacements se réduisent a

€= u/3x (2) ' £y = Il (d)
£,z 3v/ay (k) Teg= 3w l3c,3uldy  (e)
3;3: au!'33+ Aviax (C) )’35:—_ 'Bw{})g...avfaé (-F)

On se raméne donc & un état de déformation plane.
En intégrant 1'équation (d) on obtient
W =W (x,y)

C'est a dire que les hypotheses de KIRCHOFF permettent
de poser le probléme en deux dimensions.

(2.1)
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En intégrant aussi les équations (e) et (f) on obtient
U :-Q-QW/'BI + Y, (x,Y)
v :_3.3w133+v0(x,5}
or Uix,y) = V(x,y)=0
(hypothése 3) et donc finalement
U:..-é'awfax (2 2)
vV = _é.ﬂwfag ‘
Figure 2.3 z
3 " —_* I e £
5 /
Bw
NN 59
T >
‘-.-.,: \": : -\“'\:\--“?(\“—ﬂ‘_ =
.—u\\ \Wg
yam

En substituant les équations (2-2) dans les trois premiéres
équations de (2-1) on obtient le tenseur de déformation sui-

vant
Exz_é.dw/a;f
eyz-3. 3wl 3y (2-3)
Bir_?_.é. QLW/QxABg
Vrz29w/3x" . courbure du plan moyen dans le

7/7yz-3w/3y* : courbure du plan moyen dans le
7/;y:-9»v/9x€y : courbure du plan moyen dans le

Remarque :

Une courbure étant considérée négative si elle
ve vers le bas, ce qui explique les signes (-)
tions (2-3)

D'aprés la loi de HOOKE généralisée

Plaque orthotroge

On appelle plaque orthotrope, une plaque pour
propriétés matérielles suivant les directions
différentes.
C'est a dire

suivant x : Ex et Vx module de YOUNG

plan xoz
plan yoz
plan zoy

est conca-
des équa-

laquelle les
x et y sont

coefficient
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de POISSON respectivement

avec
E)(.U‘_y = Ey. Vx
En effet
E, = EE _.EEJ%
£, £y
&= & _ % g
@ £y
X, < Zpy/ &

G étant le module d'élasticité transversal.

Ce qui donne

1
G:.: E"E.t?' E E-),

3 + ) E J, Ex
avcc:E_..-..E_"_.__; E- __i)’} £- _D_’__ L
G;: E’, &x * E‘E .Ey 4_;7.,;7] 1= O‘J)’ 1 - JnJ‘y A ?"')
Zx‘y ] G 3;),

En introduisant les courbures de 1la plaque on obtient

34 = dw
6 = = E EW & &
’ : ( b Ry ) ( 2-y)
= g’ 2w L € .3‘“’) Y
[ 7_ } ( ax4 2 ayl.
i ' 3w
iy dim Ll . Y
| Cry=-d GQ 9x 3y

Ex = = E
Ox = Wy = 3
G = E

2 (1+9)

g:_E;{‘W+y%ﬁﬂ)
X 4_?4. dxt aji-
- 5 2 (2—5)
r:\=u_t_'&_[_9_£ +?.%_‘”)
J /T—UL aj(. aji
ij . Erg sz
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EFFORTS_INTERNES

Les contraintes qui reégnent sur l'épaisseur de la
plague produisent des moments de flexion, de torsion
et des efforts tranchants par unité de longueur qui
sont appelés "contraintes généralisées".

Fiq -4

/

Ces contraintes généralisées seront Jonnées par les
formules suivantes
g R Y

M = 5-5;443 (moment de flexion autour de vy

M par unité de longueur dy)

ki
PE: 3.53.43 (moment de flexion autour de x (QG)

par unité de longueur dx)

“hiz Lk
M =M =C= O, C' g ] - ité >
xy" yx 5 xy 3 (moment de torsion par unité de

hl2

longueur dx ou dy)

En introduisant les équations (2-4) dans (2-6), il
vient aprés intégration

Fles - (Dx 9w/3x'y, Di.3w/2y).

Myz- (Dy. 3w/3y 4 D, Iw/ax) (2-%)
avec C Z - 2 Dxa 9 W/axgg

3 3 1
D Eh/M2 Doe.Rln ; D EWHL o ijze.ﬁm.
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En introduisant les équations (2-5) dans (2-6), il vient
apres intégration

Mz:-.D (a‘w/a:c‘+ D.axwfag)
"ys-D. (Iwhag D dwlad)  (1-3)
C :..D. (1,.D)'aw/axaa

ou (D) représente la rigidité flexionnelle de 1la plaque
AL (420,
D'aprés les relations (2-5) et (2-8) on obtient

I E;_: mxé,r
ZXE: Cé}I

3
L = k/42 : moment d'inertie d'une section normale de
la plaque de largeur unitég.
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3. FLEXION DES PLAQUES CHARGEES TRANSVERSALEMENT

En plus des moments Mx, My, et C, il existe des forces de
cisaillement verticales agissant sur les cotés de 1'élement,
quand la plaque est chargée transversalement.

Les valeurs de ces cisaillements Tx et Ty par unité de lar-

geur saont
+|~Il ik”'
-I;: Zié Aé (:}" Tg: Z_‘Aé
“hl1 ANF:
L'effet de cisaillement étant négligé dans la fléche, les
expressions de Mx, My et C données pour le cas de la fle-

xion pure, s'appliquent aussi dans ce cas.

3.1. FQUATION D'EQUILIBRE

Considérons un élément dx.dy de la plaque sur lequel
agit une charge répartie q (x,y) par unité de surface

Figure 2.5 C “

M
f , S Z-ch
X

. / » x
) W o
/- : Jad ox
- 7 ‘
jL J/ T 9T

Mj.} ?_EIL‘LJJV’/ x-l' -8—1- dx
93 9Ty
R TVAREAE T

Considérons 1'équilibre de cet élément

'[Fé:o____‘?'a-rl Axdﬂ-ya:r#c;jdt-fu ciIGl\;O
ox Q‘j
Ax Ay
dou 3x + —5‘(;"*- C’
e} Mo=o=p QM EIEL-Tkno
x 9y
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Dans ces deux équations nous avons négligé le moment
de la charge q et les moments dis aux variations de

ITx et Ty car ce sont des infiniments petits d'ordre
plus élevés que ceux retenus.

Les équations d'équilibre se réduisent aux trois
équations

%I’-‘ + %TJ- z- q(xy)

Ba:_x N 'aa";zg: T.I (,2,40)
m ¥ a”xﬂ R P

ad dx d

En éliminant Tx et Ty entre ces trois
trouvons

équations nous
1 1 2
'\1
3M g 3Ty T My
dx ax.?g 'ZIH"'
puis, en remplagant Mx, Mxy et My par leurs expres-
sions (2-7) pour le cas orthotrope et (2-8) pour le

cas isotrope on obtient l'équation gouvernante pour
la déformée des plaques minces. .

q(xy)

0. 2%, 203w ,p 3w

T ey gyt 1) (34) Equafien JHuber
& %D +79-D
ou H: 201j+ J ‘L‘Zl ‘?

_?.LM._ +2. ?-"_vg + :al\:'l :.‘iiﬂ) {j--']l) E.:'ual".'or\ cle (Aﬂr‘aqac
ax. 3yt 3y D

5i 1l'on remplace dans les deux derniéres équations
d'équilibre, Mx, My et Mxy par les valeurs (2-7) dans
les cas isotrope on obtient ainsi les expressions des
efforts tranchants en fonction de W

T.-D 2 (E“.H?_ﬁ);D.’a(AW)

ox J gt Ax
s D 9_ dw ’&w):D_'A Aw}
J ( 3 dy*
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Te0. 2y (p,20,) 3w

dx 15 E)xéj’
Ty-. D, W _ /D ,2.0,) 2w_
J J a,js (™ “j) r)x‘u-.;

CONDITIONS AUX LIMITES

Le déplacement W (x,y) en plus des équations d'équilibre,
doit satisfaire aussi aux conditions aux limites sur le
contour de la plaque.

Bord encastré

Le long d'un bord encastré
le déplacement latéral est nul

le plan tangeant a la surface moyenne fléchie coinci-
de avec la position initiale du plan moyen de la pla-
que.

Exemple d'une plaque rectangulaire.

Si le bord (x = a) est encastré alors
W/ X=a = O &
( ) (2.13}
M(I:a.): 0.
d x

Le long d'un bord simplement appuyé
le déplacement latéral est nul.
moment de flexion par rapport & la :ormale & ce bord.

Exemple d'une plaque rectangulaire.

Si le bord (x=a) est simplement appuyé alors
.w(x=a)=0 "

_rlhza%0=péﬁ¢3.a¥;0,or aﬁﬁo(puisqu'il n'y a pas
ox 3y dy de rotation autour de x)

1 P A
doncal{:O et la relation devient: 9W._o.
oy ax
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Le long d'un bord libre
1e moment de flexion par rapport & la normale 4 oo
ord est nul.
Le moment de torsion par rapport & la normale 5
bord est nul.
effort tranchant perpendiculaire & ce bord e=t nul.

Exemple d'une plague rectangulaire
2i le bord (x = a) est libre alors

Mx(x= 3):0 ry mxy()(:J):O el (X J)

2 IRCHOFF démantra gque trois conditions aux limites sont
surabondantes.
11 remplaga les conditions relatives au moment Jdo Lo

sign et & l'effort tranchant par une Cmeula

Res T, mi-o

2 x 2 (réaction ulle)

2y

d'ou alore l'expression des conditicns aux limites poul

le bors libre (x = a) de la plaque rectangulalre.

1 2

W v 37w
w ra

xt ay

=0

2-44)

Pw o, (2.7) Pw o
a3 ox oyt

L
L2

ENERGIE DE DEFORMATION D'UNE FLAQUE

-

Lz travail <leémentaire Lfl__tUL par les moments internes
Mx dy et Mydx est dgnne par :
1
dw, = 4 (M. 2% 4 M dx.dy
<4 9zt 7 'B‘\'{

Le travail élémentaire effectué par les couples Mxy dy
at Myx dx est donne par
i
dw W x.d =M
‘JWL"‘(MA:Y Qx-aj # yx '3:.3_7) 4 1 Xy axdy

L'énergie de dt-_flll"i‘ﬂ.dtluh de toute plag st danc
= 'U (dw +<’WJ_)

{A) &tant 3.\3 gsurface da la l'tlai_iun_—:_:j"-_‘l-.'.'n-_
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4. METHODES DE RESOLUTION DE L'EQUATION GOUVERNANTE

Les méthodes de résolution sont regroupées en deux classes

lere classe

On part d'une fonction satisfaisant a 1'équation gouvernante
mais ne remplissant aucune ou quelques unes des conditions
aux limites, puis on cherche une fonction complémentaire, qui
satisfairait, en commun avec la premiere, tant 3 l'équation
gouvernante, qu'a toutes les conditions aux limites.

2eéme classe

On procede de maniére inverse : Partant d'une fonction satis-
faisant aux conditions aux limites, mais pas 3z l'équation
gouvernante, on cherche une foction complémentaire telle que

la fonction résultante w (x,y) remplisse aussi l'équation gou-
vernante.

4.1. METHODES ANALYTIQUES

Cette méthode consiste 3 développer la charge
ﬂ(x,y) en serte double de Fourier soit

LT A an OT% g o7
?[xﬁ)“ £ g; mn- SN e __E_H_

a b
L ; mAx in T
Amn_ ¥ fjci[x,j)srx 7 s



4.1.2.
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On exprime de la méme fagon le déplacement

\«/{x, ): Z}: W .5Ir\m—n—x sfr\..rij_
al= =5 Viny C

d

En remplagant dans l'équation de Lagrange W
par sa valeur

A — -
W(I“\j): :I__ ; Z Z rr.”L_____ Sir e Sir L\L":\i
WH'D moon ml ,_"LL 2 1 B
(21 Q)
Pour le cas d'une charge uniforme q (x,y) = qo
W(Z'., :——WG 2 Z Z. . 4 - Sin as . Sirc h'__-n— 3,
j) WGD m M m.n (m‘,’a‘+ n_:./bl)z. a L:

Méthodes variationnelles

On exprime W sous la forme

wW(rg)s LoanfL(xy)
{f.(x,y) étant des fonctions vérifiant les con-
ditions aux limites.
Les inconnues du probléme sont les coefficients
a_ déterminés, de fagon & ce rue l'équation gou-
vernante de la plaque soit st isfaite, par dif-
férentes méthodes

- Méthode des moindres carréc

- Méthode de RITZ du minimum de l'énergie poten-
tielle '

- Méthode de GOURSAT des variables complexes

- Méthode de GALERKINE

- Méthode des perturbations etc....

Méthodes directes d'intégration: Solution de

MAURICE LEVY pour les plaques rectangulaires

(a, b) simplement appuyées sur deux cdtés opposés :

Maurice Levy a étudié les solutions de l'équation
de Lagrange qui sont représentées par une série
trigonométrique simple :

wW (I,H)_— % . % >/m (j).sin m.::x
dont les coefficients sont des fonctions de y.
Cette solution qui vérifie les conditions W=0
et?xw@ﬂdlpour x=o et x=za convient donc pour
une plaque rectangulaire simplement appuyée sur
ces deux cdtés opposés x = o et x = a.




il

Nous allons voir qu'il est possible de déterminer
les fonctions y (y) de facon a vérifier des con-
ditions aux limites diverses (bord encastré, bord
simplement appuyé au bord libre) le long des deux
autres cotés de la plaque d'équation y == b/2
Développons la charge q (x,y) en série

4&5
+bJ2
4rg)= T g, [ sn 22 o 7} 3
_bf2

dont les coefficiegts ont pour valeurs

CIm(j): j jci(x,g) sin m:-x.dz

En reportant les séries donnant w (x,y) et q (x,y)

dans 1'équation de LAGRANGE, on trouve que les

fonctions Y (y) doivent vérifier les équations

différentieTles linéaires a coefficients constants.
() Tx

Lot @ Yo . m . mTx
2,; (ym_z._f%_l >/m+ ki ,)}m),:..n - ; cim[j).sm :

3 4

soit

(lf) m"'.-n-]" (1) m‘iﬁ‘f
>/m"2' J"’ '>{n+7'>}m: ?m(j)

L'intégrale générale de l'équation différentielle
précédente s'écrit

ym (j): ym (j)f y"’“

. %1(3) ¢ solution homogeéne
}?n (3): Am.coslm.(g)-r ij:_ﬁ-nkfjh Cm.5,-nf.,_(3)1_ Dmy cosl\.[H) ; AmJE’m me kD

m

coefficients déterminés par les conditions aux
limites.

Ymoz Solution particuliere évidente.
I.I

Précisons par exemple les conditions aux limites
le long du coété y=b

- le coté y = b/L est encastré :
1
X‘ (5/2): o] ek >/m ( b/l) =0
- le coté y =blL est simplement appuyé

Yo (bl2)z0 kY (Li2)=0
- le coté y =b/2 est libre
4 LWL
Y, (b12)- D_-ai.'i__ Yo (bl2)=0
Yo (B2) = (2-%). B2 (1)2)

et
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Les fonctions y; (y) doivent donc satisfaire & quatre
conditions deux sur chacun des cotés y =-bjlet y =b/2

Nous obtenons ainsi quatre équations linéaires pour
déterminer les quatre constantes Am' B Coy <f D,

Méthodes numériques :

Bon nombre de méthodes numériques traitent aussi le
probléme de la flexion des plaques, essentiellement

- Méthode des différences finies
Méthode des éléments finis

- Méthode des bandes finies

- Méthode des éléments aux frontiéres

Dans ce qui suit nous parlerons brigvement de la méthode
des différences finies et de la méthode des éléments aux

frontieres. Les deux autres méthodes seront dévelppées
dans les chapitres suivants.

4.2.1. Méthode des différences finies

Le principe de la méthode consiste 3 remplacer
l1'équation différentielle de la plaque par une
equation aux différences.

On quadrille la plaque par une série de droite
paralleéles aux axes de coordonnées.

Ces droites déterminent ainsi n points auxquels
correspondent des déplacements inconnus

Les dérivées au noeud (i, j) s'expriment alors

par :
Owij | i - Wi
ox 1. Ax
Bw;,‘}' o Wiir = Wi i
33 2. A_'_'l

4x et &y étant le pas du maillage suivant x et vy
respectivement

1

WL Wm,j - A’-AWL‘,’]‘ + Wity f

a’.x" (Ax)L

2 W‘}i‘ - WL'; '.11 -2 WL'”' + W, [‘1

aj" (Afj)*

BLW.:II' - Wif:,J‘n - WL'H,J'-" - Wc.g,j+1 t W{—f,j—1

31’.33 L. Ax. Ag i

ek

ng{,.\, W["Ii,«i" L \NL-HE[ + G.WL"J' -4 WL-__],J- + \’\"L'JLJi'

v (Ax)l'

QHWC ': W\',J'ar?. -4 W GW;}J = "7‘W(,‘j‘1 + Wl—;ul—-l

ey By)"

hwy 4 ; :
ﬁjﬂ}: - [i Wﬁ”J«WMJ+“hJ+Wq*A%JH+v”
BJC agz. @1) (AS)L ] ) s J

d-

/
!’,.

)]
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En remplagant les dérivées par leurs valeurs
dans 1l'équation de Lagrange pour chaque noeud
nous obtenons un systeme a n €équations et n
inconnues. Dans le cas particulier d'un mailla-
ge carré les équations du systéeme ont la forme

suivante :
A [ " 7( . )

0j-2
- g.(wt'-hdf +Wl'r1,J' +W¢;J_1 +W£‘J’*1)+ 20 Wld ] = 'JPS'

avec = Ax = Ay
Les conditions aux limites s'expriment:

Bord encastrég

4 2 3
I
.
Wy a
vy 1 I
— =0 =p 2. W oW « s
s );.,J PZ (Woy-Wyg)o /i
. Bord simplement appuyé : b??df%ﬁ
I ]
W{.;p 1
LJJ : (T
gw) 1] —_——m———
—_—] =0 W‘._‘ZW. W, = or W .=
28 P My Ty e er s RARTIATRL

. Bord libre  :

L L
mx-'o = .3.1’ +D.3_W_;o.

ek IE By
3
Reo = Do (15) 0
2x3 }Jij*

Remarques :

- Une méthode plus simple est utilisée en pratique
et qui consiste a

écrire que :

2 4
m: M—"D.( alwf.?_w_)_'..D Vzw # vV\": _..:1._ VP/]
19V oxt T oyt D
l'équation de 1la plaque
,V‘IW: _E
D
devient
i F
~Lvm=F L, _VM.p
D D
2 2 M
On résoud d'abord VM=_P puis Vw-_™

- Pour les plaques doublement symétriques il suffit
d'étudier le: quart de la plaque seulement.
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4.2.2. Méthode des €éléments frontidres ou Méthodes des

équations intégrales de frontiere

1.

Introduction

Malgré sa souplesse et son immense champ
d'application, la méthode des €léments finis
peut présenter un certain nombre d'inconé-
nients quand elle est mise en oeuvre au tra-
vers de développements polynomiaux definis
localement en tout point du domaine étudié.
En particulier des difficultés surgissent
dans deux situations bien définies :

a) quand le domaine devient infinj et

b) quand apparaissent des singularités en
des points (voir toutes les
dérivées deviennent infinies.

La méthode des éléments finis ne s'applique
évidemment pas telle quelle dans le premier

cas. Quant au second cas, la solution est treés
grossierement approchée piur des développements
polynomiaux : en effet, 1l.s théordmes de conver-
gence ne s'appliquent plu puisque le développe-
ment de Taylor ne converg: pas au voisinage de
telles singularités.

La technique 1la plus puissante pour la résolution
de tels problémes est la méthode de "résolution
aux frontiéres"ou méthode des €léments frontieres
(Boundary element method). Comme dans l'histori-
que de la méthode des éléments finis, il est éqga-
lement difficile de remonter aux origines de la
méthode.

Les distributions de sources de Von Karman dans
la résolution des problémes d'écoulement aéro-
dynamique en 1930 contiennent certaines des
idées de la méthode, qui a éqgalement bénéficié
des travaux effectués dans le domaine de la
théorie du potentiel pa® Jaswon et Symm et
dans le domaine de 1'élasticité par Masson

et Oliveira en 1963, 1965 et 1968, Rizzor en
1967-68 et Cruze en 1970.

Depuis la méthode a connu de nombreux dévelop-
pements et application dans d'autres domaines.
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De fagon générale, c'est une méthode qui s'appli-
que aux problémes d'équations aux dérivées par-
tielles avec conditions aux limites. Cette métho-
de a déja eu des applications pratiques avec
succes surtout dans les domaines de mécanique

des sols et d'hydraulique (transfert de chaleur,
écoulements dans les milieux poreux).

Contrairement & la méthode des éléments finis, 1la
méthode des éléments aux frontigres n'est pas uni-
verselle, et il faut construire un modele Lhéorique
pour chaque type d'équation aux dérivées partielles.

Nous allons donner une idée de la méthode pour le
cas particulier de 1'équation harmonique. AU = o
et on cherche la solution UZ=u(x,y)

Soit le domaine A limite par un contour F=T UT

r
¢ _‘a_l-;' — 21_‘ Conny suUr I'_
an

2= 17 conmu Sur/’- b 2
7

soit Q=L”%y)solution exacte

U(x,y) solution approchée
ANG(x,y) =R
R = résidu non nécessairement nul

On cherche a construire une solution approchée
qui minimise le résidu R, en utilisant des fonc-
tions de pondérations

fR(x,y).\r(x,ch{A.:O. ()
A
ol \(xy) est la fonction poids

ol .
f Bu(x,y). y(x,y)dA=0.

Appliquons le théoréme de Green une lere fois

jva{x,y) V\}"(x,y) +j ..agT'jL , l]V'(x,y) ds = o.

A r
et une deuxiéme fois

Jﬁ(x,y)-ﬂ‘r(w)d/* +J%§ ‘f’[ﬁ,y).ds-ja %{"_z{s:o
A [ r
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On choisit alors ‘Y (xy) telle que 4 y=o0.
et e a alors une valeur bien déterminée.

—ormuzation pour la flexicn des_plaques

La plaque pourvant étre supportée le long
de ses cétés ou & l'intérieur de son daomaine
l'équation gouvernante s'écrit

D. VEW[K,)/): F‘(x;)’)

Les variables du probléme sont exprimées en
fonction de la fleche w (en rotation indi-
cielle).

w

qo( = \,\/M{ (F’uf‘;h'uh) (2) )
My=- D [V, 844 (1-7) Wy g)  (moment)  (3)

= orl- Fr ncl‘_\) nl_)
Qu=-D.wy, (4) ( € pport- FrancRant,
5“’,,5 2 SymL::OIIr_ df_L CH’RDNECKER

Le long de ses cotés, la plaque peut étre
- simplement appuyée ™,- M, =0 oWz W =0, 2

—

5 = ~ = @ 1/51
- encastrée Qn= Gu =0 W= W = )

- libre sur un, deux ou trois cotés Na=N =0 M=:M.0

ou kn représente l'effort tranchant équivalent
ou réaction équivalente dans la théorie de ’
Kirch off

M
K- Qv 2l
3s
soit la variable intermédiaire M telle que

Mo Maa
A4V
(I) s'écrit

VimM=_ P (e
Ivtw:_ﬁ/D ()

Ces expressions admettent une représentation
intégrale en utilisant le second théoréme de

Green
) ’) dS(Q\\

C[P),H(P)?JH[Q).%_‘L(,P’_(” ds (G):J %M—@%'(PQ /.
. D 3D +j P(E)) "(F’J B)) dA(B)
D

’ f [
2 eltant la dérvee hory-.ale oy
- L ]

/
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ol P et Q sont des points appartenant a 1la
frontiére et B un point appartenant au domaine.

~L l'intégrale étendu au domaine
J’ l'intégrale étendue au contour du
aD domaine. -

“fest la solution fondamentale de 1'équation de
la place (fonction poids)

C (P) est un terme dont la valeur dépend de la
forme locale de la frontiére au point P

Si les valeurs de W et M sont cherchés a 1'inté-
rieur du domaine alors C (PY = 1

Les valeurs des variables Qq J—Phﬁ admettent
aussi une représentation intégrale et peuvent
étre calculées a l'intérieur du domaine une fois
que les valeurs des variables le long de la fron-
tiére sont trouvées en résolvant (7) et (8)

. Dans les équations (7) et (8) les deuxiéme inteé-
grales sont étendues au domaine et afin de résou-
dre le probleéme il faut le. ramener au contour, en

appliquant une seconde fois le théoreme de Green

es fn_[‘zﬁnalc_c. ont la-forme :
I- [ V(R R) §(RLAAIR)  (9)  RetProwantsppartonicas donsnea

On sSUppose %gc :_j(k’.)a mek Une r'epresik;\ﬁ.;’g‘:: de la J’Gf'mﬂ-‘
 gRE R L

Si & estTelis & ‘g par’ ViE= £ @o)

Alors en appliquant une seconde fois le théoreéme

de Green

C(P) fﬁj”’):f EJ‘ @) 2Yies) ds{@), () v1rq) _fﬁ_[ﬁ)*(ﬁr{)wn)
® o) aDarL D

Si on connait une solution particuliére de 1'équa-
tion (10), il est possible d'évaluer l'équation (9)
par les intégrales de frontiere

L
I-L « [Pk, ] %@ 2R as(q)-£ 25 @)y (pg)ds(e) (#)
PR d 3D 3n (Q) p on
Indépendamment de la maniére d'évaluation des in-
tégrales, les variables w, 3w/3n , Mek 3M/3n
doivent étre définies, on discrétise la frontiere
par un nombre N de segments rectilignes avec une
évolution constante ou pour plus de précision
linéaire d'une extrémité a 1'autre du segment.
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Le détail de cette discrétisation et sa liaisan
aux intégrales ne font pas l'objet de ce travail.

Les intégrales (7) et (8) menent alors a un
systéme linéaire d'équation

L 1014710 e 7 20 07
(M) g - €62 {47} - (¢

ou {w} , {qu], {m] <+ { ")

sont les valeurs des variables

dux N points de la frontiere utilisés dans la
discrétisation.(H) et (G) sont des matrices con-
tenants des coefficients découlant du calcul des
intégrales (7) et (8) (Ces intégrales sont calcu-
lées numériquement par la méthode de Gauss ou

de Gauss Le gendre)

o
Le long du contour tantat M est connu et %ﬁ\ﬂ }
est inconnu et tantest l1'in.erse, et de méme” pour W

On introdui les conditions aux limites qui sont
le long du contour.

Le seul inconvénient a la résolution est que les
matrices [H] et [G) soient pleines, non symétri-
ques et ne posseédent aucune propriété qui facili-
te la résolution.

Conclusion :

La méthode des .intégrales aux frontieres est donc
un nouvel outil puissant de résolutions des pro-
blémes de l'ingénieur, elle permet de ramener
1'étude d'un domaine a 1'étude de sa frontiere

et par conséquent un probléme de deux dimensions
a une seule et de trois dimensions a deux, elle
permet aussi de surmonter les singularités
(telles que les plaques percées), et d'étudier
les probleémes a dimension semi infini (géomécani-
que). C'est une méthode relativement Jeune qui
est toujours en voie de développement et fait
concurence a la méthode des éléments finis.
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CHAPITRE III : ANALYSE DE LA FLEXION DES

PLAQUES PAR LA METHODE DES

BANDES FINIES
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ANALYSE DE LA FLEXION DES PLAQUES PAR LA METHODE DES BANDES FINIES

I. INTRODUCTION

Il est possible de résoudre le probléme de la flexion des plaques
par la méthode des bandes finies, pour diverses conditions aux
limites.

Nous pouvons avoir des bandes

- Simplement appuyées aux deux extréemités.

- Encastrées aux deux extrémités.

- Libres aux deux extrémités.

- Simplement appuyées & une extrémité et encastrées & 1'autre.
- Simplement appuyées & une extrémité et libres de l'autre.

- Encastrées a une extrémité et libres & 1'autre.

- Supportées élastiquement par des poutres.

Dans notre présent travail nous étudierons des plaques minces
rectangulaires appuyées diversement et nous en tirerons un pro-
gramme informatique qui nous permettra de les calculer simulta-
nément, pour différents types de chargements transversaux.
L'analyse de la flexion des plaques discrétisées en bandes, a
été formulée, pour 1la premiere fois, par Hellan en 1963, pour
une plaque rectangulaire isotrope, subdivisée en bandes relides
a leurs cotés, par considération de l'équilibre et de la conti-
nuité aux interfaces de ces bandes.

Puis ce fut YK. CHEUNG qui en 1968 proposa ure meilleure appro-
che connue sous le nom de "METHODE DES BANDE FINIES" semblable
a la méthode des ELEMENTS FINIS. Il a d'abori étudié des bandes
simplement appuyées et il introduisit d'autrcs conditions d'ex-
trémités.

Un peu plus tard en 1969, POWELL et OGDEN ont publié, indépen-
demment, un article sur la formulation de la bande simplement
appuyeée.

Dans toutes les publications apparues jusqu'en 1969, les auteurs
ont utilisé des bandes d'ordre inférieur ayant des fonctions de
formes cubiques, les déplacements obtenus étaient tres satisfai-
sants ; Cependant il existait des discontinuités des moments aux
deux extrémités de la bande et des moments résiduels aux deux
cotés libres pour un nombre de bandes petit ; cette discontinuité
diminuait jusqu'a méme disparaitre lorsqu'on raffinait le mailla-
ge.

Pour assurer une convergence plus rapide avec un nombre restreint
de bandes, YK CHEUNG suggera l'utilisation de bandes d'ordre su-
périeur en établissant des compatibilités d'ordre supérieur au
niveau des lignes nodales.
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De leur coté, en 1971, LOO et CUSENS, devélopperent deux types
de bandes d'ordre Supérieur ayant des fonctions de formes quin-
tiques

Bande Ho2 : Introduction de la courbure transverse parmi les
paramétres de déplacement nodaux.

Bande Ho3 : Introduction d'une ligne nodale intermédiaire.
L'introduction de conditicns. aux limites, autres que simplement

appuyées et encastrées, fut présentée pendant la méme année par
YK CHEUNG et MS CHEUNG.

BANDE D'ORDRE INFERIEUR (Lo2)

La bande Lo2 est comparable 2 1'élément rectangulaire 2 J.degrés
de liberté par noeud.

Elle a comme avantages par rapport a celui-ci

- une meilleure compatibilité des déplacements
- un nombre de degrés de liberté inférieur
- un nombre d'éléments, & la convergence, inférieur.

Notre plaque étant subdivisée en un certain nombre de bandes
(fig X.1) considérons une bande type, définie par deux cotés
(i) et (j) et liée au repére x, y, z (fig 3.2)

Appelons 8 la rotation autour de y et w le déplacement suivant
z. Comme il a été dit dans le chapitre précédent, la méthode
des bandes finies ramgne un probléme bidimensionnel.& ur
probleme dnidimensionnel .

Effectivement, le probléme est similaire & celui d'une poutre
c'est a dire que suivant X, le comportement de la bande est
identique & celui d'une poutre & deux degrés de liberté par
noeud.

Considérons alors une poutre de longeur b avec deux degrés de
liberté par noeud (fig 3.3) :

un déplacement vertical w et une rc.ation 8.
En imposant tout a tour chaque déplacement nodal puls en super-

posant les effets pour chaque cas indépendant, nous obtenons
le déplacement total d'un point de la poutre

Wt f ) wes () &+ ) e )

Les ; (x) étant des fonctions de formes telles que
& 3 q
%{I): % 3{-}_ +2. L

53

s £
%‘(‘t) x-2 T oy
Vra)=3x_ 5 x?
Lt 3
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Cependant pour tenir compte de la seconde dimension des

séries de fonctions sont assumées et satisfont
quement aux conditions aux limites des

bande.

5}3:3L1

jig 5.2

[)rl.j : 3-3

automati-
extrémités de la

/]
\
\ /
\ Bk e /
/.;p/a?m: g
4
T &
0 /;
/
7 .
Tw
3
\ b
Wy

i Q__E a—,
D

Position déformée de 1la poutre
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1. Fonction de déplacement

L'assemblage des deux critéres
pression suivante

points de la bande

précédents a adopter 1'ex-
pour le déplacement vertical w des

W= mzﬂ (.\’f;’(")""’cm'* Uz ) O x.h(x).\/\ﬁm_, \ﬁ(:c).BJ-m).y (3_4)

m
avec

- T nombre de coefficients de la série.

- §% - ¢ Fonction de base dépendant de y seulement

et satisfaisant aux conditions aux limites
suivant vy.

- V¥7(x)}: Fonclion de forme dependant de x seulerment.

En posant

-

[e). (132,22 2 12, 2]

. g =
b S b K
L 3 3
¢ [ X 2 x XX
[ z] 5 i B I:;_]
Wim
{6,,‘}: eaun
- w‘
Jm
%m

L'expression (3-1) devient

W = "); Yo [ L€2. £GT) {s}
L, N g}
In]. 8] (3-2)

De la méme maniére le déplacement le long des lignes
nodales (i) et (j) est donné par

"

f

- {3},

[*K i {S 1- 1). N {E_}L . I_R_j (Lg}
CheZ Ve id ) [ Uy, oy, ndy ) J B [R] S,
W' mz1 m .

d

6;

18},
(I] étant la matrice units d'ordre 4 x 4
[(R] matrice d'ordre 4 x 4r.
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Remargues

- Les termes du vecteur {8:}m sont des inconnues dont la
signification physique est l'amplitude du miéme harma-
nique de la fonction de flache et de rotation des 1li-
gnes adjagantes a la bande.

- La fonction w étant définie de la méme maniére pour
toutes les bandes de 1la plaque, la continuité du dépla-
cement vertical W et de sa dérivéedwlest assurée le
long des frontieéres (i) et (j) : ce qui accélére la
convergence d=2 1z fonction vers le solution exacte.

Déformations :

Ayant la fonction de déplacement, exprimons les déforma-
tions ou plus exactement les courbures en fonction des
paraméetres de déplacement nodaux. Pour la flexion des
plaques, les courbures correspondant aux dérivées secon-
des de la fonction de déplacement.

£ D 2 )
{&}: &y | -5x43f :Z% [Blw{ghwz[al{sf (3_5)
%yl -1 3'w/ax3y ]
i 6 x ! l
L Lo b O S 05 i
2 3 i N T e
Bl | 02020, e (gl (D)
Vo
|

A LT ORI I

Contraintes :

Les contraintes sont représentées par les moments (moments
de flexion et de torsion).

Exprimons aussi le vecteur contraintes en fonction des pa-
rametres de déplacement nodaux.

My . }
{g}z my b= [0]{e]= [Dl.(8).{§]= m_?_ (W18 (3-5)
Myy

fD] étant la matrice d'élasticite.
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- Plaque orthotrope

0, Db, o
ID} =1 D, DJ =
o o Dﬂ
3 3 - - . 3
DX:E.._J.._\_— 3 DJ: _EHL z Q: .}i’-tz’ i : E)I :_,G_;‘__
(13, %) A2(1-%R) AL(1-3%) d 11(1-9,7)

(Vx, Vy) coefficients de Poisson suivant x et Yy respective-

ment.
(Ex, Ey) modules d'élasticite longitudinaux suivant x et y

respectivement.
G : module d'élasticité transversal
h : épaisseur de la bande.

- plaque isotrope
D 9D o 7
[D]-

D D o

0 0 iEP_D
1

D ._EN
AL (1- V)

avec :

v o coefficient de Poisson
E : Module d'élasticité longitudinal
h : épaisseur de la bande

[H] m étant la matrice contrainte donnée par



[H] -

O A+D.A | D A 44 A -DA+DA, I DA +D A
DA AR T g e
T A S I Y
A ()

A (1- 352 E )y
A= 2 (-czng, c%)y;

A, (.J‘*;_ 6-2) Y
As - (z ef.‘f.g) Yo
A =2 4-qx+3x)ym
Ay = Al_ym”

e (S5 )

A (E-£) %

Bk (3 Foag gl
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4. Matrice de riqidité

élémentaire

En intégrant 1'expression (1.14),

devient :

la sous matrice (S)mn

r
L DI_Spr.g)| Eor. 2o, v} 4 G Y6 v sy ]
B Y1 5L 1(1 ;) L2 ¥ J 'QQ'I;*ELDJ%%) Q'DAIF%I% (’LMJ‘J)
Bbp T 24 T 1 p 2 2
= Loy 2t Bk Ia=D.T 3 2 13 > . 2
35 Ty S5k 210 b ¥+5 AY 5 +-}—0 LDYT‘!..S‘—‘LDX)(IS -L.;Iﬂ {:! DX-LL’+5—-D1‘I5
£ DT 1 D(r,+nTy) EDIT-2bD(r.L) (_6p T 47 L) [LDI,bkD(L, I
g T e M6 b * 1, e Y rdtg(;rJ1 E'Aﬂ+£1{a*%)
M D TILED T +__E.’iD.I 201 +13 ) ¢ _<iD - b2 T_2LD T
;] = " 170 Y vtE yTs s Y45 Xy s “ok’ Dy-I., g*xy-l_s 1';)‘07""—'1_:; AT G"S?
mn
2 DT, ora)|s60 T, A D ir.T) A c & i
G S Tp A S0 ) o Lo 1Snr, a0
3 bLDI_% Bbp 1_2D 131D 4y T ML _A D .I.
Y% I}" ED’Y‘I-" +1,_io Yy E.‘)‘IS f‘_g,bgkﬂ*s—l;)tylﬁ E;;L’Dyj:q o ny 5
g 1 2 b T 4 A,
e %’1;"4'5 B(r.1) —I;D,-I,'*j;[},flérb —E;D,g:[,*;: D'(Iﬁ’”{ .Li.DpI_;-’_: 13D1(IU_£5)
2
B Epr,ipT B nr_2ep T |_m ¢ 5
<42 BRT o2 -=Z h,r .2k - B g Y b>p .1 .8 T
| w0 7 H F5 s T RRAL NPT IS L Bl b YN T B *4;;'Dy 4 +5;~an¢5 |
<
ou Fa
T ) o Yoy
°
rd
"
Tisl Yoo Ya-dy
o
a
[
I- | vy d
3 Ym o dy
o
A
- A "
..l.‘iz >/m >/n d){
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Vu la propriété d'orthogonalité des fonctions de base, pour
m différent de n, les intégrales I, et 1 s'annulent, quel
que soit le type de conditions aux limites ; par contre, les
autres intégrales ne s'annulent que pour le cas de la bande
simplement appuyée a ces extrémités.

Dans ce dernier cas la matrice de rigidité est découplée
c'est a dire que :

(SJmn = o pour m¢n.

Elle prend donc la forme

5L TR T Syméh‘fc’uc
B, = k00, |2P¢0 . WELD
sk"‘D”_S""’"‘?’ :,10‘*“7*45 m Ay
3a 41.ab" y 2abl*p 22D
“E.Dx-i-liokmb)' +45 ma T E %
z % T
Jabp'n_ Rajtp  |3ab My 2D [13ab . 122 Ltp
140 7 sb'k"' AT Lm? 5™ (T30 T 55 Mm%
¢ cal* Ca
N T USRS R R TR
5b m oy L3 X 5 1 &
P knaagn, |2k abip Ll T Tave Tt L vakity,
gyo 9+E my Syo ™ ] s 4 klo . < 3 > 10 ; a5
4k‘p, 33 abip. a -2k D_32p 2abtp . 24 p
| +4°km 1" —;a D}. '—O—kmq .EDK 5 "M 1 i.," 45 l’h1+ E x J
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Dans la Méthode des Eléments finis, pour une colonne donnée
de la matrice de rigidité €lémentaire, les coefficients de
rigidité relatifs aux forces simples ont une somme nulle.

Il en est de méme pour les coefficients relatifs aux momente.
Ce qui traduit 1'équilibre des forces et des moments.

Par contre, dans la Méthode des Bandes Finies, ceci n'est
pas vérifié, car la matrice de rigidité tient compte des

conditions aux limites et les réactions des supports en-
trent en ligne de compte.

5. Vecteur chargement élémentaire

a) Charge répartie sur toute la bande

D'aprés l'expression (1-18)
B [Q]t (3 10)
A s

- cas d'une charge rectanqulaire

L/ :
[Fl= g feime by dy (3-m)
m /2 - ’
- L,*/L)Z,

- cas d'une charge trianqulaire

£l & ‘fi*{i-@ ja Voo d (3.1 1.)
{ }m = % b',;z, . g Jm 9y k X
§ L BL;I’”.-

<

b) Charge uniforme partiellement répartie (9 ) de xa X
(sens x) et de y , a Y, (sens y) ' "
A =

& t Ye \
{F} : ?fx [dr dx. f - dy (33)
m o4 [CJ,Y

1
1
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c) Charge linéaire uniformément répartie suivant la

droite x .= 'x
1 " s
1_35L +.é£1_
o [,-r.. b3 a J
F} & ol ¢ 3 3.1
%=L M, X d -1
{ m 7 ! b i _1::: j )Jm Y (
32 _ 14
T |

d) Charge concentréé’(P) appliquée au point C (Xec,Ye)

e YT L
Xe -1 x| X 3.45)
{F}= DL I R (3-15)
& 3 ox n
i b?
x3 xt

=S b
avec Ym (Yc) la valeur de la fonction de base
pour y= yc '

5.2. Deuxigme formulation

Dans cette formulation, le chargement q est lui aussi
exprimé sous forme de série de fonction de base dans
la direction y c'est a4 dire

R DRTHENE WV M W “

Les coefficients gm sont obtenus en multipliant (3./¢)
par Yn et en l'intégrant.

En utilisant la propriété d'orthogonalité des fonctions

de base nous obtenons

- Pour une charge répagtie de o a a

T¥o *dy : )
In = _i'd ) (3- 0y
j Yim dy
- Pour une charge q répartie de y = Yl a y = Yo
<
Iz 2 (3-12)

a
) 2
J Jm 9y
- Pour une charge P concentrée, appliquée au point vy
Y () P N
CI el W i S P (3-713)
m J

ia
<
L'/ .\jm C,.Y
o

(3-1¢)

/

yc
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5.2.1. Expression du vecteur chargement :

Mettons d'abord le déplacement sous la forme
suivante :
{8,

W ]:[cj.y“_.. [C],yrj_ | = [Ci‘[,{gi‘l (3-.10)

5

avec : [c]- [C12Ca,C3,Cﬁ]

ot ¢ Ciz \7(2) =4 % (fonctions de formes)

a) Cas d'une charge répartie sur toute la bande

b sd
{F‘ij:jj (<" q.dx dy

b 3 ECJPy1.
:Jj (cj\"_l i S #-qyr) r:ixo'?!
- | ed'y,

' p|
or : jy’m }fn “‘)( =0 pour m#n

b3 [Cjtﬂqﬁl l J ij
d'ol - {Fq]:j‘j | ..- [ e.‘xJY_-
|

avec :



il L

En remplagant qm par sa valeur (3-%)

b 4
T e /
{FJJ :j !_CJ dx q.‘\/m‘c}\/r
donc
/L,’z. \‘
Pl dwmy (° (3-42
{ B o [ T '
-Lf/qaj

b) Cas d'une charqge partiellement répartie de x

2 X, (sens x) 1
n"xb Y-L
b f
JFJ J Led -c’xJ 9-Ym <y
L m
x, Y,

Remplagons gm par sa valeur (3-19)

; 3 y T £ 2 3)
{FJLm=/ [c]  dx J G- Yon -y 225

% 7
1 1

C_) Cas c"unc C-"\arie PCOanntr‘é’E,%PEJique}a auja_ginl'c (X ,yc)

{ F} e ]:ij&l\,{cly

m

Re.mf:;}a.;:ons Im- P2r 53 valeor (3-’3) ek x par x, dans

L&] g ;

B8 X 328

¥

F = PV X o 2. X <} !
{ J Y O6) %o 2.2 T 3- 2y

3..’(.,_‘, 2 ?‘r_;
BT
x. x>
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d) Charges linéaires uniformement réparties sur les lignes no-
(i) et (j) de la bande

En présence de ce type de chargement, l'expression de 1'éner-
gie poEentielle totale de la bande devient : P

4 bra a <
7V:§jj p}ﬁ;}azﬁu_[J'{q*{q}axay_j e 02wy ;] {12 )y (3-25)
H > " ° o
* le ler terme représente l'énergie de déformation :
* le 2eéme terme représente le travail du chargement surfaci-
que {q) dans le déplacement {s)
~* Le 3eéme terme représente le travail des chargements le
long des lignes nodales (i) et (j) dans le déplacement
le long des lignes nodales (i) et (j)

Pi et Mi représentent respectivement la force et le moment
appliqués le long de (4)

Wi et B8i représentent respectivement le déplacement vertical
et la rotation au niveau de (i)

Pj et Mj représentent respectivement la force et le moment
appliqués le long de (j)

Wj et B) représentent respectivement le déplacement vertical
et la rotation au niveau de ()

t
Exprimons le chargement nodal (Pi, Mi, Pj, Mj] sous forme
de série

Pi r Pim

Mi = Y, Mim \ _[L1]y,,... .., cT)y,]

P.] l'l'l:1 m P\]m :
M3 : Mjm 17}

avec : 4
.
5 |
/
l
L
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Le vecteur (P}m est obtenu en multipliant l'expression (3-16)
par la matrice (R)m et en intégrant.

D'aprés la propriété d'orthogonalité des fonctions de base
nous obtenons

Fin ) : 5
. . 2
M J Yo CT {14y EELL
P T i
Jm Jyme'cl)/ @ }3
lvlJ-m J MJ
- Pour P constant et répartie de o a a :
M. 4
P P fym.c!)«
MJ {Pj R My =P - (3 - ‘23)
m- Pd- 4 N
) d
I"JJ J ))m Y
)
- Pour ( M} constant et répartie de y, a Yo (sens y)
Py i
J
i P ). )
b >/m' 7
O (3-30)
m P 2
d ! ¢y
My J Y dy
VY

Fe
N ek s
En remplagant {3};{C:Z;{ %ﬁ} {g.
par leurs valeurs, l'énergie poteﬁ%ielle A devient
b 4 b3

x.}j/ {S}’EBJI-EDJ.EB].{dexay-J{{s}f[q*ﬁ.gxay_figjb-[Rf-[q{P} dy  (3-31)

* o B »

Celle-ci étant minimale on peut écrire :

b2 Lo ' a |
a% -o_f 0708708z dy c*_,,x_JLRJ*."ﬁ P
{53}} - MJ'/[B} [27C8]-{8]d=dy j[g_; q-9 J] g LR) {P]dy
. ) b
Posons alors : [SJ; Jz[[&]r[Dj-[deldy
Y
{F}7:°J,l Ecjb g. d=z cfy (33'2)
{FJP:j rr)" [R7.{r)dy
Nous obtenons : :

[s] {s] -{Flg- (Fla =0 (3-33)
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Developpons : {F}P
d

(- | tatrr gy

*a E?-l {P}‘
] i ]'[ERJ,,..-..L'RM_; ; }A,
. L RJ, {'P}r

[y L7,
J ; : ] FETT g s v o o BTN ] { : }a]
° J

n

L) ye {7
a I ; . LT)]. M A P
J ([:].y,yT L)Y, Y, - - IJ._X Ve {.{1 iy (3_39)
OOy Oy ey |

De part la propriété d'orthogonalité la relation (3-34)
devient

o) (9
‘ dy - (3-35)
AL

LR
[x]5 7).

avec {FPJM:‘J[IJ.)/;Z(P]M&)/ :{Pjrﬂ j“}y;JY (3-3¢)

(P)m étant donné par la relation (3-{%)
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FPRESENTATION DU PROGRAMME FLEANDE

INTRGDUCSTION
Une analyse par éléments finis, finiz ou bandes
autre methode numérique ne peut ze faire que
formatique, vu la manipulation de matrices ot
grandesz tailles et de résoclution de systénes

<

tante, ce gui rend l'utilisation de 1'ordinateur essenticlle
¥

1'application de ~es méthodes.

-
FRESENTATION DU FROGRAMME
Ce programme constitue la premiére partie du travail.
de régoudre les problémes de flexion de plagues simple
puyees sur deux o : ses el présente une structure
plus souple que les programmes d'éléments finis.

I1

[}
i)

prézente comms =sult

Lo Le
Te 1 'in-
ales
impor-

et

Dnm U C Qi
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DEEUT

INTRODUCTION DES=
DONNEE=

'GENERATION AUTOMATIOUL
DE LA TABLE DE LOCALISATICN

|

BOUCLEZ SUR LES HARMONIQUES
m = 1K

INITIALISATION DES MATRICES

DE RIGIDITE ET DE& VECTEURS

CHARGEMENT ET DES DEFLACE-
MENTES NODaUX

|

RIG

EMELAGE DES MATRICES DE
T

ASE
:IDI

IN

ITRODUCTION DES CONDITIONS
AUX LIMITES

RESOLUTION DU SYSTEME

CALCUL DEES EFFORTS INTERNES

_ l

SOMMATIONS

IMFRESSION DES REESULTATS

E ET VECTEURS CHARGEMENTS
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LECTURE DES DONNEES : (SUBROUTINE LEC)

™~

&2 caracteristiques géométriques et mécaniques de 1.
lagu

barndes
=2 dans

i

ang le cas d
g lignes nodal
= t

[

€3t a noter que dans ce programme on s passe Jde la
able des connsctivités.

TAELES DE LOCALISATIONZS : {(SUBROUTINE <LOC
La table d= localisation ==
gu'a la ligne nodale (i) =
deplacements Zi-1 =t 21i.

‘:l'

SUBROUTINE D'INITIALISATION : (INI)

Comme le= matrices de rigidités sont découpléos alors po

2 pOur
chague harmonigue lez matrices de rigidité et les vectauars
chargements globaux doivent etre initialise:

ASSEMELAGE (SUBROUTINE ASZEME)

Ce sous programms fait
calcule la matrice de ri
elémentaires.

Il est bon de rappsller que =i le maillags ezt 3
et gque tous les &léments ont les memes praprigvds méca-
nigues et géométriques. L'appel de subroubine
g2 fait gu'une szeule fois au lieu de NELT fais
etant le nombre de bandes de la structure. )

o

e [
ira

[
(Wi

a

Nouz av unu utilizé deu

m

{ types d'assemblages
- ASEEMELACE ZIMFLE
Toutes les matrices de rigiditsé zdont
matrice globale carréds d'ordre n
d'inconnues), la localisation des
matrices luantalres.
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pas du teout avantageux (ConsSon-
2t du ftemps d'execution) . Vu
rigidite =t = agpEct de bandes

Ce mode d'as
mation de'l’
symétrie de
clest & dire
les termes de la matrice sont concentrés dans une bande de
largeur LEE.

LRE = (Max (dif) + 1) + NDLN

NDLN = nombre de degré de liberté par nosud (lig rmodale)
Max (dif) = Maximum des 8 o TS AES SO -

{
tivités.

Danzs notre cas
LEEB = 4

et a l'extérieur de cette bands 1 terpnaz sont nuls:e

s
11

LRB -

(K] = N

. 5 .
SEZEMELAGE EANDE
Ce mode d'as 22 prete bien au typee de natrice

utilisé,
Il permet de réduire la dimensicon de 1s

dité globale et par consdgque.t le temps

VK N Ty

s
J il
—

Il fazut StockerNQﬁﬁi) termes au lieu de N

Notons qu'il existe d'autres types d'asszemblages Lele
Cjue

- Matrice ligne de ciel

frontal

noeud par noeud
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L'asgemblags est relativement simple vu
adjacentes ne peuvent avoir e
gne nodale, la matrice assemb

LRB =Y

Jider of

(=2 W (SO R B AR 100

1o

nocommun gl ube ceule 1i-
lée a 1'aliurve suivante

R

. Lol
Con\‘r.' buh’oy\. cl: ,2 malrce de ’ ma“r{(_c A:_ ﬁﬂf&{ f‘c_ é‘_ fa Lﬂnclg
|3 bande 3§ la malrice globale

Le principe de 1'assemblage et le suivant

Kiji = Kij + Kij

T

= LOCA (1)
g = Loca (1)

U : 1 et j zont les localizations du terme k dans

i La
matrice éléementaire (i, j = 1, NDLE)
IT.et J sont les localisations du terme de rigidité da
la matrice glohale.

A

=2t de mem= : FI = FI + FiL

PRISE EN COMPTE DES CONDITIONS AUX LIMITES
Contrairement a la m»thudw des
de rigiditeée assemblése n'e=zt pas :
etre réscluse sans introduction de xnndérigng AU
dansg le cas de bords libres.

Il existe O3 méthodes bien connues d'introduction ode
conditions aux limites.

METHODE DU TERME DICICONAL DOMINANT

La matrice (K) sst azsemblae sans teni: compt: des oo

ditiong aux limites, puig chague relation Ui = Ul est

introduite en remplagant :

- FKii par Kii + o ; « &tant un nombre Crds srand oar
rapport a tous les termes Kij

- Fi par « U

-K"...-K.-..K ] L.J\ F‘

1t EN .
K, - - Kivst - . Kin Ue Y= «Y;

NN - N




B b o

L'équation 1 s'é&crit

w U 4 (E AT U) . U

l'

Elle admet la zalution

N
i, o b si x U, > Z1 Ky L
J_-

En pratique on peut choisir o = 4o

Cette methode ezt simple & programmer maiz crée des

instabilités surtout guand la matrice ezt mal condi-
tionne, et le fait d’avmir urn terme de rigiditd
grand, crée des dépazsements de la précision de

dinateur (underflaow).

METHODE DU TERME UNITE 2UR LA DIAGONALE
Cette technique consizte & remplacer le
diteé diagonal correspondant au degré de
i, par 1 et d'anndler tous lezs ternes des
colonnes 1, ain=zi que de remplacer le terme
force par ; et les autrss tsSrmes par

[k 0 ... K] )

TR : 1N 1

"

4 . .. O e { L

‘ F Kk 1.
g 5 o & L K

NN NJ

K

N1

L

L'equation i devient
;N =
= U; 4+ o= W
i il iy :
C'est cette méthod& que nous avons adoptdé pour no
programme.

=

4=
Wl

Four ces deux méthodes le fait que la matrice solt sto-
ckée en bande les substitutions se font sgur la premiére
colonne de la matrice qui représente la diagonale.
METHODE DE SUFPRESSION DES LIGNES ET COLONNES

Cette methode consiste & restructurer la matrice globals
K de fagon a supprimer les équations correspondant aux
degrés de liberté imposés

Cette méthode a l'avanta ge de reduire le nombre d'incon-
nues du 2ystéame, et par congéquent de réduire 10

memoire.




T Fs

Cette méthade né 3
rente de celle preceds
donner dez termes de
libertés
- bartis ne

e une localisation spéciale diff
muent decrite, ot gui oo i :
ccaliza tiﬂui '
dc l semblages

I—‘l'[r‘

Nous avons utiliseés caette méthode
1 1 du programipe utilisant le

=1

PNl ver -

2.6. RESOLUTION DU SYSTEME D'EGUATION (SUBEOUTINE BESO
Il existe beauccoup de methodes de rés
-d'&gquation, nous avons choisgi celles gui o lennent la
mieux & notre cas (matricesz handes HymePEHHPEJ

la mé&thode de CHOLESEY et la methode

des meéthodes directes (lez méthodes indirect
tives, =zont conseilléss pour les grands s)

LEN2E

adt

5 =

=
I
I
A
G
L
I’.

iminsticn, =1l
rEnonter
chode da
congiste a décompossr la natrice do
deux matrices : l'une trian
nz triangulaire infériesure, puis re ity le
Cette déacompos itiean est unigque ot l,.n-,_ut Cach <7
pour la rescluticn de plusieurs

izte -3

r
ju}

= O
Cl
H [u
11
g
LR -
i
,_l
Ll
=

ho

w m
e T S '

]
i
=
H
I
o
rt
b
W
C

H

ilrMer U v laur e

e

T =t bt
14
C
r

-
=]
it

= ﬁl
o

=
i

free [SROG Wiy (-
20 G ucl g

Lol L3
]
[T

=

=]
referant a la meme structure (on décounp
fo t on fait la remontée du svstins

- ko e

e i
[
< M

a de probléemes) .

Nal
c

Les matrices de rigidité obtenuss &tant syandtrig
dld onales fortement dominantes, il n'ezt pas
d'opérer des révolutions a l'intérieur des algor:

Nouz devonz, enfin, faire remarquer Jue les slearithns
de cez mathodes de resol 3 ont etd modifi Pt
L]

=2'adapter aux matrices= = en bar e,

Nous donnons ici une idée du nombre d'.pération de chague
alporithms.

METHC'DE CAUSE CHOLEZEY

NOMERE s e | A6 =~ nt 2 o= b
D'OFERATION
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Pour un systéme 10 x 10 de largeur de bande
noté les temps d'exécution suivants

METHODE GAUZS-ZEIDL GAUZE CAUZE BANDE

TEMES 19 3 1

en MS

b2

FZud ol K

Alnsi nous déduisons les paramétres de déplacements
pour chague harmonique.

Les efforts internesz sont 1
nodaux par les matrices con
1

1 = .
LRSS RINE 5 T I ) o

Sant

calculés aux pointz de sor

SOMMATION

la fin de chaque boucle d'harmonig

A
les deplacements =sont sommés pour abt
v

aleurs definitives.
REMARGQUE
Quand le-ghargement est symétrigue le pas de la boucle des

harmoniques est égal & 02 réduisant ainsi le nombroe de
calcul.
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EXEMPLEZ NUMERIGUES

plagque est étudiée

-

Fouz trois différents tyoes o
chargement
- charge répartie uniforme sur tout i
- Clhiargese Cconcentras gu centre la @ £
- charge répartie sur un rectangle d°
- Le rectangle d'impact 0,2 a x 0,2 &
En raison de la symétrie, seulement 1a | i o v orla
2=t etudide.
La demi plagque =est diviszde en S bandes o sHeales larg
wW=0
= T TR SIS UEm ey T e e —]
4 1
: !
| T
I |
. 0|4y
: i 2
| !
; |
[
[
| |
' 1
|
' |
| |
l‘ d ‘rl
V=03 aharﬂc uni forme 9 Cf’\a""ﬂc ponchuclle P ' charge concenkre. P
- dy Cc.n}'l""c_ a'c. 13 p}&t}ur_ F:‘P::Lr"’.'c o un r’c.c.h;‘halc_
Nambre i 1. e
determes | Wi, M, rox Mymu Wi M,m, M7m>i Wy Miamax | TTymex
m=1 (41098457 | 4 330.10°° | 5 1305067 ottt 021y ot [4,030.15C | 043¢ (0,94 (T
P " 4 ek a5t n st 1324072 |1 2079 4674
m=3 |-5051 A 107 TUB 5, 35 | 6169077 | 660 10T | L 63, 10 Gl
7 : —— - -+ = g prpeT w—
m=5 |416.40°| 3 4. 45" 4018890 |4,238.10 | 3,219.70 | 3.3 40~ 0,000 384077 19840
i 53 :
> |4,063 10 L,,?oacsna"’i,,nsc.qa 1448 .49 | 0,308 0,2653 |0,0103 0,218 |0, 211
Bxack | 4,024] 1,456 | st {40 45 0,014 | 6,21y
cocfficient <
molici] 4.2°/0 q-a% Pa‘ID P.a P
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Dans le tableav suivant nous monptropns 1.
vers la sclution exacte avec le nambre o
les croissant.

Pour une plaque carrée ozotrope simplemont

uniformément

chargae.

\
x\.i'.L:HE:;E: BE N i B S "?:j?:br";-'“— Temp s
LIGNES De 407° 4o~ ey fhu,u d’execohion
NODALES TERMES ireratio.
- 5 4,03L18 54850 5,043l L
N 9 4,0923 | 5,807 5,024 Lr 5
. 5 4,064L y, 831 b, 846 c 5
- 9 L,,0639 4,831 ;,82¢ 3
. 5 l;,06312 L,835¢8 L, 82¢% 3 I
3 L, 06L6 L, 8238 L, 8068 g
5 L, 0630 L, 8135 L, 82¢# g
. = 10824 4,8115 i, 8041 - 412
. 2 4,0630 | Y, 806 4,818¢ 4z Ao
. 5 l,06296 | &, 339¢ L, 815¢ - A1
9 4, 06241 | ,393¢ 4,7353 29
.. 5 4,0623¢ 4,331 L, 81 L2 B
| 4,06241 | L4, 3312 MESIN L4
MACT 0,0040623 | 0,04 %9 0,04 #9
WLTTFLICA- 74/ (o
EUR
.2 matrice de rigidite a une longusur de bande constuanie poud

:ous leg cas étudiég(iﬂﬁ,=4)
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Exemple A
Plague carrés arthot rope simplement appuvdas {(2a0m b

forme) moitié de la plaque divizde en § bandos .

Dy = 5,6025 . D, ; = =
i | w @ m G el
Dy =0,3315. Dy

= )

Nom bre J'harmqniquu‘

mo= 1 4,45391 41,7030 §,5060

U
T
L
|
|

-000355 |[-0,0326 |.0,4%50

0,000%4¢ | 0,00¢30% | 01031

Somme I 4450300 [1,6830 &, 1340
Exact 4,51 0000 | 4,1800 114,00

- - - - ’ L

Cogfficisnt ;‘1]1) q 2t 3%
. 5 e X

Multiplicatif L L

Exemple b

Plague carree isotrope appuyde sur 3 cotés el SRCAsShrée 4
42 goumise a une charge uniforme. ( nombre de bandes = 10)

1/ Utilisation série de fonction (1) S8,

utiliser la symeétrie et on est ohblisa Pla
conplate
Nomlbre W (10'-‘)[ [ (‘IO-" 1 4 -1
J'harmﬂnfﬂjuul dutentre  au cc:!-r-# ) au CLZ, ,rf )
= = e
- \ ,634300 | 4,01988 |3 %¢ s ,n -
|
I T
m=3 \.0,045900 0,15CF |-0 4k e3 ;
e |
_— ‘oloo;,frca 0,031 |o, 1023 2 ,
‘ 3 |3yl 32 : -
| = 2,788609 |3,3C4 4 =TS
Exack 1, 800000 | 3,9000 3, 4000
w:.l,‘mu]hP?fcahor c}]“[D - 4% gat
CONCLUSION
Les resultats obtenus gont trés satisfaisants guand
compare avec les solutions exactes. Le nombre de bondes
necessalres & une bonne approximation cst e i

(S bandes) alnsi que le temps Jd'exdonticon.
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Le fait d'utiliger les fonctions de formes des poutres ne
Spermet pas la continuite des moments de torsion aux lignes
nodales, pour cela nous suggercons l'utilisation de bapdes
d'ardre =upérieure HOZ & 3 degrés de libertd par 1
nodales (polynome qguintiqu ) L Zéme crant lua cout L 31

oxt
Pour plus de précision et l'utilisation d'un nombre noindre
d'eélément on peut aus=zi utiliser des bandas d'ordres supd
rieures HO3 a ligne nodale interne et deux degrdés de 1i-
berté par noeud (la ligne nodale est é&limiress dans 10 assepn-
blage par la technique de condensation statique).

b | YY)

ey
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PARTIE C : COMPORTEMENT MEMBRANAIRE



CHAPITRE V : THEORIE DE L'ELASTICITE

PLANE.
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THEORIE DE L'ELASTICITE PLANE

I. RAPPELS D'ELASTICITE LINEAIRE TRIDIMENSIONNELLE kS

I.1.

Introduction

Sous l'action de forces extérieures (forces surfaciques
et forces de volume) un solide devient le siege d'un
champ de contraintes et d'un champ de déformation.

On appelle milieu élastique, un milieu répondant aux deux
hypothéses suivantes :

*

A

On suppose que le materiau est homogeéne, que la matiere
qui le constitue est un milieu continu et qu'il occupe
un domaine continu et borné de l'espace.

Sous l'action d'une sollicitation donnée, les déforma-
tions sont supposées lentes et petites et par conséquent
a chaque instant le matériau est dans un état d'équilibre
et que sa température ne varie pas, c'est a dire que si
les actions extérieures cessent d'ac:r, le corps revient
4 son état initial.

priori, les relations, contraintes-aéformations peuvent

étre fonction du point considéré, du Lemps et de la tempé-
rature.

Vu sous cet angle le probléme devient treés complexe, c'est
pourquoi nous compléterons les hypothéses initiales par les
hypothéses complémentaires suivantes

*

On considére toujours le corps déformé a une certaine tem-
pérature Bo (constante dans tout le corps) et on admet
l'existance d'un état neutre en 1'absence de forces exté-
rieures.

On suppose que 1'état de déformation du corps est indé-
pendant du temps (pas de phénomeéne de relaxation, adap-
tation, fluage, fatique, etc....)

Il en découle donc qu'un méme état de déformation conduit

a

un méme état de contrainte quelque soit le point intérieur

au corps, et que les contraintes sont donc des fonctions
linéaires et homogénes des déformations.
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1.2. Relations physiques entre contraintes et déformations :
Loi générale de HOOKE

L'état de contrainte ainsi que 1'état de déformation, au
sein d'un solide élastique sont définis respectivement par
les tenseurs symétriques suivants

d»w G:J. "4/3 811 541, 543
(Z)= g; sﬁ %; ef (E): € %1 %3 (5'1)
g; %1 55 ,gm '%l %3
aveé :
o= 5 L
t #A

Pour un matériau élastique linéaire, et pour des petites
déformations, la généralisation de la loi de Hooke peut se
mettre sous la forme matricielle suivante

6:12 -3'11 dﬂ.. ‘:1451 Eﬂ.
6, T~ TR - <L
= : €1 (5 - 1)
gzz é-ll
& )
&) Ldg a. - alla,
Les 36 constantes ag' sont appelées, constantes élastiques.

L'expérience montre qu'en élasticité linédaire des petites dé-
formations, il y a correspondance biunivoque entre 1'état de
contrainte et 1'état de déformation.

Il en résulte donc que la matrice (5-1) est inversible.

Pour un matériau homogéne, isotrope le nombre de constantes
€lastiques est réduit a deux : )\chfl

avec :
. B= Ep+ € v €3, coefficient de dilatation volumique.

§ij : symbole de KRONECKER.
8ij : 0 pour i
8ij : 1 pour i = j
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A et//x coefficients de Lame

A= .__4._‘_? & ek S ___E.;_._k,_
(4-27)(14+ ) S (14 V)

~E et ¥V module de Young et coefficient de Poisson respective-
ment .

1.5. Equations genérales de 1'élasticité

a) Equations de 1'équilibre statique

al. Les forces de volume.

26
o By 23

L'état de contrainte dans le corps chargé varie d'un
point & l'autre et les composantes des contraintes sont
donc des fonctions des coordonnées du point

6r= 6 (14,3) ) G- S (ny,3) .

““ 11

On suppose que ces fonctions sont continues et dévelop-
pables en série de TAYLOR, ce qui est justifié par les
hypothéses du milieu continu, et qu'elles sont telles
que le parallélipipéde dx, dy, dz soit en équilibre
(fig 5.1)
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Si nous désignons par X, Y, Z les composantes de cette
force par unité de volume, les équations d'équilibre
obtenues en faisant le bilan des forces élastiques agis-
sant sur 1'élément prennent la forme :

.

o6, Y- d6;
+ +

e @y B

3, S, Beh, v o (5-Y)
Ix 3j 33

_a_g_‘-f ?&+ 9"——6;;* z
™ Ay . 23

+ X =0

=0

Remarque :

Les moments de toutes ces forces et des forces de volume

sont négligeables. L'équilibre se traduit donc uniquement
par l'équilibre des forces.

a2. Conditions aux limites :

Les fonctions 6u s Sy 673, Gy G1y, Gy doivent aussi satis-
faire aux conditions aux limites résultant de l'équilibre
d'un tétraedre élémentaire et qui sont en désignant par
X, Y, Z les composantes de la résultante des forces agis-
sant en surface par unité d'aire, au point considéré

)_(1- G:.,Ef- g:z,-""--r €3.-h =0
;f + GJ.,Z-Er € m + C'Jz.s-"“’- (5- 5)

Zs 4l ¢ Eym o+ E5nz0

1, m et n étant les cosinus directeurs de la normale ex-
térieure a la surface du corps au point considéré.

b. Equations géométriques :

Considérons un élément dx, dy, dz d'un corps élastique.

k iy

5 — 3
/ B " d
Je

xt///A c jﬁ 5.3

Si le corps subit une déformation et que U, V, W saont
les composantes du déplacement du point 0, (On admettra
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que ces composantes sont des infiniments petits que
varient d'une maniére continue dans la volume du
corps), le déplacement dans la direction des x d'un
point voisin A situé sur 1'axe des x i la distance
dx du point 0 sera

u + U

ox

L'accroissement de longueur de 1'élement 0OA, par suite
de le déformation, est done 2Y 4x Par conséquent

l'allongement par unité de lonﬁueur au point 0 dans la
direction des x est

dx

9x

De la méme maniére les allongements dans le sens des y
et des z seront respectivement Y ot dw_

33 35
Considérons maintenant la modification subie par l'angle
que forment entre eux les éléments 0OA et 0B.
Si U et V représentent les déplacements du point 0
dans les directions x et y, le déplacement du point A
dans la direction y et celle du point B dans la direc-
tion x seront respectivement

x 33 -
0 A )
v_‘____l___'_ \/.,,'-a—yc‘x.
] X
|
I A’
=4
B |
l
l F
A B’ iq 5.3

Par suite de ce déplacement, la nouvelle direction 0'A!
de 1'élément OA fera avec la direction initiale un angle
extrémement petit <%

De méme la direction 0'B' fera avec 0B un petit. angle £l
On en déduit que l'angle primitivement rectangle que
falsaient entre eux OA et 0B est diminué de 24 , 3Y
C'est la déformation transversale entre les plu%s X2
yz (distorsion).

et

Les déformations transversales entre les plans xy et xz

et entre les plans yx et Yz seront obtenues de la méme
maniere.
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Ainsi les équations géométriques obtenues sont les
sulivantes :

€ = E_U_ : E = 3y v
# T ) Vit 33 + -

v . du dw
€ A & - @4 oW 5.
2 35 J 13 33 + 3x ( C)
& Iw E . Bv dw
P/ J 13° — + —

c. Equations de compatibilité :

Si 1'on se donne arbitrairement six fonctions €ij, il
n'y a aucune raison pour qu'elles soient les composan-
tes d'un tenseur de déformation. Les fonctions de défor-
mation €ij doivent donc satisfaire & un ensemble de

conditions, dites conditions de compatibilité (ou d'in-
tégrabilité) des déformations.

Ces équations sont au nombre de six

O

925’: + Ei"l -1 ’aLETL ; 3 (_ A&z, N 913 '*_ Fﬁ:.) : '34‘&71
33 dx 3:.33 S 2% 3y 23 / A 32
3161.1 9‘655 5 2 3‘.515 A a ’3‘515 2 £|3 D& ' ELEQL
el i v ’ ) N ):
3 4 y % 9y 1 8x 3y 93 3x %
2 2 N :
‘a{ﬂ.}_ aé“ w2, BEB - l[ ?i‘-” + :2_'5_13 _ '351{,)_ 9&533
9x* 35" ox gé : 35 dx :\'j 33 ) dx 'aj

l.4.Méthodes de résolution des problémes d'él. sticité

L'analyse d'un solide en élasticité & conuuit & considérer
- 3 fonctions de déplacement (u, v, w)

- 6 composantes du tenseur de déformation

- 6 composantes du tenseur de contrainte.

soient alors 15 fonctions inconnues.

Pour résoudre le probléme, on dispose
* Données

loi de répartition des forces de surface
loi de distribution des forces de volume
les caractéristiques mécaniques du corps
des caractéristiques géométriques.

* Equations:

- 6 équations géométriques + 6 conditions de compatibiliteé

- 3 équations d'équilibre + 3 conditions aux limites
- 6 relations physiques.
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La résolution d'un probléme d'élasticité se raméne & 1'inté-
gration d'un systéme de 15 équations aux dérivées partielles
en tenant compte des 09 conditions.

Les conditions aux limites pouvant étre soit en déplacement

soit en forces nous distinguons ainsi deux méthodes de réso-
lution.

a) Méthode des déplacements :

Elle consiste & prendre comme inconnues, les trois compo-
santes du vecteur déplacement (u, v, w)

Elle est & utiliser notamment lorsqu'on impose sur la
frontiére du corps des conditions aux déplacements.

On utilise alors les équations d'équilibre ol seuls les
déplacements (u, v, w) y figurent (équations de NAVIER)

Pour cela nous remplagons dans les équations (5-3) les
déformations par leurs valeurs (5-6)

Les valeurs des contraintes ainsi obtenues sont introdui-
tes dans les équations d'équilibre.

b) Méthode des forces :

Ici les inconnues étant les composantes du tenseur des
contraintes. Cette méthode est conseillée lorsqu'on se
donne sur les frontiéres les forces surfaciques liées

aux contraintes par les équations (5-5). Les équations de
compatibilité peuvent étre transformées en relations entre
les composantes des contraintes et les forces de volume
(Equations de BELTRAMI) en utilisant les équations d'équi-
libre et la loi de HOOKE.

1.5. Energie de d$formation :

Considérons un élément volumique dxdydz. L'énergie accumulée
dans un volume élémentaire est égal au travail des forces
€lastiques agissant sur les faces.

43

7 /

P A
by ‘
/ I
B c L.
FJ.; ./ v / Jé :
éx“ Qu_ p En B . 5
N
R AR
:,1
A J C ‘ 5.1
dy §'g
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Explicitons le travail de ces forces

En supposant la face P'A'BP fixe, on fait subir un déplace-
ment & la face B'C'CA qui est dd a la déformation.
Les projections sur les axes Pxyz de ce déplacement sont

Agudx_, Eﬂc‘x . E”c\,x

Le travail de ces forces élastiques est
'% (:11'611+ S+ 6, 213) dx dﬂ ‘Jj

(les relations contraintes-déformations étant linéaires)

Le travail des contraintes sur les deux autres couples de
face s'expriment de la méme fagon.

L'énergie élémentaire emmagasinée dans i'élément du solide
est

dv\é: = (g G+ G:t'ea.i* S a5+ SiuSuw S5 €3 + Cy é“)'dx djdj (?.g)

i3 n N

L'énergie de déformation du solide est donc

W:/ GIWC
v

V. éf‘ah.f‘ 1: volume Fobal du SOL'CL:.
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2. ELASTICITE PLANE EN COORDONNEES CARTESIENNES :

2.1. Etat plan de déformation :

* Définition

On dit qu'il y a déformation plane parallélement au
plan oxy si

H
o < =

u
%
W =

(1,y)
)

(1.4 (5.9)

Dans chaque plan a coté z = constante, la déformation

est la méme d'ol 3 composantes du tenseur de déforma-
tion nulles

ez 3w/3§ =0.

&43: ow [ax + %U/Bé:o

foys 'aw/'aﬂ N Dvlaé;o.

et 3 composantes du tenseur de déformation en fonction
de x et y

gizaufax

£, = 3V/93

&= €= IV/3x du/ay

La matrice du tenseur de déformation dans un repere
orthonormé est donc

E'ﬂ E1L O-
£, €, © (5.10)
0 c O

* Tenseur des contraintes

La matrice du tenseur des contraintes dans un re

pere
orthonormé est :

€ € ©

G S (5-41)
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* Relations contraintes-déformations 3

sy

Pour un matériau homogéne, on a

%:2/4-5'“1.3-9

= 2. &
G/JL /“ AL (5..}2')
g = -?./u EZ.L+ B

1

3y = _AQ

avec B = & _,¢ dilatation cubique

&

Les déformations s'expriment en fonction des contraintes.

£ =_ A+ [(1-0){-3.:1,
E

"

149 [ 4.
£, - . __E__[{ v).€,- V€] (5.13)

12
e . 1.(1+79) c
e
avec
V. X o
R Coefficient de PQOISSON

Z(Ay.n)
Ec u. 3A+%¢ module de YOUNG

livp

* Equations d'équilibre statique

** Les forces de volume (x, y)

36, 1% 4 V6, /3= x
(5-14)
’AG:,/QI-;- Q)G:L/gg: y
*¥%* Conditions aux limites
5(-.1. G:.Pfql,!‘ﬂ:()
N (5-45)
>’+ G;-Er €, m=0

(x,y¥) forces appliquées sur un élément de surface
ds d'orientation q (1, m)

* Equations de compatibilité :

Les équations (5-7) se réduisent & une seule

alEﬁ + ‘atﬁu = o ‘a.LE'ﬂ. [515)
'agl' ot Ax 33 I
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Cette équation peut s'exprimer de fagon simple en
fonction des contraintes.

Dérivons a cet effet, la premiére condition d'équili-
bre par rapport a x, la seconde équation par rapport
a x, la seconde équation par rapport a y et faisons
la somme

4 1
9 36 _ 3 Y L. €

—_— o me—— =

Br% T Jx Qj Thl ajl

La relation ci-dessus ainsi que les expressions des
composantes de la.déformation permettent de transfor-
mer la condition (5-16) qui devient

XL 19 (24, i&)_o(fﬁ+ﬁﬁ)+&+§§

ax 9y oxt oyt W e Ty
A( ET;+G;2):4___. cJJ'V.F? {5_1'})
-V i

A Zkant I’Dpc'r'ah:ur Lc’lp’acrlen

-Dans le cas ou X et Y sont nuls ou constants, cette
condition se réduit a

A(g;J,r;u):o (5.13)

* Exemples de déformation plane :

Cas du mur d'un barrage de section constante soumis a
son poids propre et & la pression de 1l'eau

] LEX O 40 &V 7 B 7 7 &

" —5
jlgurd 5
Remargue . :

Une déformation plane n'entraine pas une contrainte

plane car
GZSZ#O'
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Résumé :

Les fonctions 6, 6;,, 6, doivent satisfaire
aux conditions d'équilibre
aux conditions aux limites
a la condition de compatibilité
6; sSé déduit immédiatement de la connaissance de

2.2. Etat plan de contrainte :

* Définition : .

Il y a contrainte plane lorsque les forces de volume
sont paralléles au plan de la plaque et distribuées
uniformément suivant 1'épaisseur de la plaque et
lorsque les forces de surface sont appliquées sur le
contour de la plaque et distribuges uniformément sur
l'épaisseur, les faces latérales de la plaque demeu-
rant libres.

o I

— X - - X

Jigure 5.6

*
N
Il y a état plan de contrainte par rapportrgu plan oxy

si
6.:0 c.

33 43 = 13

O ek E_/:O

matrice du tenseur des contraites

. €, ©
Eéf € O (5'13)
°© o0 o,

et
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* Tenseur des déformations

La matrice du tenseur des déformations est

£ &y O
]
&y &, O (5-10)
0O 0 g,
avec pour le cas d'un matériau homogéne et isotro-
pe :
1 =
€= 2 (g;_ u.r;;)
=
éu' i ( 2z~ V. 1‘!)

(5.17)
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* Equations d'équilibre statiques :

** Forces de volume (x,y)

36,/3x + 36, /3y 4 x-o0

9€,/3x 4 3¢, /3y 4 y =0 (5.12)

Z= O

Les forces de volume doivent étre paralléles au plan oxy

**¥ Conditions aux limites :

Quelle que_ioit l'orientation de 1'élément dS considéré
défini par q (1, m)
E.6;+m.671= X
E. gu'-l.m_ g’u= )/ (5_23)
o -z

Les forces extérieures doivent étre paralléles au
plan oxy.

* Equations de compatibilité :

Les équations (5-7) se réduisent a

5.1
2" €53 . ( h)
ax 3y :

2. e _ ey, y 3 ey

BxQJ 33* ox*

Si on exprime cette dernidre condition de compatibilité
en fonction des composantes du tenseur des contraintes

et en tenant compte des équations d'équilibre (5-22)
on aboutit a
1 PN

[ 0 3 (o) = (09) (2, 2

A (&) 6u)e(1.9) dv F (5.15)

Dans le cas ou X et Y sont nuls ou constants, cette
condition se réduit 3

AN oA n); ‘cs_ (5-2¢)

ou
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Remarques :

- En général %5 est donnée par la relation
EH;% o i Bl
n'est pas une fonction linéaire en x et y c= quil entrai-
ne que les trois premiéres conditions de compatibilité
ne sont pas satisfaites.
Ceci vient du fait que dans la déformation les faces
latérales ne restent plus planes ni paralléles.

- En général les conditions aux limites, les conditions ik
d'équilibre et la condition de compatibilité : A () +Bu)= (V) div.F
: suffisent pour déterminer complétement un pro-
bleme de contraintes planes ; on a alors une solution
trés proche de la réalité méme si les trois autres con-
ditions de compatibilité ne sont pas rigoureusement sa-
tisfaites.

-
Lorsque div .F =0 la répartition des contraintes

est la méme que 1l'on ait & faire & une déformation plane
ou a une contrainte plane (ce n'est pas le cas pour )

—
Lorsque div F =0, on peut passer aisement des formules re-
latives aux contraintes planes aux formules relatives aux
déformations planes de la maniére suivante

£
1. 9t

et le coefficient de Poisson 2 __2___
A_D

On assume le module de Young 3
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2.3. Fonction de contrainte (fonction d"AIRY)

La solution d'un probléme & deux dimensions se ramene 2
l'intégration

- des équations de 1l'équilibre
- de l'équation de compatibilité
- des équations aux limites

Examinons le cas le plus fréquent ol le poids du corps
constitue la seule force de volume.
Les équations a satisfaire sont

* bquations d'équilibre

36/314- 3(11/3:‘;0

BEL/aj+ 6, /6% +—fj=0

* Equation de compatibilité
A (G;'l‘ G:z.): o.

La solution trouvée a ces équations doit vérifier les con-
ditions aux limites.

La méthode habituelle, employée pour résoudre ces équations
consite a chercher une fonction unique (x,y) dite fonction
de contrainte ou fonction d'AIRY.

Cette fonction étant telle que

4 5 2
6::.' ng ..-fjj g gu_’: 9¢ _fjj 2 G‘;‘.:ﬁ-ﬁ_ [5—_14)
aj‘ ax* dxdy
Les deux équations d'équilibre sont alors vérifides.
La vrai solution du probléme est celle Gul satisfait égale-
ment a l'équation de compatibilité.
En introduisant dans 1'équation de compa ibilité les valeurs

des composantes de contraintes données, on trouve que la
fonction doit satisfaire 1l'équation
¥ y y
ANG. 22,2 38 ¢ (5. 26)
dxh Qxl%j/" By"'

Par conséquent, la solution d'un probléme & 2 dimensions
lorsque le poids du corps est la seule force de volume, se
réduit a la recherche des solutions a 1'équation ( 5-18 )
et qui satisfait également aux conditions aux limites sui-

vantes
X:.E_a_é..m_ai__%fj

B Ay* afa (5_23)
>/:_P. ?__é + 7. ify- _,Pj H’).Gf/.

az§y 3x*
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e

* Cas plus général ou F dérive d'un potentiel

Ou alors
x.—. _'BV/Bx (5,30)
Y=-V/ 3y
Si on pose
ral.
51:' a;f‘v
6,=3% _ v (5-31)
¢t '
cee BB
ngj/

Les équations d'équilibre qui s'écrivent

3-{51—‘f)+ 2en 2@

"

2x 93 (5-32)
2 LR e 20

sont alors vérifides.

L'équation de compatibilité s'écrit

pour une déformation plane

AAG - 1-27 A~y
17-v
pour une contrainte plane

ADG = (1-V) AV

Les conditions aux limites a vérifier sont

P (ﬁ_v)_m_ 3¢ . X .o

(5-33)

oy* ) (5.3y)
P 2'¢ (25 ), Y-
9xay +m(2x‘ )*y .

* Solutions en prenant un polynéme comme fonction d'AIRY

On suppose X et Y nuls donc

S B ST )

" '33" ’ n St P I 3,{9_9
et

AN - o0

Soit # un polynéme homogeéne de degré n dépendant de n+l
constantes arbitraires.

FAWANE entraine (n-3) relations linédaires entre ces
constantes. :

Il reste quatre constantes indépendantes a déterminer.
Cette détermination s'effectuera a 1'aide des conditions
aux limites.

Par superposition de polynomes de degré différents on ar-
rivera & la solution générale du probleme.
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Remarque :
Tous les polynomes de degré 1, 2, et 3 vérifient AZ}¢: 0.
a) Polyndme du premier degré |
6,= 6, =6,=o0 ne méne a rien.
b) Polynéme du second degré

I P Ca 2
C}Jl_ ?.I +J:"xj+-i_fj
soit C,=C, ,65=a, . 6,=-b

<

c) Polyndme du troisiéme degré

_ 4; # EL ’ Cj 2 c;_, 3
(b3—-—-x#-l—1xj1'71}j+-—-}j

3-2 3'.2
soit 6= Cx +<ﬁj
g;l.: ayx {-bgj
gTL = _LDJI— Cjﬂ
d) Polynéme du quatrieéme degré :
aq Y b C z d e y
= ' r _1_1 Yoy ¥ Y
t e O I B ST i
T3 EN j 3.1 Y 3
/_\chbzo entraine la relation
Cq+c1“+2-“‘-'., =0
soit
L
Bi= Cuxy th*‘(zcu*‘;*)jz
i
2= &“1+qux +qul
En = —jixf—lﬁ- z _ A*.
2 ] Fy
e) Polyndme du cinqui&éme degré
5
¢%:.ii.1 b xy j Fad. s v fs ur®
5 o
Y .3 .3 5.4

AA ¢:O entraine 2 relations
€s+lcgsda5: o

55+ 1.ds + 3.{5; o
soit

3

G, < 3_5 x clsxlj_ [2.c5+3..15)xyl_.} (L5+2.A5J 33
3 2

b= d5 % 4 551j+csxﬂl+-i—5j3

_ 4 3 L 1 3
Eﬁ--gigx_.%xj_chy +% YLC5+39Jﬁ .
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Conclusion :

La méthode analytique de la fonction d'Airy n'est
applicable qu'aux problémes simples de géométrie

et conditions limites réqulieéres.

Il est alors nécessaire d'utiliser les méthodes nu-
mériques qui sont plus pratiques et universelles.

Parmi ces méthodes on peut citer

- méthode des différences finies

- méthode des éléments finis

- méthode des bandes finies

- méthode des éléments frontiéres.

1

Nous développerons la méthode des bandcsdﬁnﬂx
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CHAPITRE VI : APPLICATION DE LA METHODE DES
BANDES FINIES DANS L'ANALYSE
DES PROBLEMES D'ELASTICITE PLANE

EN COORDONNEES RECTANGULAIRES.
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APPLICATION DE LA METHODE DES BANDES FINIES DANS L "ANALYSE

I. INTRODUCTION :

Dans ce chapitre, nous allons traiter le probleme de 1'élasti-

cité bidimensionnelle. La méthode des bandes finies consistant

a subdiviser la structure par des lignes immaginaires paralleles

en un certain nombre d'éléments connectés les uns aux autres

par des lignes nodales, permet d'approcher les déplacements U

et V respectivement & l1'intérieur de chaque bande par des fonc-

tions U (x,y) et V (x,y) telles que y
e

jl'a . 6.1

avec
m : un paramétre entier positif
Ym (y) : une fonction de y (fonction de base) satisfaisant
, aux conditions aux limites suivant vy
Ym' (y) : la dérivée premiére de Ym (y)
Fm (x) : un polynome en x reliant les paramétres de dépla-
3 cement nodaux Uim et Ujm.
Fm (x) : un polynome en x reliant les parametres de dépla-
cement nodaux Vim et Vjm.

On raméne donc un probléme bidimensionnel & un probleme unidi-
mensionnel analogue & celui d'une barre & deux degrés de liber-
té par noeud

un déplacement longitudinal U Ve v
un déplacement transversal i y
P  ———F
L
jl’ 6-1 . —A’r
J ¥ Z

Cette formulation étant basée sur la relation communément utili-
sée dans la théorie des barres en petites déformations, qui re-
lie le déplacement longitudinal U au déplacement transversal V
par la formule
V = cte x L5
dy
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Dans notre étude nous utiliserons deux formes de déplacement

- Bande simplement appuyée suivant y : U:o :}EE:O 3 3: o a g:&
|9

(= ;1 {(1_95.).L1‘-m+ (_',r'g) UJ"‘] sin Ilmg
r

V- L H"'ﬁ)"’fn*%)'\ﬁ'm]' os kg

(6.2

avec

B[] oy
avec

- L'équation (6-3) ne vérifie pas la forme (6-1).
En effet si 1'on adoptair la relation (6-1) pour le cas d'une
bande encastrée & ces deux extrémités, la contrainte de cisail-

lement
z - G(au 11!)
d {331-3x

serait alors nulle. Ce qui est impossible dans le cas d'une
poutre car cela signifie qu'il n'y a pas de réaction résis-
tant aux chargements verticaux ( R zﬂ'ék )

- Dans la formulation générale du probléme on adoptera les
fonctions de déplgcement sulvantes

4Bl )0
VR (g erlE) 4] e

- L'application directe de la méthode reste limitée et peut com-
prendre par exemple les poutres cloisons, les poutres multi-
couches, les fondations multicouches etc...

Mais ces bandes d'élasticité plane, deviennent d'une importance
considérable lorsqu'elles sont combinées 3 celles de la flexion
pour l'analyse des plaques raidies, plaques pliées, poutres
caisson de ponts.

- (Uim, Ujm, Vim, Vjm) sont des inconnues dont 1la signification
physique est l'amplitude du miéme hormonique des fonctions de
translation des lignes adjacentes a la bande (lignes nodales).
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ETUDE D'UNE BANDE EN CONTRAINTES PLANES

-
-

y

(6.¢)

2.1. Foncltions de déplacement :
Mettons 1'équation (6-4) sous forme matricielle
u = [ a , ]
= Z Cm]{S};[C]{S} \\6$5)
\V} mz1 m
avec Uiy ( } |
V. 4%
ed nd E'xm' 0
{gl 4, s 4 B =Tl
Vi 11- X
i o If1-%
2.2. Déformations :
Ayant les fonctions de déplacement exprimons les déforma-
tions en fonction des paramétres de déplacement nodaux.
EJ; 'Bufax
{e}: &} =4 v/ay Z[B] {8} - (]
B;J qu f By +9V/ox m=1
avec
B |
4 1 4
~ghm 1O | L w1 ©
PSRV Rt
0 o} | m
[@m~ _“_____%.__.)?e 4 B _f3m
/ X oyt |4
.- | - X,
L( b) m | b Ylm | b /L Ylm
2.3. Contraintes :

L'état de contrainte en chaque point est

le vecteur {;G’} tel que
(¢} {5 |- o0 f
%3
avec [D)
rd, d. o
[D) = | du dn o
0O o dy
L

J

matrice d'élasticité donnée par

représenté par
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- Pour les matériaux orthotropes

ou

- Pour

= L Cdyed e 4.5 d,- G
4-3133 4 DDJ 4—2-‘)3
EEX 3 Ey) modules de Young suivant x et y respectivement.
(Vx, Vy) coefficients de Poisson suivant x et y respec-
tivement.
Gxy module d'élasticité transversal

les matériaux isotropes

oMy

Donc

(H)m

E
d-d,- A
4::* TR 4P
coefficient de Poisson
module de Young
module d'élasticité transversal

=G

33

(6-%)

() mnf tel, 5] £ 0, {5}

est la matrice contrainte donnée par -:

-3 Ve DR e IRV 1% B dim
___________________ T=====
[Hm] = "ﬂb- 91 %m = Dn_(/]-%).)/l;‘ -]L‘AE [31 | ’x; Dy, Zn':u [6'9)
___________________ —'. —_—— —— ——
i (1"11_:)%3)4::1 l %Dlj Xm | % DB 4;1 : ’Ag D33 Xm |

2.4, Matrice de riqidité et vecteur

chargement élémentaire

(1

2.4.1.

Matrice de rigidité :

L'épaisseur de la bande
(1-16) prendra la Forme

£s) _rlfj Ea]

t : étant 1 epalsseur de la bande
En intégrant 1l'expression (6-8) nous obtenons la
forme générale de la sous matrice (S)mn

étant constante,
suivante

[07.08], . dx dy

la relation



_%aqﬁ 2.5 0, :-%(chz"'DzaﬁJ 1505 20,5 17 (-GDatB Dy
4088,0) [dnAaing | 1le-8,q) 1Ea R IhE
—7“;_[21_5;_%_0,:&" :;(D (,-D,8) : D€, 20,F if—(%fﬁ D, 8,)
2(RBeDC) L RADR 12D, 3.0,0) TR0 5 A0 e
0& 8. a

A-‘l-—j Xm Ymdél J A?-:J,Xn >/1rn 5

Remarque :

Vu la propriété d'orthogonalité des
Y2m, les intégrales :

A, A, E < £

s'annulent pour m #n.

fonctions de base Ylm et

(6.9



Type de chargement

Uniformément réparti

de composantes

gx : suivant x
qy : suivant y

g linéique uniforme

suivant la droite

x = x1

Concentrée au point

P (XC:YC) de

composantes
Pcx : suivant x
Pcy : suivant y

Expression du

chargement

r%/?”m £

5 /e
sf—’z 7x/ b

7y ﬁ’i i

\

70-8 S {4}

A 3

0

O

P (1- 2.5, ()

”%y (7- %) Vi (50
2;— >4WC%J

)?j -xZ- >4m (é’c)

R ET N ¢

E;}uawal? q‘U:Lu'aE_J =4
=L0T1-

=21
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CAS PARTICULIER :

En pratique, les appuis les plus fréquement rencontrés étant

Appuis simples
Encastrements

Dans ce qui suit nous traitons en détail le cas des bandes

simplement appuyées aux deux extrémités

3.1. Bande simplement appuyée suivant y =

* Fonction de déplacement :
Les déplacements U et V dans les directions x et y res-
pectivement de tous les points de la bande, s'expriment
par la relation (6-2)

Sous forme matricielle

. I | . I
{u}zf Prllobay o i xenha O | V| oy
Vv m=1 0 :(’I_ .XE) cos Lm;l: o | .E.Lo.'.]tmj ujm
' 1 l v-m
Ou plus simplement : d

FRASSUREI

Remarque :

Pour pouvoir tenir compte des déformations initiales, il
faut prendre en considération le zéro iéme terme des sé-
ries de Fourier en cosinue , c'est a dire

VoL, [0 8 (5] s b

mz0

* Déformations :

Pour les problémes de contraintes et déformations planes
le vecteur déformation est donné par

B ’au/ax
{E}: Eé = BV/BJ
2’,':3 3U/33+3Vjax

ol : Ex et Ey représentent les déformations directes
¥ xy la déformation de cisaillement.

En remplacant U et V par leurs valeurs données par

l'équation (6-2), on obtient

;
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[e]- £, el {35) - el fs) (6-#)
avec -
——_- sin : : sin i
____f”_?’___f___o___ﬂ_% e I
o | ey
k (1-3‘.)@5'1"\3 |I b caskmg [ikmstkmﬂ 1 cos hmj

* Contraintes :

(:€.12)

L'état de contrainte_en chaque point de la bande est représen-

té par le vecteur {G} tel que

{s’}; "

;

Tx g

o144

avec (D) matrice d'élasticité donnée par la relation (6-7)

La matrice contrainte prend alors la forme

-ﬂl‘slnkng : -cl“..lz (-E)smkgl dy sf"\l?;n | —%Lstl'nLné
———————— ]._ _—— — e — —— — e —— _— e —_——— — -
: I : [ '
{H_]m; _:‘_E;y_“i_ﬁ___ ::f-tli (1_%) sink :: ‘_IL_: s.nlzmld : - ‘%& x k_sink 3
. ! __________________
0 =43 L cos 3 J
I J,,.ﬁkm (1-%): s‘;“lif _clg_ kmg Il i},.l{mxcuskm” _:: ca.skm

~ * Matrice de rigidité élémentaire :

(6-13)

Dans le cas particulier d'une bande simplement appuyés a

ses deux extrémités,

c'est a dire que (S)mn = o pour m#n

L'expression (6- 9 ) prend donc la forme

la matrice de rigidité est découplée,

r . | -
4D abD, | ’
2k 6 L SjmcFr.'.:iuc
a-hm<bi1P a'k’"'DJl lab lq'tDu a‘D.n—}
[S) = t.|—u v Tk | (6.48)
mn _aDy a.!a.k,';DJ’:__ ak D, _a L‘.D”jl ab,  abk, G 7[
1b 42y - b Y, 1b c ,
a.k..D, a.la..D,uif a.b.kiD, aDy|_akD . a.km.unll ab. kD, , a.D,
}t b | 1L i.b I 4 It I C I b



Type de
chargement

Uniformément réparti
de composantes

gx suivant x
qy suivant vy

Linéique uniforme
q suivant la droite
X = x1

Concentrée au
point P(Xc,Yc)

Pc x : suivantx
Py : suiuant7

Expression du
vecteur char-
gement élément.

qb - )" ) j
9k ;
[0}

1%
E
(8]
A
k &
" E
(o]

/2x(7-%§)9hL%X )

~

~D

X

Skaﬂ

a0
L B S

Cos km)lc J

P7, (4- "_‘:) cos hmYc >

:‘a,!_!e__luawg[;' _lu:uJag,Jex':) _;n?_l'.)?/\r
-011- -
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CHAPITRE VII : PRESENTATION DU PROGRAMME PLBANDE
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Ce programmne est =xac

tement identique au programme FL O BANDE
dans toutes =as structures, on a seulement changé loas ma-
trices de rigidité et vecteur de chargement &lémentaires

PL BANDE est congu pour réscudre le
eimplemant appuyéd sur deux cotés
leur plan de maniers quelcongues.

p
==

< p j::' 15

\_'l“'* s 11 r:aﬁl'_."_::"

e

P? l |1L;i Lt
=32

EXEMPLE

Four illustrer 1'application de la méthode des

& l'analyse des plaguez en contraintes planes
une poutre cloison chargée upiformément, aopuy
gur deux cotas unmngﬁs, on fera la comparailson
gsultats de l'elasticité et de la flexion pour unhe poutre
sinplenent appuyée sur ses extrémites.
q=0,8 I I I -
1l = 15 |
- 2 |
E = 13400 ! ]
T o= 5 : I
Vv 0,3 | |
‘ l
.
L 4{
2
La golution @xacte r;:;iit determlnda par lLla
La plaque est divisée en 10 bandezs aveo
Dang cet exewnple, nous n'avons pas a in -
tiong aux limites u gque les deux bords
Déplacements verticaus
e -3
M.B.F (407%) ELASTICTE (16°)| FLExTON
e O i (B
3,75 2,41 3L, ED 2,68
7,5 4,72 4, B0 3
p— ‘ ' F CC.{' eXem \
l cmP\S A chthon AU Pi‘ojr'amle POUI +

L2 ms




-113-

Contrainte 6@ dans la section centrale

g
&
B
L
~J
n
=
o
L
£ s
~J
in
I
b
L
Lo
n
-
n
\

=
(oK
1]
-
(]
p3 0
B
L
[
~J
~J
m
1
n
~J
3

Exact 0,8 |0,78 [0,65 0,60 ||0,51 ||0,37 0,23 ©.14 | .07
o .
Contrainte €% dans la section c
Y O Q28 30,75 11,285 | 1,754 2,25 2.5
~ .
- _
MEF 5,644,958 3,74 12,62 | 1,585 0,51 G,03
|
Exact S‘,E-L-} -J,Lgl _-,‘i "_‘l:1L— 1,60 O, 50 =
- 3 B :
Contrainte 'Ziy 4 1'appuoi
Y 0,28|0,725 11,28 11,75 2,501 3 3,76 (4,28 | 4.7
MBF 0,43|1,03 | 1,38 |1,87 {1,64 | 1,49 |1 20 |a Il
- i
Exact 0,3010,82 11,35 |1,85 |1,728 1,65 | 1,35 (o a2 |G

entre le

duges au fai

poutre simp
SN TTEnlte

L
=0y la MBF est

Les resultats obtenus son
reduit de bandes utiligdes
Tl existe des discontinuités
lignes nodales, dues au choix des foncticns de [orames (311
Four eviter ces sauts on calcule les contraintes 3 mi bande
mieux utiliser des bandes d'ordre plus &levé :

]

liberte par ligne nodale (4, BU/w(}V BV/BK 34 Vi
polynones «Lblo ues = it les dép]

et leurs dérivéss

d'ordre plus &lévé

de libterté par noeued (polyoon
J———--f

(HO2)

y L ,
Wl Y/l !

1 V. V)
v N " i
av,/ox /o

t satisfajsants é&tant donrnd le zomboe

des cantraintes atl niveau de
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Les noeuds internes
1

ne sont pas assenblés et sant Sliminds oo
a technique de condensation statique

Ces bandes d'ordre é&lé
un nombre de ban

& donnent deo
des in
farmulation.

erieures,

h <

Dnoaur
ricous



PARTIE D : SUPERPOSITION DES DEUX COMPORTEMENTS

(PLAQUES PLIEES)
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CHAPITRE VIII : ANALYSE DES PLAQUES PLIEES PAR

LA METHODE DES BANDES FINIES

SUPERPOSITION DES DEUX COMPOR-

TEMENTS.
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ANALYSE DES PLAQUES PLIEES PAR LA METHODE DES BANDES FINIES

——— e - — ——— o — ————————— —

L'analyse des structures en plaques pliées a fait 1'objet
de plusieurs recherches a cause de la grande envergure de
ses applications pratiques

- Poutres caissons des ponts
- Toitures des ouvrages industriels
- Coques axisymétriques.

L'une des premiéres méthodes de résolution des problémes de
plaques pliées fut la méthode générale d'élasticite, dévelop-
pée par Goldbery et Leve, programmée et appliquée par De
Fries, Skene et Scordelis comme une approche par la méthode
des rigidités. Cette méthode s'est avérée trées complexe et
difficile & appliquer aux plaques pliées orthotropes et en
analyse dynamique.

La méthode des éléments finis & traité avec succeés les pro-
bléemes des plaques pliées, mais nécessite une grande capaci-
té mémoire et pour le cas des éléments coplanaires, plusieurs
solutions ont été apportées.

La méthode des bandes finies trouve aussi scun application
dans le calcul des plaques pliées et ce fut toujours CHEUNG
qui en 1969, 1'introduisit pour la premiére fois pour 1l'ana-
lyse des plaques pliées prismatiques,en comt nant des bandes
L0Z de flexion et planaires, pour formuler ainsi un élément
de coque.

Cette méthode a eu un grand succeés surtout dans le calcul

des ponts vu sa simplicité de programmation, son nombre ré-
duit de parameétres, le peu d'espace mémoire demandé, et le

temps d'exécution.

ETUDE DES PLAQUES PLIEES PRISMATIQUES :

Dans cette analyse on émet les hypothéses suivantes

- les panneaux de plaques sont constitués de matériaux isotro-
pes ou orthotropes.

- la structure en plaques pliédes est limitée par deux lignes
droites (lignes nodales d'extrémité) et par deux plans aux
supports.
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- Les plaques sont supportées a chaque extrémité par des
diaphragmes infiniment rigides dans leur plan et infi-
niment flexibles en dehors.

On réalise ainsi les conditions idéales d'un appuil
simple de plaque pour les cas membranaires et flexionnels.

- On s'intéressera particuligérement au cas simplement appuyé
(temes de la série découplés) et par conséquent chaque
terme de la série pourra étre calculé séparement.

Toutes les discussions seront relatives au miéme terme.

,F[.j 8-i

Ligne nodale
d7exbremife

c{rbprflr..:?m

2.1. Formulation de la matrice de rigidité :

Pour une bande de coque ou de plaqu: pliée on suppose
qu'il n'y a aucune intéraction entrc les comportements
membranaires et flexionnels (les 02 comportements sont
indépendants).

Par conséquent une bande de plaque pliée ou de coque
peut étre simplement formée & partir de la combinaison
d'une bande de flexion et d'une bande de contrainte
plane de la maniére suivante :

Les déplacements de flexion et membranaires agissent
simultanément.

Dans notre étude nous considérons des bandes L02 c'est
a dire que chaque ligne nodale a 4 composantes de dé-
placement et 4 composantes de forces correspondantes.
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Ces déplacements étant reliés aux forces par la matrice
de rigidité, on peut ainsi écrire

[s),. {5} . {F], (8-1)
i {5} [U|,“ U, v ] {§}

1) 11 1) "L,y 2; J_)
s
m

& T 0 SO T { {J;] (5.3)

o1 [S] [Sazj‘}
[S] o' )
m ( [0 05,0) (8-4)

(2-2)

est une matrice d' ordre (8 x 8)

La sous matrice C5jlmm de la matrice L~ >, est
formée de sous matrices approprlees de la matrlce de
rigidité de flexion LSmem et planaire Esg]
d'ou
_ (59,0 [o]

[ S‘-J]mm z Ixl E (8- 5)

Hxy (el LSl
Voir Lrg 8.3 2x L

Remarque :
Cette procédure reste aussi valable pour les bandes
d'ordre supérieur
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COF\S’-FUCHOFI c:le I-a [\’]ai‘r{Ce C‘L‘_ Rlﬂ.c{u f_c/ C{ ’U ne Band:

PEEEs 5 S0 S
ROy “sposr &
5 24 2.2\ 23~y
Sym<hiiqu 53': ’z Symekrigue 3: 53:
Ngh _ s

(S Sf00 8IS0 07 [y

\S: o 0 Sg 55; O O \1/

S ooy | |w

Tooss| |6

N
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Transformation de coordonnées :

(Matrice de transformation)

La matrice de rigidité formulée précédemment a été
calculée dans un systéme d'axes locales.

Dans les structures en plaques pliées, les panneaux
de plaques font en général, entre eux un angle 0O
(c'est & dire que les panneaux ne sont pas forcément
coplanaires), et pour pouvoir é¢tablir, l'équilibre
des forces nodales aux interfaces des bandes non co-
planaires, on se raméne & un systéme d'axes globals
soient : (X', Y', Z') et (X, Y, Z) les repéres local
et global respectivement les axes Y et Y' coincident
entre cux et avec 1l'interface.

v (V)
Le passage d'un repére a l'autre se fait par : /I'\."L’V')
///
X - X/(,os/g _ '%’sfn/g // >
b #
, p ~
5": \‘/ rd /,-’
’ '4/ /:"
> / . . S
- = Z cos /g + K -S'n‘,; ,'/. ’ (\k-h‘)“ e SO
6.6 ] I /
[ w\‘\
/P ~ X7
C'est & dir Elf{'} g 8-y
es ire 7 = tw} Jj
X 'chf.’é o _snB o] |x’
\ / /
. a 4 o o Y
= ] Lo
2 sing o Csfp @ |E
) oﬁ o) o 4 o

Donc la transformation d'un repere & 1'autre se fait
de la manieére suivante

{F}m= ER:['{F }I"’\ (5’-(;)
{sm}= CRD. |87,

avec : Ccailé O - Sinp o
L"J [0_] ~ o - @) o | fo -
7 [ ) _ (8- +)

LR_(: [ Eol [_r'_]] c Lrj- I'_gmjg o Co_'»‘/tg JOJ

%] O @] 1|

T

/B étant l'angle entre les axes X et X' dans le sens
des aiguilles d'une montre.
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Remarques :

- La matrice de transformation (R) est une matrice or-
thogonale, c'est a dire

CrRY L - Ry T

- Les termes de la matrice de riqgidité sont déterminés
de la maniére suivante

Cos /g £ —_—.x (1) - XC1)
b

s‘q!g: M A
b

1

131 = (X @)~ xw)%(? 2)- 3(1))"'

En remplagant {F')»m par la valeur (8.1) on obtient
{F,} = LRT ES'Jmm{%’}
= [R].C8'],,, LRI . {5}
= [S)mm. {5].. (¢-5)

avec

2

avec

[s)__-[rRILs][RI" (3-9)

LS),m matrice de rigidité dans le repere global
- 153,.m Matrice de rigidité dans le repeére local
tr] matrice de transformation

Une fois 'que les matrices de rigidité sontramenées au
repere global, elles peuvent étre asuimblées pour for-
mer la matrice de rigidité globale de toute la structu-
re de la maniére couramment utilisée.

Il apparait ainsi deux points remarqu bles de cette
méthode au cours du processus de trarsformation

- concernant la compatibilité des déplacements apres
transformation

Dans la méthode des bandes finies, seuls U et W sont
touchés par la transformation et les fonctions de dé-
placements ont été choisies de facgon que les déplace-
ments U et W aient la méme variation dans le sens
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longitudinal Y (5ﬂ(%jj) par conséquent la rotation
des axes X' et Z' ne va pas affecter la compatibili-
té des déplacements aux lignes nodales, en plus les
déplacements 8 et V ne sont pas du tout affectés par
la rotation car l'axe Y est commun aux 2 reperes.

Par contre dans la méthode des bandes finies, les
déplacements U et W ont des fonctions de déplacement
polynomiales d'ordre différent et qui méme s'ils
assurent la compatibilité quand chaque déplacement
est examiné individuellement (dans le repére local),
aprés transformation, ils vont étre combinés d'une
maniére dépendant des cosinus directeurs de 1'éle-
ment considéré et la compatibilité est généralement
perdue.

En résumé :

En bandes finies, U et W sont affectés par le méme
terme de rotation : ( cosf ) c'ecti a dire qu'aprés
transformation, ils seront seulement multipliés par
la méme constante donc si la compatibilité existait
avant transformation, elle existerait aprés transfor-
mation, alors qu'en éléments finis les coefficients
de transformation sont différents donc si la compati-
bilité existait avant transformation il risque tres
fort de ne pas 1'étre aprés transformation.

. Pour les structures analysées par éléments finis au
moins 5 degrés de liberté existent par neoud (U', V'
W',8'x, B'y), et on a souvent besoin de rajouter
un sixieme degré de liberté pour faciliter 1'assem-
blage (comme déja vu dans le paragraphe précedent)
et des compatibilités apparaissent lors du passage
du repére local au repéere global.

Cnn a donc besoin d'ajouter soit un 6&me degré de
liberté ou d'introduire des rigidités artificielles
ou bien en opérant avec des systeéemes d'axes de coor-
données surfaciques changeant d'orientation d'un
noeud & un autre pour garder les cing degrés de 1li-
berté.

Alors que la Méthode des bandes finies garde les 4
degrés de liberté pour la ligne nodale de la bande
et seulement la transformation standard utilisée
pour les portiques plans est nécessaire.

. Dans le méme contexte la largeur de bande en élé-
ments finis est au moins de 3C alors qu'en bandes
finies elle est au moins de 8.
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CHAPITRE IX : PRESENTATION DU PROGRAMME PPLBANDE
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PRESENTATION DU PROGRAMME PPLBANDE

Pour 1'étude des plaques pliées nous avons utilisé une méthode
d'assemblage et de résolution différentes de celles précedemment
citées, et qui est 1'élimination noeud par noeud.

L'organigramme du programme est le suivant

DEBUT

| LECTURE DES DONNEES!

BOUCLE SUR LE NOMBRE DE TERMES(

M= 1,R ]

BOUCLE SUR LE NOMBRE DE NOEUDS
I = 1,NP

CALCUL DE LA MR ET VC DU NOEUD
EN COURS :
FOKMATION DES EQUATIONS DU NOEUD

|

ELIMINATION

l

STOCKAGE DES EQUATIONS

REMONTEE DU SYSTEME

CALCUL DES DEPLACEMENTS
ET CONTRAINTES

SUMMATIONJ

IMPRESSION DES RESULTATS
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INTRODUCTION DES DONNES

Les données a introduire sont

le nombre d'harmoniques, le nombre de bandes et de lignes
nodales, le nombre de points de sorties par lignes nodales,
les conditions aux limites, les coordonnées des noeuds, les
connectivités le chargmenet et les propriétés mécaniques.

EVALUATION DE LA MATRICE DE RIGIDITE ET DU VECTECUR

Chargement élémentaires :

Pour chaque bande, on forme la matrice et le vecteur charge-
ment élémentaires dans le repére local puis la partie revenant
a chaque noeud est renvoyée pour étre transformée au repere
global, puis assemblée.

Comme les structures en plaques pliées sont le plus souvent
simplement appuyées l'assemblage est relativement simple car
les termes de la série sont découplés et la matrice de rigi-
dité globale pour chaque terme peut étre formée, assemblée
et résolue séparement.

Par conséquent, si les noeuds 1 et 2 de l: bande i sont asso-
ciées aux noeuds I et J de la structure r¢ pectivement alors
pour le miéme terme de la série, les quatr  sous matrices de
la matrice de rigidité Smm (i) vont étre :<semblées pour for-
mer la matrice de rigidité globale comme : it
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NOEUD | T-1 T -
T-1

g

L8 (s,

I+?

1t par &limdn.

La résclution du systémne se fai t
noeud par noeud, alors pour une efficacité mas

blage et la procédure de solution daodlvent atpro ol
telle maniére que les le ridigité
elimindes tout de suite aprés qu'elles soi Fermées et pap

cansequent on évite le stockage intermédiaire des sous matrices

"I
a
WL
r
=
n
t
=
1
=
il
~

Une telle procédure de résclution Peut etre cbitenuws, =
&n ayant toujours le plus petit numéro de noeud de la bande
comme premier numéro nodal et en arrangeant 1l'oardre des bancdas
de maniére gque leurs premiers numéros nodaux apparaizsaent dans
un ordre croiszsgant. De cette maniere 1'ac

zelblagme da 1.
de rigidité de n'importe quelle bande va s A Il
ment quand le numero du nosud d'une bande @zt supsrisur
numero du noeud qui est en cours d'Elimination,

RESOGLUTION
La résclution est traés sinplifide vu les proprictés de symétyr

)
et d'aspect bande de la matrice de rigidite globale.




12 5]
¥
[« =]

] \ I 4
\\‘ i
"
AN |
Dane la matrice de rigidité de la fipure ( 2) chague Déil
en forme de "marche" représente les eguati ; i

naeud .
Le ler ensenble d'éyuations nodales peut et

matrice diagonale (K11) et une sous matrice |}
(FqH = {;{1:1} K13] [T-'l--']
[. Kial ... '[K'“JJ

-jr;f"" lacemm

51 l'ensemble des paramétres de
L

¥
affectée et va avoir les matrices modifi

[I<HH]“: [KHH}—[KIH]T[KA"IJ—TKJHJ
[Ful* = [F) =[] [Ka] (K o)
[Ka)o [Ken

<HH = f . 3
[I ] | [Km] .'_..!:Khn}

et

Fd] - M
I3

ents nodauy

/. o

are Vaire ABCD de la matrice wlobale
‘_A_‘k.'f'.'

- i1 .|’ {
= SEU Ve L
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Apres que le ler ensemble d'équations nodalen ait &g =1l imi
I','J

le Zéeme ensemble 4 ""ll..h_l.tl‘lli 28T en vole d'assemblare st 1'all
A" B" C'" D' c‘:S'

(Koww] fou} = frf”

Toutes équations nodales modifiédes sont =tocks pour 1a
remontes du systéme ultérieurement .

ement une matrice de la taille de la lare=ur e deni e
™

de (=zurface A B C D) est néce ire pour accomplir le proces-
gug d'élimination.

*
Aprés 1'&limination de [KQ4J/ [Kb{H} ezt rempla
va doccuper le coin nord ouest de la mattrice.
Apres que la procédure d'assemblage pour le nc

accomplie, la prochaine é@limination prend place.
Le dernier ensemble de paramstre de deplacements

etre calculé.
2 | -
[ T JF]
une foig calculé il est poszible de réccudre los dovat edus
modifiées, une par une, en remontant le systéme .
Dans cette procédure on n'inverse qQuiez Rlas bt {4 '
ce qul st une opération trés peu cout @ oer tre i
guand & 3 aves la résclution du gys=téme 4x ML al
=2t le nombre de lignes nodales.
LCUL DEZ EFFORTS TMNTERMES
Les matrices de contraintes sont normal terd o lées [y
temps que les matrices de rigidité et g
Une folis les déplacements calculés. t - Coolrbora L

gont lues pour lae calcul des efforts interne..

[

Pour d , I

bande =a -m_r.:tl-—-munt calculés dans le systéme local de 1o
bande, par conssguent lez paraméstres
inVth etre 4d'abord ramenés au systéme

ons de conception les efforte Loterne: oJ" oo

e ra

1t

n['{.

B
f=3
c

1SR e
0 I

xemple

Nous allons étudier une structure en plagu
de faire valoir la performance de la méthc
de structure.

oW
H C

L o]
o

Ekarﬂe ,,'nél'?ue_ 82 Cl"l.al" c um'-rormcmznt‘
908 3 réparha

80N [t

53Nm \ — —31%m
‘ 5,00m
0,15m.

,‘ 8.6¥m > 383m i‘L 9’93m={ 3, 6tm I3 15"_\”E

3!00m
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La structure est soumi-e &4 de:
et 4 des charges lindigues =
A cause de la symétrie nous &t
structure gue nouz divisons en

28 = W2y =]
directe des de Scordellis et De Fi G
1/ Structure sous charges lindique i 1 e

Lez contrainter et les deplacemenits il t
section médiane
LTGNE NODALE 1 3

5 MBF
Me10” Nl m

Mx 03 MN[m

Mcthede des ]".'3;&"0}(1‘12)

0,15

0,104

0,

130

0,120

C 100

MBF
6y 10 P

-0,540

0,049

2,100

MR

6}.105 Fas

-

480 |

0,052

l,2oo

u .Ao?

MBF

-0, 400

_4, 50

-1,0c0

~ 7

2/ Structure sous charges lingigues =t
LN 1 3 = =)

0,330

0, 000

0 oc%o

4,2¢o

= 3138

_ 3,81

Tamp.s d’ execuhon. du Proﬂrammc_ PPLBANDE

ALL ms .

Pour cch CXCmP'(_ c.rl—clc.
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CONCLUSTION
Les résultats obtenus sont cohérents, aveo ceux de la methods
des rigidites, et présentent plus d'avantages vu le nombre

réduit de bandes 5, une analyse par &lémnents finis suralt
nécesgité quelgues 128 éléments triangulaires (Zienk

Noug suggercons enfin l'utilisation de handes d'ord
rieur HO3 (& ligne nodale interne) afin d'avoir
igicon en n'utilicant que pew  d'éldments .
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PARTIE E : PRESENTATION GENERALE DE LA METHODE

DES ELEMENTS FINIS



-133-

CHAPITRE X : PRESENTATION DE LA METHODE DES

ELEMENTS FINIS
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FPREZENTATION DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIE

I. INTRCDUCZTION

La méthode des eléments finis est une méthods de cal né
rique permettant de déterminer 1'érat d'dgquilibre of'un wmilica
continug a2 deux ou troils dimensions.

La méthode des &léments finis consiste & déterwminer de sanidre
approximative les deéplacements d'un certalnnne !
Al (i = 1,...,n) du milieu quﬁcléi noeuds
gont définis par des vecteurs dont les &leu
connues du prabléeme.

Pour cela, le milieu continu est divied o moyen de Lig
ou de zurfaces imaginalres passant gpar

bre fini d'éléments et on =2uppasse quUe CaE £ Boni
mecaniguemnent assemblés gu'aux noeuds AL,
Ainzi le wmiliew conting & Studier est rang it
lgtruc ture idéalicds conpgozas d'un nombare fini d'@ilaents
L'élément (e) étant lié hux autres boauxn aAppud
Aj,...., le deplacemant d'un point (e} Est repridsents
1: ~ une fano Lls‘;.‘. d‘jll..&.".’j'i.‘l.-“-‘ s..iti\.')“ U 'rll R I e S B lmn W "':‘{;..‘
e A N .

{S } {3 } ......... , loragpes le poeint B ovient aux foezudss

Al, § oo F

o z fonction U (M) nous déduisons la fobotiorn maleiciella

(M) qui définit la deformation en tout point M de 17&14.

s

mﬂ=

ment (). La connaigsance des propridtds ndoani At
riau pernet alors de déterminer le fonction 1le e (M)

gui dé&finit la contrainte au paint M.

Nouz devons enzulte &crire
puisgue l'élément {(€) n'est
appuis gue par les nosuds AL,
miner qu'elles forces il faut applique

-

pour assurer l'dquilibre des

(forces cancentirdess, denzslis P Do tler) et
bl
Seventusllaenant dez dSfaormaticons i = a1 'eldm (W TN

des ghanuménes extérieurs tels gue
retrait.

Nous obtenon
des &léments

ainsi les matrices de rigiditd odnstalls,

u ]
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La méthode dez éléments finls est donce Fondése cur les deus

hypothéses simplificatrices suivantes

- les éléments ne sont assemblés entre cux Ggu'Eaur nueads
s

rfi

nté par une formule d'interpolatian.
F

La premiére hypothése conduit & n'écrire que 1 "Eguilibive
d'ensemble des éléments. Localement, les lois d Eouiliboe
verifiées, puisqu'on néglige les réactions mutuelles qui

sant les déplacements des noeuds d'un Elemenl, Lo

i
cement d'un pulnt quelconque de 1'élément peut élre
<

s'exercent le long de la frontiére commune & deux éléments

voisins

La deuxiéme hypothése peut donner lieu & des discontinuités

du déplacement (ou de ses dérivécs) interpolé & partir des
valeurs aux noeuds, lorsqu'on traverse la frontiére commune

3

a deux éléments voisins. Il est evidemment souhaitable de
cholisir des faonctions d'interpolation ne conduisznt
& des discontinuités des déplacements.

FORMULATION DIRECTFE DES CARACTERISTIQ DYUN ELEMENT

Congiderons 1'élément (&) lié auxr aulies Sldments ou
aux appuis par les pocuds A, A ..

Un repere orthonormé étant cholsi, le déplacement U
d'un point M de l'élément (&) est repre

S2ente bar

(M)

4 c ] {S‘F e e 13 c
UM« [ Nim), Ny(m), ... i {g::; AN [M).{Sl-_} " N(m).i&}

la gomration étant étendue aux noeuds de 1 Eldment {)

Puisque B
{&7 ; u(ﬁ}:{%}',
Nous avons quelques soient les nocuds AL =t A (T #
de 1'é&lément ()
NS (4)= T & NE(A) =
dégignant 1a matrice unité

é )
tions de formes.

I
NF: sont fonction des positions, on les agpelle foa-

i)

(o
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DEFORMATIONS

Il est pozsible de calculer lo déformatian & (M)
M au moyen d'un opérateur lindaire L

E(M) = L. UM

\

Ainsi dans le casz d'up milieu plan, le déplacemen

defini par le vecteur U deont les éléments =ont leso
posantes U et V, la déeformation est defindle par Lo

teur
2 au [2x Wax o
e(M)=4 ¢ = QV/By = G Way

- »
=

a3
En posant

BE(M)= L. N™) (10-2)

nous obtenons la formule qui donne la défarmation

la forme condensée

& (M) = é;"(m) {S‘} (‘40-3)

: : <
cou sous la forme développée 9
F

3 - c
(4 8 S; = E’CP—]) g(—j
£ (M) = [‘B_LC”)" BJ M), .- { {._a} LE : {
la sommation étant étendus aux noeads de 1'éEldnent

- CONTRAINTES

S1i 0 designe la matrice d'é&lasticité Jdu matériau
sventusellement étre fonction de M, l1a contrainte
ezt definie par le vecteur

& (M) = D . E(M)

Flug généralement, =i l'élément est z2oumis=s Jdu fad
temperature ou du retrait, & une défaramation ilmpo

(M), la contrainte, &su point M oesl doroe patr la

e (M)=D. Lecm)_em)] (o -

cald

pElang

L es

£ (M)
en faonction des déplacemnents des nocuds de 1'Eldment

i,

gui

=Ll

L

Sl

4)

2N

2l

{e)

pE iR L

L &

7

I1

-&;ém)

5 oz :
tdhed L L LY

£
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FORCES NODALES -UUIVAL:-_NLES

Froposons nous de dutermincr quelles Tarces

le vecteur Fe formé par lia _'iu}‘.t_alt_?v\'.-:-_ii“iu des vecteurs i

Fj ,...., il faut appliquer aux noeuds Ail, Aj..., pouz -

surer l'équilibre de l'élément (€) sous 1'cePfet -

~ des déplacements des noeuds BUppoze: connus et Jdéfinis
par le vecteur {59

- d'une densité volumique de force £ (M) apoligques & 1"&EL

hent
- de la déformation imposée & (M)

Nous appliquons le théoréme des travaux virtuels
Un déplacement virtuel 3{8‘} des noeuds entialne en ugn
point M, de l'élément un déplacement virtuel SU (M) et
une déformation virtuelle Se (M) donnés par les rela-
tions
c S"}
Su(m) = N°(M). 8 (o 5)
c
Se(m)- B(m). 8{¢
Les forces FS et la densité £(M) étant o eguil i
1'état de coutrainte défini par & (M) le théordme
Lravaux virtuels se traduit par la relation dans 1oague
Ve décigne le volume de 1'é&lément (&)
r
g{gc J [ suey]® p(m)dv = j [$e5(m)]) (M) dy
Ve
solt compte tenu des relations (10-4) ot (10-5)

g{’s‘j g £ S{;ﬂ}"j LNE()] (M) Ay - ${59 *j cs?w,)]ka.[acm—enmﬂdv
Ve

Ve

’

Remplacons dans l'expression précedent.o (M) par oo valeour
{(10-3) et posons

J C8]’D. B(m) dy

~.J [N"’(m] £(r1).dv

J L. B* m)] D.e, (M) dv

Noﬁe mftenong

S {8 [ Ke(s] - F e, ] o
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Nous déduisons de la relation p
goit la variation virtuelle 5{5 , ta forwale fondamentale

F¢=K:-{S:]+F'=+F'm “o - G)

dans laquelle

Eoddante y omHacte Guelque e

K : est la matrice de rigidité généralises de 1

F¢ . est la matrice qui definit les forces qu'il Taut apoli-
quer aux noeuds de l'élément pour equilibirer la densite

de force £ (M) lors sque les déplacements des noeuds sont

(=11 1{!&._(_!1'.:.* ( {gc} = O

" . 5 x -
F'°: est la matrice qui dL finit les forces qu'il Faut ._.L-fu Lguen
aux noeuds de 1'é&lément pour que la

4

€, (M) n'entraine aucun déplacement d

(R g o

Coriation impo
5 nossucs ({g )

M serait facile de tenir compte, en plus de la densité valu-
mique f(M), d'une dengité superficielle de force e (M)
‘exercgant sur la frontiére Se de 1'élément (cu Sur toute
autre surface liée & l'élément) ; il suffit do remplacer
econde formule (10-6) par la formule

r—"::_j L N‘(H)]" £(™M).dy -J [neem))t 3(1*1)
Ve

Se

n

Uj

On pourrait aussi tenir compte des forces concentrdes
quées a4 1'elément, mais on Suppou@ra toujours
d'application des forces : ont &td o
nocuds de la structure idc::i—illﬁ-:tf:t-‘:.

[ A

Pailn <

o e

Il est parfois intéressant, pour obtenir oez simplification:
de calcul, de déterminer la matrice de ri.idité néral iade
< de 1l'élément (&) en choisissant ur repele O TLGROr G

particulier lié & 1l'élément. Nous obtencun: alors la matrice

de rigidité géneralisée K dans le repére global chaisi poag

le calcul de la structure idéaliséde au moven de la Formule
T

. K =R . K . R.
R étant la matrice orthogonale déduite de la matrice ot o
nale gui définit le Lhuh&umunt de repére.

CALCUL DES DEPLACEMENTS DES NOEUDS

On suppose que les transformations de coordonndes addqu.
ont deéja été effectudes de sorte que les degrés de libertd
qui interviennent ici correspondent au repérs pl

2 shial .

Le vecteur force définissant les forces qu'il Taut
- P - - - ALY 4 £ - A " . = e v 3 - ol y - 1
au noeud de 1l'élément (&) pour assurer 1'daquilibre est Jdonnd
par

W

< e e <
F.° = 3: Ry [+ R (t0-3)

L



‘l‘*J}—

La sommation étant étendue aux noeuds de 1'¢lénent

: < fe
matrices kq i B . FES
ont les valeurs suivantes

g J [8:]" 0 8 4y

Vﬂ 4

—j INEDE v ©-3)
Ve

F‘:n(, . -J EB:_?lq‘D-'E- dy

Ve

Fle

L

Orn notera que

c = e w E
kl’f = [-h-'f]b et o - Lk.f}

(NS

=

Ecrivong l'equation d'égquilibre du noeud Al
<
Fl'= ZE{
(-4
La sdmmation &tant édtendue &4 1'ensenble oo
ayant en commun le nosud Al

Compte tenu de la relation (310-7) 1'égual lan
noeud Al devient

(-4
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solt en intervertizzant 1l'ardre des sommations

< Foa ,;Z (5 k5). {55) + ;Z FiSs 22 !
F

)
En pozant

189 \'J. ) v P

q:

4 <
R R L

la premiére gommation &tant étendue 4 1'ensemble

ments ayant en commun les noeuds AL 2t Aj, et

niéres a l'enszemble d
l'equation d'équilibre du nosud Al s'écrit

4 I'Ei

= elements avant en commun le

T (3] 1w e

Intraduigans la matrice de rigidite de 1'ensemhle
gtructure qui est une matrice réguliére symétrique

K11 12

K = 21 Koz
w31 K32 -

{ee)
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et définissons les vecteurs
{4} R F

A = {513 )l F: Fl. ; F e F,

1] 7

— !

- .

-
l

1
"
F2

i
F5

. ‘““‘n‘-

L'ensemble des équations d'équilibre des noeuds équivauot
l'unigque éguation matricielle

=X

F = KF? + F' + F"! {(10-10)

Aprés introduction des conditions d'appui dans la relation

{(16-10), la rézolution de l'éguation ainsi obtenve donne les
déplacements nodaux.

Remargue

~ =21 1l'on numércote convenablement les nosude ot les Sldmente
la matrice K est une matrice bande puisque Kij = o loraque
les noeuds Ai et Aj n'appartiennent pas & un méne &élément

au mnoinsz.

SR}

LA METHODE DES DEPLACEMENTS CONSIDEREE COMME UNE MINIMISATION

Le principe des travaux virtuels concerne des varistions o

l'énergie de déformation U et du potentiel des charpes appli
guees V. I1 stipule gue

Swu+v)y = S =o
¢ étant l'energie potentielle totale.
Pour que 1'équilibre soit réalisé, il faut que ¢ solit station-
naire par rapport & l'ensemble des variations admwlissibles Jdes

déplacemnents aux noeuds.
On démontre que ¢ ezt minimale.

Remarques

- L'obtention de 1'équilibre vrai nécessite un minimum absaluy
de l'energie potentielle totale $, une solution approdlsce
obtenue par la méthode desg déplacements fournirs toujours

une valeur approchée de ¢ supdrieur 4 la valeoul eXacle.

- Plus le nombre de degrés de liLbertd augments =t plus la
solution obtenue sera proche de la golutiocn exacte A can-
dition que les déplacements tendent vers los Jdapl
reels.

1l ctoeiliea il
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+. CRITERES DE CONVERGENCE
Le fait de limiter le nombre de
réalité infini, ne permet en auc
minimum de 1l'énergie quelque soi
(subdivision).

degras de lilwertd, qui est on
8 d'atteindre le vrail
finesse du maillage

Pour que soit garantie la convergence vers la solution exacte
certaines conditions doivent é&tre remplies par la foneotion de
déplacement.

}

La fonction de déplacement chuisie doit &tre telle qu'elle
permette pas la déformation d'un élément lorsque les dénd
ments de ses noeuds sont la congéquence d'un mouvement
corps rigide.

Critere 2

La forme de la fanction de déplacement dolit &tre choiszie de
telle maniére que ces déplacements nodaux sont compatibles
avec un etat de déformation conztante, on nuisse réellement
obtenir ces déformaticons constantes dans tout 1'éElément .

La fonction de déplacement doit &tre choizie de telle manidcre
que les deformations aux interfaces des éléments soient finies.
Ce critere de compatibilité suppose une certaline continuite
des déplacements lorsqu'on passe d'un élénent 4 un autie ot
éventuellement de leurs dériveées.

6. ERREUR DUE A LA DISCRETISATION ET TAUY DE CONVERCENCE

Plus la taille h des éléments tend vers o, pluz on &'apprache
de la sclution exacte.

Il existe des cas ol la soclution exacte esi obtenuve & 1'iscue
d'un nombre seulement fini de subdivisions, ou wéwe dans le
cas extreme avec un seul élément, du moment que le déveloappe-
ment polynomial utilisé dans cet élément peut ¢'adapler exac-
tement & la solution cherchée (cas des &ldments de oLt re)

La simple détermination de l'ordre de convergence =uffit bien
gouvent a obtenir le résultat exact par extrapolaticon de la
solution.

Par exemple, si on sait que les déplacements convergants i
l'ordre O(h2) et =21 nous cobtenons deux soluticns approchidées
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~
Ul et U2 correspondant & des maillages de tailles predoect ives
h et h/2, on peut écrire la relation auivant@ danz laguelle
U dézigne la solution exacte

JUi-u - _0(h2) 4
uz- U H(h/: b

!
H

On d&duit de cette &galité une soluticon U trés proche de la
solutiocn exacte.

On paut avoir d'autres erreurs telles gque les erreurs dies
au calcul =sur ordinateur.

ELEMENTS NON CONFORMES : TEST DE RAPIECAGE (patch tcest)

Dang certains Cas, on éprouve des difficulids considérables

=

trouver pour un &lement des fonctions de déplacemant qui
gsoient automatiguement continues en tout point de 1'inter-
face entre &léments adjacents.
En effet, la discontinuité des déplacements entrainera des
deformaticone infinies aux interfacas.
Cependant =21 a la limite, en méme temps que la tail
élemente décroit la continuité est rétablis, alars
mules obtenues precedemnment condulront encors aus o

orrects. Cette condition est toujours remplice =1
- une condition de déformation constante assure automal lgue-

ment gla cantinuite des déplacements
- le critdre de déformation constante est wérific. :

Afin de s'assurer qu'une tells
n'importe gquelle configuration
dez &léments non conformes, il
un regroupement (rapiégage, men anglals "paton') arbitralre
d'élénents, Qe deéplacements nodaux gquil correspondent a4 un
etat gquelcongue de déformation constante. S1 1'&quilibere de
tous les noeuds est simultanément réalisé en 1'absance de
forces nodales uhtHPqurwa, et 2i 1l'on obtient un £tat de
contraintes constantes, il e
extérieur n'a pu se perdre au
entre elements.

abtenus dans

1'on etil

{ JET < ———
d'imposar, &

alﬁrs clair qgu'aucun travail
avers des discontinuilités

- . \ - - .
Lezs eléments gui sat 1ufunt & un tel test do rapldécape assu-

rerant la convergence de la sclution
d'ailleurs, il arrive socuvent que des é&léuwcnte non conflormes
g'avérent superieures a des &ldments conformes .
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—e patch test est un simple test numérigue qui a pour but

capacité de certaine &lémants Finis,

er la Zut

n assemnblage de tels &ldments.

assemblage doit contenir au moins un nosud interne coampleé-
zment entouré d'éléments. Dans un patch test les nocuds

=z bordsg de 1l'assemblage sont =ujet a d : et

U des forcesz qui cans une analyse exacts un etat
—& déformation constante.

i 1'analyse par &léments finis montre gue, quand le wmaillaze
& l'azsemblage devient infiniment petit. La salutian, qui

Bt les déplacements, donne lieu & un Stat de défoarmalion on
out point de n'omporte gquel élément, alors le patch test ast
sogitif. Dans un patch test les noeuds internes e dodvent
2tre ni fixés ni chargés.

3ien que le patch test ne doit étre pasgée gue guand la taille
les eléments devient treés petite, il est trés souvent comiui
le le passer pour n'importe quelle 1 wendant pour
reaucoup de cas, comme les &léments 3 curvilig utili
sant des coordnn:eea curvilignes |, le tesbh reste Loujours 1o-
zommandeé pour des tailles infinitésimalesz o'éldéments.

En rémalité le patch test vérifie les critacres de Coive -
zntre autre le déplacemsnt de corps rigides, 1'état de -

mation constante =t la compatibilits interdlépents. Lo
cement de corpe rigides est en lait un cas particul Le
formations constantes avec des valeurs nulles,

Auand le maillage est infiniment raffiné, 1'état de déforma-
tions constantes et compatibilite inter-eléments, i
simultanément. Alore sur des bases phyzigues _
pagdage du patch test pour des tailles trés = éla-
ments , ‘apparait comme une.-condition nécessaire et suffisante
de convergence.

Il est possible que certains éléments peuvent passer avec succés
certains patch tests specitiques mais pas d'autres. Par exemple

certains éléments quadrilatéraux peuvent passer le test positi-
vement quand ils sont considérés comme rectangles ou parallelo-

grammes, mais "échouent" au test quand ils sont considérés comme
des quadrilataires généraux.

Jertains éléments trianguluairecs rcussissent au test seulement

Jour des maillages et geometr“e réguliers. Il est donc conseillé *
>our un élément donné, que le patch test soit mené pour plusieurs
configurations de l'assemblage, de la distribution du maillage
{régulier ou non), et du type de déformation.
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.1 est trés souvent admis que si un élément échoue au natch test,
—ilors cet élément n'assure pas de convergence. ( Alors cn ne peut
‘aire confiance a cet élément).

=)'un autre cdté, le fait qu'un élément passe le test positivement
i'est pas une garantie de satisfaction , car la vitesse de con-
rergénce peut é&tre trop lente. Le concept original du patch test
e donne donc pas d'information sur la vitesse de convergence.
‘ependant, le concept a été généralisé pour donner, en plus d'une
:ondition suffisante de convergence, une indication sur le degré
le convergence espéré.
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CONCLUSTION
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Apres avoir appligud la méthode dez handezs (inie

aux plagues

minces en flexion et en contrainte plane, ain Taux plagues
pliges, et apréz avoir» comparé lez résultats aveco les zalutlons
exactes, 11 apparalt gque la méthode des bandes fini L
outil treés puissant Jd'analyse des structures vu le -

nées & introduirs, le nounbre réduit d'inconnues 4
le court temps d'exécution.

Pour des structures a géométrie régulidres ot 4 conditiconz
aux limites =mimples, la méthode dez bandes (indes aat préalé
rable & la méthade des &léments finis, nous donnons ci-apreés
quelques points de comparaison entre les deux mathodes.
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- COMPARAISON DE LA METHODE DES BANDES FINIES ET LA METHODE DES

a)

b)

c)

d)

e)

f)

g)

e e e o e o o . i e i . i o o o e e i e e S, e . Sy i S S . e e S o s

Applicable pour des structures de formes diverses, avec des
conditions trés variées et pouvant avoir des variations de
matériaux : c'est une méthode universelle et puissante.

La condition d'équilibre des noeuds se traduit par un syste-
me linéaire dont le nombre d'équations est extrémement grand,
trés codteux et parfois méme impossible & résoudre par des
machines ordinaires.

La matrice de rigidité de la structure est une matrice bande
avec une grande largeur de bande du fait qu'un noeud peut
étre commun & plusieurs éléments.

Nécessité des fichiers d'entrée importants d'ol risques
d'erreurs. Pour éviter cela on a recours a une génération
automatique des noeuds et des éléments.

Fichiers de sortie importants du fait que l'on doit imprimer
les déplacements et les contraintes de tous les noeuds. De
plus plusieurs éléments d'ordre inférieur (non conformes

tels que rectangulaires a trois degrés de liberté par noeud)
ne donnent pas les contraintes exactes aux noeuds. On a alors
recours aux techniques de la moyenne, ou de l'interprétation
des résultats.,

Necessite une capacité mémoire trés importante et plus diffi-
cile a progammer. On a recours a des techniques avancées

pour diminuer l'espace mémoire nécessaire (stockage en ligne
de ciel, itération par sous espaces, surtout pour les proble-
mes dynamiques).

Il faut coder tous les degrés de liberté des noeuds d'ou la
nécessité d'une table de codification.

Méthode des bandes finies

a)

En statique, elle est trés utilisée pour le cas des structu-
res a deux extrémités opposées simplement appuyées avec ou
sans supports intermédiaires (spécialement pour les ponts).
En dynamique, utilisée pour des structures avec n'importe
quelle condition aux limites mais sans supports élastiques.
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b) La condition d'équilibre des lignes nodales se traduit par
un systeme linéaire dont le nombre d'équations est largement
inférieur a celui des systémes obtenus par la méthode des
€léments finis. Particulierement pour les structures avec
deux extrémités opposées simplement appuyées, un choix avan-
tageux de la fonction de déplacement simplifie considérable-
ment le systeme d'équations qui peut étre décomposé en
plusieurs sous systémes simples, par conséquent moindre
temps d'exécution et capacité mémoire réquise.

c) La largeur de bande de la matrice de rigidité globale est
largement réduite vu que chaque ligne nodale peut étre
commune & deux bandes au plus.

d) Treés peu de paramétres d'entrée dis au nombre restreint de
lignes nodales, résultant de la réduction du probléme bidi-
mensionnel en un probléme unidimensionnel. On minimise
ainsi le tamps de préparation des données.

e) Il est tres facile de choisir la position des points pour
lesquels on veut connaitre les déplacements et les contrain-
tes.

f) Ne nécessite qu'une petite capacité mémoire et treés facile a
programmer car en général, les premiers termes des séries
suffisent largement pour obtenir des résultats avec la
précision voulue.

g) Seules les informations sur les degrés de liberté de la
premiére et dernidre bande doivent étre connues.

Afin de garantir une meilleure précision en n'utilisant ju fun

nonbre trés réduit de bandes ou d'élemaents, nous supporan
l'utilisation des bandes d'ordre guparicur HOZ et HOOY e
bandes finies et des éléments i‘-_--_~.|__'~_.|lulnr;*1; 1';"_".5‘..E|_:: o ldments

finis.
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