et Ll o) L pilyeanll Loy ygand)
REPUBLIOUE ALGERIENNE DEMOCRATIOUE ET POPULAIRE

Nl ol sl 3505
MINISTERE DE L'ENSEIGNEMENT SUPERIEUR
-

ol szl Lab ) Lo 0l
BIBLIOTHEQUE — - <))
Ecelie Natisnaie Pelytechnique

ECOLE NATIONALE POLYTECHNIQUE

— -

DEPARTEMENT : GENIE CIVIL

PROJET DE FIN D’ETUDES

- SUJET —

ANALYSE DES STRUCTURES COMPLEXES 1
PAR L'ELEMENT FINI 1

ISCPARAMETRIQUFE
Proposé par : o y Etudié par : Dirigé par :
Pr. B.TILIOUINE A.AREZKI Pyr. B.TILIOUINE

Mr. M.DEMIDEM

Mr. M.DEMIDEM M.ABADA

PROMOTION : =, 0 71990



) Lkl 15005000 4y ged)
REPUBLIOUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE

U—!L—A—“ fa__lln__l.“ ;Jlj_’
MINISTERE DE L'ENSEIGNEMENT SUPERIEUR

-
—~—

———— — e ——

BIBLIOTHEQUE — iz <!

|
Ecele Nationale Polytechinigue

ECOLE 'NATIONALE POLYTECHNIQUE

DEPARTEMENT :  GENIE CIVIL

PROJET DE FIN D’ETUDES

—  —  SUIJET — e

ANALYSE DES STRUCTURES COMPLEXES
PAR L'ELEMENT FINI

ISOPARAMETRIQUE
Proposé par : Etudié par : Dirigé par :
Pr. B.TILIOUINE A.AREZKI Pr. B.TILIOUINE
Mr. M.DEMIDEM M.ABADA Mr. MDEMIDEM

PROMOTION : jU’Ln 717990

E.N.P. 10. Avenue Hacene Badl — EL-HARRACH - ALGEh




MINISTERE DE L*ENSETGHMEMENT SUFER
ECOLE NATITONALE FOLYTECHNTGUE
DEFARTEMENT GEMIE CIVIL

E T IL DO RE
M. DIMIDEM

FROMOTEWURS

"
"

700 e
[ g
M

Alrdel hamico
Mal il: ARADA

ELEVES ITNGEMIEURS

SUJET:

AMALYSE  DES  STRUCTURES

TEOFARAMETR T CUE

FEELMIZ

Ce

A but

FEREE

[ ENY

structures oo
Différentes Fformulations
17élément finmi isoparamdbeloue
Uri programmes e cal cul
d'élasticité plane est é¢labord et
wtkilité pratigue sont considérées

{20

GURTECT
ANALYS TS COMP QUMD

FINTTE

OF

ABRSTRACT 3
The

structures
Various

projiect consists  for

formul ation o

1

———— S -

olaah sz PSI EE EPN |
BIBLIOTHEQUE — :_. . ;|

[EUR Ecole Nationaie Pelytectinique ‘

AREZET

COMPLEXES LT ELEMENT FIMI

FOR

anal yze approfondie pour des

ont  présentées dont celle de

automatique probl émes
giversss applications de grande

ETRUCTURES BY ISOFARAMETRICUE

ELEMENT

detailed analysis  of compound

finites elements are presented



ol ssaaa b yudi |
BIBLIOTHEQUE — i__:e=u)l|
Ecole Nationaie Polytachnique

DEDICACES

Crest aveo une grande joie gue Jje dédie ce modéste travail a

Ma mére

a

Mon pére

Mers Fréres et sosurs

Toute ma grande famille

A.AREZEI

Crest aveo une joie immense que e dédie o modeste travail &

Ma mére

Mon pére

Mon fedre et ma sour

Touke ma famille

"

M. ABADA



| =1

M

écois Hationale Polytechnique

L

REMERCIEMENTS

Mo sommes particulierement reconnaissant & MONS1 eur
TILIOUINE notre promoteur, gui aveo ses conseils éclairés, nous a

fait surmonter bien des obstacles .

Nous remercions également MO.DEMIDEM pour son aide preécieuse

et sa disponibilité .

Notre gratitude va tout spécialement a M, ZOURDANT  adnsi
qu'ad M RBIOUD sans oublier M@, et M™ . ATIF  pour lews soubtien
moral et matériel .

Nos remerciements s adressent également auw personnel du
centre de calcul de 17école National Folytechnigue, dont la
qud tous les professeurs

compréhension nous fut précieuse, ainsi
gui ont contribuéd a notre foarmalion .



oau?

BBl ThIgL — i _rgad)
Ecole Nationale Poiytechnique

INTRODUCTION

L*évolution actuelle de la technologie améne 17ingénieur a
ce plus en plus compls coken , et souni s
sdcuri td de plh 1P lu SRV T
Lo Cingdnieur oa b i ole mocdéles gui
el e compor bemsnt de astémes  physigue

Fdalidser oe
& des contrai
Feoae o
Luwi permetter
compl dxes

i Ltinfluence de ses dégisions  au moment

Tl peut ansi pré
cer la conception du systéms .

siences  de LTingéniewr permettent  de décrire le
Seme physi e s & des dguations aus

comportement de
dérivées parbialle
La méthoo
prolvee wbid 1 st doue o " i poue o
3 e i e
Steast o wne méthode
des probl dmes
trda bien

a1l dments finis waet 17 méthodes les
el e e fo cvement ces @gua-
on intensive  de 17 ordinateur.
ale o Tappligue & la majorité
la pratique .« De plus elle s adapte
GCpBNEE

e W A T S

A1 dments  Finis a0 oubilis L
Siabrles donconm pour bransformer Les
el les an douations algébriogues. Elle

LV AT

foa miéthoode o
approdimation simpl
ag: dérivées pa
brovdis domaine

wire les  dguations aus

e Mathoo t cacoundre les éoguations
al b .
¥ e ation et informatiogue poor exéouter gfficacemaent les

1% eedinatewr .

traiterons o applications gu’
dlomaine oo génde civil o, A
sonbraintes ouw déformations,
ement L AR

Mot

o rencontee :
wvodr les sbructures
on peunk
[révs ol

pllant sn o
clomt T conhbreyve

wowow BT

il W LIS MIEILLE PO 0
guii nows pecmetbe &l ent
~hement odes ateruactore




S0 momoa T R

INTRODUCTION
CHAFITRE I . THEORIE DE L ELASTICITE

T=1 Irbrocoetbon

s dguations didffdrencie
doprations déformali
douations dintrinsdoues

Lles d"éguilibre
déplacemants

el matériau

e contraintes planes
an déformation planes

i, A ceuy dimensi ons
slution proob ] @me

CH&FETRE TI. GENERELITES SUR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

LY=1  Irvbrodoction
TT-2  fuelogues notions de bose

21 e concept oSt dment Find
Al Ffdrantes formulations de la méthode des

Al dments finds

(1% La méthode des &1 dments Finds considdérde commes
i el i ode 1P énergie pobtentielle btotale

clen
LU
2O BN ORI 6

feerdtisation b taux de

CHARTTRE IIT LA FRESENTATION DES ELEMEMTS FOUR L"ETUDE DE
L’ELASTICITE FLANE
LLL-1  Calouwl de “igidité de L'éldment ractangulaire
Sl amticitdé planes
[11=-2 Calewl de la rigidite de L7éldment briangulaice
lasticilé plans

P13 Calewl de la pigicdbé de L7 @)L dment dsoparamdélbrigue
& e s

proveel e

Tyt et d on
Comatruction des fonctions de formes Py

CHAFTTRE * - AFPFLICATIONS

T Powtre gloison

L

Miad
VI Barrage s

CONCLUSION

ANNEXE

g



CHAPITRE 7T



ha

THEORIE DE L’ELASTICITE FLANE

I-1 INTRODUCTION

Tous les matériauws possédent, a un certain degreé , la
propriété  d"Etre dlastique. c'est & dire que si les forces
exltérieures qui provoquent la déformation d'un corps,ne dépassent
pas une cerbtaine limite,la deéformation disparaitera au méme temps
gque la force qui lui donnent naissance.

Four ces matériaux élastigques , il existe une théorie dite
" théorie de 1'élasticité " oqui permet df étudier le comportement
des solides réels sous 1 action de différents systémes de forces.

On doit avant dPentamer notre exposé de la théorie , poser
certaines hypothéses

—Four 17établissenent des lois mathématigues, aon sUppose gue
les solides sont homogénes , isotropes & 17état neutre , c’est a
dire que les propriétés physigues et meécanigues sont les mEme
en chague points et dans toutes les directions.

----- Ces solides ne doivent pas 8tre le siége d’avcune tension
interne en 1" absence de forces extériewress , gradient thérmiqgue
ouw autre .

La théorie de 1"élasticité consiste & formuler trois types
o’ dguations a savoir

¥  Les équations differentielles d’équilibre.
¥ Les équations differentielles déformations-—déplacements
¥ Les lois intrinséngue duo materiaw

I-2 LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES D’EQUILIERE
On considére un cube élémentaire du,dy et dz

Z A

Z
T dx

1% L4 Uiy oy
it 7 3
G.‘ tyl {-__B_Ef:ll

X




X , ¥ 4 Z wmont les forces de volume , considérons
l*"dquilibre de ce cube on a :
B =0 R Tye , e Rl Yoy T, = + X = 0
Far analogie , on obtient les dew: autres
Tye o o5e b Trey v -+ Twmw, = + X =0

Treyune® Oypy F Vom = Y =0

Ty = t To=Ly + U, = + L o= 0

1-3 LES EQUATIONS DEFORMATIONS — DEPLACEMENTS .

maintenant

équations =

On  traite le probleéme en dew! dimensions puis  on A
généralisera & trois dimensions .
On a =
eps  x =(A"B"-AR) /AR
AR o ATET = (1w, )
Donc on aura i
BRSl HOF U,
EPSL Y T VY,
gama ®Hy = ¥V . T ou
yu’ A
o
e gy P
Ny -
> ~
-0 ) /
2k /
D F 2
+ 7 /
Ea)
2 / 2
/ ’""’l Y dx
A‘// il ! X
I
A ; B '
) L
Cad
dx + ,all dx
(L > X. M
epsi  x @ Déformation longitudinale
epsi  y & Déformation transversale
gama xy ¢ Déformation tangentielle (Etant la déformation d7un

angle qui

£y
oS

était droit avant déplacement

)



On rappele que ceci n'est valable que pouw les déplacements
faibles .

En tridimensionnel on a @

GRS ME U . " ERSL Y = OV, epsl 2 o W, e

'
gama My % gama Y = Vo + Ly

Qeamea ME = gama ZH % U e Wy

gama ya® gama =y = W, o ot vV, e

"

I1-4 LES EQUATIONS INTRINSEQUES DU MATERIAU

Ces éguations caractérisent les propridtés mécanique du
matériau .
Soit un cube élémentaire soumis A des contraintes normales

Tyn Oy &L 6z .

La contrainte (ryx) provaogue une déformation suwivant 17axe (X)
qui est égale & ( ox/E )3 mais les contraintes ( oy ) et ( oz )
provoguent , chacune d'elles uwune déformation dans  17axe (X))
donnée  en  fonction du coéfficient de poisson(v ) et qui es
dgale & ( =v.ov/E) et (-v.oz/E) , ce gui fait au total =

epsi 2 = Loe—v. (ory, + 02) 1 /E
puis par anologie
epsi v = Loy,—v. (o, + 02)1 /E
(I- 4-1)

epsi =2 o= Loe—v. (o, + 0,01 /E

Four ce oui est des défdrmations angulaires , celles-ci sont
causées par les contraintes tangentielles (v) telles gue @

gama xy = T, /0
gama yz = 7T,z/06 (I-4-2)
Cama =M = Te, /B
G=lE/ (2% C 1+vy )) G: le module d*élasticité en cisaillement
les expressions I-4-1 et I-4-2 constituent les éguations de
la loi de HOOE généralisde.

Les contraintes o. , o, et 0. provoguent les déformations
epsi ¥, epsi oy et epsi oz oqui causent euwx mEme une variation de
volume (dv).

v o= . (L + epsi ») +ody (l+epsi y)+ (I+epsi 2)

dv=dudyds (epsi wrepsi yrepsi 2)  eén négligeant les termes d’ordre
supérieuare .



dv/v =(epsl xtepsi ytrepsi =)

En additionnant les termes des éguations (I-1) on a @
epsi wtepsi yrepsi = o= (I- 2 v Yo, + o, + o) /6
En considérant touwjours ces mEme équations géndralisdes . on
peut exprimer les contraintes o, , 0, &8t oo en fonction des

déformations .

On obtient la relation ,sous forme matricielle , suivante

epsi
epsi
epsi

~

Lan ]

X 4 M BY M.
X :

*
Hi
M

THY ® : i gama }y
THE 8] 0 0 0 M gama M=
_oryE 0 0 0 0 0 [ _gama vz _

avec k= v JE /JCL-2.9 )0 1+ v ) et o= BEO/R0Le 0 0)

Maintenant apres  avoir traité le probleme en trois
dimension, on va le ramener A un probléme dans le plan .

Four ce cas on considére les deux types de problémes de
l1"élasticité plane.

I-4-1—- FPROBLEME EN CONTRAINTES PLANES
Te= , gama yI = O , gama xg = O
Ce sont les problémes concernant  les structures ol la
dimension sWivant 7 est trés nédgligeable devant les dimensions
dans le plan.
Dans ce cas on a o

epsi M = (0e— ¥V 0,)

gpsl vy o= (ry,— Vv 0y)
gama Mz = T,,/06

epal = o= (r,— tﬁ'y_)'.. VAE




ce qui impligue o
Te= B epsl ® + v _eﬁﬁi y )L =)
r,= E ( epsi y + v ,epsi x )/ (l-v &)
Ty ™= B gama My

On obtient la relation matricielle suwivante @

Vo0 roil vV 8] b oepsi o w® i

boy, = E /(1= =) L W i ) Vb oepsi oy

Vo Wit Y 0 (1= ) /2 1 | gama #y |

Loy = [D1 . { epsi
D] 1la matrice d ' élasticité en contraites planes
I-4-2 PROBLEME DE DEFORMATION FPLANES
gpsi T =0, epsi Wy = 0 epsi ys = 0
On trouve @

D -V Y 0 i !mepsi vt
by 1= 2 /7(1-9 Y. bl= 2 v )1 ¥ 1 0 Vol oepsio oy
I Maey 0 0 (1-2 W )/2 1 | gama xy |

-

Loy = [D1 . { epsi
Remar que

l*état de déformation plan est obtenu & partir de 17atat de
contrainte plan ., en remplagant dans la matrice [D] de cet état v
par v/ (1-v),

I-5 ELASTICITE A DEUX DIMENSIONS EN COORDONNES RECTANGULAIRES
Ern théorie de 1'élasticitd les inconnues de base sont

Les contraintes o. - 0, 8t 7., qui sont déterminées a partir
des deux édguabtions déquilibres swivantes

o +oxo= ()

Tye , 2e Tty oy

(I-5-1)

+

Ty [ 4 (TV -y + y = (_)

avec X,Y sont les composantes de forces de volumes .

Ces deus édguations ne suffisent pas pour résoudre le probléeme
qui comporte trois lconnues .

On a done un probléeme de dégré dhyperstaticité égale a
urt ., afin  de résouwdre le probléme ,on a recours a une troisieéeme
dquation qui est prise des déformations .

n



EPSHL MT U, . EBERPSL Y S v, Oama Hy o= v e b ou (I-0-2)

Ces  troiz composantes sont exprimées par dewr fonctions
continues (U ) et (Y ), elles ne peuvent donc &tre choisies
arbitrairement car il édxiste entre ces déformations une relation
¢ Ll ement d equations (1 et qui est :

EREL Mayy T OEPBL Ve T OQAMA MYy

Cette dquation différentislle appel de  dguation  de
compatibilite des déformations .

Mais cette édquation n'est pas en terme de contraintes ., pour
ce faire ., 11 fault dorire les déformations  en  fonction des
contraintes par  le biais des dquations de HOOE généralisées

]

s

i3
s

(- VvV 0.0)

epsl (o, — ¥ 0,

~
i

gama Mz = T,/ 0
epsi = F (e T,). V/E

Ul—m N W) Jpp F le= 'V Tad _sne B 261 + 9 ) Tawo wy
En dérivant les equations d'équilibre (I-4-1) puis en
additionnant me @& terme on obtient par  substitution dans
17 dguation précédante .

(Tt ) fee F 0pa Faed s & =01 4 ) (3, 4+ y. ) (I-5-3)

Dams  le cas of la sewle force de volume est  le poids
on alors @

(Opt Ty) e + (T Ok _sp = O
ou bien VA + o) = 0 (I-5-4)
aves \V4

L. dguation ([-89-4) est
de contraintes .

"opédratear laplacien .

l*équation de compatibilite en  terme
Une +fois gu'on a obtenu la troisieme édquation ,le probleéeme

st théoriguement résolu .

Rexmar que 2

1-Les eéqguations ( I-4-1 ) traduisent 17éguilibre de la variation

( dérivées )} de contral wooomais ntimpligue  en aucun cas
1 7édguilibre des contraintes

tes

)

2= Dans  le cas trés pratique ol les forces massigues sont
constantes . I"éguation diffédrentielle de compatibilité (I-5-4)
esl valable aussi  bhien pouwr le cas des contraintes planes que
celuwl des déformatbions planes

&J



I-4 RESOLUTION DU PROBLEME

En ce qui concerne les méthodes de résolution du probl éme
ainsi foroulé ,il existe divers technigues @

¥ lLes méthodes anal ytigques

¥ Les méthodes numérigues

~l.a méthode des élément finis
L)

=l.a méthode des difforences finies

~.a théorie des éguivalences ...

| Méthode analytigue (méthode de la fonction contrainte )
Darns la solution du probleéeme & deuwx dimensions se
récduit & tion des  édaquations  oiffér Liwlles de 17équi-
~lihre , de 1"éguation de compatibilite et ceci en respectant les
doauations aux limites suwivantes

<

=l Ty 0 Ma Ty,

YoOE M Ty F RS
aver 1= Cos (N, ) poom o= Cos (M, y)

Ces déquations auwx  limites permettent de s’asswrer de
1*'unicite de la solution obtenus.
Dans le cas général ol les

forces de volumes dérivent dun

potentiel (V) tel gue @ - IG-Y
.!,
X = - R‘,-':‘H
5, =
£ | X

Y s v/ ¥

;7 (Norma le N)

Alors , on peut  trouver une fonction @ Go,y) qui  veérifie
les dédqguations déqguilibre telle que @

Fse o ™ ﬁ‘nyy o} l\/’

Ty we = Baprn + V

Toorim = By s

Mais pouw  résoudre e probleme
1*édguation de compatibilite (I-5-4)
O a alors =

. 11l faut encore vvérifier

Wosave T B Basue * Py = (1P ¥ pg= ¥



dans le cas o X=0 et Y=-qg alors

VB OG,y) =0 (1-6-1)

La fonction @G,y) géndralement pdlynomiale , veérifiant
1"éguation (I-5-2), satisfait simultanemant les dguations d” égui-
~libhre et 1 édgquation de compatibilité ,ce gui fait la solution duw
probléme se réduit & déterminer une fonction @(x,y) en vérifiant
17 édquation (I-6-1) puis en deéduire o, o, et Tuy

Afin de s’assurer de l7unicite de la solution ¢ champ de
contrainte ) on doit vérifier les édguations aux limites .

En  conclusion , on peut dire gue cette méthode n"est appli-
~cable quaux problémes simples et c’est dans cet objectif qu’il
est préferable dutiliser les méthodes numdérigues qui sont plus
pratiquées en particulier dans le cas ol on posséde un calcul ateur
numérique,parmi ces méthodes numériques, la plus utilisée et qui a
donné des résultats satisfaisants et en concordance aveo les
résultats des méthodes analvbigues ( considerées comme méthodes

ractes )y la METHODE DES ELEMENT FINIS .

g
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GENERALITES SUR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

II-1 INTRODUCTION

O & v gque La méthode  des  dléments finds est 17une des
meéthodes permettant  de  décrire  le  comporbement des systémes
physi ques par des dquations  auwx  derivédes partielles .o Dono la
méthode des dlédments finis consiste & uwbtiliser une approdimation
simple  de var g ak RIeAIaTRIN powr bransformer les édguations
aw: derivées partiell e dauations algébrigues qu’on rédsoud par
cdexs méthodess numér i gu e oubilisant les caloulatewrs pouwr former
et résoudre ces dguations .

I1I-2 GUELEUE NOTIONS DE BASE
II-2-1 Le concept d’ élément fini

La méthode des éléments finis permeb o dtudier le comporte-
—ment  approche dun o miliew  contine  en le  traitant comme wun
azsemblage o’ éléments  indépendants relids  entre eux  par des
points  nodaw: (moewds) . Towte  fois on ne doit pas boldrer les
recouveemsnteas et lea long o interfaces inter-—él ément

C"eal par- le de ce concepl gque la méthode des oldédments
finis différe des méthodl matriciel les .

I1-2-2 Les differentes formulations de la méthode des é1éments
finis

Fow- trajter un prebléme par ¢léments finis ., il existe en
tout troils foraylatirons possibles.
‘D

~

¥ola fmrmulatiﬂn ern déplacements (méthode des déplacements)
¥ olea formul ation e conbraintes oo foroes
¥ La formalation Miste

Fouw-  la  premiées  formulation . on définit  wun champ de
déplacemsnt en supposant g’ il satisfait 1a ympatibilité o
déplacements & 17 interiew e L& dment . e ] ern choisissant
une  fonction déplacement  permetltant de définir 17état de dépla-
seemert o dT ane Fagon i gues

Cette formulation
des dépl aments sont &8
douations o édoguilibre pud
dépl acemsrnts nodaws (unid gue

5

POl nouws ameneara a poser les
soudre  aftin de  déterminer les
la solution en déplacements.

La dewsidme  formulat: consiste A définir un champ de
contraintes de fagon A& L*eoquilibre de 17élément , puis
poser  leas édguations  de mpatibiliteée des déplacensnts et les

résoudre powe obtenir les foro (Bolution en contraintes ) .

La troisiéeme formulation est un mélanges des dew: antres ., e
gui a donné naissance au concept o $ldment fini Hybride .




pour la premiére
par  rappart aux
plus facile

Four  ©e  guil nous  Concernes . ona
formulation gui prdsente certalnes Facilités
autres o On peut ropar exdemple le fait gqu’il est
d’ approcher des déplacements que des contraintes.

Les déplacements  sonb clon 1o inconnus de base . on
approchera le champ de déplacement réel, dans un éldément, par tles
fonctions o interpolation ouw fonction de forme gﬁnér al ement
palynomiales ) pt la continuitdé des déplacements & L inter-

face de 17461 dm el aus nosucds

. fonctions  de  forme  définissent  maintenant 17état de
détormation A& 1%interiew de 1741dément en fonchion des déplacem-
~mnts nodaux . ces déformatons , joint & dédventuel les deéforma-
~tions initiales et compte  btenu de proprietes élastigues du
matériauw , définissent 17état de contraintes en tout point de
L7élément et par consdédquent swr ce froomtiée

Il n? pas  btouwjowrs fa ilm faire en sorte que les
foanctsons Formes ohoisi & 5 f W oaux conditions tlen
continuiteé déplarmmvn[ 1 e Lmng des interfaces des éldéments
bien gu’a 10 él dment corcdd bl ons dalvent 8lre
sabisfaites, ! Tiunmicibd pe déplacements qui découle
cler lewr pré Fion par une fonction .

On doit Fermernt que ohu moment ol 17on & optée pour
la formulation  déplace : o le champ de contraintes ne s8ra Ppas
continu et done incompatibilité e valeurs nodales des contrain-
wtpe car oen coscentrant awe noeuds les forces nodales éguiva-
~lentes , les conditions diéquilibre ne sont satisftaites que
globalememt vu  oqu'on appligue le théoréme des travawn: virtuel
o ure mani @re globale sur btoubke 1a T e non pas & chacun
ders &l dments sé ’ﬁmﬁnk .

Aprés avolr

e 1a méthiod ,
L7 approche oo ce !‘P
quui. consi :

o
o=

la formulation en déplacement
. on doit ovoir en fait gue
Coune approche variabtionnel le
potentiolle totale du systéme
de forme donnde. 81 un tel
] cAalors la convergence vers
. ﬂn constate dono uwne certaine
ionnelle de ROYLEIGH-RITL .

U el  é&largi 2 ¢ a A seouael les repose la
miéthode des éldémsnts Finis, permet "dtendre son domaine o appli-
=~ation A df antres  probléne cnnlmnu" it quil est
possible de Mes formuler de manidre var: :
I1T-3 LA METHODE DES ELEMENTS FINIS CDNSIDEREE COMME UNE

MINIMISHTIUN'DE_L’ENSEMBLE FOTENTIELLE TOTALE

be A mindmis
par rapport A oun ohamp z
champ est défini de manidre
la solubtion actse  esh rdéali
dauivalence aveo La méthode

dtpl

loex poineipe de minimiss
constitus un fondement val
gouations de rigidite des

Ticwm de L7 édnergie potentielle totale
iationnel de la formul ation directe des
s @] dments

Do & LU W R

AN E

2 totale .

iy &

o LYénergie potentiell:
oy Lhénergise de déformati eme .
Wos LYénergie potentiells des charges esxbdérisures .
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=k sporic & oun minimum de o,
aon peut dire gus toute solution appprochés ., obtenue par éléments
finis a partir o la  formulation en déplacements ., fouwrnira
touwiow s une valeow approchée de oy;supdrieure & la valewr exacte,
convergence par le haut (horne supériewre de la

Et commes la solubtion  exache  corre

on parle alors
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Le failt de limiter le nombee de degrés de libertdé o, gui  est
art rdéalité infind . ne  peroet en aucun cas oo atteindre le veald
mirimum e 1T dnargie quel que soitb i zme o omadllage o On
sent diune convergence aolution exacte, cebbe
st réalisde que s sont satis

Teme critéres de convergens A



Critére 1
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FRESENTATION DES ELEMENTS FOUR

LTETURE DE LTELASTICITE FLANE

INTRODUCTION

Logs okl @
continues  ohae
séparées en deus ol

¥ Les problémes en contraintes planes .

ot dmw
(i )

shor e Ly
tvivant 17
plan, ce

prokl é pmwmmtt@ﬁt (o = YA B
W OILLER

" 1™

Yoouii ont oure oldome o s
sey o oliomersms s dans e
slan e la structure
i e ik A
ey btracbtion et 17 ame des poutres

clolsonsd

¥ Les problémes en déformations planes

cld-formation mnoemal e
dimension de La
climsnsions
ML &

e preohl fm
oremearth
(2 qui
g L dme
sote

ralle

e plam
ceh e

[l

I111-1 CALCUL DE LA RIGIDITE DE LU ELEMEMT RECTANGULAIRE EM
ELASTICITE FLAME .

cicité plarne,
jrde e

Fopowre 17
A cpaatie e

T7éldmant passe

[P A i i

Etape 1 .

oo G s
ryL -hant
gulaire  est de dimensions (8 swivant 17 axe
' Yy & o atd on

Ereoun chioix da : cler o
on e 1Y aldment oe rdfdrenoes

Cette
O B .
gue 1T EL dment e
(X)) it (il i vant
rantbe (fiog TT1-10)

e ammat d o
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e
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Y r‘flq 5/ i H/;u 54‘

> Fyy »

" Fr " Va
A > d F“z A > : sl

(figIm-1) forces el deplacemts nodaus

oo
o



e
-
-

d

On note Talu,ydd = Ly, vl
Le vecteuwr déplacemsnt enoun point  oe  coordonndes (4, y)

(n note aw
P Erernce  Commes

le vectewr déplacement mnodau d7un dlédment  de

mepd o

A ), - W, IS S U &
w Ll g LElmeS 4 LR Bl

Etape 2
Elle concerne le choix de la fonction de déplacement . Four

les probléme diélasticite plane les déplacements peuvent &tre
représentds par deux polyndmes en 2 el y tels gque &

o

BRI \}.-') o P S 4

4 FA I

S Y U PRV
(ITI-1-1)

Libertd de 17élément de référence est
dew: polyvnimes & guatre coéfficients

e mombe o cle cleore
de 8, de ce fait on A
inconnus chacun .

1| 1 e \}_ Bav f,:,\ (@) [} 0 :
on & Ty W H HE 0
! L B () (8] ) 1 e y MY !

Etape =

On subst tue Gi,yv) par 5 coordonnd
clPélEment de réfdnce on obtient alors o

5 des guatre noeuds de

tatu,ydr = [Ff G,y 1L EAT*, Lam)

(I1I-1-2)
Bait & tald,y)d = [N, y) 1. {a=
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Four le systéme de numérobtation adopté précedement on a

Ny(st,y) O Mala,y) O Mo (32 0 ) 0 Matli,v) 0

3 b

0 Ne(,y) O Mel,y) 0 Malw,y) 0 Ne (324 y)

Aprés  avoir effectud  le produit matriciel [+ G,y 1 par

LAT-'on obtient la

ce Mez, e

My =M= L & - v/ o+ wLay/anh

Ma=ha= /8 - d.y/a.b

Pl =My = .y @b

Mam=hlegmy r — s2aysa.h
Les propridtes ode la ¥mnﬁtimﬁ d'interpolation [ N (x,y) 1
1. on a 3

Ple (30, y ) =0 si x £ My Ly ¥y

iml g wwagd
Py £ gy 2=l L R ) Ou Yy = Yy

fonction de  déplacems LRSI st continue  swur 1a
slédments el dérivable(mals ses (Jérivées ne sont pas

siodmpligue gque RGo,y) 17 est aussi .

ER -

frontidre des
forcement  continues 2

S o.0n a

Etape 4

Une fois gu'on a exprimé  les déplacemsents  géndralisés  an
clépl a s nodauws,on va edprimer maintenant les

fonction  des I ull
déformations de ''a théorie de 17&8lasticitd on a »

BpEl M
BpEl Yy
gama o _ 5 T e

H
]
—
z
<
(5
-4
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Des 1 "édguation (III-1-2) on a

(I11-1-3)

1}
]
il
-
=
M
e
[
I
s
—n
5]
1
L

L B 1 est appelée matrice des déformations

E v Bl = wHym = B = Y Fa.h — 1./ a
B;g';a = I'-.'}:;g-_ g = El:;m e BB e H;,-! o Fa.bh ~1/b
’

E‘:;a_z.]. = I‘:‘:{:':.:;g; R E!_';:‘!(_':, e Ugg:z"g = e w/a.h

'"B'j. - = "‘E‘:;y_:ls = 'y'/r'_\ -

1
i

By = Biwr

Les auntres termes de [ B Isont nuls

Etape S

Aprés  avolir déteminer les déformations , on en déduit les
contraintes par le hiais de la loi de HOOE géndralisdée .

i

{o (u,ydr = L D1 . £ epsi (a,y) ¥ (I1I-1-4)

k]

Y
L I ] est la matrice~ddélasticitdéd donnée par @

~

i oy g L P 0 :
L DI =1 = PP (S I
H 0 - (] C:l:;gr.:;gg: ! .

awiRiis

ayamtdame= Edl- ooV )/ 0011 W ) (L o ) )

im
23

le module de YOURNG

<

le coeftficients de paisson

b=
i

0O en contraintes planes
x o= 1 en déformations planes

des éguations (TII-2) et (I1I-4) on a =

18



Lo,y ¥ =L HI.{a=?3 (I11-1— )

[HI est appal de Hatrice contraintes et donnéde ci-dessous
{5 Y 3 = H Lom = s T )
Haza = — M = dym.ds
Figza = Mawa = tlmm. aa
Mizm = = Hig = dim.ba
Haz = = Hae % daz.ba
Clhmmew b1y
Him = = Hiw = taz.Ca
Hia = =~ MHie = “diz.ea
Hza = = Heze = tawma.@a
Haw = dim.Ca
Hme = — Hme & dmm.C)

Ham = = Mo = dos. 8

]
<
HH
&

A= y/a.b —- 1/7a
b;x wla.bh - 1/a
Cgw= y‘/a“b ”

@™ W/ /a.b

Etape &

Cette édtape permet de trouwver unc relation entre les forces
nodales et les déplacements.BEn appliguant le théoréme des travaux
virtuels

On oa &
{ a7, L F=) =\{ epsix™) . €L o 3 dv
v

le travail des forces = le travail interne total
prtérieures

e
-3



Compte tenu de ce qui précéde on peut écrire

LAy TR = ] {ax™3"" LRIT. [DI. LRI, dv., {a=}

Fed= L [RIT. LD LRI dy. {a=)

Elle est du type

(]

on a alors

I
LE=1 = ] [BIV.LIDI.LBI.dyv (I11-1-6)

L

CE=1 est appeldée Matrice de rigidité ou des raideuwrs.

Fouw notre  oca o (ev) o= bode.dy
avec (t) épaisseuwr de 17élément ,supposés constante . On a alors

]

1 1

LR = J J CeIv. DI . [EI . duidy (I11-1-7)

o o

Les expressions de (Bl et [D] sont connues, d7old on tire la
matrice des raideurs élémentaires suivants la numerotation
acoptée.

- Voir tableau Mol
Etape 7

Lors de cette édtape an o doit auprimer  le viecteur
eélementaire des forces nodales et ceci a partir des charges
cohérentes qui s”appligqg a l"elément considérd .

On a o aprés le Ehémr@mewdeg travaus virtuels

tfem = J LN CITLO R Fadv

on {0} est le chargement cohérent

Remar que =

i le chargement est swfacique ou lindaire . or
remplace dans ce cas le terme (dv) par . (ds) ou respectivement
tell ) :

a0
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MATRICE DE REGIDITE ELEMENTAIRE
fd“ P, 3 dt;. -ﬁd“ P’I 3_ du '2 d“ P'|| —J_dz; 2d“ P’1 —-E du
Ldp | 3ds | 2dup 3dy, | 2dp 3ds | 4d,p 3 d,
4'+dzz P 3 di 2 dz.» P - J_dli _2 du,P J_d” '.fr dz» P
4 d,p" 3 d, 4 d,p” 3ds |-2d,p Jd, | 2d,p
4+dn p" | -3d, |2d,p' | 3d, |"2d.p’ 3+dz-
4-d, P - Jdu 4d53P'; = 3 dis 2d,,P J dss
4"d;,,_, P - 3_?1, +"4-dup 3d1| —2 C.lup
[Ke] _ L +4_d“ ‘P" 3 d,, 2d_,,jp'r + 3) dbs * 2 d55P !
12 ["dn P—i 3 d:u —4d|1 P-‘ 3 d"
+ + ¥+
4—d33 P 3 d53 2an - 3 djs
d,, -
SYME TRIQUE Gowp | T34y | 2dup
p=qy, 4od,, 3 ds| 4dyp
4—d“ P'! - 3 dzl
-+
bdyp | ~ 3 ds
4—31_“, p




III-2 CALCUL DE LA RIGIDITE DE L’ ELEMENT TRIANGULAIRE EN
ELASTICITE FLANE

L*élaboration de la matrice des raidews de 17l dment
triangul aire passe également par seplb dtapes .

Mous  ne  donnerons gue brois premi ére adhapes ab 1
resultats fimnaus cleas éla gui o oswivent v uie  leuwrs
développements sont identigues & ceux de 17élément rectangulaire

Etape 1

On utilise le sysbéme de coordonndss de la fig (I101-2-1) et
les noeuds sont numérotés  dans le  sens  inverse des  aiguilles
dune montre .

y TV A SR
W tr

l_.._l.'.‘.... F

L 3

¥,

4
’.l

On note {alt,y): = b, y) v i,y 2T

les vecteuwr déplacement en un point de coordonnées G, y).
O note auwssi sebewr. déplacensent nodaws: d'un él ément  de
référence comme

sentation la plus simple
linédaires suivanbes i

donnée par les cles

Wi, y)s= gt e b ma ¥
(I11-2-1)

VI, Y E et e b e Y

L.e nombré de degrés de libertd del” dlément de référence est
de &,de ce failt on a choilsi deus polyndmes & trois coéfficlients
irnconmus chaocun .

Q 0

~7

o a T, vk o=

) 0 0 1 i Y

tat,ydd = [F 00, y) 1, Lad

oy
i i



Etape 3:

On substitus |
17 élément de

Ha )
réefénce on

par

i ™
nel L o=

i« 4

[
WXy =

talu,y)r =

o
i
]
o
=
—~
2z

fata,y)y

Four le

ey 0

Lonod=

Ma (¢, y)

Aprés avolr effectud

LALT™*on

=8

My =Mam=l my et (Yo Yo

i‘\l;'g _Mg ) R ¥ 1Y 3 Ya o3

Mom =M, = [ % ( YooY e

== o

del ta TRV P Y

1 Yo
ldelta = talres

l.es propriétes de
1.

Un a =

My (s, v)=1

-~y

e l.a fonchion
frontieére des

de
dléments ceci

Zo.0n

é

Etape 4

[Rlest de dimension (&4,2)

les coordonnéess
obtient

(W R}

N el
(§]

le produit

(ymmya )by (i

la fonction dinterpolation L

déplacemenls
impli gue

des trois

alors

wF O Vo) o F (e youd 370 Jixd
CAT. Tk
CLAal~—* {a=l

CFCayyd o CATY, {am)

[N G, y) Ta fams

systéme de numérotation adopté précédement on a

(:,y) 1) Mo (224 y) 0

I oy (3 Y ) 0 M L (e Y ) i

matriciel [ f G,y 1

S Y (3 o P ) 1/cdelta

1/cdelta

Yy (=) 1/delta

”H3Y1)+(H1YHWNHY1)

cdu triangle

N ouy # vy

i [ S

Y4

continue
17est aussi

f Giay) sl
cuie NG, y)

e

it

noewds

de

par

=180



B]_ 1 _--Pf:;a“ (—_,.ﬂ "‘r"::!:) sdelta

B::; 1 —:'E:-z-'z-_" (7{:’5""'){ ] y/delta

B:—_-:m::f.‘..fze.ﬁ (}1_-,,3"}~. 1 Ydelta
Les autres termes sont nuls.
Etape S

Four la matrice [HI(x, > *

I I o,

- ve
I Laam ARl

Faa=cly a1 o Yoo Mz g

Hia=ymeHam Himw=dy1«VYaim Hae

Hipa =tlaa o« yam

e a =0l v 3o

H rlr..‘":::d v FU oy om

Hime =0l mma Y 152

yma=(y1~y=) /delta

Y o (\,‘_‘,g}r’:s) Jdel ta H Homea™ (3 P "_,;) del ta

Mg = (M, ) /delta

2
H
=

viz==(y~y=)/delta ; Mo (0 —Hie) Sdelta

Etape &6

Four la matrice [EI1 voir tableauw Ne J

Etape 7
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III-3 CALCUL DE LA RIGIDITE DE L7ELEMENT ISOPARAMETRIGUE
A HUITS NOEUDS

III-3-1 INTRODUCTION

Une des procédures élémentaire dans la formulation des
dléments finis isoparamébtrique est 7interpolée les déplacements
et les coordonnées de 17élément en utilisant les coordonnées
normalisdées o un élément de référence .

Les fonctions de formes servant & interpoler les déplacements
et celles wtilistes pouw  17interpolation des coordonndes sont
identigues,de ce fait 17élément est dit isoparameéetrigue .

l.es  coordonndas
suilvante @

e 17é6ldédment @ expriment de  la maniére

(I111-3-1)
y= £ Ma oy

Gt i
¥ .y sont L coordonnd de ntimporte guel point de 1'élément.

w mont les coordonnédees des &8 nosuds de 17élément

¥ iy A YA aded .,
e référence .

Les fonctions de  forme Ny, =zont définies uni quement en
fonction  de soordonnées  normalisées  gqui sont o oet s comprises
entre +1 et

Une al: proprietes fondamental @ des  fonctions ole
don My est quielle prennent dans  le  repére normé
réfédrence )l valew unitdé  au noeud 5 el zdro aux autres

d*int
¢ ou
noewds .

erpol at

ITI-3-2 CONSTRUCTION DES FONCTIONS DE FORME Ni

1- AFFROXIMATION NODALE

Comms pows les autres éléments, la fonction de déplacement
est approdimée de la maniére suilvante .

= i L
wlr,s) = FPyler,s)east Falrys)oas + 0. o+ Felr,s8).8e

-

L " ) =i 1% F‘m " W " [+ (] Tt oa Lonag e on ooy m} Ll

Fosons »

o™ ou o " .~
wir) = {Fy . {ar - - (ITI1-3-2)
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asr sont les

On passe ensuite

W= {ry )= =0 Fy

Ll =) (g d o= Py

Ua=U (Fe) = sl Py

+

(wiN|
W= Wy ) =w iy,
i

Les 1y . 6y

de référence voir

En raprenant

L Uy
d’ ou
T U

&

On a alors

aramébtres géndérauy

(ri),

(r—;';} ) - [

’z!l":-g) . T "

(Fead o

‘531):

sont
fig.

"il'l

P

F":;;g(rm) " P "

dépl acement

les

Ci

a 17 approximation nodale

-
i

wlra) o T w Feflry) i,

a

=y

l*'..:, (rz) Fom

F:'rg (f'ﬂ) Yt

Al noeud ¢4

coardonnéss normalisdes

dessous .
s

A
%& (%]

A0

4.0

3,41

L ElT=de3

}o= O

i
™

T
el
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e}

a

"N,

). (1

Pr

W b

41

» forme matricielle

SOUsS

Pr

1=,

el (T L T-75-30)

4,
J

-,

s -
N P Wy o

N4_, Ng:. n N';r " r\lpg .}

H:z: .

Nr_g,
g ) . (Lo i) f4)
5) /2
5). (1

- + g}/ 4

2h

de 1"approximation

(9]

(II1-3-3)

(s

de 17 &1l ément

(ITI-3-4)

(I11-3-5)



Mozt o
Rt

—

L+ ).l + sy (L - = s)/4
Ne= —= (1 -~ r®). (1 + s)/2

Nopw —(1 — ). (1 + sy, L + ¢ — 5)/4
Neo= (1 ~°r).(l — 5%)/2

Er résume nors avons
5

5
o= N 1.4 1 P e o i P Y ':,'r"l‘l a¥l at e r:-;‘*"l\‘-l PR [yt M et

y = My tMayethey=+tNaya N ye o ye tHry > tHNa ve

i M H H My (8] Mo QW [l O
! Pt e TH Y2 ww e Y
1 [} ] 1
1 L} ) '

y I:J ’\11 (:.’ ""-1,‘.‘;‘:! wonom [:] |“\|(3;|
(III-3-6) .

(W FR R +M aal Lot Il UL [ attat & eyld m'l\l etll P [+] =Ll -7""'[\1 eallen

v = M 1 Vgt N;: Yoeat I e ‘*'N.q. va -t Nm Vs “"Ng-_,v‘b + N-;r ot Il o Ve up

wto=t" Ny 0 NMa 0 ... Ne O
1 o |

W PV woe w UVe s '

Vom0 My o O Migwwo O Mg

(I11I-3-7)

2— CONSTRUCTION DE LA MATRICE I[EI]

Les déformations de 17délément sont données par
GRS ML

epsi v o= v, ' (111-3-8)

Qama My ™ W e kol

Fouwr évaluer les dérive C ) et O L), il semble logique
d*utiliser le développement suivant

Cooa) = 0 n)a ) O m) (s, x) (11I1-3-9)
la dérivée ( ) est développée de la mEme maniére.Cependant
pouw évaluer () dans la relation ( III-3-%2 ) nous avons
hesoin de la relation inverse de (II1I-3-6) . (Cette derniéere est
généralement. difficile & établir explicitement, pour cela nous
évaluons les dérivées en r et s tel que :

a7



! ]

| :('_'- Yoo 1
1 1 1 1 i N T
.. FE . | o B3 o ! LI AS w M n n Y

] 1

' |

J st 1 opératews jacobien de la transtornation

(n a alors 3

' N
J “t= ] /det (J)

H
i

diaa 0

A,

& remarguer gque 1Yinverse de J 0 existe, cela prouve
réelles et ceux de
ctive .

Il estht
gue la  corcespondance entre les  coordonng
17élément de référence est une relation bide

Cependant, dans certains cas ol 17on a une distorsion ow  un
débordement de 17élément (voir fig. ci-dessous),la relation n'est
plus bijective .

i de bordement
On & 3

st M N 3o e e e, e e, e te N 3t e, e

]

et thla  eita tNem | st s ety | e e | i

ce® My ety PRl eratNe

Yo = I 1. ¥ + N‘.T: . Yo + {"‘!‘"' o Y -] P Y4| ‘\'-llf!'; . Yus “+ I“L’u wr Y ""'l‘\l'?‘ . Y + NE& WY

voa® My esyite, sayetMs, eyztMa, eyvatNe, w Yo tMNe  wmyaths ays>tha, aYe

W - N 1, -l *+ N-'___ﬂ b -+ M-r oo e “|"P\F4 . rLla -t Nm . Llps -t I\lgg o Lla “l"!\!'y . Ll + Nr_ﬂ o Lle

U, e By gy Rl Lasliat [ B . Eellom +Na , mllat Mgy , t3llpgt MNes .l I . bl + N . eslle

Vo= Ny WY + M WY B P oo Y +Ma W Ya 4Py WY e, oV +T\l'7 Yz + Ny . Ye

VosT Ny evithila evethils aevetMa mvatble avetNeg ovetNs avs +MNe , Ve
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My, = JaneMaveot JamalNy m

.Ni.y = jai.Ninp + jREnNi,B

3—- EXPRESSION DE LA MATRICE DE RIGIDITE

Comme pour les élements précécdant, on a 1l'expression suivante :

‘

Ll = j CEIT.CDI.CRI. dv
v

En passant au repere normé :

1 1
LK1 =J { CEIT.IDI.CR).detl J 1. dr.ds

—1 —1
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MV 1"evpression  compl éxe e [ED1 ., il est pratiguement
impossible o intégrer manuel lement, c’est powr cela gque 17on a
recours a lYintégration numérigue .

Fouwr 1%intégration,nous .avons utilisé la *° NMEWTON-COTE )
cite méthode prodait,d trois fois btrois points d7intégration .

4-EXPRESSIONS DES VECTEURS CHARGEMENTS

1-Chargement volumique :

[ f i i [ [ I TR R o V2

of B = {6, , Gy 37
Four le poids propre,nous avons :
Che=0 et Ga=-  (masse volumigue)

En passant aw repére normeé
. *

CRIY . Qe deth J 1. dr.ds

[F.1 = J

. -.<"*1lrl
l.j—

Lq

2-Chargement surfacique

Lfegld = [ CNIT L s

=

P = {Pu [:-y 1T

Fioot équation odu chargement suivant o
ot éguation du chargement suivant vy

En passant au repére normé @

[Fgl ={ CNI1T.F. Jas « dr.(ou ds)
J
—1
On prendra dr ou ds selon que le cébé chargéd est paralleéle
l7axe r ou & 17 axe s

Avert: Ja= J{x g™+ y, &)

K , “ e
LN:L e ]\EWJ- W A s g :':m.f-r
r

y = My, .., Nedealyva, ..., Vel

R0
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AFFLICATIONS

INTRODUCT ION

11 est & noter gu’on pratigue, il existe divers applications
de structures ou d’ éléments de structwe sollicités en contrainte
ow en  déformation plane, ce gui nous a amené A egtudier en
premier liew des exemples sioples puis & passer a d"autre
relativement plus complexeas,

IV-1 FOUTRE CLOISON
Il s"agit d'une poutre sur appui simple chargée uniformement

g o= 0.8 ton/in

l il 1

5oin

A 15 in 2

o= 13400 ton/din®

diéplacements ( fléches ) « NOUS AVONS
‘metera d’avoir une

Fouw: le calouwl
pris les trois types d'éléments ce qui nous per
comparaison .

[Eere Noewods MNere o d. ] fleche Gi=1/2)

bb 130 0.402 107

' i S 106 0, 572 to-=
&

¢ solution exvacte 0,48 102in

o

-h i
£ :ug
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g iy
it alls



Fow les brois éldéments nouws avons les maill lages suivants o
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L a
aver un maillage symetrigue( fig.4) pour
vil la symetrie de chargemesnt et de fixation .
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Hauteur (in)

2.50

Distribution de la Contrainte Sigma X-X
au niveau de la section mediane
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Hauteur (in)

Distribution de la Contrainte Sigma Y-Y
au niveau de la section mediane
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V— ETUDE D UN VOILE

Il g agit  dfun voile R+ ) A dewr  files dfouvertures,
3 soumi s & un chargement triangulaire (fig V1)

EL7B 10 t/m®

m o, ha= 0.8 m
seisme A la base YVom Eh b
Fowr 17 étude en MLELF, le refend a été discretisé en 264

dlements totalisant 279 noeuds  soit degreé de  libertsé
(fig V-22).

11 est a soulianer la difficulté o établissement de tels
fichiers d'entré v le nombre important de noewds et de connecti-
=it A géndrer ansi gue les erreuwrs  gquil 8"y rattachent . Fowr
remédier en partie 4 cela ,nous avons procédé d une visualisation
graphique du maillage afin de detecter d7éventuelles errews .

Ce genre de procédure s"avére d’une trés  grande efficacite
et de ce failt devient indispensable powr la vérification de
maillage ratfiné powr des fornes compléxes

Fer ﬁamiliter 1aﬁlmttur@ des  résultats., nous avons brace
des courbes de varialtion Wés . différentes contraintes et cela le
long des Linteaus de mEme niveaw selon trois fibres (sup.moy,.int)
ainsi gque Jle long de certains trumeauns .
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Commentaires =
MNows commencerons par les

ot 1'on wvoit la contrainte
( fig V-9,V ) corre

linteauwx ( 2 et 2* ) du niveau
T, pour les  fibres extrémes

gpondant 17 6tal de déformation ci-dessous .

11 est & noter un effet de concentration de la contrainte aw
i veau des encastremsnts des san s ot cet effet est amplifie
auw niveaw du linteawn C37) .

Four la fibre moy. ( fig V-4 ), la contrainte est presgue
nulle aw lint CoCET) eontrairement A (3 ), cela s'expligue que
la fibre moy. L décalée du fait, du non alignement de la des
points d*inflexion des filn erbrEmes .

e eogqui est de 17 éveolution en hautews, en remarque que
les fibhres @ o 1in w1y  fig V-6 et V-8B ) sont
tendues  (gond L en par conbtre cews: du linteaw &6 ) (fig V-9 el
V-11 ) sont comprimés et cela revient a un fait que le brumeat

sit comprimé A oo nivean .

T & i s

Four  les linteaux (1" )y et b7 ) il Ty a pas de
chargement & : arition  de  17effel  d7amplification
obsarvé au
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Sigma X-X (t/m2)

Variation de la contrainte suivant
la cote z=8.8 m
( niveau 3 )
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Variation de la contrainte suivant
la cote z=9.2 m

( niveau 3 )
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Variation de la contrainte suivant
la cote z=9.6 m
( niveau 3 )
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Variation de la contrainte suivant
la cote z=2.4 m
( niveau 1
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Variation de la contrainte suivant
la cote z=2.8 m
niveau 1 )
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Sigma X-X (t/m2)
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Variation de la contrainte suivant
la cote z=3.2 m
( niveau 1
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Variation de la contrainte suivant
la cote z=18.4 m
( niveau 6 )
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Sigma X-X (t/m?2)

Variation de la contrainte suivant
la cote z=18.8 m
( niveau

6 )
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Sigma X-X (t/m?2)

Variation de la contrainte Suivant
la cote z=19.2 m
( niveau 6 )
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11 nous a parut intérescant de comparer les distrubutions de
la contrainte le long du linteau ( 32 , fibre sup ) et du linteauw
( 3%, fibre int ) avec la distrubition donnée par le probléme de
FLAMANT qui suppose un miliew élastique semi—infinlt  chargé
lindairement ( fig ci-dessous ) .

Ope==2/11 | Oes COS< R e

Four la comparaison , nous prenons 9a= 0 et Gps=Arctgl h/Ll )

AE = h ¢ hautewr du linteau

L longuewr du linteaw ( porbtde )

Aprés intégration, nous obtenons :

" 0y = Qa/T [ ~8Bp + COSOR.SIiNEp ]

2 Arctgd h/1 0
O = Qu/1m (= ﬁrctg(h/n? + hoest/ (= + h=)

Avec 0O L ow 2 h/1

Les +ig ( V-12 ) et ( VY-13 ) donnent respectivement ia
comparaison de la distribution de FLAMANT avec celles du linteauw
(32 ) et (3" ) o

Rt
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Il est & noter que pour le probléme de FLAMANT . les valeurs
ont mEme signe et chutent rapidement pour tendre vers zéro , par
contre pour les courbes obtenues en E.F  changent de signe avant
d’atteindre 1'encastrement ¢ 3™ et avec des valeuwrs asser
importantes .

En conclusion, nous pouvons dire que le probléme de FLAMANT
met en eévidence un effet de concentration , mais ne tient pas
compte de la discontinuité ainsi "qgque 1 effet du trumeau voisin.

Four la contrainte o, on  remargue que globalement gue la
moitiee du portigue est en traction tandis que 1*autre prarties
travaille en compression et que le long des linteaux ces
derniéres sont nulles voir fig(V-14,15,1é)des linteau (3) et (37).

Enfin pour les contraintes rv.,, on observe l°'effet de
concentration de la contrainte au niveauw des encastrement clu
linteau voir fig (V-17,18 et 19).

En conclusion,les contraintes o, sont plus importantes gue
les contraintes Ow qui sont a leuwrs tours plus  importantes que

les contraintes de cisaillement Biene
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Cet exemple montre la G E
eléements isoparamétriques et | 7auwgmentabion du
du calcul tridimensionnel .

Il semble d'aprés le bullgbin  NO
l7action tridimensionnel modifie les con
profil, il en résulte géndralemant wne réduction de lsa
celle—-ci,dont les erreuwrs de la représentation bidimensionnel e
vont dans le sens pessiste et done de la sécurits o

LTanal yse est donc en  gendral rapportés & un caloul  oen
detormation plame {la détormation suivant la longuewr est nulle).
V1i-2 MAILLAGE

e barrage a été disgrétisdé en 100 ¢l dments  Lotalisant 351
noeuds soit 2x3591 d.d. 1 (Fig YI-17.

1-Barrage sous 1 eftet du poids pr

A1 état initial on s
traction , cela est du & la

retrouve aveo des

forme du barrage

L}
Four ce qui est des contrainte
ne dépassent pas T0 LM/ m™

[0 2 g

[ I I R R T B

i

2-Barrage sous,K I'"effet de
poLds prop

Vu gue le seisme peut agic dans nimporte guel direction , nous
avons considerd un premier cas (F VI 3y o0 la direction  du
seisme est d'aval en  amant , on  peut urne zons e
concentration suw le parement aval

Far contre pour le deuw:déme cas oo le seisme  agit d*amant on
aval (+ig.VI-Z7),on note que la zéne de con '
—ceée au paremant amont .

Il est a souligner gque le premier ©as

hration st est dé

Four plus d7information nous avons beac
trois contraintes principales o4, e BTV s
tig. VI-4, VI-35, et YI-& ) ool bR drentes of

Four la tig(VI-6&6), nous remargu wrE var
qui doit étre due & 1effelt de pare Gttt
diminuant de haut ern bas du barea

Cor o e
vt Er

I~Barrage plein sous la combinaison des forces o7 inertoes,
en inciwvant le poids propre
Fouw  obtenir les forces laberales
nous avons falt la superposition
fortes hydrodynami ques.
On ramarqus (Fig.VI-7 ) que  La




Contraintes principales max.(kN/mz2)
d'un barrage non plein sous l'action d
chargement sismique
p.p. inclus)
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Variation de la contrainte suivant
la cote z=8.8 m
( niveau 3 )
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Variation de la contrainte suivant
la cote z=9.2 m
( niveau 3 )
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Sigma Y: Y (t/m?2)

Variation de la contrainte suivant

la cote z=9.6 m
( niveau 3 )
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Tau X-Y (t/m?2)

Variation de la contrainte suivant
la cote z=9.2 m
( niveau 3 )
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Variation de la contrainte :
le long des encaslrement
des linteaux
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VI ETUDE D?UN BARRAGE

Il s7agit d7un barrage polds  en béton  armé  soumis &
différents chargements .

Le barrage a les caractéristigues suivantes @
Hae= hautew totale : 127 m

W= polds volumigue du béton 24050 NS

= module diélasticité @0 20,5

i

1O® EN/m™

v = coetficient de poisson @ 0.5

VI-1 HYPOTHESES GEOMETRIQUES
¥ CALCUL BI OU TRIDIMENSIONNEL -

Il est évident que le barrage avec sa fondation est un objet
tridimensionnel.

Théoriguement , un  calcul tridimensionmesl zat toujowrs
préférable, mais le prix d’un tel calcul dtant % & 1% fois
supeérieur ( ou plus ) & celui du calcul approché bidimensionnel .

Le bulletin N°Z0 de la commission internationale des grands
barrages illustre ce probléme par §'exemple suivant o 17 on
compare dew: types de maillage ea hi et bridimensionnel.

~caleul 1 correspond  aux  simples  éléments triangulaires
lineaires.

—calcul & correspond ALt el éments
isoparamétrigues conduisant a une précision pre

parabol i gues
sopule Lodentl gue.
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contrainte est touwiouwrs sw le parement en amost et que L3 Tone
des plans principauws a augmentde

lomg de
CvEnt & connad tre Lo

Nous avons tracé également 1 évolution de
difféerentes cétes ( Fig.VI-B ) vu gu’e :
taux de travail du béton .

On  remarque une contrainte presgue au pilied amont , par
contre au pied aval on abseérve une compression .

En conclusion ,nous pourrons dire gue le barrage du fait de sa
de & forme ainsi que de sorn poids important , posséde un
comportement asser compleésxe .

4.3



contraintes principales max. (kN/m2)
d’un barrage non rempli sous I(wcé)n d'un
chargement sismiques
(p.p. inclus)

FIG VI-3'
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contraintes principales mazx. (kN/m2)
dun barrage 7rTempli sous laction d'un
chargement sismigues
(p.p. inclus)

FIGC VI-7
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Sigma Y-Y (kN/m2)

variation de la contrainte Sigma Y-Y (kN/m2)

selon differentes
FIG VI-8
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CONCLUSION

L*étude qgui

a éeteé fart dans

projet

constater 1?avantage e 1 utilisation
C)

isoparamétriques

Vil sa  précigion  ainsi ques

s’ adapter a n’importe quel contour .

Comme il est & noter la
applications qui nTauraient pas pu
classigques ou bien deviendraient

Lhilite d

de 1"Elasticité ,de ce fait la méthode des &lém
un outil trés puissant .

A Ttravers

comportement complexe de structur

barrages .

les applications considérdess,
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ANNEXE



Vu le nombire asses important de

préférable d'en joindre certains d’entres eu

[t

Nous avons donc

voiles: :
=fig.A-1 (A-2,A0-3F Evolution de 0. le long d
(2) et (270 .

“

~fig.A=4, A5 : Frobléme de FLAMANT ( 8(rd) en abscisse)
-fig.A=4& A& A-14 : Evolution de o, odu voile.

—fig.A-15 r . Evolution de  vey le long du preender
encastrement ( x=4 m).

barrage:

-fig.7" : £ cas Jforces dinerties el hydrodynamique de
sens oppose .

-fig.8 et 9 : variations d
_

2 Cas .

contraintes o, et 7., du



Sigma X-X ( ,m?2)

Variation de la contrainte suivant
la cole z:.)._(i m
( niveau 2 )
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Variation de la contrainte suivant
la cote 226.0‘ m
( niveau 2 )

Sigma X-X (t/m2)
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Sigma X-X (t/m?2)

120

Variation de la contrainte suivant

la cote z=6.4 m
( niveau 2 )
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Variation de la contrainte suivant
la cote z=2.4 m
( niveau 1 )
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Sigma Y-Y (t/m2)

Variation de la contrainte suivant
la cote z=2.8 m
( niveau 1 )
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Sigma Y-Y (t/m2)

Variation de la contrainte suivant
la cote z=3.2 m
( niveau 1 )
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Variation de la contrainte suivant
la cote z=5.6 m
( niveau 2 )
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Sigma Y-Y (t/m2)

Variation de la contrainte suivant
la cote z=6.0 m
( niveau 2 )
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Sigma Y-Y (t/m2)

Variation de la contrainte suivant
la cote z=6.4 m
( niveau 2 )
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Variation de

la contrainte suivant

la cote z=18.4 m
( niveau 6 )
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Variation de la contrainte suivant

la cote z=18.8 m
( niveau 6 )
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Variation de la contrainte suivant

la cote z=19.2 m
( niveau 6 )
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Tau X-Y (t/m2)
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Variation de la contrainte suivant

la cote z=2.4 m

( niveau 1 )
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Tau X-Y (t/m?2)
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Variation de la contrainte suivant
la cote z=2.8 m
niveau 1 )
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Variation de la contrainte suivant
la cote z=3.2 m
( niveaun 1 )
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Variation de la contrainte suivant

X(m)

la cote z=5.6 m
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Variation de la contrainte suivant
la cote z=6.0 m
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Variation de la contrainte suivant
la cote z=6.4 m

( niveau 2 )
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Variation de la contrainte suivant

la cote z=18.4 m
( niveau 6 )
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Variation de la contrainte suivant
la cote z=18.8 m
( niveau 6 )
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Variation de la contrainte suivant

la cote z=19.2 m
( niveau 6 )
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Variation de Tau X-Y le long
des encaslrements
( x=4 m)
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contraintes principales max. (kN/m2)

d'un barrage rempli sous l'action d'un
chargement sismigquss
(p.p. inclus)

FIGC VI-7'




Sigma X-X (kN/m2)

variation de la contrainte Sigma X-X (kN/mZ2)
selon differentes cotes
FIC VI-8
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Tau X-Y (kN/'m.Z_)

variation de la contrainte Tau X-Y (kN/m2)

selon differentes cotles
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