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Sujet : ANALYSE DES PLARUES MINCES PLIEES PAR LA METHODE DES
ELEMENTS FINIS

Resumé : Le présent projet consiste essentiellement en
l1"élaboration d*un logiciel en vue de 17analyse des
plaques minces pliées par la méthode des éléments
finis.

La méthodologie adoptée est basée sur 17analyse
des comportements membranaire et fléxionnmel .

Quelques exemples numériques sont présentés pour
illustrer l17application de la méthode & differents
types de structures.
fGub ject : ANALYSIS OF FOLDED THIN PLATES BY FINITE ELEMENT
METHOD

Abstract : The present project consists essentially in the
developement of computer programms for the analysis
of thin folded plates by finite elements method
The methodology develcoped is based on  the
combination of in—plane and bending deformation.

A few numerical examples are presented to
demonstrate the application of the method to
various types of structures.
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e tarme de " Structure " désigne un systéme mecanique, ayant les
progriéetes de rigidité et de résistance suffisantes, permettant
d’assurer les fonctions de conservation, de stabilité et de
mouvement d’un é&lément scumis A des actions mécaniques et
thermiques.

Le calcul de structures et en particulier les milieux continus,
couvre une grande variété d’applications dans les secteurs
industriels de la construction mecanique, aéronautique, spatiale,
genie civil ... ect. Ce domaine a pour objet 1la modélisation
théorigue au stade de la conception d’une structure ocu d’un systéme
mecanique; ce qui permet de faire la simulation du comportement et
d’entrainer ainsi une procédure d’optimisation des formes et des
dimensicns, cempte tenu des fonctions de la structure et du choix
cdue matériau .
FParmi les étapes de la conception d’une structure ( et notament les
stuctures complexes ) on a deux etapes trés importantes & savoir :

- La modélisation de la structure ( Modeéle mathématique )

~ La simulation du modéle de calcul {Numérique)

Four la modélisation, il existe plusieurs méthodes qui permettent
de décrire le comportement des systéemes physiques grdce & des
egualions aux dérivées partielles. Parmi ces méthodes on a :

La METHUDE DES ELEMENTS FINIS. C’est une méthode trés générale, qui
S’appligque & la majorité des problémes rencontrés dans la pratique;
probliemes staticnnaires ,non stationnaires, linéaires, non
lindaires, & une ,deux ocu trois dimensions et méme les milieux
hetérogeénes.

Elle a permis d’obtenir des soclutions satisfaisantes pour un grand
nombre de problémes jusque 1& considérés comme insclubles. Les
effaorts intenses et prometteurs des recherches,qui sont consacrés a
cette méthode, ont permis un eélargissement rapide de son champ
d’application et ceci est da principalement A& 1°cutil numerique et
infurmatique qui ont contribués considérablement dans la simulation
de ces modéles et donc & leur valorisation, ce qui apermis le
développement de programmes standards pour la mocdélisation des
structures et la simulation de leurs comportements on peut citer
S4P BO, MEF MOZAIC, MODULEF, ABAQUS, ANSYS »SUFER SAP... ect D.
Four ce qui est de notre travail, il consiste & 1’élaboration de
programmes gour la modélisation des coques et plaques pliédes par
le= facettes planes car on Suppose que le comportement d’une
surtoaoe dont la courbure est continue peut &tre représentée par une
SUirface  composée d’eléments plans en procédant par
suparposition de deus comportements, que 17on consideére découplés
lpour les petites déformations), et qui sont le comportement
Gimbranaiye et le comportement fléxionmel.
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Ce theme a fait 1’cbjet de plusieurs travaux de recherches et
notamment les travaux de MM J.L. BATOZ et S.JAAMEI ( Janvier 87 )
au sein de la division modéles numériques en mécanique de
17Université de Technoclogie de Compiégne (FRANCE), qui ont étudié
la simulation numérique du plissement des t&les minces en
prenant des applications pratiques ( le plissement de 1’eprouvette
carrea sous traction diagonale " Essai YOSHIDA " ainsi que 1l’essai
dit de coupelles coniques ).

Pour notre projet nous traiterons des applications qui reléevent du
domaine du génie civil, on peut citer les couvertures des grandes
surtaces, les voltes en berceau, les structures en plaques pliées
type, les poutres en caisson frégquemment utilisées dans les
pents,les reserveoirss les barrages en forme cylindrique ... ect.
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THEORIE DE L'ELASTICITE PLANE

I-1. INTRODUCTION

Tous les matériaux possédent;a un certain degré, la propriété
d’&tre élastique. c’est A dire que si les forces extérieurs qui
provoquent la déformation d’un corps, ne dépassent pas une certaine
limite, la déformation disparaftera au méme temps que la forces qui
lui donnent naissance.

Pour ces matériaux élastiques, il existe une théorie dite "théorie
de l17clasticité” qui permet d’étudier le comportement des solides
réels sous l’action de différents systémes de forces.

On deoit avant d’entamer notre exposé de la théorie, poser certaines
hypoithéses et qui sont :

. Four 17¢tablissement des lois mathématiques, on suppose que les
enlideze sont homogénes, isotropes A 1’état neutre, c’est a dire que
les propriétés physiques et mécaniques sont les méme en chaque
points et dans toutes les directions

- Ces solides ne doivent pas &tre le siege d’aucune tension interne
en l’absence de forces extérieurs, gradient thermique ou autres.

La théorié de 1’élasticité consiste a formuler trois types
d’équations A& savoir :

* Les équations differentielles d’équilibre

#* |Les équations differentielles déformations—déplacements
* les lois intrinséques du matériau.

I-28. LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES D’ERUIL IBRE

Gn censidére un cube élémentaire dx, dy et dz

(e
7 fig(1-1)
6,( - ——
%, X




¥.¥:Z sont les forces de volume, considércns maintenant l1’équilibre

de ce cube on a :

8 ox @ TRy drnz
z X. = Q ==> + + + X = 0
. a x 3y az

Far analiogie, on obtient les deux autres equations :

@ ox 8 Txy arxz

+ + + X = 0
a x a vy a z
3 THy + a8 oy i dryz +Y = o0
a x vy a z
d Tz + g Tyz " oz +Z = ©
d x a vy @ z

1-3. LES EQUATIONS DEFORMATIONS -DEPLACEMENTS.

On traite le probléme en deux dimensions puis on généralisera
trois dimensions.

an a :

ex = (A’B"—-AB)/AB

du
AB= dx s A’B’= dx ( 1+ )
ax
Dornc on aura :
a u
EX =
a
ey =
a
—— a v - u
a x a
Y,
-c'
2 g -7
3 = fig G-2)
o |
S /

R o Y |

/
" y /
%‘ / it 43 lF——av dx
A P : ! X

|

A B 4
s Ddx T

P

a



£x  : Défurmation longitudinale

gy : Déformation transversale

YHRY : Déformation tangentielle (Etant la déformation d’un angle
qui était droit avant déplacement )

Un rappele que ceci n’est valable que pour les déplacements faibles

En tridimensionnel on a:

d u a d w
= = ’ &‘ b — » 82 b4
’ 3 x Y a a z
a u a v
F = B =
»Y L4s v 9 x
g u g w
Yz = Yax = *
a a x
‘\r' = }r = -+ a v
Y= =¥ 3y d z

I-4. LEG EQUATIONS INTRINSERUES DU MATERIAU

Ces £guations caractérisent les propriétés mécanique du matériau.
Scit un cube élémentaire soumis & des contraintes normales oxs

oy et oz

La contrainte (ox) provoque une déformation suivant 17axe (X) qgui

est égale a ( ox/E ); mais les contraintes (oy) et (oz) provoquent,

chacune d’elles une déformation dans l17axe (X)), donmmeée en
fonciion du coéfficient de poisson (v) et qui est égale A
(-1 .ov/E) et (-v.oz/E )y ce qui fait au total :

€% = 1/E .[ oxn — v.l oy + oz ) ]

puis par analeogie

Il

£y 1/E .[ oy — v.{ ox + oz ) ] ¢ I-1)

ez = 1/E .[ oz = v.{ oy + ox ) ]



Pour e gul est des déformations angulaires, celles—ci sont causées
par ies containtes tangentielles ( 7 ) telle que :

Yy = Tzy /B

vyz = Tyz /B ( I-2)
vzzx = Tz /B
G= Ef(E*(1+&)) G :le module délasticité en cisaillement

Les expressions I-1 et I-2 constituent les equations de la lei de
HOOK généralisee.

Les contraintes ox, oy et oz provoquent les déformations sx,sy,ez
qul causent eux—méme une variation de volume (dv)

dv=dx.(1+ gx )+dy.{(1+ gy d+dz.(1+ ez )
dv=dxdydz( sx+ey+e£z ) en négligeant les termes d’ordre supeéerieur
dv/v= gu + £y +&z
En additicnnmant les termes des équations (I-1) on a :
Ex * gy + gz = ( 1-2v Ylox + oy + ¢z ) / E
En consldérant toujours ces méme égquations generalisées. On peut

exprimer les contraintes ox, oy et oz en fonction des deformations.
Or: ootient la relation, sous forme matricielle, suivante :

T o7 i 1 e
‘ o A+2.u A A O 0 Q £x
oy A A+ .p A Q0 Q 0 £y
oz = A A A2 .U o} 0 0 £z
THY O QO O M O Q yRY
TREZ O 0 0 0 v 0 rHE
TY2 ’ O 0 0 Q O H ryz
s -t - 'J - -
avec A = v E / ( 1-2v )Y{ 1+ ) et H=E / 2( 1+ ).

Maintenant aprés avoir traité le probléme en trois dimensions on va
le ramener a un probléme dans le plan.

Fouwr c©e cas on considére les deux types de problémes de
17&lasticité plane.



1 FROBLEME EN CONTRAINTES FLANES

oz = 0 5 yyz = 0 5, iz =0

Ce =scnt les problémes concernant les structures oo la dimension
stivant Z est trés négligeable devant les dimensions dans le plan
Dans e Ccas on a

€x = 1/E .{ ox - v. oy )

ey = 1/E .{ oy — v. ox )

v = Txy /B

€z = v/E .{ ox + oy )

ce quil i1mplique

ox = E( ex + vey )/(1- uE)

oy = E{ gy + vex )/(1- vE)

TRy = 6 yuy

cn ocbhtient la relation matricielle suivante :

ox 2 1 v 0 EX
oy -z E/(1- v7) v 1 0 £y
TRY Q o (1) /2 YRY

v* = 1 {-]
DI la matrice d’élasticité en contrainte plane.
2 PRUSLEME DE DEFORMATION PLANES

£2 = 0 5, Fuy = 0O Jyz = 0 £z = 0

On touve A la fin

o 1 - v v 0 £
oy |Z E/(1 — v )(1 — 2 v) v 1 - 0 £y
THY o} 0 (1-2v) /2 YRy

|
-

i<t - [51 {4



Remargue:

l’état de déformation plan est obtenu & partir de L1’état de
containte plan, en remplagant dans la matrice ( D ] de cet état v
par v L-pl,

I-3 -ELASTICITE A DEUX DIMENSIONS EN COORDONNEES RECTANGULAIRES

En theorié de 17 élasticité les inconnus de base sont T

Les contraintes ox, oy et Txy, pour les déterminer on a les deux
equations d’équilibre et qui sont les suivantes :

@ o & a TRy £X = 0

¥ x oy ( 1-3 )
a TXy + 9 oy +¥ = O

d xu avy

avec XY sont les composantes de forces de volumes.

Ces deux équations ne suffisent pas pour reéscudre le probléme qui
comporte trois inconnus. On a donc  un probléme de degreé
d’hyperstaticité égale & un. donc pour résoudre le prebléme il nous
faut une troisieme équation, celle-ci est prise des déformations

5}:=m§_..L Exz_a_v._._ yxy= 9 u + a v { I-4 )
a d vy a vy a x

Ces trols composantes sont exprimées par deux fonctions continues
(U et (V ),elles ne peuvent donc &tre choisies arbitrairement
car 1l éxiste entre ces déformations une relation qui se deéduit
facilement des équations ( I-4 ) et qui est

e e y
X _ & Y - Xy
a yz a x2 M. By
Cette equation différentielle est appélée " equation de
compatibilité des déformations ",
Maie cette équation n’est pas en terme de contrainte, pour ce

faire. 11 Taut écrire les déformations en fonction des contraintes
par le blals des équations de HOOK géneralisées

ex = 1/E .( o — v. oy )
ey = 1/E . oy — v. ox )
Yy = Txy /G
£z = v/E .1l ox + oy )
2 z 2
a

e o — v. oy )} + —~2—-;— ( oy — v. ox ) = 2(1+v)

a T
a yz g ¥ a8 x dy



En dérivant 1les équations d’équilibre (I-1) puis en les
additionnant terme &4 terme on obtient par substitution dans
17éguaticn précedente

i 2

_E____?__+_£_.__z._._(gx+oy)=-—(1+p) 9 X + a‘Y
a vy a ¥ a8 a vy

Dans le cas od la seule force de volume est le poids, on a_alers:

2 2
d i ——EL—;— ( ox + oy ) =0
ad vy a x
2
ou bien v (ox + oy ) =0 ( I-6 )

2
avec V¥ est 1l’opérateur laplacien.

L eguation (I-46) est 1’équation de compatibilité en terme de
contraintes.

Une fois qu’on a cbtenu la troisiéme equation, le probléeme est
théoriquement résolu.

Remargues :

l-Les équations CI-10 traduisent l’éguilibre de la wvariation
Cdérivéed des containtes, mais n’impligue en aucun cas lL’éguilibre
des contraintes.

d-dans le cas trés pratigue ou les forces massigues sont
constantes, d’éguation différentielle de compalitbilitélCI-5) est
valable aussi bien pour le cas des contraintes planes que celul des
déformation planes

I-& RESOLUTION DU PROBLEME #
En ce qui concerne les méthodes de résclution du probléme ainsi
formulé, il existe diverses techniques :

Les méthodes analytiques

Les méthodes numérigues
~La méthode des é&léments finis
~La méthode des differences finies
-“La théorie des equivalences...

!



* rMéthode znalytigue (méthode de la fonction contrainte)

Dans ce cas la soclution du probléme a deux dimensions se réduit a
17intégration des équations differentielles de l1’equilibre, de
l17égquation de compatibilité et ceci en respectant les équations aux
limites suivantes:

¥ = 1 .o0%x+m. txy
Y = m . ox +1 . 1xy
avec 1 = Cos{N:x) 3 m = Cos(N,y)

Ces éguations aux limites permettent de s assurer de 17unicité de
la sciution obtenue.
Dan= le cas général ou les forces de volume deéerivent d’un potentiel
(Vi tel gque :

CX
Gw 1Y
. -~
¥ mo 2V &@ {%(Ii)
g x ﬁ‘ﬂ——} f
<
Y = - =X v '
3y Y (Normale ) N
Alors, on peut trouver une fonction ® (x,y) qui vérifie les

équations d équilibre telle que:

ox = 9 f + v
9y
2
oy = L i + V
a x
2
TRY = = .2
an Oy

Mais pour réscudre ce probléme, i1 faut encore vérifier 17équation
e compatibilite (I-4).
On aura alors

o g o'y a*e
——+ 2 — o+ — = (1-) V'V
~d g xavy a vy
Ve (xsy) = (1-u) R

dans ie cas ou X=0 et Y=—g alors

4
V@ (xiay) =0 {I=7)



Donc toute fonction @ (xn,y) généralement polynomiale, veérifiant

iequation (I-4), satisfait simultanément les équations d’équilibre

et 1°équation de compatibilite, ce qui fait la sclution du probléme

se reduit a determiner une fonction ¢ (x,y) en vérifiant 17équation
(I-'7) puils en deduire ox, oy et Txy.

Afin de s™assurer de l1’unicité de la solution (champ de contrainte)
on dolt véerifier les équations aux limites.

En conclusions on peut dire que cette méthode n’est applicable qu®
aux prableémes simples et c’est dans cet objectif qu’il est

préferable d’utiliser les méthodes numérigques qui sont plus
pratiques en particulier dans le cas od on posséde un calculateur

numérique. Parmi ces méthodes numériques, la plus utilisée et qui a
«donmne des reésultats satisfaisants et en concordance avec les
résultats des méthodes analytiques (considerées comme méthodes
exactes): la METHODE DES ELEMENTS FINIS.



CENERALITES SUR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

Ii-3 INTHRCDUCTION

On a vu que la m&thode des élément finis est 1’une des méthodes
permettant de décrire le comportement des systémes physiques par
des équations aux derivées partielles. Donc la méthode des élément
finis consiste & utiliser une approximation simple des variables
inconnues pour transformer les équations aux derivées partielles en
équations algébriques qu’on résoud par des méthodes numériques en
utilisant les calculateurs pour former et réscudre ces équations.

II-2 QUELQUES NOTIONS DE BASE

II-2-1 Le co t d’élément fini
=€ concept g element fini

La méthode des éléments finis permet d’étudier le compor tement

apprech& d’un milieu continu en le traitant comme un assemblage
d’éléments indépendant reliés entre eux par des points nodaux
(rozuds) .Toute fois on ne doit pas tolérer les recouvrements et les
vides le long des interfaces inter—élément .

C7ast par le biais de ce concept que la méthode des éléments finis
differe des autres méthodes matricielles.

II-2-2 Les differentes formulations de la Qéthgde des eéléments
finis

Pour traiter un probléme par éléments finis, 11 existe

en tout
trois formulations possibles.

¥ La formulation en déplacement (méthode des déplacements)
¥ La formulation en contraintes ou forces -
# La formulation Mixte

Pour la premisre formulation, on définit un champ de déplacement
Er: supposant qu’il satisfait la compatibilité des déplacements a
17intérieur de 17élément. Ceci en choisissant une fonction
déplacemsant permettant de définir 1’état de déplacement d’une faGon
urigue.

Lwnec . cette formulation suppose que les conditions de
tenpoalinilité des déplacements sont satisfaites, ce qui nous
€fwiiare & pocey les équations d’équilibre pui=s les résoudre afin de

datorziner les dépiacements nodaux (unique),c’est 1la solution en
didlsrements,



La deuxiéme formulation consiste & définir un champ de contrainte
de Taton A& assurer 17équilibre de 17éleément: puis poser les
equations de compatibilté des déplacements et les résoudre pour
ocbtenir les forces ( Sclution en contraintes ).

La troisieme formulation est un mélange des deux autres, ce qui a
donne naissance au concept d’élément fini Hybride.

Four notre casson a opté pour 1la premiére formulation ( treés
courante ) qui présente certaines facilités par rapport aux autres
on peut citer par exemple le fait gu’il est plus facile d”approcher
des dzplacements que des contraintes. ;

les déplacements sont donc les inconnus de base, on approchera le
Champ de déplacements réel; dans un element; par des fonctions
d'iaterpolation ou fonction de forme (généralement polynomiales)
assurant la continuité des déplacements a 17interface de 17élément
2t aun noeuds.,

es fonctions de forme définissent maintenant 1°é&tat de déformation
Linterieur de 17élément en fonction des deplacements nodaux. ces
défermations, jointes & d’eventuelles déformations initiales et
compie tenu des propriétes elastiques du matériau, définissent
1"@état de contraintes en tout point de lélément et par conséquent
sur ces frontieéres.
It n"est pas toujours facile de faire en sorte que les fonctions de
ferme choisies satisfassent aux conditions de continuiteé des
déplacements 1le 1long des interfaces des elements bien qu’a
17interieur de l1’élément ces conditions doivent gtre satisfaites,
en raison de 17unicité des déplacements qui découle de leur
présentation par une fonction.
On doit ncter également que du moment oo on a opte pour la
formulation déplacements le champ de contraintes ne sera pas
continu et donc incompatibilité des valeurs nodales des contraintes
car en concentrant aux noeuds les forces nodales equivalentes, les
conditions d'équilibre ne sont pas satisfaites que globalement vu
quion epplique le théoréme des travaux virtuels d’une maniére
giobale sur toute la structure et non pas a chacun des é&léments
separdment.
Apres avolr présenté briévement la formulation en deplacements de
la m&thode des éléments finis, on doit voir en fait que 17approche
de vette formulation est une approche variationnelle qui consiste a
mrmimiser !7énergie potentielle totale du systéme par rapport & un

chano de deplacements de forme donnée. Si un tel champ est deéfini
diz saniere  convenable. alors la convergence vers la solution
eyarte est réalisée. On constate donc une certaine équivalence

avec la méthode variationnelle de RAYLEIGH-RITZ.

Un tel e#largissement. des bases sur les quelles repocse la méthode
des sl&ments finis., permet d’étendre son domaine d’application a
d’autres problémes de milieux continus dés qu’il est possible de
les formuler de maniére variationnelie.



II-3 1A METHODE ELEMENTS FINIS CONSIDEREE COMME UNE MINIMISATION
DE L’ENERGIE POTENTIELLE TOTALE

Le principe de minimisation de l1’énergie poctentielle totale
constitue un fondement variatiommel de la formulation directe des
eéguations de rigidité des éléments.

an a n = uUu+ W

avec énergie potentielle totale.

ns t>
U : L’énergie de déformation du systeme
W : L’énergie potentielle des charges extérieures.

Le principe s’énonce comme suit :
Farmi tous les déplacements de forme admissible gqui veérifient les

conditions de compatibilité, ceux qui satisfont aux conditions

dequilibre donnent & II une valeur stationnaire, c’est a dire
gu’ocn a :

Sl = 8U + S = S{U+W) = 0O

11 Taut ncter gque dans le domaine elastique 1 n’est pas seulement
stationnaire mais passe par un  minimum qui correspond A& un
equilibre stable car on aura :

pour démontrer ce principe on utilise le thécréme des travaux
viriuels

o a S U = J S &', o.dv - J S a'(xsy) f, .dv
v v

tla variation de 1’énergie de déformation ocu travail des forces

interngs ).

U=1t/2 [ &.o .dv - 172 J ar-N"Grayd f, .dv
v v

W= -1/2 z ( a’.q_ )
e 2



les 2guations déguilibre seront satisfaites en chaque noeud.de.

manid¢rs globale si :

q = f B .o .dv - I N (sxay) f, -dv
e v v

donec on aura S (U+k) =5 0N =0

(I1) est donc statiocnnaire

Sachant que [1 est non seulement staticomnmaire mais minimale dans le
cas oa on travaille dans 1le domaine elastiques. on peut dire
que le processus des éléments finis consiste & chercher un tel
miniaum dans la limite d’un type de champ de déplacement imposé.
Ceci fait intervenir la notion de convergence vers la sclution
exacte gul est celle quil réalise 17équilibre complet (minimum de II)
2 condition que les déplacements tendent a 1la limite vers les
valeurs reelles.

Et comme la sclution exacte correspond & un minium de Iy on peut
dire que toute solution approchee, obtenue par eéléments finis a
partir de la formulation en déplacements.s fournira toujours une
valeur approchee de [1 ;3 supérieure a la valeur exacte. On parle
alors de convergence par le haut ( borne supérieure de la valeur de
-17énergie I1 ).

Fuisque la fenctiomnmelle ( I ) est minimale pour un certain nombre
de parametres (u) (des deéeplacements), alors on peut traduire ce
minimum par les équations suivantes .

n_

n
Q'@
c
-

I

o

( systeme d’équation )

@
s

FParmis les processus d’approximation de la fonctionnelle [1I, on a
la méthode RAYLEIGH-RITZ, Mcindres carreées, Galerkine, Collocation
par points et par intervalles.

La m&thode de RAYLEIGH-RITZ consiste & discrétiser la fonctionnelle
T, en utilisant une approximation du champ de déplacement en
foriction d’un nombre fini de paramétres indéterminés. 0On  forme

onsuite un systéme d’équations simul tanées exprimant la
mirnimication de J1 par rapport & ces paramétres. Jusqu’ici  tout
est identigue au processus d’approximation par éléments finis. La

difference réside dans le fait que, dans la méthocde de RITZ, les
déplacements sont définis sur tout le domaine consideré. On est par
—ansequent conduit & un systéme od la notion de bande n’intervient
pas. et la matrice des coefficients est donc pleine.

Maiz= dans la méthode des éléments finis la détermination de n se
falt en premier lieu par morceaus. ce qui fait que chaque paramétre

ncdale (u. ) n7a d'influence que sur les éléments qui  lui sont
a;acentsy on obtient ainsi une matrice des coéfficients non pleine
avant la siructure d’une matrice bande.

~



Cela est d une part,; d’autre part la méthode de RITZ est limitée ‘&
‘des Tormes geéometriques relativement simple, par contre la méthode
des ziements finis se limite au niveau du choix de 17élément
uniguement, puls par assemblage d’éléments de forme simple on peut
représenter des configurations complexes et proches de la réalité.

En pius de ces differences, il faut noter que pour la méthode
élements finis les paramétres indéterminés sont pris comme étant

les deplacements nodaux, ce qui est simple & interpreter physiquem-
ent .

Ii-4 CRITERES CONVERGENCE

lLe fait de limiter le nombre de degrés de liberté, gqui est en
réalite infini, ne permet en aucun cas d'atteindre le vr&i minimum
de l’énerglie quelque scit lafinesse du maillage.On se contente
souvent d'une convergence vers la sclution exacte, cette
comnvergence est réalisée que si certains critéres sont satisfaits.
on a les critéres de convergence suivants :

Critere 1

]

L2 forction doit €tre choisie de telle fagon qu’elle ne
perm=t pas les deéformations d’un é@lément quand les déplacements
de ces noceuds sont la conséquence d’un mouvement de corps rigide.

Critere 2

La fonction de deplacement doit €tre choisie de telle facon que
=1 on a des déplacements compatibles avec un état de deéeformation
conistant, on puisse réellement cbtenir ces déformations constantes
dans tout 1’elément.

Ce critere stipule que lorsque les éléments devienment de plus en
plus petits, 11 régne & 17intérieur d’eux des conditions de
déstormation a peu prés constantes. Si de telles conditions existent
réallemant, il est plus scuhaitable, pour cobtenir une bonne
precision, qu’un element de taille finie soit en mesure de
resraodulre ces conditions.

1 ce critére n’est pas respecté lors du choix de 1la fonction de
foroz.: on Ne pourra pas, méme en dimuniant indéfiniment la taille
des clémentsy représenter la répartition exacte des déformations.

REMARQIES
1. es5 deux critéres précédents sont regroupés de part leur contexte
scour le nom de eritére de COMPLETUDE.

. l= critere (20, englobe en fait les conditions reguises par le
criidre €17, pulsgue les déplacements de corps rigide consttituent
ure can particulier de l'état de déformation constant, la dé formation
étant alors nulle.



Critere 3

m

Les fonctions de déplacement doivent €tre choisies de telle sorte
que les déformations aux interfaces des éléments soient finies.
Ce critére de COMPATIBILTE, stipule la continuité; inter—élément;
des déplacements. Cette continuité peut &tre Co (Elasticite plane),
C:s {7léxion des plaques et coques) ...etc.

IT-5 NOTION D’ERREUR DE DISCRETISATION ET TAUX DE CONVERGENCE.

On sait que la solution, cobtenu par éléments finis pour une taille
(h) des éléments, converge vers 1la soclution exacte lorsque (h)
diminue. Donc on peut dire qu’on pourra tendre vers la .sclution
exactey lorsque (h ——> 0 ) .

Il existe des cas od la solution exacte est cbtenue & 17issue d’un
nombre fini de subdivisions, c’est ainsi que lorsque les fonctions
de formes comprennent 1’ensemble des termes du pelynéme du méme
degiré, 1l approximation conduira cbligatoirement & la soclution exacte.

Dans le cas o4 1’on peut toujours écrire la soclution exacte au
voisinage d’un noceud (i) sous la forme d’un deéeveloppement
palynomial

a u g u
TR el JRU (Ry [FV
a » 71 dvy 71

Et =1 ce développement est de l7ordre (p), alors 1’erreur commise
sur (u) sera de 17ordre du polynéme O(h) qui est (p+1). Par exemple
pour 1’elasticité planes, on utilise un déeveloppement linéaire
d’ordre (p=1), alors 1’erreur du taux de convergence est de 1’ordre
du golynome O(h™). ce qui revient A dire que l’erreur commise sur
les Jdéplacements serait réduite au quart pour une diminution de
moitié de la taille (h) de 17é&lément.

Pour ce qui egst des déformations et contraintes qui sont supposées
correspondre aux derivées d’ordre (m) des déplacements, 17erreur de
convergence est de 17ordre (p+1-m). Celle de 1’énergie de
déformation, qui fait intervenir les carrées des contraintes, sera
de 1’crdre 2{(p+1-m)

Le fait de connaitre 17ordre de convergence a umn interét
considerable pour la détermination de 1la sclution exacte. Par
exenple, si 17on sait que les déplacements convergent a 1’ocrdre 2
et si on a obtenu deux solutions approchées ul et ud
correspondant respectivement a4 h et h/2. on peut obtenir 1a
sriution exacte par extrapolation de RICHARDSON telle que :

u - u ath?)
¢ - u 2 “
z Gths/2)
Cetie zolution " Exacte " est en fait tres proche de la sclution
rAslle

L esivapclalion ci—dessus ne s’applique que si la convergence est
momrtong,



PRESENTATION DE L°ELEMENT RECTANGULAIRE
POUR LETUDE DE LELASTICITE PLANE.

III-1 INTRODUCION

Les oproblemes d7élasticité plane concernent les structures
continues chargées dans leurs plans. Ces problémes peuvent &tre
separ®s en deux classes distinctes.

¥ Lecs problemes en contraintes planes.

Ces problémes permettent d’étudier 1les structures continues
(plagues,coques ...) qui ont une dimension suivant l’axe (2) trés
petite par rapport a ses dimensions dans le plan, ce qui fait, les
contraintes normales au plan de la structure seront négligées {(on
peut citer 17exemple des plagues minces, les structures cellulaires
les plaques perforées en traction et 1’ame des poutres clocisons).

* Les preblémes en déformation planes.
Darns ces problémes, on suppose que la déformation normale au plan
du chargement est nulle. Ceci est did & la dimension de la structure
suivant (Z2) qul est trés grande devant les dimensions dans le

plan. ces problemes traitent par exemple le cas des mur de retenue
ocu de scutennement.

I111-2 CALCUL DE LA RIGIDITE DE L’ELEMENT RECTANGULAIRE EN
ELASTICITE PLANE.

L7’élement.utilisé pour l’étude de 17élasticité plane, est 1’élément

rectangulaire a gquatre noceuds avec deux degrés delibertés pour

chaque noceud a savelr deux translaticons u et v.

L’elaboration de la matrice des raideurs de 1’élément utilisé passe
par sept eétapes de base.

Etape 1

Cetfte &tape consiste en un choix du systéme de coordonnées

convinable &t la num@rotation de 17élément de référence. Sachant

gus 17 #lement rectangulaire est de dimension (a) suivant 17axe (X)
et (wir suivant 17axe (Y), on opte pour le numérotation suivante
ft o 111-1) qui présente une facilité considérable lors de 1a

pregrammatieon



L 57} -y

p §
/¢ﬁ, 4[.;"‘ S/LU,

4/’5;‘
e
E e
1 Ry z A,

g ™2
Forces Wodaleg lip/aumcn'f.s Nodawx .
fig (m-1)
u(xay)
On note par { alix,y) } = { vixay) }

ie vecteur deéplacement en un point de coordonnées {3ay)

on note aussi le vecteur déplacement nodaux d’un élément de
reférence comme suit :

{a1’

{ aE } = {az>
{aal
{ae«
u.
avec { ao » = { 2 }
¥s

Etap

:
it}

elle concerne le cheoix de la fonction de déeplacement. Pour les
problemes d’élasticité plane les deplacements peuvent €tre
représentés par deux polynomes en x et y tels que

Uuilxsy) = ou + az.x + ca.y + o4a.xy
= a5 + os.¥x + av.y + om.xy (ITI-1)

Le nombre de dégres de liberté de 1°élément de référence est 8 de

ce fait on a choisi deux polynémesa quatre coéfficients inconnus
chacun.
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Etape 3

on substitue (x:y) par les coordonnées des quatre noeuds de
17élément de référence on cbtient alors :

Tixiays)

2t . Tixz,y2) I~
fixa,ya) -

(<} [+}{-)
1" ()

(oo } = [room |- [ { )
soit {a(x,y) } = [ch,w ] {aE } (111-2)

Four le systeme de numérotation adopté précédemment on a :

o,
Q
P
I

Nl(x,y) 0 Ne(x,y) o) NB(X,Y) 0 Nq(x,y) Q

O NS(x,y) o} Nb(x,y) 0} N7{x,y) 0 Na(x,y

L M1=

Apr&s aveir effectué le produit matriciel [ Fix,y) 1 par [F&]n1 on a

[1-%=_4,29 LY x
co|ewe o 1Rl 0 ([HloEg-% | o
i 37 e e — e —_—— —_—— ——
1-%. Y.y X XY x Y] xY
\ |, - B L. S X
i O “ ta 0 la - O |3b 0 b~ ab
Izs propriétés de la fonction d’interpolation L Nix,y) 1
1. on &
Nifxy,y) = ¢ s1 ® #2 ui ou Yy & yi i
Nilx,y) = 1 51 0% = xi et vy = yi 1=1aRaBs
2. La fonction de déplacements fix,y) est continue sur la

frontisre des éléments et derivable (mais ses dériveées ne sont pas
Torcement continues) ceci implique que Ni{x.y) 1’est aussi.



Etape

[+

tUne feis gqu’on a exprimé les deplacements généralisés en fonction
des déplacements nodaux, on va exprimer maintenant les deformations
en fonction des déplacements.

De la théorie de 1’élasticité on a

d u
B S e
a u
a v
Ey = ——————
9y
g u é v
v = ——————— + @ ———
xY a vy g n
qul peut s’écrire comme suit
e = e u
b a x 9 =
£ (XNay) }= = 8] a vy -
{ Y 3 3
——— —— v
g \'4 d

De 1'&guation (II-2) on a
{ E (ssyy) } D_][ N ].{ a® }
{ £ (xsy) } [ B ].{ a~ } (ITI-3)

L 3 1 est appelée matrice des déformations.

I



& o 11 Y4 y J y
0b .21 0 i
é& 6 ab ab 0 ab 0
] 0 -1 e x_ 1_x
[ =] a6~ 8| 0 |55 | 0 ab | 9 |5 ab
x AL L] x [t ¥X 1Y (2 |y
— - a —— e —_— = ———
ab biﬂb ab [a abj ab | o | b ab ab
Etape 5
Apirés  avolr déterminé les déformations, on  en deéduit les

contraintes par le biais de la loi de HOOKE généraliseée.

{ o (%sy) } = [ D ].{ £(xsy) } (11I-4)

[D3 est la matrice d'élasticité donnée par

d O
11 12
[ D ]= dz1 dzz
0 0 d
23
Avec
diz = dzz = E{l-aw)/{{1+v){1—p—cp))
diz = d21 = vdis/ {1—-cw)
daa = E/2(1+p)
£ : le module de YOUNG
v Le coéfficient de poisson
a = 0 en contriantes planes
a = 1% en défoermations planes

des éguations (I1I-3) et (I11-4) on a :

(oon} = [o}s1{ )
{o (3t5y) } = [ch,y} ] { a® } (111-5)

[iH] est appelée Matrice contraintes et donnée par:( _Fgm'..Z)



et l=s déplacements. En appliquant le thécréme des travaux virtuels

(<) (7} - [{<)(-}=

le travail des forces = le travail interne total
T extérieures
compte tenu de ce gui précéde on peut écrire

Lo V0 = [JLF ([T 1] o) (=)
(3= [ Tl LeT o) ()
{=}-[«<]-{}
[Ke]=[J LBP[D}[B]W] (111-6)

[ K® ] est appelée Matrice de rigidité ou des raideurs

on a alors :

pour notre cas oa  (dv) = t.dx.dy
avec (t) epaisseur de la 1’élément, supposée constante. On a alors

S S A N 5 CS N Pt

Les expressions de [ B1 et [ D 1 sont connues, d’oa on tire 1la

macrice des raldeurs élémentaire suivant la numérotation adoptee.
(Fig (1I-#.
Erape 7

Lors de cette étape, on doit exprimer le vecteur elementaire des
forces nodales et ceci A& partir des charges ccohérentes qui s’appli-
que Aa l17&lément considéré.

On 2 d’apr#s le thécréme des travaux virtuels

(<} =[[*] (o}



o { & 1 #s5t le chargement cohérent

j

Remorgus @ SU le chargement est surfacigue ou Llinéaire, on
repplace dans ce cas le terme ¢ dv D par ¢ ds O ou respectivement

¢ di 2.

Four démontrer ceci on a

& (
aver

SC Wext ) = 6(C a

Wint ) = 8¢ Wext )

o yraa™ 30

le tavail effectué par 1les forces nodales ¢ ge > directement
appliguees aux noeuds, lors du déplacement virtuel &{ d= ¥

SC Wiint )

= 5[ {s*}?.o - {arx,y)}?.a ]

c'est le tavail des forces internes.

¢ a®* 3 Teg®

donc on aura finalement

p—h—
-h
(i1]

- [ ({F - foom) ). o

OO

les differents cas de charge au quels sera



le chargement agit suivant x ( le coté charge est i,1 )

1- Cas .
Qg k
thy)
Gn a alors {e 3= { } GLQ”_
0]
avec | Qx(y} = Qxi + Qxl_ Qxi}.y/b

e

dans ce cas on aura :

(* w1l
() -0 DT o) L

Dans le cas o c’est le coté jk qui est chargé, i1 Tfaut donc
subztituer 1’indice ( 1 ) par 1’indice ( j ) et (1) par (k).

agme Cas . le chargement agit suivant y ( le coté chargé est kl )
0 I~

on aura dans ce cas { B 3 = G&l :ﬂT"("f’FiEE— Gbk
2 (x) 1 K
Y

avec

g (x)y = 0@ + (2@ -2 ).x/a
y yl yk Tyl

* J
De méme que pour le premier cas. Si c’est le coté (ij) qui est

chargeé, alors dans ce cas on remplace 17indice (k) par 1’indice (j)
et (1) par ( 1 ).

REMARBUE

S5t les qguatre cotés de l’élémentsont chargés, on peut superposer
les cus de charges précédents.

Las: L'effet du poids propre {(masse)

Dan. ce cas on est en présence d’un chagement en densité volumique
qui =’ecrit comme suit :

8] (0]
B> = { L } = { PaX.y.t }

REMARRUE
ce chargement n’intervient gue pour les structures dont le poids
propre Cou une de ses composantes D agit dans leurs plans.

“

Apres les opérations du produit matriciel et intégratiuﬁ on  aura
1’eypression du vecteur forces nodales élémentaire.
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PRESENTATION DU PROGRAMME -~ E L A S T -~
POUR LETUDE DE L'ELASTICITE PLANE

IV-1 INTRODUCTION

La réscluticon d’un prebléme par la méthode des éléments finis,
necessite la manipulation de matrices et vecteurs de grande taille
(matirices des raideurs, matrices de rotation, vecteur
forces,vecteur des codes d’appuis ... etc.) ainsi que différentes
techniques numériques ( Assemblage. résoclution, ...).

Ceci rend 17utilisation de 1’ordinateur essentielle a l1’application
de la méthode.

On commence par voir,en premier lieu, l’organisation d’un programme
elements finis en se basant sur celui qui a éteé élaboré en premiere
partie, les deux autres auront une structure analogue a 17exception
de nquelques modifications.

IVv-2 PRESENTATION DU FROGRAMME " E LA ST °.

Ce programme constitue la premieére partie de noctre travail. I1

permet la modélisation des éléments structuraux en ELASTicite plane,
ELAST a été élaboré d’une maniere structureg, 11 est constitué de

plusieurs sous—-programmes ol le passage des paramétres ne s’effectue
pas lors de 17appel du sous —programme, mais par le biais de blocs

communs ( COMMON ) étiquetés, ce qui facilite la programmation et

la rend trés souple car on ne sera pas contraint & chercher les

parametres gul doivent passer d’une routine a 17autre.

Comme tout programme éléments finis, ELAST est constitué des

parties suivantes (disposées en un cu plusieurs scous—programmes ).

IV-2-1 ENTREE DES DONNEES

Cette partie est diposée en une routine appelee * LCTFCH * qui
permet de saisiv  puis imprimer les données concernant la structure
a modeliser, les propriétes de sa matiére ainsi que la facon dont
elle est chargée et fixée dans 1’espace, ceci cutre les données de
base comme le nombre total de noeuds et déléments, le cas
d'analyse (contraintes planes ou déformations planes ).

Ce scus-programme peut accéder & plusieurs blecs communss oda il
stocke les données lues afin quielles puissent &tre explocitées par
d’autre routines. Ces blocs sont les suivante

COMHON /7 DONND / Pour les données concernant les noeuds.
COMMON 7 PARAM / Pour les paramétres physiques Esv.t ...
CoMMON 7/ DIONMEL / Four les données concernant les eléments

COMMON / GLOEL / Pour les tableaux et variables globales.
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Lore de son éxécution, le SCUsS—programme 3 LCTFCH ?a forme les
tables suivantes

* LCOD{ND.2)

qui définit le code d’appui du noeud suivant les deux directions
X et Y. FPar exemple si on a le noeud 3 qui est blogué suivant x
( u=u) et libre suivant y, alors ce noeud aura comme code :

LCOD(3.,2) =1 ©
+ KONEC(IEL .4) qul est la table des connectivités.

81 on a une structure continue (plaque,coque ...) composée de
plusieurs éléments, reliéds entre eux par des nceuds. Ces noeuds,
quil sont déja numerctés séquentidllement de 1 A ND pour toute 1la
structure (Numérotation dans le repere glcobal), deivent avoir des
numeres qui permettent de les définir localement (dans le repére
local .

Pour bien 1llustrer cette notion impeortante, considérons 1’exemple

suivant : 1 18 79
G Elément de ® @
J Reference .
4 3 4+ *5 ﬂ@
.;%:> l C) C> l
x a X
1 2 ﬂiL 2 3
La Strveture.
17 on doit numéroter les nceuds de toute la structure, pour cela

on commence toujours la numércotation suivant le senc quil présente
le moins de nceuds ( par conséquent moins d’éléments )

a5 Frendre une convention pour le sens de parcours lors de 1la
numdroctation locale, dans le programme “ELAST’, on a choisi le sens
trigonométrique {(fig IV-1)

27 chaque élément et mettre les numéros de cet élément
izte des comnectivités.

son noeud NO )
. o)
Elément N i 2 3 &
{ 1 = S o
&t 2 3 & 5
= i S5 a8 7
4 o & 9 8

30



Pour le tahleau des commectivités on prend par exemple 1'élément 1
=on premier noeud est le noeud 1

4 5
son deuxieme nceud est le noeud 2 & 4]
son troisieme noeud est le noeud S
son gquatrieme noeud est le noeud 4 (:)
1 2
. a 3]
# ICOD¢ IEL,4)

Cette table est spécifique au programme ELAST. car elle permet de
definir pour chaque &lément les cotés chargés dans son plans on
domme & chacun des cotés un numéroc ( Fig IV-3 ). Dans cet exemple
1’élement aura le code de chargement suivant

ICOD = 1 1 0 1
coté 1 cote 2 cote 3 coté 4
chargé chargé non chargé chargé

3
4 < figlv-3)
h

IV-g—o EVALUATION DES MATRICES DE RIGIDITES ELEMENTAIRES

Aprés aveir lu les donnédes et formé toute les tables nécessaires a
la modélisations on procede maintenant & 1°é&laboration des matrices
2t vecteurs élémentaires par le biais du sous—programme * FRLM °
qui permet de former la matrice de rigidité et 1le vecteur force
nodales equivalentes élémentaires. FPour ceci an a bescin de définir
une table dite " table .de localisation " ( LOCEF ) qui
caracteérisera les numéros des degres de liherté de 1a structure.
elle e=t formée en se basant sur la relation guil relie un noeud &
=es deqgrés de liberté. Dans ce premier cas les numércs des degrés
de libarté sont : 2i-1 et 2i.

IV-2-5  ASSEMBLAGE DES MATRICES ET VECTEUR ELEMENTAIRES

IL"assemblage est effectus par le socus—-programme ’ASSEMEB @ ° qui
recuperes ses variables dans les blocs Communs aux sous—programmes
LCTFCH et FRLM.

FParmi les méthodes de stockage de la matrice des raideurs globale,
on a opté pour le stockage en matrice bande symétrigque et ceci
pour les différents avantages qu’elle présente (elle diminue 1a
dimension de la matrice de rigidité pour gqu’on puisse calculer de
grandes structures en utilisant un arand nocmbre d’éléments ).

On peut, néanmcins, citer les autres méthodes de stockage & titve
indicatif. on a donc =



Methode de stockage en ligne de ciel ( SKY-LINE )

Stockage en vecteur

Stockage en ligne de ciel segmentée sur disque ... ect.

Des qu’on établit 1les matrices de rigidité et 1les vecteurs
elémentaires, on doit procéder 4 1l’assemblage de celles—ci en une
matrice gleobale de toute 1la structure.

IV-2-4 LE PRINCIPE D’ASSEMBLAGE.

On note par | we ) l1’énergie de déformation d’un élément et s’écrit

W = 1/2 { a® }T.[ [ KE].{ a } ]

[ FE] : la Matrice de rigidité élémentaire ETENDUE.

avedc

Four cbtenir la matrice de rigidité globale, on utilise le fait que
17&nergie de déformation totale de la structure est la scmme des
energies de déformations élémentaires.

ey e f T}

nel
— [ x]-2 []
e=1
Aveir [ HQ] sont les matrices de rigidité élémentaire ETENDUES au

nombre de degrés de liberté total de la structure.

EXEMPLE 1.

Suvit la siructure suivante, ayant huit -ceuds avec ( par exemple )
trels degrés de liberté par nceuds . Ce qui fait que la matrice de
rigidité globale sera d’ordre 24, de m&ne que pour levecteur de
force glcobale qui sera lui aussi d’ordre 24

i’assemlage se fait alors par expension des matrices elementaire
Ffuls leuwr addition une A une.
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On constate que todte les matrices eélémentaires qui etaient au
debut de 17ordre 9.6 ou 12 sont maintenant étendue chacune &

17crdre 24, afin de pouveir effectuer. la somme matricielle.

EXEMPLE 2.

Scit la structure sulvante composée de 3 éléments et 8 noeuds.

:18
—i

L] (k2] [k 2] (k]

1 23 4 56 7 §

- b W
elele

N 0

1 s 7 E ?i/r
b 2%
s Z

+ fﬁf_ = 2%
i | + a + =

< ! -

7

8

: I
] [ ﬁﬁ

ELarsent 1 tLément 2 Element 3

[ —

PR




1V-2-5 LES ETAPES D’ASSEMBLAGE .

De ce qui précéde, on peut dire que l’assemblage se fait en deux
etapes . .

-

1. La construction de la matrice et vecteur étendus de chaque
elément.
2. Scummation des matrices et vecteurs étendus.

REMARQUE
Ces deux etapes sont, lors de la programnation, ef fed udes

simul tanément .

L algorithme générale de 1’assemblage est comme suit.

1. INITIALISER les matrices et vecteurs & zéro.
2. Faire pour chaque &lément ( e )

aa. ettt
K = K + K. 1= 14245....ND
£l & a §= 1:25....ND
I = LOCEF (1)
J = LOCEF( ;)
I.J sont les numéros du degré de liberté dans le systeme global
et qui correspondent au degré de liberté (i) respectivement (j)
dans le systeme local. Ce passage est effectue par 1’intermédiaire

de la table de leocalisation LOCEF

b. N S e
FI = FI + fi 1 = 14323 .....ND
I = LOCEF(1)
3. Fin de faire et aller au prochaine &lément.
IV-2-4 LA PRISE EN COMPTE DES CONDITIONS AUX LIMITES

Il e=st {ré&s important de s’ assurer que la structure a bien des
cenditions d’appuis adéquats avant de procéder a la resoclution,
Stus peine de rendre le probléme inscluble. 11 faut donc ramener la
strurture, aprés assemblage ;a un repére fixe (absolu) sinocon  la
structure n’aura auvcun sens physique et 1le systéme ainsi obtenu
sera a matrice singuliére, ce qui nous améne a éliminer certaines

equaticns  pour soulever cette singularite et pouveoir ainsi
effectuer la résclution.
I1 existe diverses techniques pour la prise en compte des

conditions aux limites on a:
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1. La technigue du terme diagonal dominant .

L7est la technique utilisé pour le sous—programme > BOUND ° du
programme 7 ELAST 7. Cest une technique qui perm2t de respecter
les conditions aux limites en ocperant comme suit :

* Repérer les degrés de liberte imposeés ( nuls cu comme étant
connus et nen nuls ). Supposons que le degre de liberté ( 1 ) soit

imposé | u.= Gi), dans ce cas on repére le terme diagonal ( K ii )

dans l& matrice de rigidité globale et on le rémplace par le terme
( Kiii @ ) U od o est un nombre tres grand ), dans la routine

T BOUND 7 ce terme { o ) est pris &gal a 1030 ( o= 1 E30 ).
Aprés cecil on doit remplacer, dans le vecteur forces nodales, le
terme ( Fi) par { u g o) et on rvésoud alors le systeme gui

devient a matrice non singuliére.
On =zchématise ce qui précéde par ’

"k_\k,,.... Ky oovn. Ky u, ] F Bl

L éguation (i) sera alors

[ cu o+ K LI S T T TR S R U TR N S - u = U % oo
11 1 i2 2 11 i in 1 i
n
———y o . . o+ E. . u. = u. . a ¢ IV-1 )
1 13 J i
J:

gt comme ( a ~ 10 } { Trés grand ) on aura

= T T z K. . u.
1 1) J
de l°éguation ( IV-1 ) on aura _
u. = u.
i i

et finalement on a pu rendre une des équations, du systeme,
Evidente.



2 lLa technigue du terme Unitaire sur la diagonal.

Cette technigque est un cas particulier de la premiére technigue,
elle consiste A repérer le degré de liberté imposé , de mettre un
{ 1) & la place de 17eélément diagonal ( Kii ) puis mettre un zéro
sur toute la ligne et la colonne ( 1 ). A la place du terme ( f )
cn met la valeur imposeée au degre de librete ( 1 ) g

o
—
O
.
C
1
c
[ ad

Kng- - a-...knﬂ U F':'n

s = - -J
L7eéguation ( 1 ) devient alors
o . z U, + 1 . u = u 5= 1 oN € 3 # i)
J 1 1
2 La technique de la suppression des lignes et colonnes

correspondant aux degrés de liberté imposés.

Cette technique consiste a repérer les degrés de liberté imposés,
puls r2arranger le systeme de faGon &4 avoir deux sous—-systémess un
quil correspond aux deéplacements inconnus dans ce cas le second
menbire est connuy le deuxieme systeme correspond aux degrés de
libert®a connus et dans ce cas le second membre est  inconnu. qui
sent las réactions a ces déplacements imposés

ki1 Ko Yy Fy
Kat Kap Us K

on va resoudre le systéeme

Kpg = Yy 2K Uy 1

REMARQUES

t. La technigue utilisé par le socus—programme RBOUND a éteé adaptée
povr les matrices bandes symétrigquesy, dans ce cass on cpere
unigquement sur la premiere colonne de la matrice globale.

<. La premiere méthode nous permet de prendre en considération les
eppuls elastigques, dans ce cas au lieu de prendre a = 1E30, on

le
prend egal a la rigidité réelle de 17appui.
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V=7 LA RESOLUTION DU SYSTEME D’EQUATIONS .

Danz le programme * ELAST * , c’est le sous—programme *> RESOL * qui
effectue cette résocluticn en procédant par la méthode de Gauss
adapteée pour les matrices bandes symétriques.

1. La Methode de Gauss pour les matrices carrées

Cette meéthode est appliguée en deux étapes, a savoir la
triangularisation du systéme puis 1la résclution du systame
triangulaire ainsi cbtenu

f—f§ A O § - ) Tp— 0 Xi-4¢ B

L Jl

1-1 la triangularisation :

Elle s’effectue selon 1’algorithme suivant.

a(k) - a(k—l) _ a(k—l)/ a(k_l) a(k-l)
1j ij ik kk T OTk;
(k) _ (k=1) _ (k—1) (k—-1) (k—1)
By = By [ fk 7 ] - By
avec i = k+l.n
j = k+1,n
k = 1)n+1

i-2 La rvésolution du systéme triangulaire supérieur

Cette étape est relativement facile et son algorithme est le
sulvant.

aver 1= ﬁ_lpn_E,....-yl



2. La mMéthode de Gauss pour les matrices bandes symétriques.

Dans ce cas la matrice de rigidité n’est plus carrée mais elledlde
dimension ND » LB . La triangularisation n’affecte pas tcocute 1la
matrice de rigiditeé, on n’opérera gue sur une demi bande qui est
formee lors de l’assemblage et les éléments gqui devaient €tre dans
la matrice carreée sont & présent dans la matrice bande tels que.

ALI,T) — — ¢ LsI-T+1 ) ¥= i
Matirice Carrée Matrice BANDE SYMETRIQUE
b
\
\ O e
e :
. 4 . Kii
u\\ \\ L
S A
N
“n-o ~ \\ O A

1
7 T
b+1 ( Flmcnw
REMARQUE
Flusieurs auteurs disent que la méthode de GAUSS, pour les matrices
a diagonale fortement dominante ( comme notre cas ), est  trés
stable et ne nécessitant pas une pivotation ( partielle ocu totale)

TABLEAU COMPARATIF DE QUELRUES METHODES DE RESOLUTION

Pour un systéme de (n) éguations linéaires et une largeur de bande

(k) on a

LA AETHODE GAUSS GAUSS (BANDE) CHOL YSKY CHOLYSKY

LE NCMBRE -] n3/3 >~ n .bEIE o nalb - nbE/E

0" OFERATIONS

Pour un systazme de 10 équations et une largeur de bande b=4 on a

temp= d’éxécution suivants

LA METHODE GAUSS GAUSZ (BANDE) CHOLYSKY

LE TEMFS 0.00.03 G.00.00 0.00.02
EN SEC




STRUCTURE DU PROGRAMME ELAST

Programme Principal

- ¢ FARAM.FOR
FPARAMETRES DES
LCTFCH BLOCS *COMMON?
FRLM > ASSEMB
MATRICE ET VECTEUR
ELEMENTAIRES
BOUND
RESOL
DEFOR
IMPRIM
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2=8 EVALUATION DES CONTRAINTES .

Pour evaluer la matrice des contraintes Hs on a le

* DEFOR 7y qui permet

de

calculer

les

deéformations

sSous—programme
puis

apreés

multiplication on cbtient les contraintes pour chaque élément.

Iv-2-%2

IMPRESSION DES RESULTATS

C'est

le sous—programme > IMPRIM

>

qui effectue cette opératicn, il

imprime les résultats dans un fichier préalblement défini.

iv-3

EXEMPLE 1.

EXEMPLES D AFFLICATION

deux appuis simples A ses extrémités.

g = 0.8

1 15

E = 13400

t =1

v = 0.3
REMARQUE

par la théorie

qQ - 0.8

15

La solution dite
l'édlasticite,

“fonction contrainte ¢ ( x . _y. )
fonction doit vérifier l'éguation bi-harmonigue ¢
puls satisfaire les conditions aqux limites Cunicité de la solution)

pour
(

‘exacte ' pour ce probleéme

cela on

Les déeplacements Verticausx ( \% )

Une poutre cloison chargée uniformement, reposant sur

-
1

est obtenue
propose une
FONCTION D’AIRY

) . Cette

Chapitre I D,

b e s

rn

Y

> 48 NOEUD 80 NOEUDS ELASTICITE FLEXION

i —.9460BE~3 —.2905E-3 —1.0373E-3 ~7.9902E-4
= -2.870E-3 —-1.924E-3 —-1.9376E-3 —1.5584E-3
3 —2.680E-3 -2.755E-3 -3.14465E-3 —2.243BE-3
mi“r» ~3.5889E-3 —3.454£-3 —3.7506E-3 —-2.8244E-3
LEL-+m~3.BBQE—3 -3.997E-3 —4.1728BE-3 —-3.2838E-3
.E_m~-:ﬁL85EE“B —4.369E-3 —4 .3166E-3 -3.5977E-3
s -4 43BE-3 -4 .357E-3 -4 .7106E-3 -3.7577E-3
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Fleche d’une poutre Cloison en appul
simple et uniformément chargée

Fléches en pouces
0001 3
-0.002 |-
SR . T FLEXION
-0.003 |-
R Wi I o ELASTICITE
-0.004 '
S 2 N ke 80 NOEUDS
& —48  NOEUDS
-0.006 e e
012343567 8 910 12 14
Con) 1113 15
Distance le long de la poutre
distribution des contraintes normales
51gma X
¢ 5191m3 X
™
41 \
[ 3
2 L N
.
o %
L IO SRR S FLEXION
0 R TR L ELRSTICITE
. T 80 NOEUDS
o N 1 : : - —48 NOEUDS
e o 0 125 2aid

hauteur



la distribution de la contrainte

s1gmacyy
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P e
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i s

0.5 \Hhxh”*%s\
1.0k e
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r L o 80 NOEUDS
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'(:ln 25

-0.20

=073

e =1.29 0 1.25 Cud
hauteur en pouces
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Four les contraintes ( ox )y ( oy ) et ( Txy ) sont représentées
sous forme de courbe ( fig Iv—-4 ).

COMMENTAIRES.

Apres avoilr traite cet exemples on constate que les valeurs des
déplacements verticaux, ainsi que les contraintes ( ox ) et ( oy )a
cbtenuves par le programme ELAST coincident avec 1les valeurs
théoriques. Cependant on constate que les valeurs de ( TXY ) pour
les régions d'extrémité, ne sont pas du méme ordre que les valeurs
données par la thécrie de 17élasticitée ou la fléxion. En
particulier pour ( vy = * 2.50 ). cela est da en premier lieu au
gradient de contrainte car en cette section d’appui, on'a une
valeur maximum de 1°effort tranchant ce qui fait qu’on est dans une
régioen trés proche du point d’application du systeme de force., d’od
une distribution, de contraintes et de déformations. non uniforme
( c’est le principe de Saint Venant ).

Donc la méthode des éléments finis, présentent des difficul tés dans
les regicons limites en particulier les z&nes oo regne un gradient de
contraintes cu déformations( les pcocints d’application du systéme de
force ou autres ). Pour remédier légerement a ce probléme, on doit
affiner le maillage prés de ces zénes.

I¥—4 CONCLUSION ( Concernant la premiére partie )

Il est claire, d’apreés les exemples précédents, que la précision de
la sciution cbtenue par elements finis s’amélicre avec
l7accroissement du nambre d’elements utilisés pour la
discrétisation .

Les discontinuités aux noeuds, pour les valeurs des contraintes et
des défarmations, constatées dans les résultats sont daes en
presmier liew au cheix de la fonction de déplacements. car celle
cholsre est continue sur 1°élément et ses frontiéres. mais ses
dérivess premieres (qui sont en fait les déformations ) ne sont
pas continues sur la frontiére de 1°élément, sauf & 17intérieur (a ]}
les ddtormations sont définies d’une faGon unique

La aine remarcue concernant les contraintes.car en fait on ne s’est
pas iopoese un champ de contraintes uniformes mais un champ de
déclacements continug.

Four remedier &4 cette discontinuité, on prend la moyenne des
valeurs des déformations ou des contraintes calculées aux noeuds.
Loncervant 1 éiédment rectangulaire utiliseé pour 1 &tude de

1"¢lasticite plane, aprés comparaison avec les valeurs dommées par
I"é&lawent triangulaire, on peut dire qu’il est légerement plus
precicz gue 17élément triangulaire, car il suppose un distribution
lincaire decs déeformations & travers 17élément et repirésente ainsi
mieux les végilons ayant un gradient de contraintes important.

Ceperdant 1°élament triangulaire a 17avantage de pouveir Etre
utilize pour les structures aux frontiéres de forme irréguliéres ou
compertant des trous et sont ainsi plus pratiques pour 17cbtention

de naillages graduels.

e



PATIIE 2

COMPORTEMENT
-~ FLEXIONNEL



THEORIE DES PLAQUES MINCES EN FLEXION

V-1 INTRODUCTION :

Les plaques en général sont des éléments plans, ayant une épaisseur
petite par rapport aux autres dimensions. I1 y & plusieurs types de
de plaques, qui différent par le comportement de leur matériau
{ plagues isotropes, orthotropes, anisctropes ... etc ).

Suivant le chargement, une plaque peut Ftre soumise & un &tat de
contraintes planes si ce chargement est appliqué dans son plan
moyen. et peut avoir un comportement fléxionnmel si  ce chargement
est appliqué perpendiculairement & son plan moyen. Dans le cas
d’une action simultanée, on parle alors de fléxion composeée des
plagues.

On distingue deux type de plaques suivant leur Epaisseurs on a

alers les plagques minces et les plagues E&paisses.

Pour les plaques minces, on a encore deux classes A savoilr les

plagues minces en faibles déplacements dans les quelles les

contraintes de membrane, ddes au chargement transerversal,

sont negligéees devant les contraintes dies a la flexion.

Ces plagues sont caractérisées par le fait gque leur déplacement
vertical est l1ié & 1’épaisseur par 1"inegalité suivante :

W/ h <1/5

On a aussi les plagues minces en grandes deformaticns, dans ce cas
ies contraintes de membranes ne sont plus négligeables devant
celles dues & la flexion. ’

Pour ce qui des plaques Epaisses, wvu leur Epaisseur qui
est relativement elevée

(h / min ( asb ) > 1/5 )

an aura un etat de contraites triaxial et la théorie de
1"elacticité plane cedera sa place & 17élasticite en trois
dimensions.

V-2 DEFINITIONS

Une piagque mince est un sclide limitée par deux plans paralléles
entr= =ux, déquations Z2 = + h/2 et par une surface en contour
ferme ( cylindrigue ) dont les génératrices sont suivant 1’axe de 7
Le plan moven dune plague est pris comme é&tant son plan de
sym&étrie déquation Z = 0.
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v-3 HYPOTHESES FONDAMENTALES

Ce sont des hypothéses sur les quelles se base la théorie
classique des plaques minces ( théorie de Poisson—Kircheff). Ces
hypothéses sont justifidées du fait de la minceur de la plaque.

a. lLes forces extérieures, Yy compris le poids propre, sont
considérées comme étant appliquées au plan moyen.

b. On néglige la contrainte normale sur tout eélément paralléle au
plan moyen. ( 6z = 0 ).

€. Le déplacement d’un point du plan moyen se réduit A 1la
composante normale au plan de la plaque. ( wo = vo = 0 ). Ce plan
ne doit subir aucune extension, ni contraction

d. Les fibres de la plaques, perpendiculaires au plan median, avant
la fléxion, restent perpendiculaires a celui-ci apreés la fléxion.
( Txz = T2x = 0O )

e. La deformée ( w ) du plan moyen est négligeable devant
l’epaisseur ( h ), ’

V-4 LIMITES D’APPLICATION DES FORMULES DES PLAGUES MINCES

L hypothése {c) ne peut &tre rigoureusement satisfaite que si1  le
plan moyen deformé est une surface développable autrement dit
applicable sur un plan. Dans ce cas les formules des plagques minces
sont carrectes pourvu que l1’epaisseur soit petite devant les
dimencions dans le plan.

Dans l& cas o& la plaque fléchit de telle sorte que le plan moyen
déform& soit wune surface non développable, alors il subira
nécescairement des extensions ou des contraction et donc les
foremiles ne sont correctes qQue si1 les contraintes dies aux
déformations du plan moyen sont négligeables devant celles
provoguees par la fléxion, ou, ce qui revient A dire que les
dilatations du plan moyen sont petites devant les dilatations
maximales produites par la fléxion. Pour que cette condition soit
verifie¢e, 11 Taut que ( wee h ).

4o



L’hypothése (d) implique que 1’effort tranchant n’a pas d’influence
sur la fl@che verticale, ce qui n'est pas toujours valable car
dans le cas des plaques contenant des trous, le cisaillement doit
€tre pris en considération.

Dans le cas o4 la plaques est soumise a la fois A des charges
transversales et des forces agissant dans son plan, on
procédera par superposition des deux effets pourvu que les
déforaeations soit petites. Si les déformation sont considerables on
tdoit alors modifier l1’équation fondamentale de la fléxion des
plaques afin de tenir compte de ses forces.

V-3 THEORIE DE LOVE-KIRCHOFF ( ERQUATIONS GENERALES )

v-5-1 RELATION DEFORMATIONS - COURBURES.

On vu d’aprés le Chapitre I que l1’état de déformation, en général,
est donnée par les relations suivantes

@ u a v d w
sw L ————— " E T ——————— cz = ——————
& x ¥ a vy 9 z
a g v
}/V‘ = y = ——— ———— o o o s s e
! yx g vy d x
d u d w
Yz = Fax & T % =
@ z 4 x
vz zy 3y 2 z

En intdgrant, on obtient apres avoir consideré les conditions aux
limites

W= (Ksv}
o= - 2 O w/ 8 u
v = -z 0w/ Ay
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D7autres part on a les courbures dans les plans parlléles aux plans
movens XZ.

YZ,

XY, qui s’écrivent comme suit

— . |
a x

a

a vy [
a

« v=-2 ).



Des

V-5

eéquations ( V-1 ) et (V-2) on peut écrire :

Ce sont les relations
courbures—-déformations

( V-3 )

=g RELATION CONTRAINTES - COURBURES .

D’apres la loi de HOOKE généralisée pour les matériaux isotropes

hom

ce

ou

ogenes, on a

qui implique

-

EX

€y

1/E . ox - v, oy )

I

1/E .( oy — v. ox )
rxy = Txy /G

ox = E( ex + pey )/(l—ve)

E{ ey + veyx }/(I—UE)

oy =
TRY = B puy

en fonction des courbures on a d’aprés 1’équation (V=-3)

E.z 3w 6zw
= = e | e 2 T .

1 - 1 [ a x° a y? ]

E.z 3w ’w
= - ;—:—; [ —;;;—— + v . ;—~;;—] { V=4 )

E.z 3w
i el

On constate d’aprés ces relations que les contraintes sont nulles

dans le plan moyen ( z = 0 ), et ont une variation linéaire avec la
cote { z )

4¢
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fig(v-3)

%3 ; Gyx

V-5-3 LES EFFORTS INTERNES

Les contraintes ( ox, Oys» ¥Yxy ) produisent des efforts internes par

unite de longueur ( My, My, Mxy ) qui peuvent représenter 1’é&tat de
contraintes dans la plaque.

Pour un point du plan moyen on a :

h/2
Mx' dy = f z.ax.dy.dz
- h/2
h/2
MV = f z.ax.dz Le momemt de fléxion autour de
© ~“hrse 17axe (QY)
h/2
M = J z.o .dz Le momemt de fléxion autour de
Y hra Y 17axe (0X)
h/2
M = f Z.T__ .dz Le momemt de torsion
.
i
Y
Mo :
My , X

SC



On a aussi

h/2
Q = T .dz
. I hsa %%
h/2
(5] = dz <

T -
v T ey

De 17éguation ( V-4 ) de ce qui précéde on a
1 1 3w a‘w
M_ = D. [——-— s ] = - D [ g b e ]
® r, ¥ & 5 8y
1 1 w %w
M, =B [— & pamie Jon [ e o)
4 Y X a vy a x
1 3w
B.= Dl L » @ ¥ me——m =Bl i=wm 5 o [ —————— ]
o xy 3 x dy
ca (D) représente la rigidité en fléxion de la plaque
E . ha
D = —--—-—--—-»-__.__.;____
12¢ 1—-p7)

h : Epaisseur de la plaque
E : lLe module d’élaticité longitudinal
53 : Le coéfficient de poisson.

Ces equations peuvent &tre écrites sous la forme matricielle.

M [ p »D 0 3 [F LB
a xz
My [ =- | D D 0 3w
. M
§ - 5 azw
M}y O Q ———— D | | ——_-—
= — J L 9% dy_|]



Cette relation n’est valable que si la plaque est considérée comme
etant isctrope et homocgéne.(On traitera plus loin le cas des
plaques orthotropes et anisctropes ).

On exprime maintenant les contraintes o¥soy et Txy en fonction des
efforts internes, en se basant sur la relation précédente et les
equations (V-—4)

o = [ - ]. M
X h2 %
z
o = [ 2 e ]. M (V-5)
b4 12 b4
T = [ 1B remre—— ].
Ry 2 ny

¥=S-4  LES EQUATIONS D’EQUILIBRE , EGUATION DIFFERENTIELLE DE LA

SURFACE FLECHIE ( FQUATION DE LAGRANGE ).

Considerons une plaque scumise & une densité superficielle Fixay).
Frenons dans cette plagque un é&lément rectangulaire de coté (dx)
paralléle a OX et (dy) paralléle a 0Ov. (figure V-6).

L dx L
My My ] ’
X i
7>y dy Mxy-r oMy d.y
)
+ IMx gy
> e x
/ May+ My
, = dx
— 4-:. .n
dx
Y
Cy fig Cv-5)
Cunsidérons 17éguilibre de cet elément
6Qx ae
g 2 Fz = 0 o - dx.dy + . A— dxdy + Pdxdy = 0
a x . a vy
a0 an
> - —+ X _ 4+ p=gp (V—5)

52



S

amM
a. 2 M, =0 Y . dx.dy + —YL——— dxdy - @dxdy = 0
A g x a vy
anx aM
SHSSER Y. ¢ Y -Q = 0 (V=7)
a9 x vy 14
aM
3. y M, ., =0 > “EY . X -Q = o (v-8)
- ey vy a x
et finalement on aura :
at ane
_____5_._.._ + ___Y_____ + P = 0
a x e vy
oM aM
S, .. JIE . -2 = 0 (V-8)
a ¥ vy Y
aM
LS ... e~V . (S S 0
@ vy 9 x %

Ce sont donc les trois équations qui definissent 1’équilibre de
1’&élément en fléxion ( pas de forces suivant X et ¥, ni de couple
suivant £ ).

Des egquaticons (V-6) et (V-7) on a :

Q @ Mxy , @My (V=9)
L4 3 x 3y
Q = 9Mxy | _@ Mx (V-10)

- vy a x

en remplafant les équations (V-9) et (V-10) dans (V-1) on a :



Remplagons Mx, My, et Mxy par les valeurs en fonction de wsD,et v

4 4 4
a w d w g w F
______ + 2. ___;_...-_ + ___.__: [ S —
a x* axn ﬂyz 3y D
C’est 17équation Gouvernante pour la fléxion des plagques ( Appelée

tquation de LAGRANGE ), elle peut €tre écrite comme suit :

Avec v = —————— + S ( L’opérateur LAPLACIEN )

Y=5-5 ENERGIE DE DEFORMATION D’UNE FLABUE.

Le travail élémentaire, effectué par les moments internes Mx.dy et
My.d», est donné par :

dW, = - —%—— [ M —9~5;- em Fu ] .dxdy
d x Y a8y
2 2 2 2
—  dW = m——g— [[-—Q-EZ ] [-—éi!— T; 2alde— w;__ . ]dx.dy
8 x g vy d x g

Et comme Muy.dy produit le méme travail que Myx.dx, alors on aura :
dW_= dW_+ dW. = D .(1-p)| 2. dxdy
a2 2 2 ’

L’énergie de déformation dans un &lément de surface S5 est donc
donne par

wa = J f { dWi + dWz ) dxdy
I 4



V-5-4&  LES CONDITIONS AUX LIMITES

Dans ce paragraphe, on traite les diverses conditions de fixation
des plaques existant dans la pratique, en écrivant les equations
particuliéres pour chaque cas.

1. Cas : Le long d’un bord ENCASTRE.

Dans ce cas 1le déplacement vertical wixsy) doit vérifier les
conditions suivantes :

w = Q s 0 ———— = 0 le long du bord encastré
27" cas : Le long d’un berd Simplement appuyeé.

Dans cecas ona : w=0 , Mn=0 .
Si le BORD appuyé est parallele a 1%axe (V) ( »= cte )y on a aura

alors :
W =0 4 Mx = 0 { 8x # 0 la plaque peut tourner autour de X )
3w 3w
My = 0 — === + w ——‘*—E— =0
a x g vy
~ d w
Et comme ce BORD est paralélle a qy), on a 8y = —=——2- = @
9 x
% w d 6x
Mz = 0O _—s v Te—m——— & 0 soit ———u- =0
Ay dy

B?T Cas & Le long d’un bord Libre.

Le long d’un bord libre (par exemple celui qui est parallele a (X) )
ocn aura Mx =0 , Mxy = 0 , Bx = 0O

Mxy = O 3w w
Gx = 0 ] —————— +{(2—p) ————— = 0
a x Ay du
w 3w
M 2 0 s L. ETTemunee + » —_——— = 0
AE A ——— 2 2



V-6 LES METHODES DE RESOLUTION DE L’ERUATION DE LAGRANGE .

Il existe deux classes de méthodes pour reésoudre 17équaticn de
LAGRANGE .

1. La premiére classe comporte les méthodes dans les quelles, on
part d’une fonction générale quil satisfait 1’équation de LAGRANGE
et gui comporte des coéfficients qui seront déterminés par le biais
des conditions aux limites, ce qui nous donnera un sclution qui
sera unique si elle existe.

2. La deuxieme classe comporte les méthodes dans les quelles, part
d’une fonction vérifiant les conditions aux limites uniquement puis
on cherche une fonction complémentaire, telle que 1la fonction
cbtenue puisse satisfaire & la fois les conditions aux limites et
l17équation de LAGRANGE.

On peut citer les méthodes suivantes :

V—6—-1 METHODE DES SERIES DOUELES DE FOURIER.

Elle ==t appelée aussi soclution de NAVIER. Dans cette méthode 1la
chargye P(x,y) est développée en série double de Fourier telle que :

) ®

Pix,y) = Z 2_ a - S1n . o« 851N 2. v
mn b

m=1 =1
2 b
vee i = nll x nlly

A e f f Fixsy). sin TTT@TT - sAn ——p—= .dxdy
o o

Considerocns par exemple une plagque rectangulaires simplement
appuyés (fig V-6)
On a pour ¥ =0 et x=a : w =0, Mx =0
pour v = 0 et y = b on a : w =0, My =20

Aprés cela, on exprime wix,y) par la fonction suivante :

w o

Nf)-:p‘{) T e z
D 1

c « Sin ————-— X oa S5in —————
- z mn a b Y

n=1

Fow determiner les coéfficients (Cmn)y on remplace 1’expression de
wix,y?) dans 1’équation de LAGRANGE 4 on trouve :

o i3
a f
: TR X
mn 2 2 =t >
n B
——— + ——— ——
z 2 .
a b b

[%,]



Four Plx,y) = Po = cst on ocbtient :

@ @ ; _mllx _nlly
16 Po s = T
wixay) = —==——= z z ————————— . o
n“. o &1 & £ g_z__ )
b
V—6-2 METHODES VARIATIONNELLES .

Dans ces méthodes; on développe w(x,y) scus la forme suivante :

WiX,y) = E dn - Flx,y)

Puis on détermine ces fonction ( fix,y) ), tout en vérifiant les
conditicns aux limites, pour ceci on utilise la méthode des
moindres carres, RITZ, GALERKINE, ... etc.

Y—-6-3 ES METHODES PAR DIFFERENCES .

Ces methodes consistent & substituer l7équation differentielle aux
derivees partielles, par une équaticn aux differences. Pour cela on
remplace la plaque par un réseau fictif od les valeurs statiques
chercheées sont données aux points d’intersection des é&léments du
réseau et ceci en les exprimant par des differences de la deformée.
Dans cette méthode les derivées sont exprimees par des valeurs
approchées telles que :

[ w7  _ _1 s S  r SO -
B g Jn e A %
[ Do ] S U 1. S o S
& vy n . Ay

Eri povtant ces derivées dans 1’équation de LAGRANGE en consideérant
{ n ) points du réseau, on cbtient un systeme de (n) équaticons & (n)
deplacements inconnus.
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V—6—-4 LES METHODES DIRECTES D’ INTEGRATION .
Ces methodes permttent d7intégrer directement 1°eéquation de
LAGRANGE .

MAURICE LEVY a proposé de prendre comme solution une série simple
telle gque :

wix.,y) = 2 Ym - SIn ——=—

Avec Ym = Ym (y)

Dans 17équation de LAGRANGE, on exprime le second membre socus forme
d’une série anclogue & wix,y)

(4 4]
POtyy) -—-2 P . sin —T-%-

Aprés substitution. dans 1’équation fondamentale, des valeurs de w
et P, on cobtient une équation differentielle linéaire, dont
17équation caractéristique est de la forme suivante :

4 2 2
r +2 . a .7r" +a =20

Ce qui fait qu’on aura une équation genérale de la forme :
Ym ( y ) = Ymo (y) + qﬁ(y)

Ymo : La sclution de 1’équation Homogéne

¥Ym : La sclution particulieére.

On determinera les constantes d’intégrations par le biais des
conditions aux limites. Aprés avoir exprimé Yml{y), on en déduit
17expression de wix,y) et ainsi Mx.My.Mxy ... etc.

Prencns un exemple d’une Plaque appuyée sur deux cotés et libre aux
autres cotés.

On pose au début

Ces sclutions vérifiantles conditions aux limites suivantes

wo= O w =0



Far raison de symetrie des conditions d”appui, on prend l1’axe ox au
milieu de la plaque. 4(

Ng

NIT

On développe maintenant P{x,y) en série de sinus.

[ &)
Pixyy) = z P . sin —22X_
m
m=1

En remplagant w et P par leurs, expressions dans l1’eéguation de
LAGRANGE on aura :

—————— - 2. ¢ mza 2. ————— + ( ml/a )*. Fm = Pm(y)

Et 17équation caracteristique est alors :

* -2 Amzad?. % 4 (ml/a)* = Q
d’od on a
r =* mll/a
On prend Ym = _Eg__ "y
— Fmiy) = fly) + Am.Ch(y) + Bm.y.Sh(y) + Cm.Sh(y) + Dm.y.Chy)

fly) est 17intégrale particuliére déterminée par variation des
constantes.

Am.53m,Um et Dm sont déterminés en se basant sur les conditions aux
limites.

whn



V-7

LTEQUATION FONDAMEMNTALE DE LA FLEXION DES PLARQUES
ARISOTROPES.
Dans ce cas de plaques, la matrice d’élasticiteé est définie par

le fait que le module d’élasticité a six composantes A4 savoir

E1i1 , E12 , E13 , Ei4 etc .

tels oue
o = Eu. £ + Eiz. e + E1s.y

X ® Yy X
o = Ez21 + Ez2. ¢ + E23.y

Y X Xy
T = Es. + Esz.e + Ess.p

Ry X Yy Xy
Avec E. . = E_.

1) J21

En remplacant les déformations par les courbures correspondantes

puis les contraintes par les efforts internes, on obtient :

— - - 2 —
I-Mx Daa D11 Das B .
z
a x
2
My = - D2+ D22 D2s -
a yz
aw
Mx Daa Ds2 Dsaa 2 -—-
L, *Y | . i ) % dy |
E.. . & ’
13
Dij = e
i2
Aprés avoir consideré les équations d’équilibre, on obtient

1’équation fondamentale de la fléxion des plaques anisotropes :

4 4 ; 4 4
& w & w I w 9w
Dis “TpT v 4.Das T3~ + 2(D4z + Ds3) —————- + 4 Des,——————
a x ax* oy ay* ax axay®
2 ‘w
D2z, e = Pix,y)



v-8 L"EQUATION FONDAMENTALE DE LA FLEXION DES PLARUES
ORTHOTROPES.

C’est un cas particulier des Plaques anisotropes car dans ce cas la
Plaque posséde trois plans de symetrie par rapport & ces
caractéristiques élastiques on a alors :

E v . E
N X V4
Sl 1 -» » B = 1 v v
L 4 Xy
E V. Ex
E2a = Y i Ezs = _—Y X __
1 -» v i -v v
X VY Xy
Eiz = E21
E1isa = Es1 = E23 = Easz = O
Ess = G

avec Ex, Ey les modules d’élasticite longitudinaux dans les direc-—
tions X et Y.

Et ( G ) est le module de cisaillement

Yx,vy sont les coéfficients de poisson dans les directions X et Y

on obtient alors :

— - — e z
Mx Dx D 0 2w ]
a xz
My = - D Dy o __i__
a yz
02w
"xy 0 0] Dxy 2 ——————
] | . L Ix Ay .

Avec
E n°
n
B 12(1 - v )
E R
Dy = Y s




Bry = —=p » By« BT -gherg

En écrivant les équations d’équilibre, on obtient :

4 4 4
J w d w 9w
Dx  ————— -t 28.H . ———— + Dy ————— = P(x,y)
o x* axZay? ay*
v D + v . D
H = 2. Dxy + b4 Eé__ X Y

c’est 1’équation de LAGRANGE pour les plagues corthotropes.

6¢



L'ELEMENT RECTANGULAIRE POUR L'ETUDE
DES PLAQUES MINCES EN FLEXION
( PROBLEME DE CONTINUITE Cq )

VIi-1 INTRODUTION

Pour le calcul des plagues en fléxion, 11 est nécessaire de
poser certaines hypothéses qui nous permettent de traiter 1le
procbleme, de la fléxicon des plaques mincess & deux dimensions et
quil sont :

¥. L7épalsseur de la piaque doit €tre petite devant ses dimensions
dans le plans car si elle est trop grande, on doit faire le calcul
de la plague en trois dimensions.

*¥.lLa Tleche est petite devant 17épaisseur de la plaque, car si la
fléche; due a la charge transversale; est trés importante on  aura
des forces internes qui seront engendrées dans le plan de la plaque
(forces de membranes) et dans ce cas on doit reformuler le probleéme.

Ces hiypothéses portent surtout sur une wvariation linéaire des
déformations et des contraintes, selon la normale au plan de la
plague .

vIi-2 LA FLEXION DES PLAQUES EST UN PROBLEME DE CONTINUITE C1

L etat de déformation d’une plaque est parfaitement décrit par le
deplacement latéral (w) du plan. Seulement que 1les conditions de
continuité ne sont pas 1imposées uniquement sur le déplacement
vertical (w): mais également sur ses dérivées premiégres et du
moment que w = wix,y) ( fonction & deux variables ), on doit
imposer trois conditions de continuité en chague nceud.

¥. une condition concernant wi{x,y)
#. une autre concernant sa dérivée par rapport & x ( .3 ]
a x
¥.  une dernieére concernant sa dérivée par rapport a y ( ... )
o vy
Ce probléme nécessite donc la continuité de 1la fonction de

deplacements ainsi que ses dérivées premiéres. on parle dans ce cas
de probhliéme de continuiteée Ci.



VIi-3 ELABORATION DE LA MATRICE DE RIGIDITE POR L ELEMENT
RECTANGULAIRE EN FLEXION.

Lélément, utilisé pour 1’étude de la fléxion des plagues minces,
est 17élément rectangulaire & quatre noeuds avec trois degrés par
noeud, a saveir le déplacement verticale (w) et les deux rotations
( 8x ) et ( By ).

L7élaboration de la matrice des raideurs de 1°élément utilise passe
par les sept étapes de base.

Etape 1 .

Cette eétape consiste en un choix de systeme de reférence ainsi que
la numérctation des nceuds de cet élément.
Le systéme de ccoordomnnées et la numérctation adoptée sont montrés
dans la figure ( VI-1 ).

-F-{g( vi-1) (&) Systeme de Coor‘dann;asj(b) 3£Hmm¢,nﬁ Nodawy , (©) Forres Nodales .

Les degres de liberté que possédent chague noeud sont :

W le déplacement suivant 1’axe Z
6x 1la rotation autcocur de 17aue X
8y la rotation autour de 1%aue 4

Ces yvotations sont considérées comme étant les pentes normales, et
sont données par les expressions suivantes :

6d



6¢

Pour un nceud (1) on aura donc le vecteur déplacement suivant

wi{xsy)
d w
{ a, } = Or = ~Fy (VI-1)
g w
o ==
Y
B ﬁugmhchA
< C A
Zi_ 1 ﬂhﬂaﬁv ~
A. o
i X
/ Posdion de. () ofas
B JaHuumwh

Saction (8-B) Apis Diplecment Section(C -€) e deflacam e},

De méme on aura les forces et moments au noceud (i)

Fz

{ £ } _ Tx
i

Ty

Ce qui failt que 1’eléement possede a present en tout douze degrés de
liberte et ainsi on aura une matrice de raideurs. carree d’ordre

douze. Pour tout 17élément on aura les vecteurs déplacement et
force: suivants :

. {a1’
{ e } {az?
a = B
{as’
{aa’

avec { ai. ¥ est donne par 1%éguation (VI-1).
5 3 T

e _ {fz27
{F }" (fal

{fal



Etape 2.

Cette @tape consiste en un choix de la fonction de deéeplacement qui
permel de défTinir le déplacement en chague point de 17élément.

Comme la formulation cheisie pour cet élément est une formulation
en deplacements, on doit donc imposer un champ de déplacements
continue et uniforme & 17interieur de 1’élément.

Ce champ de déplacements est représenté par la fonction & deux
variables wlx,y) qui doit €tre choisie selon plusieurs criteres
dont on p=ut citer =

1. 17élément rectangulaire ( A gquatre noeuds ) a douze degrés de
liberte , ce qui fait qu’on doit choisir une fonction de
deplacement sous forme polynémiale et contenant douze ccéfficients.

2. Dans le probléme des plaques minces en fléxion,on a des deriveées
secondes des  fonctions inconnues qui interviennent dans la

fonctionnelle de 1’énergie potentielle totale, ce qui correspond &
des &gquations differentielles du quatriéme ordre. Donc on doit
cholsiv un polyndme d’ordre gquatre.

Le gpolvnéme d’interpolation sera donné par le triangle de FPASCAL

1
X Y
x* Xy ¥
x* x2y x v* v?
li X3y x*v? % 3 v*
Wixay) = o4 + o2 % + o3 y + e we # as n Y + o6 y2 + o7 %>

2 z 8 3 3
o Xy + ao x oy + oc1o vy + o1 Xy + ouz x oy

g w 2 2 E]
By = —=—=—e = o3 + a5 xt2ao y + as x° _+209 % y +3cuo x Y + o1 x
a vy + 3a1z xuy
. . ? i A - 2 2 2
Py == === = oz +20e wt om 'y +Toy Xy +2o@ x y + ao v+ 3 ous % %
a u + otz y )

Le pulyneme choisi, pour representer { w ) est incomplet et diordre

Guatr= en x et y avec omission des termes
4 2 2 4
¥ oox Xy et vy
lLes raisons pour les quelles on a cpt® pour ce choix sont les

suirvanites =



3 3 . . 52 . :
* les termes »'y et yx maintiennent 17isctropie geometrigues
(Compatibilité inter-éléments des déplacements ) et satisfont &
1’eéquation differentielle pour une plague non chargée

2 2 . :
¥ Le terme x° y n’est pas approprié et ne convient pas. car on n’a
pas un autre terme qui lui équivaut.

* Lec termes x'et y4 ne conviennent pas non plus .car ils ne
satisfont pas la condition de compatibilité des déplacements.

{chose que les termes xay et yx3 assurent facilement )

Outre ces critéres on a d’autres quil sont en fait déduits des criteres
genéraux  pour  le choix des fonctions de forme.(Capitre II ).

a . LE CRITERE DE DEPLACEMENT DE CORPS RIGIDE

Lelément de plaque mince a trois déplacements, de corps rigide,
pessibles par nceud et comme on a trois déformations possibles qui

sont en fait les courbures ( chap V ). On aura bescin alors des
termes o4y o2 Xy O3 Y » €Ce qgul impligque 1’existance des
coefficients , a4 s oz et os.

B. LE CRITERE DE L’ETAT DE DEFORMATION CONSTANTES.

la fonction de déplacement doit €tre choisie de telle fagon gu’elle
permet d’obtenir des déformations constantes si  les deplacements
qui les engendrent, sont compatibles avec un état de deformations
constant. Pour respecter ce critéres on constate que les termes

2 z
A4 X3 OS5 HYys o6 Y
dolvent exister, ce gui impligquera 1 existance des coefficients
) a4 5 o5 et oo.

* LA YERIFICATION DE LA CONTINUITE INTER-ELEMENTS, DES DEPLACEMENTS

Considérons 1’élément de la figure ( VI-3). Le bord (1-4) est
caracterisé par le fait que x = cst (x=0), on a donc




2 3
Wi{d,y) = ca + a3y ¥ asy + oo vy

Gy {0,y) = 23 + 2 os y + 3 ocdo yz
. F 3
Ey{Q:vi = - ( o2z + a5 ¥y + ao y + ouz y )
Aux ncceuds de ce bord on a =
¥ Au noeud (1) (x =0 et v =0)

wl(0,0} = ¥l

QxI{O,yJ = o3

eyl(O,y) = - oz
% Au niceud (4) { x =0 et v =b )

w4(0,0) = o1 + a3 b + as b+ otob?

ex‘(O,y) = o3 + 2 as b + 3 cuo b2

2 3

eydiﬂ,y) = -f{az + as b + ao b+ cuz b
On a ainsi six équations pour déterminer huit coefficients
(cayczicasasy,06. 00,000 8t cuz ) (ce qui est impossible ! ). Mais on
constate que (w) et (6x) contiennent les meEme coefficients a
savolr {odsoca@sos et oto ) puis {8y) contient les quatre autres
cueTii:cients, et comme sur chaque coté on a six equations qui
définissent 1les déplacements dont quatre d’entres elles se

rappertent & (w) et (Ox%)( ou By ,suivant que le coté est parallele
& X ou Y ), alors en peut donc déterminer les coefficients reliés a
ces quantités. Ce qui fait que dans ce cas (w) et (Bx) sont
exprimes d’une fagon unique sur le coté (1-4) .

Il nous reste & ce moment que deux equations qui ne suffisent pas
pour deterainer les quatre coefficients restants, donc la vrotation
8y ne peut Stre définie d’une facon unique sur le coté (1-4).

On parle alors d’une discontinuité de la pente normale.

\ EEMadznannE:

Les pentes Hormales fox bords Sonk igeomdinves .

A cause de cela, la fonction choisie n'est pas idéale et elle
est dite alers " Fonction de forme non conforme ". Cependant la
fonction de forme non conforme choisie, si elle vérifie le critére
des déformations constantes et satisfait le test de rapietage
" Patch test ", alers on aura toujours convergence ( qui peut Etre
dan= & cas par le haut ou par le bas )

[$19°



Remarque :

La continuité de (w2 et 6x ainst gue Oy, doit étre respectée qux
noeuds et & l’'intérieur de l'élément, mals peut &tre transgressée
le long des interfaces.

On a seuliement considéré (ci-dessus ) le cas du bord (1-4) (x=0),
cependant, la conclusion est vraie et une discontinuité de la pente
normale peut exister la long de n’imperte quel bord.

Apreés avoir choisi la fonction de forme, on peut écrire le vecteur
de déplacement en un point ( x,y ) en fonction des coéfficients de
la maniere suivante :

(o} [ron ] {=)

W 2 2 ] 2 2 E] 3 3
1 x vy *® Ry Yy - wnoy ®y Y Ry ny
ax = 0O 0 1 X 2y O x? 2xy Byz 2 Bxyz
2y ) 0 -1 0 -2xn -y 0 -3x° —2xXy —yz 0 —Bxay = yz

o

x e

oz

Etape 3

lors de cette étape, on doit exprimer 1’état de déplacement en un
point domne en fonction des déplacements nodaus.

On remplace, dans la matrice [ fix,y) 1 x et Y par les coordonnées
tdes noeuds 1,2,3 et 4 on aura & la fin une equation sous la forme

{aiy y
e - {az? _
{#"f= 1 & - [s}l=]
{asl

o [ A1 est donmée par la figure ( VI-4)

Cods Lol e} ——{=}-[-]{ =)
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sachant que

{ alisasy) } = [ Fixay) ] { o } on aura alors

(s} [ ] [T ()
soit { alxsy) } [ NCxsy) ]. { a® } (VI-1)

I N1 est la Matrice d’interpoclation des deplacements

]

li

Etape 4

Cette #tape consiste & relier les déformations { sx(x,y) } en

chague point, aux déplacements nodaux.
L état de déformations en un points (xsy) est défini par trois
composzantes qul sont :

1. La Courbure dans la direction des () et qui est la variation de
la dérivée par rapport & ()

e __ [_é_u__] - " w
a xz

2. La courbure dans la direction des {y) et qui est la variation de
la derivée par rapport a (y)

_ _o [ o w__ ] - i
- gy gy ay?

3. La torsion qui correspond & la variation par rapport a (x) de
la derivée par rapport a (y)

Les meoments internes My, My agissent, chacun. sur deux cotés de
17élément. Il en est de mEme pour Mxy et Myx, mais puisque
Mxy = Myx

alors on peut considérer que Mxy ou Myx agit sur les quatre cotés,
en doublant son effet, & savoir le terme de 1la tarsion et on
chtient finalement :



— - - -
B 5 r
2 w - =i 0 o -
1] 2 5
e w - 2
{ s{xay} } = a vy o} = _Q__; Q ...
a8 w ey gy
= v | o . C. st R
C . ax ay 1 L ax

{s(XsY) }= (L] {aw,y) }
(o} [1] [ 1 )
{zoom } = [Bouy ] {=° } (vi-2)

=

Etage b=l

Dans cette etape on doit relier les efforts internes € ci{xay) I aux
deformations puls aux déplacements généralisés et enfin aux
déplacements nodaux. .
L état de contrainte en fléxion est défini par les trois
composantes et qul sont en fait des moments de fléxion et de
torsion par unité de longueur.

My :Le moment de fléxion interne par unité de longueur, autour de X

My :Le moment de fléxion interne par unité de longueurs autour de Y
ij:Le moment de torsion interne par unité de longueur

My

[
|

v

fig (v1-5)
Forces Internes dans
leg Elémens

7



Dans le domaine élastique linéaire on a :

{ o{xyy) } = [ D ]. { s(x,y)} (V1-3)

cd [ D 1 est la matrice d’élasticite

Mx |  bx D, 0 L
2
g x
My als D, Dy 0 9w
2
a vy
azw
My Q 0 Dy 2
Y -~ N L dxdy
E. h°
S IET T e e
E, h?
SO V-TE Wt
3
- Eh_____ = : WL -
Dxy = i » %4— v.Dx " G EYETE
2 z
Mx = - [Dx 2 D1 ——Q—E; ]
a x avy
2 F (VI-4)
My = - [Dy —2—25 + Di-~g—!; ]
a vy g x
2
Mxy = — 2 Dxy 2
axdy
Dans le cas d’une plaque isotrope on a
3
Dx = Dy = E NS ; R = D

Dxy = 1/2 ( 1—v ).D



D’apres les équations (VI-2) et (VI-3) on a =

(oo} [o][e] { )
{a(xsy) }-—- [H(:«:,Y)] { aE} (VI-7)

cad [ H 1 est matrice contrainte et donnée par la figure (VI-5)

soit

On étudie maintenant la fagon dont varient les moments internes
dans 17élément. D’aprés 1’é&quation (VI-4) on remarque que :

Mz, My = F[ 2e s ~Q—E; ]
a

on peut écrire autrement :

Mx 5 My = F ( Bad + bo7 % + 2as y + &our Y o.a
2ac +2ao x +bato y + bouz wy )

Muy = F(a5+Easx+Eotoy+3anxz+30uzyz)

On remarque que pour n’importe quel point Pix,y) les moments de
fléxion Mx ey My ont une variation linéaire a travers 1’élément ¢
comme c’est le cas pour la distribution des contraintes dans les
proeblemas de 1’élasticité plane ). B

D7autre part, le moment de torsion Mxy n’est pas linéairement
dictiribué et varie donc selon une expression guadratique en x
lorsgue ( vy = cst ) et en y si ( %= cst).

Etape 6.
Cette &tape consiste A relier les contraintes ausx forces nodales
statiquement equivalentes

En appliguant le thécréme des travaux virtuels cn a :

Wint = Wext
Wext = { at }T { FE}
*
Wint = I { e }T{ (o4 } dv
" *



(<F (7 - [{=)(-}~

le travail des forces = le travail interne total
extérieures

compte tenu de ce gqui précéde on peut écrire

LF0) - (LY (LT 1o ] o) )

Elle est du type

(=)-[1-{=)
[« ] - jLB]T[D].[B].dV]

on a alors 3

{ p - ] est appelee Matrice de rigidité ou des raideurs
pour le cas particulier de la fléxion des plaques, ravail total
eftfectué par les moments et les torsions internes pour

un deplacement virtuel de 1°élément, est cbtenu en intégrant, le
procdult de ces moments et ces torsions ainsi que leur courbures
AS=0C1ees,: sur la surface de 1°élément. Ce qui fait gqu’on peut
ecrire l'expression de [ K 1 comme suit. .

SR A EDH 3 1) e

Eftape 7.

Lors de ceite étape, on doit evaluer le vecteur forces ncdales pour
it7élément rectangulaire utilisé.

Eri  appliguant le théoréme de la conservation de 1’énergie
poteniielilis totale.

- * ¥*
St W int 1 = &( Wext )
aveo ]
SC Wext ) = &(L a®* 1T¢q® 1)



le tavail effectue par les forces nodales { ge 3} directement
apnlicuée aux noeuds, lors du déplacement virtuel &{ u¥ .

T T
SC Wiint ) = é[ {s*} .o — {é*(x,y)} .0 ]

c’est le tavail des forces internes.

T T
(< ae* }T{qE ¥ o= J [ {s*} oy = {é*(xpy)} -2 ]. dv
v

({ a° 37¢q® 3) = ¢ a: }T[ J B'.D.B dv ] { a® } —¢ a: }TJ&T.Q.dv
v v

donc o aura Tinalement

- T
A LIRS &
L
v
{ @  est le chargement cohérent.
51 on a un chargement surfacique réparti et agissant sur 1’élément.,

saivant la direction du déplacement (w), alors cette charge va
engendrer aux nceuds., de 1’élément considéré, les forces suivantes

(=} =L L[] {o}ow

on aura finalement aprés intégration :



b/6
— a/éb

- b/6
a’/bé

& b/6
a/b

- b/&
- a’/é

LA MATRICE DE RIGIDITE DE L'ELEMENT RECTANGULAIRE EN FLEXION

P = a’/b
RA
RD RB
RE RF RC
73 -RH -RO RA
RH RS 0 RD RE
RO 0 RI -RE -RF RC
R  -RM —RN RX -RY -RZ RA
M RP 0 RY RW 0 -RD RH
RN 0 RK -RZ 0 R -RE RF RC
RX  —-RY RZ RL -RM RN RJ -RH RO RA
RY R 0 RM RP 0 -RH RS ©0 ~-RD RE
RZ 0 R RN 0 RK RO O RI RE -RF
W (-
1% a.b
RA = &0 Dx/P° + 60 Dy P? + 84 Dxy + 30 D1
RE = 20 Dy a- + 80 Dxy b2
RC = 20 Dx b® + 80 Dxy a’ ### RQ = 10 b°Dx - 8 Dxy a’
RD = &b Dxy + 15 D1 b + 30 a.b.Dy
RE = — (ba Dny + 15 D1 a + 30 b/p.Dx
RI = ~ (60 Dxu/P® - 50 Dy P® + 84 Dxy + 30 D1)
RH = 1S« pDy — 1S Dl b - & .b.Dxy
RO = — ( 30 b/p Dx + &Ga Dxy )
RL = - 30 Dx/p® -30 p® Dy + 84. Dxy + 30 D1
KM = - (& b Dxy - 15 Dy a p ) Wit RP = 5 a’Dy + 2 Dxy b2
RN =  &a Dxy — 15 Dy b/p HiHH RW = 10 a’Dy - 2 Dxy b2
RX = 30 Du/p + 60p” Dy —-84. Dxy — 30 D1
Z = i5a abl - 15 Dx b/p + & .a.Duy
RF = —15 a b D1 ### RI = 10 bDx - 2 Duy a°

RS = 10 a“Dy - 8 Dxy b ###% RK = 5 b°Dx + 2 Dxy a2
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PRESENTATION DU PROGRAMME “F L E X "
POUR L'ETUDE DE LA FLEXION DES PLAQUES MINCES

VII-: L GRGANISATION DU PROGRAMME " F L E X "

Apres avoir donné un apergu général sur 1’erganisation d’un
praogramme  par  élements finis et le procgramme " ELAST " en
particulier au chapitre IV, on aborde mainte nant la seconde, partie
de ia programmation & savoir le programme " F L E X ",

Ce programme, quil permet de modéliser les plaques minces en fléxion
a une structure identique au programme " EILAST " de 1la premiéere

parties, 11 est donc constitue de sept scus-programmes qui ont en
commun des blocs 7 COMMON ° étiquetés permettant le passage des
parametres entre eux avec une trés honne rapidité leors de
17exécution .

Le programme " FLEX " fait 17analyse d’un élément dont les noeuds
ont a présent troils degrés de liberté chacun. Ce qul nous améne a
effectuer certaines modifications par rapport & " ELAST".

Dans "FLEX " la table des codes des noeuds ( LCOD ) est A& présent a
trois colonnes. La table des codes de chargement (1COD) disparait
car l17éléement n’est chargé que perpendiculairement a son plan.

Pour ce gqui de la deuxiéme etape, qui consiste & evaluer les
matirices de rigidité et vecteurs élémentaires en considérant le
noembire de degres de liberté adéquat, i1 faut noter gue dans ce cas
les degrés de liberté sont LOCaliseés par 3i—-2 , 3i-1 et 3i ( i
étant le numéro du noeud considéré ), le reste est identique au
scus—piroegramme " FRLM ®

Les techniques d’assemblage, de la prise en compte des conditions
aux limites ainsi que la résclution sont identiques a celles
utilisées dans le programme " ELAST " car ce sont des techniques
numer cques générales qui s’adaptent & tous,les problémes, reste 1la
question de 1’afficacité et des résultats qu’elle peut nous donner.

Pour le scus—programme " EFFOR " (¢ evaluation des efforts internes)
et le scus—programme " IMPRIM "( pour 17impression des résultats )
ils ©ne eont pas beaucocup modifiés & part quelques petites

adaptationgsconcernant le nombre de degrés de libertée et les
differentes matrices utilisées ( matrice d’élasticite L D 1
matvice des contraintes [ H 1, ... etc) .

Y11~2  EXEMPLES D’APPLICATION

Pour differents maillages.on a traité 1’exemple d’une plaque carrée
soumise a deux types de chargement qui sont : la charge répartie et
celie aui est ponctuelle agissant au centre de la plagque.



FLECKES CALCULEES AU CENTRE D’UNE PLARUE CARREE
ENCASTREE LE LONG DE SON FOURTOUR.

ﬁAILLAéE NOMEBRE TOTAL CHARGE UNIFORME CHARGE
DE NOEUDS € a ) PONCTUELLE ( 3 )
_ RESULTATS OBTENUS PAR LE FROGRAMME * F L E X °

2Xz 9 0.001463 0.005852

GXE 15 0.001423 0.005918

X% 25 0.001388 0.006064
.' _._6 )'—( g 35 0.001355 0.005958
“‘;;;———** 49 0.001325 0.005872
—_833 a1 0.001297 0.005801
mm;GULUTIDN EXACTE 0.001260 0.005600

: _;EEQLTATS OBTENUS PAR Mr ZIENKIEWICZ

2Xa e 0.001480 0.005919

L% 25 0.001430 0.006134
___é;g a1 0.001304 0.008710
L may» = o . q ~~Ei—— Pour une charge répartie uniforme ( q )

Dz

(w ) max = 3 . g —=————— Pour une charge ponctuelle ( P ).




COMPARRISON DES FLECHES POUR UNE PLAGUE
ENCASTREE AUX BORDS
(UNIFORMEMENT CHARGEE>

0.0020 FLECHE Cw)

1__{ T

0.0015
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NOMBRE D’ELEMENTS UTILISES

COMPARARISON DES FLECHES POUR UNE PLAQUE
ENCASTREE AUX BORDS
(CHARGE PONCTUELLE?

= FLECHE (W)
0.0075 i

0.0050 /
[
0.0025 - [t/
N
- /
0. 0000 b
4 16 36 64

NOMBRE D’ELEMENTS UTILISES

EXXX SOLUTION
EXACTE

WZZ4 PROGRAMME
ZIENKEWICZ

B NOTRE
PROGRAMME

kXXX SOLUTION
EXACTE

PROGRAMME
ZIENKEWICZ

BEER NOTRE
PROGRAMME



FLECHES CALCULEES AU CENTRE D’UNE PLARUE CARREE
SIMPLEMENT APUYEE LE LONG DE SON POURTOUR.

MAILLAGE |NOMBRE TOTAL CHARGE UNIFORME CHARGE
DE NOEUDS o ) PONCTUELLE (¢ 3 )
RESULTATS OBTENUS PAR LE PROGRAMME "F L EX n»
axa 9 0.004926 0.013460
4xa 15 0.004615 0.012720
440 23 0.004297 0.012240
éxq 35 0.004232 0.012070
éxa 49 0.004167 0.011924
8x8 81 0.004092 0.011819
SOULUTION EXACTE 0.0040462 0.011600
RESULTATS OBTENUS PAR Mr ZIENKIEWICZ
2xa 9 0.0034446 0.013784
4%4 25 0.003939 0.012327
8x8 81 0.004033 0.011829
( w ) max = &« . g -—3:*“ Pour une charge repartie uniforme ( q )
Dz
€ w } max = 3 . g ssaci s Pour une charge ponctuelle ( P ).



COMPRRAISON DES FLECHES POUR UNE PLAGUE
SIMPLEMENT RPPUYEE RUX BORDS
CUNIFORMEMENT CHARGEE?

GnDOE%LELHE (W)

-
0.005
0.004 - ey
t..-
-
0.003
- EXASOLUTION
0,002 — e EXACTE
F % 2773 PROGRAMME
0.001 - ZIENKEWICZ
1 7 S NO TRE
0.000! PROGRAMME
4 16 36 64
NOMBRE D’ELEMENTS UTILISES
COMPARAISON DES FLECHES POUR UNE PLRQUE
SIMPLEMENT APPUYEE AUX BORDS
(CHARGE PONCTUELLE)
e FLECHE ()
Uastily
3
X f 77
N 7
0.010 : : /f
N ")L_,V ;
i | EXXR SOLUTION
i 7 V777 PROGRAMME
- “*?% - ZIENKEWICZ
N ENO TRE
0. 007 b I PROGRAMME
4 16 36

NOMBRE D’ELEMENTS UTILISES



PLAQUE CARREE ENCASTREE LE LONG DE SON POUTOUR
UNIFORMEMENT CHARGEE

Jy
A
A /
9 i
a |7 i
A L
/ /
L ’ X
YT -
l a
MAILLAGE | DEPLACEMENT MOMENT DE FLEXION MOMENT DE FLEXION
L ATERAL ( Mx = My ) AU POINT B et C
( LN ) Au point ( A) { MyB ) = ( MxC )
cx2 0.001463 0.040379 - 0.035112
GX 4G 0.001388 0.024351 — Q.047350
6XE 0.001325 0.023270 — 0.049403
8x8 0.001297 0.02388% — 0.049974
SOL. EXT 0.001240 0.02310 - 0.0513
q / a*.D | q . a’ q .a’
e | 1
3
{ D) = ..._....E__'D_.____



PLARUE CARREE SIMPLEMENT APPUYEE LE LONG DE SON POUTDUR
UNIFORMEMENT CHARGEE

a
_/:_
MAILLAGE DEPLACEMENT LATERAL MOMENT DE FLEXION
{ w max ) MAX IMUM
Au point « A { AU point A )
2 x 2 0.004926 0.057356
4 n 2 0.004615 0.0544697
4 w4 0.004297 0.049796
6 x4 0.004232 0.048487
& x & 0.004167 0.048592
g8 x & 0.004092 Q.048538
SOL. EXCT 0.004062 0.04790
q / a*.D | q .a”




VII-3 CONCLUSION ¢ CONCERNANT L& DEUXIEME PARTIE )

L'élément utilisé, pour 17analyse des plagques en fléxiocn. bien que
sa fonction de forme soit non conforme, nous a donneé des résultats
satisftaisants et qui concordent avec 1les valeurs exactes "
doonges par Mr. TIMDSHENKD en utilisant 1la thécrie des plaques
minces en flexion et qui consiste & donner la sclution sous forme
d'une founction développée en série.

Plusieurs auteurs, notamment Mr. ZIENKIEWICZ, ont affirmé qu’apres
avely étudié les différentes formulations des eléments conformes
el non  conformes, ils ont trouvé que pour les elements non
conformes on pouvait obtenir des résultats mellleurs que ceux
cbtenus par les eléments conformes, Ceci est valable
particuliérement pour 17°&lément triangulaire.

Donc on peut dire d’apreés les résultats obtenus que 1’élément
rectangulaire non conforme se préte bien & 1‘analyse des plagues
minces od la continuite Ci1 est requise.

Cet &lément est trés important pour l7ingénieur car il permet de
traiter non seulement le probléme de la fléxion des plaques mais
egalement applicable aux problémes oa la fonctiomelle comprend des
derivées secondes ( citons l1’exemple des problémes d’écoulement des
fluides visqueux ).

Toute fois, lors de 17é&tude des plaques en fléxion, on a negligeé
1’effet de 17effort tranchant ce qui n’est pas toujours sans
consequences car pour les plaques épaisses cet effet devient
tmportant et on deoit alors le prendre en considération.

Cn suguére alors de reformulerl’élément de plaque en fléxion en
prenant en compte 1’effort tranchant .



 PARTE 3

SUPERPOSITION
.. DES DEUX
COMPORTEMENTS




ETUDE DES PLAQUES PLIEES
PAR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

VIII-1 INTRODUT ION

Une plaque pliée est considerée comme étant une coque assemblée par
plusieurs éléments plans. De telle structures sont fréquemment
utilisées dans la pratique ( Couvertures des grandes surfaces,
poutres en caisson des ponts ... ect.), ainsi que pour modéliser
les coques A courbures continues (tours de refreidissement, les
voites en berceau, les barrages cylindriques,les réservoirs...etc).
Les plaques pliées permettent donc de modéliser les coques courbes,
€n supposant que le comportement d’une surface dont la courbure est
continue, peut &tre fidélement représentée par le comportement
d’une surface composée de plusieurs éléments plans, 1la précision
est alors de plus en plus accrue que le nombre d’éléments plans
augmente ( affinité du maillage ); on peut & ce moment obtenir des
résultats satisfaisants.

Bien que de nombreux spécialistes des coques diront que la
coemparaison, des solutions obtenues en modélisant la coque avec et
sans facettes planes, donne lieu A& des écarts considérables dans la
distribution des moments de fléxion. On constate que pour les
eléments simples 1’érreur de discrétisation est du méme ordre dans
les deux cas.

VIii-2 LA METHODE DE CALCUL

Les #léments d’une coque plane sont soumis & la fois & des efforts
de fléxion ( chargement transversal ) et des efforts plans, ce qui
donne & la fois une action dans le plan (comportement membranaire )
et une action de fléxion ( comportement fléxionmnmel ) et si les
déformations sont faibles, les deux actions seront complétement
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indépendantes 17une de 1”autre. Onge suppose donc que l’action de

fléxion et les rotations sont rapportées uniquement aux chargements
perpendiculaires au plan de la plaque et que les déplacements plans
sont rapportés aux systémes de forces plans.

En respectant ces hypothéses, on peut alors faire 1’étude des
plagques plides en superposant les deux comportement A savoir :

# Le comportement membranaire (en élasticité plane) qui est un
probléme de continuité Co.

¥ Le comportement fléxionnel des plaques minces qui nécessite une
continuité Ci.



Le premier comportement a été &tudié au chapitre 111 tandis

deuwsleme comportement a2 fait 1°objet du chapitre VI

% Vs
i/ﬁ;k J/(“UJ

Feq

3e-»f714c¢mmts et ﬁ"as * Plans ”

’

Eéf-jacgmcnfls et -,qus ol ".,[/cm'on '

VIII-3 ELABORATION DE LA MATRICE DE RIGIDITE ELEMENTAIRE.

Coenseidérons d’abord, les effets " plans " (en contraintes
nous savons que l17état de déformation est défini par
deplacements uniforme dont les
translations ( u et v ).

planes).
le champ de
composantes sont les deusx
La minimisation de 17energie potentielle
totale du systéme nous a conduit aux matrices de rigidité reliant
les efforts, aux noeuds, aux paramétres de déplacements nodaux.

Jonc, pour le comportement plan on a @

(2} - [} s

¢ B ) : indique le comportement dans le Flan.

{f123P

P ) _ {f23F
{ Fe } N {fa3P

{fqadP

P .
avec { fi 3 = { X }
fyi

que le



et 1=z vecteur déplacements est donné par :

fas3?

{ 4P } _ {az3P

e {aaz®

{aq2P
P u.

Avec £ a. ¥ = { 1 }
i vy

on peut ecrire alors pour un neoceud (i)
p
(2} - [=014x)
1 11 i

est la sous—matrice qui relie les forces du nceud (i)

aux déplacements de ce mEme noeud

Four tout l17élément on peut écrire 17équation (VIII-1) sous la
forme matricielle suivante.
u1 Fsxa
P kP P - P Vi Fy1
11 12 13 14
uz Fxz
P 1P kP kP vz Fyz
21 22 23 24
kP kP P kP us Fxa
31 3z EE] 34
- v3 Fys
kP kP <P kP U4 Fxa
41 42 43 44
—— va Fya

[ =] 1) e}

De meme quand on considére le comportement fléxionnel on aboutit A&

une relation matricielle analogue A& la précédente et quil est :

[ =" ]

{ f
=1
e

() indigue le comportement flexionnel.

B W4 B FZqT

Ox1 T

_ Hf Hf Lf " f By1 Ty

11 12 13 14 e Fzz

<l k! & T B2 Txz

21 22 23 za e Tva

F Ki K3 f ¥z Y

3 4 k: $ w3 Fza
31 32 33 34

e F 5 7 8x3 Txa

o Ko 4 4 Bya Tys
41 42 43 44

el Wy i L F.Zd

J

(=}
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Avant d’effectuer la superposition des deux comportement, on doit
faire deux remarques importantes :

1. Le principe d7obtentiocn d’un &lément de cogue planes par
superpasition dun élément de membrane et dun élément de plague en

fléxions. suppose que les deux actions soient parfaitement
decouplées, c’est a4 dire que 1les déplacements coerrespondant  aux
efforts " plans " n’effectent pas ceux dis a la fléxion, -et vice

versa. Cecl est valable pour les petites déformations.

2. Outre les deux déplacements dans le plan (u.v) et 1les trois
degrés de liberté dias & la fléxion (w.8x et 8y ), 1’element peut
€tre sujet a des rotations dans + son plan (6z) autour de 1’axe =.
Bien que la plaque soit trés rigide dans son plan de telle sorte
que ces rotations soient trés petites et donc négligeable devant
les autres degrés de liberté, il est commode, pour des ralsons qui
apparaiteront plus loin ( au niveau de l1’assemblage), de prendre en

compte cette rotation dés & présent en 1%asscciant & un couple
fictif ( Tz ).

Pour inclure cette rotation (8z), gqu’on considére negligeable et
n*affectant pas les autres termes dans la matrice de rigidité de
1’élément, on peut simplement lui faire correspondre des zérocs dans
cette matrice, c’est & dire poser la pseudo—équation suivante :

( Tz )i = 0 . ( &8z )1

donc on cbtient finalement en chague ncoceud les vecteurs déplacements
et forces suivants

- - -
u rfx
vl fy
W S
r. . 1 " -
{ a, } = . 5 { F.1 } = T>
. 8y, Ty
Jﬂzi- T# .
)
L
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Construction de la makrice de risidité

de |‘élément Co'nflf

‘ \;Qb\\\F\\\\; A3 \

R
N NN




Four le noceud (i) on a :

kP, 0 0 r{ a? 3
1i i
£F, 3= o g T 0 R (VLIT-3)
i ii i
0 O a 621
L J

REMARGUE =
Les zdéros dans 1l'dguation (VIII-2), axprime la " non-intéraction *
entre les deux actions ¢ MEMBREANAIRE et FLEXTONNELLE O.

Un peut peut maintenant généraliser, ces equations afin d’obtenir
la matrice de rigidité [ K 1 de 1’élément de plaque plide, en
procedant comme montré sur la figure (VIII-4)

On remargue maintenant que la matrice de rigidité, dun élément de
plague pliée est carrée d’ordre 24, dont les termes ont éte
calculés au préalable dans les chapitres (I11 et VI).

VIII-4 PASSAGE AUX COORDONNEES GLOBALES ET ASSEMBLAGE DES ELEMENTS

Dans les problémes d’élasticiteée plane et de fléxion des plaques,
tous les &léments étaient coplanaires. Cependant, pour les plaques
pliees et les coques " planes W les éléments adjacents sont
inclinés les uns par rappert aux autres. Far consequent avant
d'effectuer l’assemblage des é&léments et de former ainsi la matrice
d2s raideurs globales, on doit exprimer les matrices et wvecteurs
elementaires dans le systéme de coordonnées glocbal <(ocu absolu )
note ( X . ¥ et Z2 ).

Ce changement de repére a un intéret important, car les
deplacements qu’on calculera par la suite seraont rapportés  au
systeme gliobal. c’est a dire qu’il n’aurcnt une signification BUE
dans ce systéme de coordonnées

Oz

7z W X
(& 5l

-

Systeme d axes Globaux (4—5&::10) _



On effectue le changement de repére par le biais d’une
transformaticn orthogonale caractrisée par une matrice de rotation

&

on a =

REEIEY.

Repére global
LY

A | 0

le noeud (1)

{5}

Repeére lccal

{7}

Telle gue pour

Avec [ T ] = (VIII-3)
0 ‘ A
' ke = A
P8 Ry HZ
G A = A — X, - e
Y® Yy Yz
A A -
) ZYy bralrad
rxx est le cosinus de l1’angle que forment les axes X et X
Coordonnees locales et
glo bales.
=x
P ——
A X ¥ A » A N
\ y d 0
A= AN o— )
bAs YY Yz
o= h ) -
Zx Zy fradrd
£ 17T 1= Y. = X = X =
e xy XZ
0 A= I 7 -
Y X Yy Yz
X o= A - O
=h zy zz




lLes raisons d’inclure le siziéme degré de liberté (8z), dans les
équations d'équilibe ( dans le repére local), sont maintenant
apparentes. Car ceci permet d’aveir une matrice [ T 1 symétrique,
carrée et qui peut s’écrire comme dans 1 égquation (VIII-3). Ce qui
va rendre les opérations d’assemblage plus faciles.

Sachant que les inclinaisons entre le repere local et le repéere
global sont exactement les mémes au noeud (i) qu’aux autres ncoceuds
de 1’élément, on peut écrire s

{(=}-[=]-{}
{(Fr-[=]1-{"}

- ("} - 0= 17

En vertu des reégles de transformations orthogonales on a

Il

[e] - [=]

o [ R 1 est la matrice symetrique, carrée dordre 24 et qgui
s*&crit comme suilt :

L T 1 O 0 0
0 L T 1 O O
e
0 O L 1T 1 a
L QO 0 Q L 1T 1

On exprime maintenant la matrice de rigidité d7un eélément dans 1le
repére global.

E .

mI

an a

()
S LN RN

7%



Les] = [ R} (7] [r]

Une fois les matrices de rigiditeé de tous les éléments sont
exprimeées dans le repére global, l1’assemblage et la prise en compte
des conditions aux limites ainsi que la résclution du systéeme
d’équations final, suiveront les mémes démarches standards.

On obtient alors les déplacements exprimés dans le repére absclu,
ce qui fait qu’on doit repasser au repeére local afin de calculer
les contraintes en utilisant pour cela la matrice de contrainte
prealablement déterminde pour -chaque comportement.

VIII-3 DETERMINATION DES COSINUS DIRECTEURS DANS LE CAS D”UN
ELEMENT RECTANGULAIRE A RUATRE NOEUDS.

L etude des cogues en utilisant les eléments plans est
caracteristiques des surfaces cylindriques ocu en caisson.

de ce fait, 11 est commode de prendre 1°un des cotés de 1’élément

et 1 axe X correspondants paralleéles a 1’axe glochal X .

Coques cylmdrique par assemblage d'élements rechmgulaires .

Four 17élément (1jkl) on a
A e 1 Cosinus directeurs de 1axe
AN— = 0 « X )
2y
A — .
Nz = O

- Y




Pouir les cosinus directeurs de 1’axe Y., on les exprime en fontion

des coordonnées des noeuds.

A= = 0
¥
, Yk T Y4
AN — =
Yy .
2 2
1’4//(zk z.)» + Y, yl)
2, = g
x — & k 1
yz .
2 2
Four 1%axe E on aura :
A = = O
%
zZ, -z
5 s - k 1
zZy
2 2
1/'{(zk z. )+ Yy Yz)
X — Yk - y1

rd |

2]

On remarque que les reégles des
towjours satisfaites =

-4 .2 z =
X ¥ Xy ®Z
2 Z £ =
yx Yy Yz
z & < =
z¥ 2y 2z

Az DA+ X=_ A=+ A= A-— =
i xw yY® yy zn zy

A= AT+ A= A=_ + A= A= =
HuONZ yx yz zZn ZZ

A= A+ A= A—_ 4+ A=  A- =
Xy KZ Yy “yz Zy zz

transformaticns

orthogonales

soant

Q7



Le faits d’exprimer les cosinus directeurs en fonction des
coovdonnées des neceuds, a plusieurs avantages dont on peut citer :

L. uUn n'est plus contraint a déterminer les angles que fant les
axes locaux par rapport aux axes globaux.

&. Le Tait que ces angles sont définis dans 1l’espace, on constate
que ce n'est pas toujours évident . de 1les déterminer facilement
paur chaque élement ( Ga necessite plusieurs coupes et sections
dans les figures representant la structure & analyser ).

VIII-&6 PROBLEMES PRATIQUE DE MODELISATION

Jusqu’ici. on a suppose que tous les é&léments, pris & travers une
secticn, d’une structure en plaques plides, é&taient inclinés entre
eux, cela est valable que si on se contente d’étudier une cogue
courbe comme une plaque pliées equivalente. Cependant la
formulation que nous venons de décrivre conduit & des difficultés
dans la modeélisation si tous les éléments qui concourent en  un
mEme noeud sont COPLANAIRES, ceci est en effet causé par 1°absence

de rigiditeée correspendant & la rotation ( 8z ), qui nous deonmera
une singularite du type ( 0 = 0O LI I

Cette équation ( O = 0 )s ne présente pas de difficultés
particulieres avant 17assemblage ( bien gue pour certains

ocrdinateurs elle entraine un message d érreur ). Néanmoins dans le
cas ob les directions des axes globaux different de celles des axes
lacauwr, on aboutit apreés le changement de repére A& six équations
aqul scnt linéairement dépendantes et donc 4 un systéme o4 la
matrlceqainguliére.

Ce type de singularité disparait quand les éléments adjacents ne
sonit pas coplanaires ocu quand les éléments de plagques sont bordés
par des poutres-raldisseurs.

lLes sclutions envisageables pour surmonter cette difficulté sont
les suivantes :

1. Supprimer les degrés de liberté {8z) corvrespondant & ces
singularités et EUX SEULS

2. Introduire des rigidités fictives faibles correspondant & ces
degres de liberté .

3. Utiliser des éléments de poutres fictifs en fléxion sur les
bords preésentants des rigidités faibles.

4. D&finir des relations, de contraintes, linéaires entre les
rotaticns (6z) d’une part et les deux translations dans le plan
d’autre part. telle que :
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VIII-7 INCONVENIENTS DES SOLUTIONS ENVISAGEABLES.

Dans ce paragraphe, nous allons menticnmer les inconvénients des
scluticns qui ont été proposées afin de surmonter la singularite
causee par le siziéme degré de liberté.

La premiere sclution proposée et qui consiste A supprimer les
rotations (8z) correspondant aux singularités lors de 1’écriture
des équations d’équilibre en coordonnées locales. Cette solution
presente des difficultés au niveau de la programmation, car il faut
determiner au préalable les points (a1} les elements sont
coplanaires, en faisant un test sur chacun des bords de 1°élément en
guestiaon.

Ceci ocutre le fait ques dans le cas d’un élément dont les axes
locaux sont :

X 7/ X et Y | Y

c’est & dire des éléments qui sont contenus dans le plan XZ (

elements verticaux). Dans ce cas on a toute une ligne de la matrice

de rotation ( T ) gqui devient nulle et donc on retombe sur une

seconde  singularité mais qui sera alors au niveau des équations

glochales.

Certains auteurs proposentdes astuces afin de contourner cette

difficulté, on peut citer celle de la réference [31 et qui consiste
a permuter les axes loccausx pour ces éléments et eux seuls.

Y et 2 ( par exemple )

La seconde scluticn, dans laquelle on deit introduire une rigidite
fictive faible ( K&z) correspondant & ces degrés de libertée . Bien
que cette solution scit plus apte a €tre utilisée, & cause de sa
formulation et programmation faciles, on docit noter - qu’elle
necessite un grand espace mémoire car loars de l’assemblage. on
consideére gue chague noeud posséde six degrés de liberte » scit 24
pour tout 1°élément. Ce qui nous limitera & traiter que des
structures qui ne comportent Pas beaucoup d’éléments. et c’est a ce
niveau qu’apparait 1’importance du stockage en matrice bande
symetrique.

lLa tmisieme soclution envisagee présente quant 2 elle des prablémes
pour la modélisation de 1’intéraction plaque-poutre. Dans le cas de
plagues cu coques raidies (figure VIII-8 ).



10Q

/
AFig (vil-8) :Hactws Ov Coctu.s Ran-’cs'.

On remarque dans ce cass que la compatibilité des déplacements

n’est pas toujours facile & assurer., par exemple entre la flé&che

(v) de la poutre et le déplacement de membrane correspondant. de la

plaque, en plus dans le cas de suppression des rctaticons (8z) de la

plague 11 n’y a aucune transmission du moment ( Tz ) de la poutre

a la plaque. Enfin il est également nécessaire de prendre en compte
17excentrement de la fibre neutre de la poutre par rappoert A& 1la

surface moyenne de la plaque.



PRESENTATION DU PROGRAMME “SUP E R’

IX-1 L"ORGANISATION DU PROGRAMME * SUPER °’

La derniere partie de notre travail, consiste A 1la superposition
des deux comportements étudiés précédemment. Le programme * SUPER °
(SUPERposition ) permet de modéliser les plaques minces non planes
(plaques pliées) et les coques cylindriques, en utilisant le méme
element que pour les deux comportements precedent. & savoir
17élement rectangulaire & quatre noeuds, mais cette fois-c1 en
considerant six degrés de liberté pour chacun des nceuds.

La structure du programme ° SUPER ’ est donc identique & celle des
deux programmmes élaborés au cours de la premiére et deuxieme
partie. Seulement qu’on doit menticnnmer les modifications qui
=7 imposent.

A cause du nombre de degrés de liberté éléve (24), que posséde
I"element utilisé et la nécessité d’effectuer un changement de

repere, les tables et vecteurs dans ce programme sont, a present,
trés importantsen nombre et dimensicns, comme c’est le cas de la
table ( LCOD ) gqui devient & six colommes, ou la table des

coordonnees  {(COOR) qui aura tois colonnes, car on doit définir le
noeud dans 17espace ( a trois dimensions ). Ceci outre le fait
gu’ocn a besciln de la matrice de rotation ROT( 24.24 ) qui permet
d’effectuer le changement de repére. Dans le programme ‘SUPER 7 ’
cette matvice est domnée, en premier lieu,comme une matrice d’ordre
s1x puis les autres blocs seront regénerés pour €tre assemblés en
une matrice carrée d’ordre 24

Four les techniques d’assemblage, de 1la prise en compte des
conditions aux limites a&ainsi que la résclution du systéeme
d’équations linéaires, sont identiques a celles adeptées dans  les
programmes TELAST * et ¥ FLEX ° seulement que dans le
scus—-programme ° ASS5EME  ° on doit ajouter le module qui permet
effectuer les opérations concernant le changement de repére (
multiplication, transpesition ... etc)

Le programme * SUPER ° permet d’utiliser un nombre eléments
relativement eélévé, vu gue le stockage de la matrice de rigiditeé
globale s’effectue par bande rectangulaire. car si on stocke cette
matrice scus sa forme carrée, on sera contraint & ne modéliser gue
les structures ayant un nombre de noeuds ne dépassant pas ( 20
noeuds. du moment que le VAX 11/750 ne peut adresser les tableaux
dont les dimensions dépassent (120 » 120)
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IX-2 EXEMPLES D’APPLICATIONS

EXEMPLE 1.

Dans cet exemple on va modéliser une vodte en berceau ( toitures
cylindrigques ) puis comparer les résultats avec ceux cbtenus par
Mr. ZIENEIEWICZ gui a utilisé des eléments triangulaires a
détormaticns constantes (CST) et 1°élément de fléxion a neuf degrés
de liberté , ceci d7une part, d’autre part on comparera ces
résultats avec ceux donnés par la sclution analytique obtenue par
la theéecorie des coqgues.

= 746 mm

= 2.1 E 7 KN/m®

= O

q = 4.310 KN/m>  ( le poids propre )

T M

- LES DEFLACEMENTS VERTICAUX DE LA SECTION CENTRALE (mm)
e | o] ziewamacz | SelEen TG aervew
G 17.020 15.00 15.08 12.845
W“h:; 1.3857 1.200 1.200 13.083
. =0 - 29.870 - 27.3500 - 27.50Q0 - 8.6182
'30 - 62.750 = &60.000 = 60.000 - 4 _.5833
r“qﬁQD - Q46,050 — 93.000 - 93.000 - 3.2900
r - LE DEFLACEMENT LONGITUDINAL DE LEAPPUI {mm )
e 7 [ TSR] eewamacz | Selutren TG @rien
0 G.000 0.000 0.000 0.000
. 10 1.357 1.200 1.200 132.083
B 20 : - 29.870 - 27.500 - 27.500 - B.6182
-__*;b— - 62.750 - &60.004Q = &60.000 - 4.5833
B 40 | = 945.0460 - 93.000 - 93.000 - 3.2%900
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EXEMPLE 2.
Dans «cet exemple on va traiter unestructure en plaques pliées type,
scumise a des charges réparties agissant normalement au plan de

chague plague.

E =2.5E Kg/cms » = 0.43
q,= 0.0062 Kg/cm’ 4= 0.0062 Kg/cm®
q,= 0.0890 Kg/cm® = 0.005 m = 0.5 cm

LE DEPLACEMENT WERTICAL LE LONG DE LA COURONNE ( w )
X (em)| Frogramme ZIENKIEWICZ |EXPERIMENTAL| |24 d’erreur
SUPER
en ("/.)\
o 2.665 2.100 .150 23.950
5 o.263 2.490 2.510 - 9.117
10 1.740 2.550 2.590 - 32.819
15 0.9760 2.100 2.11 — 53.744
20 0 o 0 o
LE DEFLACEMENT HORIZONTAUX (u) LE LONG DU BORD  (mm)
X (em)| Frogramme ZIENKIEWICZ |EXPERIMENTAL| 'aux d’erreur
SUPER
o en (" /.)~
a o.652 2.480 2.480 6.9234
5 2.572 2.400 2.400 7.1792
10 1.357 1,200 1.250 8.560
15 0.8751 0.650 0.70 25.014
20 0.000 0.000 0.000 0.000

Comme la solution analytique de ce probléme n’exicte pass on se
contente des valeurs experimentales obtenues dans le cas o4 1la
structure comporte des raidisseurs. On constate que les résultats
chbtenus par le programme *SUPER °  sont leégérement differents de
ceux obtenus expérimentalement car dans le modéle qu’on a &tudié,
tn a pas censidéreé le cas de plaques pliédes avec des raidisseurs.
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EXEMFLE 3.

On traite 1’exemple d’un cylindre sSoumis a une préssion
hydrostatique.

R=20m L] t=0.45m . H=9m
y = 1 t/m° " v = 0.2 . E= 1E@7
( 2=-R et Y=0 ) ou ( Z=0 et¥Y=-R )
LE DEPLACEMENT RADIAL
SUIVANT L’AXE (2) 0OU (¢ Y )
Programme
) SUPER
) 0
1.2857 0.2170 E -3
2.5714 0.3192 E -3
3.8571 0.4378 E -3
5.1428 0.4144 E -3
&.4285 0.3872 E -3
7.7142 0.3079 E -3
9.0000 0.3923 E -3

Le deplacement radial maximum cbtenu par 17élément non conforme
utiliiceé est

w = 0.4378 E -3

En utilisant 1’élément de coques axxisymétriques. on obtient 1la
valeur suivante du déplacement radial

w' = 0.365990 E -3

ce qul nous donme un taux d’érreur egal a :

e = 192.62075 " e
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EXEMPLE 4.

lLa structure est en plaques pliées type, sujette a une charge
uniformement distribuée agissant normalement au plan de chacune des
plagues inclinédes. Elle repose a ses extrémites sur des diaphragmes
rigides dans leurs propre plans ( w = 0 ) et parfaitement fléxibles
dans les directions normales & ces plans.

-

E=1.4 E & kiNlw* b o= 0.15
q = 1.0 KN/a® t = 20 cm
Four les pocints appartenant & 17axe de symétrie. ( z = vy = 0 )

LE DEPLACEMENT VERTICAL ( w )
X (m) Programme ° SUFER -~
0 0.1744 E -2

12.000 - 0.1838 E -2

24 .000 0.1637 E -2

Four les points de 1’extrémité ( z= -3. et vy = 4§£.3640 )

LES DEFLACEMENTS PLANS ( u ) et ¢ v )

X (m) ( u ) ( v }
b v

O 0.3087 E -3 0.1248 E -2

12.000 0.1190 E -3 0.19446 E -3

24.000 |- 0.2874 E- 3| - ¢.7132 E -3

X1-3 CONCLUSION ( CONCERNANT LA TROISIEME PARTIE )

Aprés avoir formulé 17&lément de Plaque plige, il est nécessaire de
justifier le choix de cet élément. On  vu que 1’élément utilisé
donne des résultats relativement bons pour  les structures en
plaques plides type, cependant pour les structures en coques ¢
courbure continue ) 17érreur n’est trop grande.

L*&lément triangulaire le plus simple qui a &té utilisé par DAWE =
donng de mauvais résultats bien qu’ils scient convergents. car
elément a un champ de déplacements plans linédaire et un champ de
flé»ian guadratique. De ce fait plusieurs auteurs affirment gue
1"eieéments rectangulaire non conforme est 1"&lément qui présente le
meillsur compromis simplicité—précisian.

cet

107



108

Exem ELQ. 4
Zy

To_l_l_: ure en Placlue.s PLiéeS

Haiu.aac utilise
A



CONCLUSION

Apreés avoir formulé le probléme des plaques pliées et coques
( considerées comme un assemblage d’éléments plans ), on doit
conclure en mentionnant les points suivants :

¥. L7élément choisi donne de bons résultats pour les problémes
d’élasticité plane ainsi que pour la fléxion des plaques minces,
cependant aprés superposition, les résultas sont particulierement

bons pour les structures cylindriques & faibles courbures et les
structures composées de plaques n’appartenant pas au méme plan (
plaques pliees ) mais on juge qu’il serait mieux d’utiliser les
eléments courbes pour la modélisation des structures A& symétrie
axiale ( Axi-symétrie), bien que 1’é&lément qu’on a utilisé permet
de mieux représenter le comportement de la structure du fait qu’il
dispose de six degrés de liberté par noeud.

¥. Lors de la formulation de 1’é&lément pour la modélisation ‘des
plaques pliées et en particulier au cours de la troisiéme partie,
on a rencontré une difficulté concernant la singularité causée par
la rotation autour de 1’axe ( Z ), et Comme solution on a opté pour
celle qui consiste A& introduire une rigidité fictive faible
correspondant A ces degrés de liberté. Alors on suggere de
reformuler le probléme mais en optant, cette fois, pour la solution
Gui parait plus adéquate et qui consiste & définir une relation
lindaire, entre les rotations (6z) et les déplacements de membrane
(plans) qui sont (u et v), telle :

puls voir quelle est la solution qui peut présenter le plus
d’avantages.

*¥. On suggére, outre ceci, de reformuler le probléme des plaques
pligdes en utilisant d’autres éléments ( triangualaire & sept
noeuds,; par exemple) et notamment 1’é&lément récemment développé qui
est 1’#lément bande ( Finit strip element), et cela modifiant
légérement le programme élaboreé.

*. On souhaite poursuivre 1’analyse de ce probléme en faisant
1"eétude dynamique sous charges sismiques verticales et herizontales,
afin de compléter ce modeste travail.
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